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Κύρια  ΢τοιχεύα  Σριγώνου 

∎ Ένα τρύγωνο ΑΒΓ ϋχει :                                                                                                                                                                                                                        
α) Σρεισ κορυφϋσ , τα ςημεύα Α , Β , Γ                                                                                                                                                                     
β) Σρεισ πλευρϋσ , τα τμόματα ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ ό α , β , γ                                                                                                                          
γ) Σρεισ γωνύεσ , τισ ΒΑΓ  , ΑΒΓ  , ΑΓΒ    ό  Α  , Β  , Γ                                             

                                                                                                                                              
Οι πλευρϋσ και οι γωνύεσ ενόσ τριγώνου αποτελούν τα κύρια ςτοιχεύα 
του τριγώνου  

 

Εύδη  Σριγώνου  

∎ Σα εύδη τριγώνου ωσ προσ τισ πλευρϋσ του εύναι :                                                                                                                          
α)  ΢καληνό , εύναι το τρύγωνο που ϋχει όλεσ του τισ πλευρϋσ ϊνιςεσ .                                                                                           
β) Ιςοςκελϋσ , εύναι το τρύγωνο που ϋχει δύο πλευρϋσ του ύςεσ .                                                                                                     
γ) Ιςόπλευρο , εύναι το τρύγωνο που ϋχει όλεσ του τισ πλευρϋσ ύςεσ .                                                                                           

 

∎ Σα εύδη τριγώνου ωσ προσ τισ γωνύεσ του εύναι :                                                                                                                             
α) Οξυγώνιο , εύναι το τρύγωνο που ϋχει όλεσ τισ γωνύεσ του οξεύεσ .                                                                                            
β) Αμβλυγώνιο , εύναι το τρύγωνο που ϋχει μια γωνύα αμβλεύα .                                                                                                    
γ) Ορθογώνιο , εύναι το τρύγωνο που ϋχει μια γωνύα ορθό . Η πλευρϊ που βρύςκεται απϋναντι από την ορθό γωνύα , 
ονομϊζεται υποτεύνουςα και οι ϊλλεσ δύο πλευρϋσ λϋγονται κϊθετεσ . 

 

ΣΡΙΓΩΝΑ 
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Δευτερεύοντα  ΢τοιχεύα  Σριγώνου 

Διϊμεςοσ : Λϋγεται το ευθύγραμμο τμόμα που ενώνει μια κορυφό ενόσ τριγώνου με το μϋςο τησ απϋναντι πλευρϊσ 
Οι διϊμεςοι που αντιςτοιχούν ςτισ πλευρϋσ α , β , γ ςυμβολύζονται με  μα  , μβ  , μγ  .                                                                 

Διχοτόμοσ : Λϋγεται το ευθύγραμμο τμόμα που ενώνει μια κορυφό με την απϋναντι πλευρϊ και χωρύζει τη γωνύα 
τησ κορυφόσ ςε δύο ύςεσ γωνύεσ .                                                                                                                                                              
Οι διχοτόμοι που αντιςτοιχούν ςτισ πλευρϋσ α , β , γ ςυμβολύζονται με  δα  , δβ  , δγ  .                                                               

Ύψοσ : Λϋγεται το κϊθετο ευθύγραμμο τμόμα που φϋρεται από μια κορυφό προσ την ευθεύα τησ απϋναντι πλευρϊσ 
Σα ύψη που αντιςτοιχούν ςτισ πλευρϋσ α , β , γ ςυμβολύζονται με  υα  , υβ  , υγ  .            

              

 

1ο  Κριτόριο  Ιςότητασ  Σριγώνων  Π-Γ-Π 

Αν δύο τρύγωνα ϋχουν δύο πλευρϋσ ύςεσ μια προσ μια και τισ περιεχόμενεσ ςε αυτϋσ γωνύεσ ύςεσ , τότε εύναι ύςα . 

   

         ΑΒ = Α′Β′                                                                                            
          ΑΓ = Α′Γ′                                                                                       

            Α = Α′                                                                                          

 

Ιδιότητεσ  Ιςοςκελών  Σριγώνων 

΢ε κϊθε ιςοςκελϋσ τρύγωνο :                                                                                                                                                                         
α) Οι προςκεύμενεσ ςτη βϊςη γωνύεσ εύναι ύςεσ .                                                                                                                                  
β) Η διχοτόμοσ τησ γωνύασ τησ κορυφόσ εύναι διϊμεςοσ και ύψοσ . 

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                             
Έςτω ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ  , φϋρνω τη διχοτόμο ΑΜ .                                                                                                                
α) Θα αποδεύξουμε ότι  Β = Γ  . ΢υγκρύνω τα τρύγωνα ΑΒΜ και ΑΓΜ :                                                                                                                                                                    
1.  ΑΒ = ΑΓ , αφού το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                            
2.  ΑΜ κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                       
3.  Α1

 = Α2
    αφού η ΑΜ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ Α                                                                                                                       

Οπότε από το 1ο Κριτόριο Ιςότητασ Σριγώνων(Π-Γ-Π) ,                                                                                                                                               
τα τρύγωνα εύναι ύςα , ϊρα όλα τα ςτοιχεύα τουσ εύναι ύςα , οπότε και Β = Γ  
β) Αφού τα τρύγωνα εύναι ύςα (ΑΒΜ = ΑΓΜ) ,τότε όλα τα ςτοιχεύα τουσ 
εύναι ύςα , ϊρα και  ΒΜ = ΜΓ , οπότε η ΑΜ εύναι και διϊμεςοσ .                                                                                                                                                                                       
Επύςησ από την ιςότητα των τριγώνων προκύπτει  ότι και  ΑΜΒ = ΑΜΓ   και αφού  ΑΜΒ + ΑΜΓ = 180°ωσ 
παραπληρωματικϋσ γωνύεσ , θα εύναι  ΑΜΒ = ΑΜΓ = 90° , ϊρα το ΑΜ εύναι και ύψοσ . 
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Ιδιότητα  Ιςοπλεύρων  Σριγώνων 

Οι γωνύεσ ενόσ ιςοπλεύρου τριγώνου εύναι ύςεσ .  

 

 

 

 

 

 

Ιδιότητα  Μεςοκϊθετου  Ευθυγρϊμμου Σμόματοσ 

Κϊθε ςημεύο τησ μεςοκαθϋτου ενόσ ευθυγρϊμμου τμόματοσ ιςαπϋχει από τα ϊκρα του. 

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                              

Αν  Γ  τυχαύο ςημεύο τησ μεςοκαθϋτου (ε) ενόσ ευθυγρϊμμου 
τμόματοσ ΑΒ , τότε θα αποδεύξουμε ότι  ΓΑ = ΓΒ .       
΢υγκρύνουμε τα τρύγωνα  ΑΓΜ και ΒΓΜ :                                                                                                                                                    
1)  ΑΜ = ΜΒ  αφού  Μ μϋςο του τμόματοσ ΑΒ                                                                                                                                      
2)  ΓΜ κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                      
3)  ΓΜΑ = ΓΜΒ = 90°                                                                                                                                                                                  
Οπότε από το 1ο Κριτόριο Ιςότητασ Σριγώνων(Π-Γ-Π) ,                           
τα τρύγωνα εύναι ύςα , ϊρα όλα τα ςτοιχεύα τουσ εύναι ύςα ,                               
ϊρα και  ΓΑ = ΓΒ .        

 

 

Ιδιότητα  Σόξων  Κύκλων 

Αν δύο τόξα ενόσ κύκλου εύναι ύςα , τότε και οι χορδϋσ τουσ εύναι ύςεσ .                                                                                       

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

Αν τα τόξα ΑΒ και ΓΔ εύναι ύςα θα αποδεύξουμε και οι αντύςτοιχεσ 
χορδϋσ ΑΒ και ΓΔ εύναι ύςεσ . Υϋρνουμε τισ ακτύνεσ ΟΑ , ΟΒ , ΟΓ , ΟΔ . 
΢υγκρύνουμε τα τρύγωνα  ΟΑΒ και ΟΓΔ :                                                                                              
1)  ΟΑ = ΟΓ  ωσ ακτύνεσ του ύδιου κύκλου                                                                                                                                             
2)  ΟΒ = ΟΔ  ωσ ακτύνεσ του ύδιου κύκλου                                                                                                                                             
3)  ΑΟΒ = ΓΟΔ   ωσ επύκεντρεσ γωνύεσ που βαύνουν ςτα                                           
ύςα τόξα ΑΒ και ΓΔ .                                                                                                                             
Οπότε από το 1ο Κριτόριο Ιςότητασ Σριγώνων(Π-Γ-Π) ,                                                                                                                                           
τα τρύγωνα εύναι ύςα , ϊρα όλα τα ςτοιχεύα τουσ εύναι ύςα ,                                     
ϊρα και  ΑΒ = ΓΔ   .  

             

 

ΑΒΓ  ιςόπλευρο ⇔  Α = Β = Γ  
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2ο  Κριτόριο  Ιςότητασ  Σριγώνων  Γ-Π-Γ 

Αν δύο τρύγωνα ϋχουν μια πλευρϊ και τισ προςκεύμενεσ ςε αυτό γωνύεσ ύςεσ μια προσ μια , τότε τα τρύγωνα εύναι 
ύςα . 

 

ΒΓ = Β′Γ′                                                           

Β = Β′                                                                

Γ = Γ′  

 

 

 

3ο  Κριτόριο  Ιςότητασ  Σριγώνων  Γ-Γ-Γ 

Αν δύο τρύγωνα ϋχουν τισ πλευρϋσ τουσ ύςεσ μύα προσ μύα , τότε τα τρύγωνα εύναι ύςα . 

 

ΑΒ = Α′Β′                                                    
ΑΓ = Α′Γ′                                                          
ΒΓ = Β′Γ′ 

 

 

 

Πόριςμα  I 

Η διϊμεςοσ ενόσ ιςοςκελούσ τριγώνου , που αντιςτοιχεύ ςτη βϊςη του , εύναι και ύψοσ και διχοτόμοσ .                        .                                                                                       

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

Έςτω ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με ΑΜ διϊμεςοσ .                                                                       
΢υγκρύνουμε τα τρύγωνα ΑΒΜ και ΑΓΜ :                                                                                                      
1)   ΑΒ = ΑΓ , αφού το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                            
2)   ΑΜ κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                       
3)   ΒΜ = ΜΓ  αφού ΑΜ διϊμεςοσ του τριγώνου                                                                                                                                 
Οπότε από το 3ο Κριτόριο Ιςότητασ Σριγώνων(Π-Π-Π) , τα τρύγωνα εύναι ύςα , 
ϊρα όλα τα ςτοιχεύα τουσ εύναι ύςα , ϊρα  Α1

 = Α2
    οπότε ΑΜ διχοτόμοσ .                                                                                                                                                    

Επύςησ από την ιςότητα των τριγώνων προκύπτει  ότι και  ΑΜΒ = ΑΜΓ   και 
αφού  ΑΜΒ + ΑΜΓ = 180°ωσ παραπληρωματικϋσ γωνύεσ ,                                                              
θα εύναι  ΑΜΒ = ΑΜΓ = 90° , ϊρα το ΑΜ εύναι και ύψοσ . 
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Πόριςμα  II 

Κϊθε ςημεύου που ιςαπϋχει από τα ϊκρα ενόσ τμόματοσ ανόκει ςτη μεςοκϊθετό του .                                                                                                                                                                    

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                                    

 

Έςτω ευθύγραμμο τμόμα ΑΒ και ςημεύο Μ για το οπούο 
ιςχύει  ΜΑ = ΜΒ και  Κ το μϋςο του ΑΒ .                                    
Αφού  ΜΑ = ΜΒ , το τρύγωνο ΜΑΒ εύναι ιςοςκελϋσ και αφού 
η ΜΚ εύναι διϊμεςόσ του , η ΜΚ θα εύναι και ύψοσ , ϊρα η ΜΚ 
εύναι η μεςοκϊθετοσ του ΑΒ .  

 

 

Πόριςμα  III 

Αν ο χορδϋσ δύο τόξων ενόσ κύκλου , μικρότερων του ημικυκλύου , εύναι ύςεσ , τότε και τα τόξα εύναι ύςα .                                                                                                                                                                                       

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                              

Αν οι χορδϋσ ΑΒ και ΓΔ εύναι ύςεσ , ςυγκρύνουμε τα τρύγωνα                                   
ΟΑΒ και ΟΓΔ :                                                                                                                                       
1)  ΟΑ = ΟΓ  ωσ ακτύνεσ του ύδιου κύκλου                                                                                                                                             
2)  ΟΒ = ΟΔ  ωσ ακτύνεσ του ύδιου κύκλου                                                                                                                                             
3)  ΑΒ = ΓΔ  από υπόθεςη                                                                                                                                                                        
Οπότε από το 3ο Κριτόριο Ιςότητασ Σριγώνων(Π-Π-Π) ,                                        
τα τρύγωνα εύναι ύςα , ϊρα όλα τα ςτοιχεύα τουσ εύναι ύςα ,                               
ϊρα  ΑΟΒ = ΓΟΔ   και αφού εύναι επύκεντρεσ , θα εύναι ύςα                                 
και τα αντύςτοιχα τόξα ΑΒ και ΓΔ .  

 

 

Πόριςμα  IV 

Αν ο χορδϋσ δύο τόξων ενόσ κύκλου , μεγαλύτερων του ημικυκλύου , εύναι ύςεσ , τότε και τα τόξα εύναι ύςα .                                                                                                                                                                       

 

Κριτόρια  Ιςότητασ  Ορθογωνύων  Σριγώνων 

1) Δύο ορθογώνια τρύγωνα , που ϋχουν τισ κϊθετεσ πλευρϋσ τουσ ύςεσ μια προσ μια , εύναι ύςα . 
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2) Δύο ορθογώνια τρύγωνα , που ϋχουν μια κϊθετη πλευρϊ και την προςκεύμενη ςε αυτό οξεύα γωνύα ύςεσ μια προσ 
μια , εύναι ύςα . 

 

3) Δύο ορθογώνια τρύγωνα , που ϋχουν την υποτεύνουςα και μια οξεύα γωνύα αντύςτοιχα ύςεσ μια προσ μια ύςεσ , 
τότε εύναι ύςα . 

 

4) Δύο ορθογώνια τρύγωνα , που ϋχουν την υποτεύνουςα και μια κϊθετη πλευρϊ αντύςτοιχα ύςεσ μια προσ μια , 
τότε εύναι ύςα .  

 

 

 

Ανακεφαλαύωςη 

Δύο ορθογώνια τρύγωνα εύναι ύςα , όταν ϋχουν :                                                                                                                                              
∎ Δύο ομόλογεσ πλευρϋσ τουσ μια προσ μια ύςεσ .                                                                                                                                
∎ Μια πλευρϊ και την προςκεύμενη ςε αυτό οξεύα γωνύα αντύςτοιχα ύςεσ μια προσ μια .  

 

Πόριςμα  I 

Σο ύψοσ  ιςοςκελούσ τριγώνου που αντιςτοιχεύ ςτην βϊςη εύναι διϊμεςοσ και διχοτόμοσ τησ γωνύασ τησ κορυφόσ .  
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Πόριςμα  II 

Η κϊθετοσ που φϋρεται από το κϋντρο ενόσ κύκλου προσ μια χορδό του διχοτομεύ τη χορδό και το αντύςτοιχο                     
τόξο τησ .                                                                                                                                                                                                           .                                                                                                                                                                                       

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

Θεωρούμε μια χορδό ΑΒ και την κϊθετη ΟΚ τησ ΑΒ , που τϋμνει τον 
κύκλο ςτο ςημεύο Μ .                                                                                                                                    
Σο τρύγωνο ΟΑΒ εύναι ιςοςκελϋσ (αφού ΟΑ = ΟΒ  ωσ ακτύνεσ) , και 
το τμόμα ΟΚ εύναι ύψοσ του , τότε θα εύναι και διϊμεςοσ                                         
και διχοτόμοσ .                                                                                                                       
Αφού ΟΚ διϊμεςοσ , τότε Κ μϋςο τησ ΑΒ , ϊρα η κϊθετοσ                            
διχοτομεύ την χορδό .                                                                                                                                    
Αφού ΟΚ διχοτόμοσ θα εύναι  Ο 1 = Ο 2   , οι οπούεσ εύναι επύκεντρεσ 
ςτον κύκλο , ϊρα τα τόξα ςτα οπούα βαύνουν ΑΜ και ΜΒ θα εύναι ύςα. 
Οπότε η κϊθετοσ διχοτομεύ και το τόξο τησ . 

 

 

 

Θεώρημα 

Δύο χορδϋσ ενόσ κύκλου εύναι ύςεσ αν και μόνο αν τα αποςτόματϊ τουσ εύναι ύςα .                                                                                                                                                                                                                                                       

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

ΟΡΘΟ :  Αν οι χορδϋσ ΑΒ και ΓΔ εύναι ύςεσ ,                                                     
θα αποδεύξουμε ότι και τα αποςτόματα ΟΚ και ΟΛ εύναι ύςα .                      
΢υγκρύνουμε τα ορθογώνια τρύγωνα ΟΚΑ και ΟΛΓ :                                                                                                                           
1)  ΟΑ = ΟΓ  ωσ ακτύνεσ του κύκλου                                                                                                                                                        
2)  ΑΚ = ΓΛ  ωσ μιςϊ των ύςων χορδών ΑΒ και ΓΔ .                                                                                                                             
Άρα τα ορθογώνια τρύγωνα ΟΚΑ και ΟΛΓ εύναι ύςα ,                            
οπότε  ΟΚ = ΟΛ                                                                                           

ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΥΟ : Αν τα αποςτόματα ΟΚ και ΟΛ εύναι ύςα ,                   
τότε θα αποδεύξουμε ότι και οι χορδϋσ ΑΒ και ΓΔ εύναι ύςεσ 
΢υγκρύνουμε τα ορθογώνια τρύγωνα ΟΚΑ και ΟΛΓ :                                                                                                                           
1)  ΟΑ = ΟΓ  ωσ ακτύνεσ του κύκλου                                                                                                                                                        
2)  ΟΚ = ΟΛ   από υπόθεςη                                                                                                                                                                          
Άρα τα ορθογώνια τρύγωνα ΟΚΑ και ΟΛΓ εύναι ύςα ,                                            

οπότε  ΑΚ = ΓΛ ⇔
 ΑΒ  

2
=

 ΓΔ  

2
⇔ ΑΒ = ΓΔ     
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Αςκόςεισ ςτα Σρύγωνα 

 

    

 

 

 

 

 

 

1.1 ΢τισ προεκτϊςεισ των πλευρών ΒΑ , ΓΑ των πλευρών ενόσ τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε τμόματα                                                           
ΑΔ = ΑΒ , ΑΕ = ΑΓ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι  ΒΕ = ΓΔ      ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.38 ) 

1.2 ΢ε ιςόπλευρο τρύγωνο ΑΒΓ προεκτεύνουμε τισ πλευρϋσ ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ και ςτισ προεκτϊςεισ τουσ θεωρούμε 
τμόματα  ΒΚ = ΓΛ = ΑΜ . Να δεύξετε ότι τι τρύγωνο ΚΛΜ εύναι ιςόπλευρο   ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.38 ) 

1.3 Να αποδεύξετε ότι ςτισ ομόλογεσ πλευρϋσ δύο ύςων τριγώνων αντιςτοιχούν ύςεσ διϊμεςοι .                                                                  
( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.38 ) 

1.4 Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ και ΑΔ η διχοτόμοσ τησ  Α  ςτην οπούα θεωρούμε τμόματα  ΑΕ = ΑΒ και ΑΖ = ΑΓ .                                       
Να αποδεύξετε ότι  ΑΓ Ε = ΑΖ Β .                                       ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.38 ) 

1.5 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ . ΢τισ προεκτϊςεισ των ύςων πλευρών του ΒΑ , ΓΑ θεωρούμε ύςα τμόματα                          
ΑΔ , ΑΕ αντύςτοιχα . Αν Μ το μϋςο τησ βϊςησ ΒΓ , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΜΔΕ εύναι ιςοςκελϋσ .                                     
( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.38 ) 

1.6 Δύνεται κύκλοσ κϋντρου Ο και χορδό του ΑΒ . Προεκτεύνουμε την ΑΒ και προσ τα δύο ϊκρα , κατϊ ύςα τμόματα 
ΑΓ και ΒΔ αντύςτοιχα. Να δεύξετε ότι  ΟΓ Α = ΟΔ Β                    ( ΢χολικό / 3 / Αποδεικτικϋσ / ς.38 ) 

1.7 ΢τισ ύςεσ πλευρϋσ ΑΒ , ΑΓ ενόσ ιςοςκελούσ τριγώνου ΑΒΓ  παύρνουμε αντύςτοιχα τα τμόματα  ΑΔ =
1

 3 
 ΑΒ  και 

ΑΕ =
1

 3 
 ΑΓ  . Αν Μ το μϋςο τησ ΒΓ , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΔΜΕ εύναι ιςοςκελϋσ .   

1.8 ΢την προϋκταςη τησ διαμϋςου ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ παύρνουμε τμόμα ΔΕ = ΑΔ . Να αποδεύξετε ότι :                            
α)  ΕΓ = ΑΒ                                                                                                                                                                                                      
β)  τα τρύγωνα ΑΒΓ και ΒΕΓ εύναι ύςα .  

1.9 Να αποδεύξετε ότι τα μϋςα ενόσ ιςοςκελούσ τριγώνου , ςχηματύζουν ιςοςκελϋσ τρύγωνο . 

1.10 Έςτω δύο ιςοςκελό τρύγωνα ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και Α΄Β΄Γ΄(Α΄Β΄ = Α΄Γ΄ ) .                                                                               
α) Αν ιςχύει  ΑΒ =  Α΄Β΄  και  Α = Α ΄  να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα εύναι ύςα .                                                                        
β)  Αν ιςχύει  ΑΓ =  Α΄Γ΄  και  Β = Β ΄  να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα εύναι ύςα    

1.11 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ . Προεκτεύνουμε την πλευρϊ ΒΑ κατϊ τμόμα ΑΔ = ΑΓ και την πλευρϊ ΓΑ κατϊ τμόμα 
ΑΕ = ΑΒ . Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα ΑΒΓ και ΑΕΔ εύναι ύςα .  

1.12 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και η διχοτόμοσ του ΑΔ . Προεκτεύνουμε τισ πλευρϋσ ΑΒ και ΑΓ 
κατϊ ύςα τμόματα ΒΕ και ΓΖ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα ΒΔΕ και ΓΔΖ εύναι ύςα . 

1.13 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Μ μϋςο τησ ΒΓ . Προεκτεύνουμε τισ πλευρϋσ ΑΒ και ΑΓ                         
κατϊ ύςα τμόματα ΒΔ και ΓΕ αντύςτοιχα. Αν Ζ εύναι τυχαύο ςημεύο τησ ΑΜ , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΖΔΕ                                   
εύναι ιςοςκελϋσ . 

1.14 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Μ μϋςο τησ ΒΓ . Προεκτεύνουμε τισ πλευρϋσ ΑΒ και ΑΓ                         
κατϊ ύςα τμόματα ΒΔ και ΓΕ αντύςτοιχα. Να αποδεύξετε ότι  ΒΕ = ΓΔ . 

Αςκόςεισ ςτο Κριτόριο Π-Γ-Π 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 10 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 11 
 

 

1.15 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ). ΢τισ ύςεσ πλευρϋσ ΑΒ , ΑΓ παύρνουμε τα ςημεύα Δ , Ε 
αντύςτοιχα ώςτε ΑΔ = ΑΕ . Αν Μ μϋςο του ΔΕ , να δεύξετε ότι :                                                                                                                           
α) το τρύγωνο ΒΜΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                         

β) η ΑΜ εύναι διχοτόμοσ τησ  Α   

1.16 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ). ΢την προϋκταςη τησ πλευρϊσ ΒΓ και προσ τα δύο ϊκρα τησ , 
θεωρούμε τα ςημεύα Δ και Ε αντύςτοιχα ϋτςι ώςτε  ΒΔ = ΓΕ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                
α) Β εξωτ . = Γ εξωτ .                                                                                                                                                                                           

β) τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ εύναι ύςα .                                                                                                                                                           
γ) η διϊμεςοσ ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ εύναι και διϊμεςοσ ςτο τρύγωνο ΑΔΕ         

1.17  Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΚΑΒ (ΚΑ = ΚΒ ) και ΚΓ διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Κ  . ΢την προϋκταςη τησ ΒΑ 
παύρνουμε ςημεύο Λ  και ςτην προϋκταςη τησ ΑΒ παύρνουμε ςημεύο Μ , ϋτςι ώςτε ΑΛ = ΒΜ . Να δεύξετε ότι :            
α) το τρύγωνο ΚΛΜ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                        
β) η ΚΓ εύναι διϊμεςοσ του τριγώνου ΚΛΜ          

1.18 Δύνεται γωνύα   xO y και η διχοτόμοσ τησ Οδ . Θεωρούμε ςημεύο Μ τησ Οδ και ςημεύα  Α και Β ςτισ ημιευθεύεσ                      
Οx και Οy  αντύςτοιχα , τϋτοια ώςτε ,  ΟΑ = ΟΒ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                          
α) ΜΑ = ΜΒ                                                                                                                                                                                                                 
β) Η Οδ  εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ ΑΜ Β                

1.19  Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) . ΢τισ προεκτϊςεισ των ύςων πλευρών του ΒΑ , ΓΑ θεωρούμε                     
τα ςημεύα Ε και Δ ϋτςι ώςτε  ΑΔ = ΑΕ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                            
α)   ΒΕ = ΓΔ                                                                                                                                                                                                     
β)   ΒΔ = ΓΕ                                                                                                                                                                                                     
γ)   ΔΒ Γ = ΕΓ Β                     

1.20 ΢ε μια χορδό ΑΒ ενόσ κύκλου κϋντρου Ο παύρνουμε ςημεύα Γ και Δ για τα οπούα εύναι ΑΓ = ΒΔ .                                              
Να αποδεύξετε ότι  ΑΟ Γ = ΔΟ Β . Σι εύδουσ τρύγωνο εύναι το ΟΓΔ ; 

1.21 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ). Προεκτεύνουμε την ΑΓ κατϊ ύςο τμόμα ΓΔ και την ΓΒ κατϊ ύςο 
τμόμα ΒΕ . Να αποδεύξετε ότι   ΑΕ = ΒΔ  

1.22 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και οι διϊμεςού του ΒΜ και ΓΝ .                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι   ΒΜ = ΓΝ                                                                                                                                                                       
β) Προεκτεύνουμε τισ πλευρϋσ ΒΑ και ΓΑ κατϊ ύςα τμόματα ΑΔ και ΑΕ αντύςτοιχα. Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα     
ΒΜΔ και ΓΝΕ εύναι ύςα .         

 

 

                                                                                                                                                                                   

 

1.23 Να αποδεύξετε ότι οι διχοτόμοι των γωνιών τησ βϊςησ ιςοςκελούσ τριγώνου εύναι ύςεσ .                                                                                 
( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.43 ) 

1.24 ΢ε ϋνα κυρτό τετρϊπλευρο εύναι  ΑΒ = ΓΔ  και Β = Γ  . Να αποδεύξετε ότι  Α = Δ                                                                                         
( ΢χολικό / 3 / Αποδεικτικϋσ / ς.43 )      

1.25 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ προεκτεύνουμε την διϊμεςο ΑΜ κατϊ ύςο τμόμα ΜΔ . Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα                                  
ΑΒΓ και ΒΓΔ  εύναι ύςα .                                        ( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.43 ) 
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1.26 ΢το διπλανό ςχόμα η Οδ εύναι η διχοτόμοσ                                                       
τησ γωνύασ  xO y . Να αποδεύξετε ότι :                                                     
α) τα τρύγωνα ΟΑΒ και ΟΒΓ εύναι ύςα.                                               
β) η ΑΓ εύναι κϊθετη ςτην Οδ . 

 

1.27 Δύο τρύγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄  ϋχουν  β = β΄ , Α = Α ΄  και  δα = δα′    . Να αποδεύξετε ότι :                                              
α)    Γ = Γ ΄                                                                                                                                                                                                        
β)  α = α΄ και  γ = γ΄                                   ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.43 ) 

1.28 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ . Η μεςοκϊθετη τησ πλευρϊσ ΒΓ τϋμνει την ΑΓ ςτο Δ και την προϋκταςη τησ 
ΒΑ ςτο Ε . Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα ΒΕΔ και ΓΕΔ εύναι ύςα . 

1.29  Θεωρούμε δύο ύςα τρύγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ . Η διϊμεςοσ ΑΜ και η διχοτόμοσ ΒΔ του ΑΒΓ τϋμνονται ςτο Θ ,                   
ενώ η αντύςτοιχη διϊμεςοσ Α΄Μ΄ και η διχοτόμοσ Β΄Δ΄ του Α΄Β΄Γ΄  τϋμνονται ςτο Θ΄.  Να αποδεύξετε ότι :                              
α)  ΒΔ = Β΄Δ΄                                                                                                                                                                                                  
β)  ΒΑ Μ = Β΄Α ΄Μ΄                                                                                                                                                                                          
γ)  τα τρύγωνα  ΑΒΘ και  Α΄Β΄Θ΄ εύναι ύςα                                                                                                                                                
δ)  ΑΘ = Α΄Θ΄  και  ΘΔ = Θ΄Δ΄                                          ( ΢χολικό / 1 / ΢ύνθετα Θϋματα / ς.43 )            

1.30 Αν για το ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) του διπλανού 

ςχόματοσ ιςχύουν  α = β   και  γ = δ    , να αποδεύξετε ότι :                                   
α)  τα τρύγωνα ΑΕΒ και ΑΕΓ εύναι ύςα .                                                                        
β)  το τρύγωνο ΓΕΒ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                      
γ)   η ευθεύα ΑΔ εύναι μεςοκϊθετοσ του τμόματοσ ΒΓ                                                                           

1.31 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Κ εςωτερικό 
ςημεύο του τριγώνου τϋτοιο ώςτε  ΚΒ = ΚΓ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                       
α)  τα τρύγωνα ΒΑΚ και ΚΑΓ εύναι ύςα                                                                                                                                                    
β)  η ΑΚ εύναι η διχοτόμοσ τησ γωνύασ   ΒΑ Γ                                                                                                                                         
γ)  η προϋκταςη τησ ΑΚ διχοτομεύ τη γωνύα   ΒΚ Γ                   

1.32  ΢τισ προεκτϊςεισ των πλευρών ΒΑ , ΓΑ των πλευρών ενόσ τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε τμόματα                                                   
ΑΔ = ΑΒ , ΑΕ = ΑΓ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                          
α)  τα τρύγωνα  ΑΒΓ  και  ΑΔΕ  εύναι ύςα .                                                                                                                                               
β)  η προϋκταςη τησ διαμϋςου ΑΜ προσ την κορυφό Α διχοτομεύ την πλευρϊ ΔΕ του τριγώνου ΔΑΕ                               

1.33 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Μ εςωτερικό ςημεύο του τριγώνου τϋτοιο ώςτε  ΜΒ = ΜΓ . 
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                       
α)  τα τρύγωνα ΒΑΜ και ΜΑΓ εύναι ύςα                                                                                                                                                    
β)  η ΑΜ εύναι η διχοτόμοσ τησ γωνύασ   ΒΜ Γ               
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1.34 Να αποδεύξετε ότι τα ύψη ιςοςκελούσ τριγώνου που αντιςτοιχούν ςτισ ύςεσ πλευρϋσ του εύναι ύςα.                          
( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.48 ) 

1.35 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και τα ύψη του ΒΔ και ΓΕ . Να αποδεύξετε ότι :                                      
α) τα τρύγωνα ΒΔΓ και ΓΕΒ εύναι ύςα                           β) ΑΔ = ΑΕ                      

1.36 Να αποδεύξετε ότι τα μϋςα των ύςων πλευρών ιςοςκελούσ τριγώνου ιςαπϋχουν :                                                            
α) από την βϊςη                      β) από τισ ύςεσ πλευρϋσ                            ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.48 )        

1.37 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και οι διχοτόμοι του ΒΔ και ΓΕ . Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα        
Δ  και  Ε  ιςαπϋχουν από τη βϊςη ΒΓ .  

1.38 Να αποδεύξετε ότι τα ϊκρα ενόσ τμόματοσ ιςαπϋχουν από κϊθε ευθεύα που διϋρχεται από το μϋςο του                  
( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.48 )        

1.39 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ , να αποδεύξετε ότι οι κορυφϋσ Β και Γ ιςαπϋχουν από τη διϊμεςο ΑΜ .  

1.40 Αν δύο τρύγωνα εύναι ύςα , να αποδεύξετε ότι και τα ύψη τουσ που αντιςτοιχούν ςτισ ύςεσ πλευρϋσ εύναι ύςα         
( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.48 )   

1.41 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Μ μϋςο τησ ΑΒ . Προεκτεύνουμε την ΑΓ κατϊ τμόμα                      

ΓΝ = 
ΑΓ

2
  . Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα Μ και Ν ιςαπϋχουν από την ευθεύα ΒΓ .  

1.42 Δύνεται οξυγώνιο και ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ , με βϊςη ΒΓ και τα ύψη ΒΔ και ΓΕ                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΔΕ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                       
β) Αν τα ΒΔ και ΓΕ τϋμνονται ςτο Μ , να αποδεύξετε ότι η ΑΜ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Α  

1.43 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ(Α = 900) και η διχοτόμοσ τησ γωνύασ του Γ  , η οπούα τϋμνει την πλευρϊ ΑΒ 
ςτο Δ . Από το Δ φϋρουμε  ΔΕ κϊθετη ςτην ΒΓ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                    
α) τα τρύγωνα ΑΔΓ και ΔΓΕ εύναι ύςα .                                                                                                                                                                        
β) η ευθεύα ΓΔ εύναι μεςοκϊθετοσ του τμόματοσ ΑΕ                           

1.44  Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Μ το μϋςο τησ βϊςησ του ΒΓ . Να αποδεύξετε ότι :                       
α) το Μ ιςαπϋχει από τισ ύςεσ πλευρϋσ του τριγώνου                                                                                                                        
β) η ΑΜ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ που ςχηματύζουν οι αποςτϊςεισ του Μ από τισ ύςεσ πλευρϋσ μεταξύ τουσ .           
( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.48 )     

1.45 Να αποδεύξετε ότι αν ςε δύο τρύγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ εύναι  α = α′  , υα = υα′   , μα = μα′                                                             
τότε τα τρύγωνα εύναι   ύςα                                                      ( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.48 )     

1.46 Δύνεται οξυγώνιο τρύγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμοσ του ΑΔ . Υϋρνουμε ΒΕ κϊθετη ςτην ΑΔ , η οπούα τϋμνει την ΑΓ     
ςτο Ζ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                            
α) ΑΒ = ΑΖ                     β) το τρύγωνο ΒΔΖ εύναι ιςοςκελϋσ  

1.47 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ(Α = 900) και η διχοτόμοσ του ΒΔ. Από το Δ φϋρουμε ΔΕ κϊθετη ςτην ΒΓ , 
που  τϋμνει την ΑΒ ςτο Ζ . Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΒΓΖ εύναι ιςοςκελϋσ  ( ΢χολικό / 4 / Αποδεικτικϋσ / ς.48 )   

1.48 Δύνεται κύκλοσ (Ο , R), οι ύςεσ χορδϋσ του ΑΒ, ΓΔ και τα αποςτόματϊ τουσ ΟΚ και ΟΛ αντύςτοιχα. Αν οι 
προεκτϊςεισ των ΒΑ και ΔΓ τϋμνονται ςτο Μ , να αποδεύξετε ότι :                                                                                                
α) τα τρύγωνα ΜΟΚ και ΜΟΛ εύναι ύςα                                                                                                                                                       
β) ΜΑ = ΜΓ   και   ΜΒ = ΜΔ                                 ( ΢χολικό / 5 / Αποδεικτικϋσ / ς.48 )       
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1.49 ΢ε οξυγώνιο τρύγωνο ΑΒΓ προεκτεύνουμε τη διϊμεςο ΑΜ  κατϊ ύςο τμόμα ΜΔ . Να αποδεύξετε ότι :                          
α) τα τρύγωνα ΑΒΜ και ΜΓΔ εύναι ύςα                                                                                                                                                     
β) τα ςημεύα Α και Δ ιςαπϋχουν από την πλευρϊ ΒΓ .                    

1.50  Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Μ το μϋςο τησ βϊςησ του ΒΓ . Υϋρνουμε τισ αποςτϊςεισ                
ΜΔ και ΜΕ του ςημεύου Μ από τισ ύςεσ πλευρϋσ του τριγώνου ΑΒΓ . Να αποδεύξετε ότι :                                                      
α)   ΜΔ = ΜΕ                     β) το τρύγωνο ΑΔΕ εύναι ιςοςκελϋσ                   

1.51 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Μ το μϋςο τησ βϊςησ του ΒΓ . Υϋρνουμε τισ αποςτϊςεισ                
ΜΚ και ΜΛ του ςημεύου Μ από τισ ύςεσ πλευρϋσ του τριγώνου ΑΒΓ . Να αποδεύξετε ότι :                                                      
α)   ΜΚ = ΜΛ                     β) η ΑΜ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ ΚΜ Λ                   

1.52 Αν δύο ορθογώνια τρύγωνα ϋχουν μια κϊθετη πλευρϊ ύςη και η περύμετροσ του ενόσ εύναι ύςη με την 
περύμετρο του ϊλλου , τότε τα τρύγωνα εύναι ύςα .                     ( ΢χολικό / 1 / ΢ύνθετα Θϋματα / ς.48 )             
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΢χϋςη  Εξωτερικόσ  και  Απϋναντι  Γωνύασ  

∎ Κϊθε εξωτερικό γωνύα ενόσ τριγώνου εύναι μεγαλύτερη από καθεμιϊ από τισ απϋναντι γωνύεσ του τριγώνου . 

        

 ΢το παραπϊνω ςχόμα ιςχύουν οι ςχϋςεισ :                              

Α εξωτ > Β    και  Α εξωτ > Γ                                                                       

Β εξωτ > Α    και  Β εξωτ > Γ                                                     

Γ εξωτ > Β    και   Γ εξωτ > Α       . 

 

 

 

 

Ανιςοτικϋσ  ΢χϋςεισ  Πλευρών  και  Γωνιών  

∎ ΢ε κϊθε τρύγωνο απϋναντι από ϊνιςεσ πλευρϋσ βρύςκονται όμοιεσ ϊνιςεσ γωνύεσ και το αντύςτροφο . 

        

 

Πορύςματα                                                                                                                                                                                                         

1) Αν μια γωνύα ενόσ τριγώνου εύναι ορθό ό αμβλεύα , τότε η απϋναντι πλευρϊ τησ εύναι η μεγαλύτερη πλευρϊ του 
τριγώνου .                                                                                                                                                                                                         
2) Αν ϋνα τρύγωνο ϋχει δύο γωνύεσ ύςεσ , τότε εύναι ιςοςκελϋσ .                                                                                                      
3) Αν ϋνα τρύγωνο ϋχει και τισ τρεύσ γωνύεσ του ύςεσ , τότε εύναι ιςόπλευρο . 

 

Σριγωνικό  Ανιςότητα  

∎ Κϊθε πλευρϊ τριγώνου εύναι μικρότερη από το ϊθροιςμα των δύο ϊλλων και μεγαλύτερη                                                             
από την διαφορϊ τουσ 

Ιςχύει :  β − γ < α < β + γ . 

 

ΑΝΙ΢ΟΣΙΚΕ΢  ΢ΦΕ΢ΕΙ΢ 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 15 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 16 
 

 

Εφαρμογό 

Αν δύο τρύγωνα ϋχουν δύο πλευρϋσ ύςεσ και τισ περιεχόμενεσ γωνύεσ ϊνιςεσ , τότε και οι τρύτεσ πλευρϋσ θα εύναι 
όμοια ϊνιςεσ και αντύςτροφα. 

 

 

Κϊθετεσ  και  Πλϊγιεσ 

∎ Αν από ςημεύο Α , εκτόσ ευθεύασ (ε) , φϋρουμε προσ την (ε) την 
κϊθετο (δ) και την πλϊγια (η) που τϋμνουν                                                                        
ςτα Μ και Β αντύςτοιχα ,                                                                                                   
τότε το Μ ονομϊζεται προβολό του Α πϊνω ςτην (ε)    ό                                            
ύχνοσ τησ καθϋτου και το Β ονομϊζεται ύχνοσ τησ (η) πϊνω ςτην (ε) . 
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2.1 ΢το διπλανό ςχόμα εύναι  Β 1 > Γ 1 .                                                                                                            

Να αποδεύξετε ότι  Β 1 > 90°        ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.63 ) 

 

2.2 Αν Μ ςημεύο τησ βϊςησ ΒΓ ιςοςκελούσ τριγώνου ΑΒΓ , να δεύξετε ότι : ΑΜ < ΑΒ                                                                    

( ΢χολικό / 5 / Εμπϋδωςησ / ς.63 ) 

2.3 ΢ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ(Α = 90°) η διχοτόμοσ τησ γωνύασ Γ   τϋμνει την πλευρϊ ΑΒ ςτο Δ .                                            

Να αποδεύξετε ότι  ΑΔ < ΔΒ                           ( ΢χολικό / 6 / Εμπϋδωςησ / ς.63 )   ( Σρϊπεζα Θεμϊτων ) 

2.4 Αν ςε τρύγωνο ΑΒΓ ιςχύει  μα <  
 α 

2
  να δεύξετε ότι  Α > Β + Γ  . Σι ιςχύει όταν  μα > 

 α 

2
  ό  μα = 

 α 

2
 ;                              

( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.64 )   

2.5 ΢το διπλανό ςχόμα , η ΑΔ εύναι η διϊμεςοσ του τριγώνου ΑΒΓ και Ε εύναι 

ςημεύο ςτην προϋκταςησ τησ ΑΔ , ώςτε  ΔΕ = ΑΔ .                                                                                            

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                            

α)   ΑΒ = ΓΕ                                                                                                                                             

β)  ΑΔ <   
 ΑΒ  + ΑΓ  

2
               

 

 

2.6 ΢το διπλανό ςχόμα το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ορθογώνιο με ορθό γωνύα  την Α .                  

Η ΒΔ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ τησ Β   , η ΔΕ εύναι κϊθετη ςτην ΒΓ και η                        

γωνύα Γ   εύναι μικρότερη τησ γωνύασ Β   . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                

α)  ΑΔ = ΔΕ                                                                                                                                                     

β)  ΑΔ < ΔΓ                                                                                                                                                   

γ)  ΑΓ > ΑΒ                        

2.7 Ένα τρύγωνο ΑΒΓ ϋχει περύμετρο 23 . Αν εύναι ΑΒ = 2x + 2 , ΑΓ = x + 3 και  ΒΓ = 3x . Να διατϊξετε τισ γωνύεσ 

του τριγώνου ΑΒΓ από την μικρότερη ςτη μεγαλύτερη . 

2.8 Ένα τρύγωνο ΑΒΓ ϋχει περύμετρο 15 . Αν εύναι ΑΒ = x , ΑΓ = 2x − 2 και  ΒΓ = 2x − 3 . Να διατϊξετε τισ γωνύεσ 

του τριγώνου ΑΒΓ από την μικρότερη ςτη μεγαλύτερη .    

2.9 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  με  ΑΒ < ΑΓ . Αν οι διχοτόμοι των γωνιών  Β   και  Γ   τϋμνονται ςτο ςημεύο Δ                                       

να αποδεύξετε ότι  ΔΒ < ΔΓ   

Ανιςοτικϋσ ΢χϋςεισ ςε ϋνα Σρύγωνο 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢  
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2.10 ΢ε ιςόπλευρο τρύγωνο ΑΒΓ θεωρούμε τυχαύο ςημεύο Ρ ςτην πλευρϊ ΒΓ . Να δεύξετε ότι   ΓΡ < ΑΡ        

2.11 Δύνεται οξυγώνιο τρύγωνο ΑΒΓ , το ύψοσ του ΑΔ και ςημεύο Ε του τμόματοσ ΓΔ . Να αποδεύξετε ότι :                    

α)  ΑΒ > ΒΔ                                                                                                                                                                                                       

β)  ΑΓ > ΓΕ 

 

2.12  ΢τον διπλανό κύκλο κϋντρου Ο το ςημεύο Μ βρύςκεται μεταξύ                               

των ςημεύων  Α και  Ο .                                                                                                                  

Να αποδεύξετε ότι     ΜΒ < ΜΑ              

 

 

2.13  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  , τυχαύο ςημεύο Δ τησ πλευρϊσ ΑΓ και τυχαύο ςημεύο Ε του τμόματοσ ΒΔ .                               

Να αποδεύξετε ότι  ΒΕ Γ > Α  

2.14 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  με  ΑΒ < ΑΓ .                                                                                                                                                  

α) Να αποδεύξετε ότι  Β εξωτ . < Γ εξωτ .                                                                                                                                                    

β)  Αν οι διχοτόμοι των εξωτερικών γωνιών Β και Γ τϋμνονται ςτο Δ , να αποδεύξετε ότι  ΔΒ > ΔΓ                                                   

 

 

 

2.15 Αν ςε κυρτό τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι ΑΒ = ΒΓ και Α = Γ   , να αποδεύξετε ότι  ΑΔ = ΓΔ .                                                                                

Σι ςυμπεραύνετε για την ΒΔ ;                                             ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.63 ) 

2.16 Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ και Ο εςωτερικό ςημεύο του τριγώνου . Οι ΒΟ και ΓΟ τϋμνουν τισ ΑΓ και ΑΒ ςτα Λ και Μ 

αντύςτοιχα . Αν ιςχύει ότι  ΒΟ = ΓΟ και ΟΛ = ΟΜ , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ .                                            

( ΢χολικό / 7 / Εμπϋδωςησ / ς.63 )   

2.17 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Κ , Λ τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα .                                 

Να αποδεύξετε ότι αν οι εξωτερικού διχοτόμοι των γωνιών  Β   και  Γ   τϋμνονται ςτο ςημεύο Δ , τότε το                                       

τρύγωνο ΔΚΛ εύναι ιςοςκελϋσ .                                         ( ΢χολικό / 8 / Εμπϋδωςησ / ς.63 )   

2.18 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Ι το ςημεύο τομόσ των διχοτόμων των γωνιών  Β   και Γ   .        

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         

α)  το τρύγωνο ΒΙΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                          

β)  η ΑΙ εύναι η διχοτόμοσ τησ  Α                      ( ΢χολικό / 9 / Εμπϋδωςησ / ς.63 )   

2.19 ΢το διπλανό ςχόμα ιςχύει ότι  ΑΒ = ΓΔ και  ΑΓ = ΒΔ                                              

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                   

α)  το τρύγωνο  ΙΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                       

β)  τα τρύγωνα  ΑΒΙ  και  ΓΔΙ  εύναι ύςα .  

 

 

Ιςοςκελό  Σρύγωνα 
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2.20 Έςτω κυρτό τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ για το οπούο ιςχύει ΒΑ = ΒΓ  και  

Α = Γ  Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                             

α)  ΒΑ Γ = ΒΓ Α                                                                                                                       

β)  το τρύγωνο  ΑΔΓ  εύναι ιςοςκελϋσ                                                                               

γ)  η ΒΔ εύναι μεςοκϊθετοσ του τμόματοσ ΑΓ                   

2.21 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και Ι το ςημεύο τομόσ των διχοτόμων των γωνιών  Β   και Γ   .        

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         

α)  το τρύγωνο ΒΙΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                          

β)  οι γωνύεσ  ΑΙ Γ  και  ΑΙ Β  εύναι ύςεσ                                                                                                                                                       

γ)  η ευθεύα ΑΙ εύναι  μεςοκϊθετοσ του τμόματοσ ΒΓ          

2.22 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ(Α = 90°)  και από το μϋςο Μ τησ πλευρϊσ ΒΓ φϋρουμε κϊθετα τμόματα           

ΜΔ  και  ΜΕ  ςτισ πλευρϋσ  ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα .  Να αποδεύξετε ότι :                                                                                      

α)  αν  ΜΔ = ΜΕ  τότε τα τρύγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ εύναι ύςα , καθώσ και το ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ .                                      

β)  αν  ΑΒ = ΑΓ , τότε  ΜΔ = ΜΕ       

2.23 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) και τισ διαμϋςουσ του ΒΚ και ΓΛ οι οπούεσ τϋμνονται ςτο Θ .       

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                        

α)  οι διϊμεςοι ΒΚ και ΓΛ εύναι ύςεσ .                                                                                                                                                       

β)  τα τρύγωνα ΑΒΘ και ΑΓΘ εύναι ύςα .                  

 

2.24 Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και Μ μϋςο τησ ΒΓ . Να αποδεύξετε ότι : AΜ Γ > 𝛢Μ Β                                                                                    

( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.64 )   

2.25 Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και Δ ϋνα ςημεύο τησ διαμϋςου του ΑΜ . Να αποδεύξετε ότι :                                     

α)   AΜ Γ > ΑΜ Β                                                                                                                                                                                                 

β)    ΒΔ < ΓΔ    

2.26 Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ και τα ςημεύα Δ , Ε των πλευρών ΑΒ , ΑΓ  αντύςτοιχα ώςτε  ΒΔ = ΓΕ . Να δεύξετε ΔΕ < ΒΓ                        

 

2.27 Να εξετϊςετε αν υπϊρχει τρύγωνο ΑΒΓ με  πλευρϋσ :                                                                                                                                                 

α)  α = 3 , β = 5 , γ = 9                                                                                                                                                                               

β)  α = 4 , β = 6 , γ = 8   

2.28 Να εξετϊςετε αν υπϊρχει τρύγωνο ΑΒΓ με  πλευρϋσ α =
 7γ 

5
  και  β =

 γ 
3

 

2.29 Να αποδεύξετε ότι κϊθε χορδό ενόσ κύκλου , που δεν διϋρχεται από το κϋντρο του , εύναι μικρότερη από την 

διϊμετρο του κύκλου . 

2.30 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ , προεκτεύνουμε τη ΒΑ κατϊ τμόμα ΑΔ και την ΓΑ κατϊ τμόμα ΑΕ .                                               

Να αποδεύξετε ότι  ΒΔ + ΓΕ > ΒΓ + ΔΕ 

2.31 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ παύρνουμε ϋνα ςημεύο Δ ςτην πλευρϊ ΒΓ . Από το Δ φϋρνουμε καθϋτουσ ςτισ πλευρϋσ                      

του ΑΒ και ΑΓ , οι οπούεσ τισ τϋμνουν ςτα Ε και Ζ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι   ΕΖ < ΒΓ                 

                   

Ανιςοτικϋσ ΢χϋςεισ ςε δύο Σρύγωνα 

Σριγωνικό  Ανιςότητα 
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΢χετικϋσ  Θϋςεισ  Ευθεύασ – Κύκλου 

∎ Θεωρούμε ϋναν κύκλο (Κ , ρ) , μια ευθεύα (ε) και την απόςταςη δ = ΚΜ , δηλαδό την απόςταςη του κϋντρου 
από την ευθεύα (ε)  

 

1) Η ευθεύα (ε) εύναι εξωτερικό του κύκλου ( κανϋνα κοινό ςημεύο ) αν και μόνο αν  δ > ρ .                                               

2) Η ευθεύα (ε) εφϊπτεται του κύκλου ( ϋνα κοινό ςημεύο ) αν και μόνο αν  δ = ρ .                                                                

3) Η ευθεύα (ε) τϋμνει τον κύκλο ( δύο κοινϊ ςημεύα ) αν και μόνο αν  δ < 𝜌 .                                                                           

 

Παρατηρόςεισ                                                                                                                                                                                                   

α) Η ακτύνα που καταλόγει ςτο ςημεύο επαφόσ εύναι κϊθετη ςτην εφαπτόμενη .                                                                    

β) Η εφαπτόμενη του κύκλου ςε κϊθε ςημεύο του εύναι μοναδικό .                                                                                                

γ) Μια ευθεύα και ϋνασ κύκλοσ ϋχουν το πολύ δύο κοινϊ ςημεύα . 

 

Εφαπτόμενα  Σμόματα  

Από το ςημεύο Μ φϋρνουμε δύο εφαπτομϋνεσ                                                  
που τϋμνουν τον κύκλο ςτα ςημεύα Α και Α′  .                                            
Σα ευθύγραμμα τμόματα  ΜΑ  και  ΜΑ′  λϋγονται 
εφαπτόμενα τμόματα του κύκλου από το ςημεύο Μ                        
και η ευθεύα  ΜΟ λϋγεται  διακεντρικό  ευθεύα                            
του ςημεύου Μ . 

 

 

 

 

 

ΕΤΘΕΙΑ  ΚΑΙ  ΚΤΚΛΟ΢ 
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Θεώρημα 

Σα εφαπτόμενα τμόματα κύκλου που ϊγονται από ςημεύο εκτόσ αυτού εύναι ύςα μεταξύ τουσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

                                                                                        

Απόδειξη                                                                                                              
Θα αποδεύξουμε ότι  ΡΑ = ΡΒ .                                        
΢υγκρύνουμε τα τρύγωνα ΡΟΑ , ΡΟΒ :                                                       
1)  ΡΟ  κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                       
2)  Α = Β = 90° αφού η ακτύνα που καταλόγει ςτο 
ςημεύο επαφόσ εύναι κϊθετη ςτην εφαπτόμενη .                                   
3)  ΟΑ = ΟΒ  ωσ ακτύνεσ του κύκλου                                                                                                                                                       
Οπότε από το 1ο Κριτόριο Ιςότητασ Σριγώνων                        
(Π-Γ-Π) , τα τρύγωνα εύναι ύςα ,                                                  
ϊρα όλα τα ςτοιχεύα τουσ εύναι ύςα , ϊρα και  ΡΑ = ΡΒ    

                                                                                                                                                                                                                        

 

 

Παρατηρόςεισ                                                                                                                                                                                                   

α) Η διακεντρικό ευθεύα εύναι μεςοκϊθετοσ τησ χορδόσ του κύκλου με ϊκρα τα ςημεύα επαφόσ .                                       

β) Η διακεντρικό ευθεύα διχοτομεύ την γωνύα των εφαπτόμενων τμημϊτων και την γωνύα των ακτύνων που 
καταλόγουν ςτα ςημεύα επαφόσ . 
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3.1 Αν ϋχουμε δύο ομόκεντρουσ κύκλουσ , να εξηγόςετε γιατύ όλεσ οι χορδϋσ του μεγϊλου κύκλου που εφϊπτονται 

ςτον μικρό κύκλο εύναι ύςεσ .                                   ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.69 ) 

3.2 Δύνεται κύκλοσ (Ο , ρ) , μια διϊμετρόσ του ΑΒ και οι εφαπτόμενεσ  ε1 , ε2  του κύκλου ςτα Α , Β . Αν μια Σρύτη 

εφαπτομϋνη του κύκλου ε τϋμνει τισ  ε1 , ε2  ςτα Γ , Δ να δεύξετε ΓΟ Δ = 90°  ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.69 ) 

3.3 Να αποδεύξετε ότι δύο ςημεύα μιασ εφαπτομϋνησ κύκλου , τα οπούα ιςαπϋχουν από το ςημεύο επαφόσ , απϋχουν 

ύςη απόςταςη από τον κύκλο .                       ( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.69 )      

3.4 Από ςημεύο Μ εξωτερικό του κύκλου ( Ο , R) φϋρουμε τισ εφαπτομϋνεσ  ΜΑ , ΜΒ του κύκλου . Προεκτεύνουμε                   

το ΟΒ κατϊ ύςο τμόμα ΒΓ . Να αποδεύξετε ότι  ΑΜ Β = 3ΒΜ Γ                ( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.69 )   

 

3.5 Έςτω κύκλοσ με κϋντρο Ο και ακτύνα ρ . ΢ε ςημεύο Ν του κύκλου φϋρουμε       

την εφαπτόμενη του , και εκατϋρωθεν του Ν θεωρούμε ςημεύα Α και Β                                         

τϋτοια , ώςτε  ΝΑ = ΝΒ .                                                                                                                              

Οι ΟΑ και ΟΒ τϋμνουν τον κύκλο ςτα Κ και Λ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :          

α)  το τρύγωνο ΑΟΒ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                   

β)  το ςημεύο Ν εύναι το μϋςο του τόξου ΚΛ       

 

3.6  Από εξωτερικό ςημεύο Ρ ενόσ κύκλου (Ο , ρ)                                                      

φϋρνουμε τα εφαπτόμενα τμόματα ΡΑ και ΡΒ .                                                             

Αν Μ εύναι ϋνα τυχαύο εςωτερικό ςημεύο του                                                            

ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΟΡ , να αποδεύξετε ότι :                                                                                                      

α)  τα τρύγωνα ΡΑΜ και ΡΒΜ εύναι ύςα .                                                        

β)  οι γωνύεσ  ΜΑ Ο και  ΜΒ Ο εύναι ύςεσ .       

 

 

3.7  Έςτω κύκλοσ με κϋντρο Ο και ακτύνα ρ .                                                                   

Από ςημεύο Α εκτόσ του κύκλου , φϋρουμε τα εφαπτόμενα τμόματα ΑΒ και ΑΓ  

Σα ςημεύα Ε και Δ εύναι τα αντιδιαμετρικϊ ςημεύα των Β και Γ αντύςτοιχα .         

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                    

α)  τα τρύγωνα ΑΒΕ  και ΑΓΔ εύναι ύςα                                                                              

β)  τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ εύναι ύςα           

 

 

 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
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3.8 Θεωρούμε κύκλο κϋντρου Ο και εξωτερικό ςημεύο του Ρ . Από το Ρ φϋρνουμε τα εφαπτόμενα τμόματα                              

ΡΑ και ΡΒ . Η διακεντρικό ευθεύα ΡΟ τϋμνει τον κύκλο ςτο ςημεύο Λ . Η εφαπτόμενη του κύκλου ςτο Λ τϋμνει                         

τα ΡΑ και ΡΒ ςτα ςημεύα Γ και Δ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                               

α)  το τρύγωνο ΡΓΔ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                        

β)  ΓΑ = ΔΒ                                                                                                                                                                                                     

γ)  η περύμετροσ του τριγώνου ΡΓΔ εύναι ύςη με  ΡΑ+ ΡΒ         

3.9 Θεωρούμε κύκλο κϋντρου Ο και εξωτερικό ςημεύο του Μ . Από το Μ φϋρνουμε τα εφαπτόμενα τμόματα                              

ΜΑ και ΜΒ . Προεκτεύνουμε τα ΜΑ και ΜΒ κατϊ ύςα τμόματα ΑΓ και ΒΔ . Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα ΜΟ εύναι 

μεςοκϊθετη  του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΓΔ .  

3.10 ΢το διπλανό ςχόμα οι ΑΓ , ΑΕ και ΓΔ εύναι εφαπτόμενεσ του κύκλου                           

με κϋντρο το Ο .                                                                                                                 

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                

α)   ΑΕ + ΓΔ = ΑΓ                                                                                                                    

β)   ΑΔ + ΕΓ < 3𝛢𝛤 

 

 

 

3.11 ΢το διπλανό ςχόμα τα ΜΑ , ΜΒ , ΜΓ εύναι εφαπτόμενα τμόματα των δύο 

κύκλων . Να αποδεύξετε ότι  ΜΑ = ΜΓ 

 

 

 

3.12 ΢το διπλανό ςχόμα η ΔΕ εφϊπτεται του κύκλου κϋντρου Ο ςτο ςημεύο Α .                                       

Αν ΑΔ = ΑΕ , να αποδεύξετε ότι  ΓΔ = ΒΕ 
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΢χετικό  Θϋςη  Δύο  Κύκλων 

∎ Θεωρούμε δύο κύκλουσ  (O1 , R1) , (O2 , R2) .Σο ευθύγραμμο τμόμα που ενώνει τα κϋντρα των δύο κύκλων 
ονομϊζεται  διϊκεντροσ  και ςυμβολύζεται με  δ .                                                                                                                                 

1) Κύκλοι χωρύσ κανϋνα κοινό ςημεύο  

                                                 
α) Ο κύκλοσ με ακτύνα R1 βρύςκεται εξωτερικϊ του κύκλου με ακτύνα R2 αν και μόνο αν ιςχύει  δ > R1 + R2              
β) Ο κύκλοσ με ακτύνα R2 βρύςκεται εςωτερικϊ του κύκλου με ακτύνα R1 αν και μόνο αν ιςχύει  δ < R1 − R2         

2) Κύκλοι με ϋνα κοινό ςημεύο (Εφαπτόμενοι Κύκλοι) 

                                                            
α)  Ο κύκλοσ με ακτύνα R2 εφϊπτεται εςωτερικϊ του κύκλου με ακτύνα R1 αν και μόνο αν ιςχύει  δ = R1 − R2            
β) Ο κύκλοσ με ακτύνα R1 εφϊπτεται εξωτερικϊ του κύκλου με ακτύνα R2 αν και μόνο αν ιςχύει  δ = R1 + R2          

3) Κύκλοι με δύο κοινϊ ςημεύα ( Σεμνόμενοι Κύκλοι ) 

                                                                                                                                            
Οι κύκλοι τϋμνονται αν και μόνο αν  R1 − R2  <δ < R1 + R2    .                                                                                                                         
Σο ευθύγραμμο τμόμα ΑΒ  που ενώνει τα κοινϊ ςημεύα των δύο κύκλων λϋγεται κοινό χορδό  των δύο κύκλων  .      
Η διϊκεντροσ δύο τεμνόμενων κύκλων εύναι μεςοκϊθετοσ τησ κοινόσ χορδόσ τουσ .                                                              
΢την περύπτωςη που οι κύκλοι εύναι ύςοι τότε η κοινό χορδό εύναι η μεςοκϊθετοσ τησ διακϋντρου . 

΢ΦΕΣΙΚΕ΢ ΘΕ΢ΕΙ΢ ΔΤΟ ΚΤΚΛΩΝ 
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4.1 Να προςδιοριςθούν οι ςχετικϋσ θϋςεισ των κύκλων (Κ , ρ) και (Λ , 2ρ) αν :                                                                                

α)  ΚΛ =
 ρ 
2      β) ΚΛ = ρ     γ) ΚΛ = 2ρ    δ) ΚΛ = 3ρ    ε) ΚΛ = 4ρ                  ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.71 ) 

4.2 Δύνονται  δύο κύκλοι (Κ , 3) και (Λ , 5) . Να βρεύτε το μόκοσ τησ διακϋντρου των δύο κύκλων αν αυτού :                   

α)  εφϊπτονται εξωτερικϊ                                                                                                                                                                         

β)  εφϊπτονται εςωτερικϊ  

4.3 Δύνονται  δύο κύκλοι (Κ , 4) και (Λ , 7) . Να βρεύτε τη ςχετικό θϋςη των δύο κύκλων , όταν :                                         

α) δ = 13         β) δ = 11         γ) δ = 6         δ) δ = 3         ε) δ = 1   

 

4.4  ΢το διπλανό ςχόμα οι κύκλοι με κϋντρα Κ , Λ και Μ                                                                  

εφϊπτονται εξωτερικϊ ανϊ δύο  . Επύςησ οι κύκλοι με κϋντρα Λ και Μ εύναι ύςοι .             

Αν  Α , Β , Γ  εύναι τα ςημεύα επαφόσ , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ                                    

εύναι ιςοςκελϋσ  . 

 

4.5 Δύνονται δύο ύςοι κύκλοι (Κ , ρ) και (Λ , ρ) με  ΚΛ > 2ρ . Έςτω Μ ςημεύο τησ 

μεςοκϊθετησ τησ διακϋντρου ΚΛ . Να αποδεύξετε ότι από το Μ ϊγονται ύςα εφαπτόμενα τμόματα                                         

προσ τουσ δύο κύκλουσ . 

4.6 Δύο κύκλοι με κϋντρα Κ και Λ εφϊπτονται εξωτερικϊ ςτο λςημεύο Α . Μια κοινό εξωτερικό εφαπτομϋνη (ε)                       

των δύο κύκλων εφϊπτεται ςτουσ δύο κύκλουσ ςτα ςημεύα Β και Γ . Αν η κοινό εςωτερικό εφαπτομϋνη των δύο 

κύκλων τϋμνει την (ε) ςτο Μ ,να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                              

α)  το Μ εύναι μϋςο του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΒΓ                                                                                                                         

β)  ΚΜ Λ = 90° 

4.7 Να αποδεύξετε ότι αν τρεισ ύςοι κύκλοι εφϊπτονται εξωτερικϊ ανϊ δύο , τότε τα ςημεύα επαφόσ αποτελούν 

κορυφϋσ ιςοπλεύρου τριγώνου . 

4.8 Δύνονται δύο ύςοι κύκλοι (Κ , ρ) και (Λ , ρ) με  ΚΛ > 2𝜌 . Μια τυχαύα ευθεύα διϋρχεται από το μϋςο Μ  τησ 

διακϋντρου ΚΛ  και τϋμνει τον κύκλο (Κ , ρ) ςτα ςημεύα Α ,Β και τον κύκλο (Λ , ρ) ςτα ςημεύα Γ , Δ .                             

Να αποδεύξετε ότι  ΑΒ = ΓΔ 
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΢χετικό  Θϋςη  Δύο  Ευθειών 

Οι ςχετικϋσ θϋςεισ δύο ευθειών , οι οπούεσ βρύςκονται ςτο ύδιο επύπεδο , εύναι :                                                                             

α) Σαυτύζονται                                                                                                                                                                                                   

β) Σϋμνονται , ϋχουν δηλαδό ϋνα κοινό ςημεύο      

                                                                                                                                 

 γ) Δεν τϋμνονται . ΢την περύπτωςη αυτό οι ευθεύεσ δεν ϋχουν κανϋνα κοινό ςημεύο και λϋγονται παρϊλληλεσ  .                   
Για να δηλώςουμε ότι δύο ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ γρϊφουμε  ε1 ∥ ε2  

 

 

Σϋμνουςα  δύο  Ευθειών 

Ασ θεωρόςουμε δύο ευθεύεσ  ε1 , ε2 του 
επιπϋδου οι οπούεσ τϋμνονται από μια 
τρύτη ευθεύα ε3 .  

Παρατηρούμε ότι ςχηματύζονται οκτώ 
γωνύεσ .                                                                                         
α) Οι γωνύεσ  γ , δ , ε , ζ  λϋγονται  εντόσ .                                                                                                                                                 
β) Οι γωνύεσ  α , β , η , θ λϋγονται  εκτόσ .                                                                                                                                                
γ) Δύο γωνύεσ που βρύςκονται προσ το ύδιο 
μϋροσ τησ τϋμνουςασ ε3 λϋγονται  επύ τα 
αυτϊ μϋρη .                                                                                                                                                                                                                     
δ) Δύο γωνύεσ που βρύςκονται εκατϋρωθεν τησ τϋμνουςασ ε3 λϋγονται  εναλλϊξ . 

ΠΑΡΑΛΛΗΛΕ΢ ΕΤΘΕΙΕ΢ 

ΕΤΘΕΙΕ΢ 
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Θεώρημα  Ύπαρξησ  Παραλλόλων 

Αν δύο ευθεύεσ τεμνόμενεσ από τρύτη ςχηματύζουν δύο εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ ύςεσ , τότε εύναι παρϊλληλεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

                                                                                               

Απόδειξη                                                                                                               

Έςτω ότι  ω = φ . Αν οι ευθεύεσ ε1 , ε2 δεν εύναι 
παρϊλληλεσ , τότε θα τϋμνονται ςε ϋνα ςημεύο Γ .                              
Η γωνύα φ τότε θα εύναι εξωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ 
ϊρα θα πρϋπει να εύναι μεγαλύτερη από την απϋναντι 
εςωτερικό ω .                                                                                                  
Αυτό όμωσ εύναι ϊτοπο αφού ϋχουμε υποθϋςει   ω = φ  
Άρα ε1 ∥ ε2 . 

 

Πορύςματα                                                                                                                                                                                                         
1) Αν δύο ευθεύεσ τεμνόμενεσ από τρύτη ςχηματύζουν δύο εντόσ , εκτόσ και επύ τα αυτϊ μϋρη γωνύεσ ύςεσ ό δύο 
εντόσ και επύ τα αυτϊ μϋρη παραπληρωματικϋσ , τότε εύναι παρϊλληλεσ .                                                                                  
2) Δύο ευθεύεσ κϊθετεσ ςτην ύδια ευθεύα , ςε διαφορετικϊ ςημεύα τησ , εύναι μεταξύ τουσ παρϊλληλεσ . 

Αύτημα  Παραλληλύασ 

Από ςημεύο εκτόσ ευθεύασ ϊγεται μια μόνο παρϊλληλη προσ αυτό . 

Ιδιότητεσ  Παραλλόλων  Ευθειών 

Αν δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ τϋμνονται από τρύτη , ςχηματύζουν :                                                                                                  
α) τισ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ ύςεσ                                                                                                                                                               
β) τισ εντόσ, εκτόσ και επύ τα αυτϊ μϋρη γωνύεσ ύςεσ                                                                                                                           
γ) τισ εντόσ και επύ τα αυτϊ μϋρη γωνύεσ παραπληρωματικϋσ .  

Προτϊςεισ                                                                                                                                                                                                          
1) Αν δύο διαφορετικϋσ ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ προσ μια τρύτη ευθεύα , τότε εύναι και μεταξύ τουσ παρϊλληλεσ .  
2) Αν δύο ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ και μια τρύτη ευθεύα τϋμνει τη μια από αυτϋσ , τότε θα τϋμνει και την ϊλλη .        
3) Αν μια ευθεύα εύναι κϊθετη ςε μια από τισ δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ , τότε θα εύναι κϊθετη και ςτην ϊλλη .                
4) Αν δύο ευθεύεσ τεμνόμενεσ από τρύτη ςχηματύζουν τισ εντόσ  και επύ τα αυτϊ μϋρη γωνύεσ με ϊθροιςμα 
μικρότερο από δύο ορθϋσ , τότε οι ευθεύεσ τϋμνονται προσ το μϋροσ τησ τϋμνουςασ που βρύςκονται οι γωνύεσ . 

Γωνύεσ  με  πλευρϋσ  Παρϊλληλεσ 

Αν δύο γωνύεσ ϋχουν τισ πλευρϋσ τουσ παρϊλληλεσ μια προσ μια , τότε :                                                                                     
α) εύναι ύςεσ αν και οι δύο γωνύεσ εύναι οξεύεσ ό αμβλεύεσ                                                                                                                      
β) εύναι παραπληρωματικϋσ αν η μια εύναι οξεύα και η ϊλλη εύναι αμβλεύα . 
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Αξιοςημεύωτοι  Κύκλοι  Σριγώνου 

 

Ο   Περιγεγραμμϋνοσ  Κύκλοσ                                                                                                                                                                                             

α) Ο κύκλοσ που διϋρχεται από τισ  κορυφϋσ του τριγώνου , λϋγεται 
περιγεγραμμϋνοσ κύκλοσ του τριγώνου . 

                                                                                                                                                     

 

 

 

β) Οι τρεισ μεςοκϊθετοι των πλευρών ενόσ τριγώνου διϋρχονται 
από το ύδιο ςημεύο , το οπούο εύναι το κϋντρο του περιγεγραμμϋνου 
κύκλου του τριγώνου .   

                                                                                                                                             
γ) Σο ςημεύο τομόσ των μεςοκαθϋτων των πλευρών ενόσ τριγώνου 
, λϋγεται  περύκεντρο 

 

 

 

Ο  Εγγεγραμμϋνοσ  Κύκλοσ                                                                                                                                                                            

α) Ο κύκλοσ που βρύςκεται ςτο εςωτερικό ενόσ τριγώνου και 
εφϊπτεται των πλευρών του , λϋγεται εγγεγραμμϋνοσ κύκλοσ                              
του τριγώνου . 

 

 

 

 

 

 

β) Οι διχοτόμοι των γωνιών τριγώνου διϋρχονται από το ύδιο 
ςημεύο το οπούο εύναι το κϋντρο του εγγεγραμμϋνου κύκλου του 
τριγώνου .                                                                                                                                                                                    

γ) Σο ςημεύο τομόσ των διχοτόμων λϋγεται  ϋγκεντρο . 
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Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
 

 

 

 

 

5.1 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ και ευθεύα  ε  παρϊλληλη προσ τη βϊςη του ΒΓ , που τϋμνει τισ ΑΒ και ΑΓ                        
ςτα  Δ και Ε αντύςτοιχα . Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΔΕ εύναι ιςοςκελϋσ .    ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.87 )  

5.2 Δύνεται γωνύα  xO y και ςημεύο Α τησ διχοτόμου τησ . Αν η παρϊλληλη από το Α προσ την Ox τϋμνει  την Oy             
ςτο Β , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΟΑΒ εύναι ιςοςκελϋσ .             ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.87 )   

5.3 Δύνεται γωνύα  xO y και η διχοτόμοσ τησ ΟΔ . Από ςημεύο Α τησ Oy  φϋρνουμε παρϊλληλη προσ την ΟΔ που 
τϋμνει την προϋκταςη τησ  Ox ςτο Β . Να αποδεύξετε ότι  ΟΑ = ΟΒ     ( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.87 ) 

5.4 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και η διϊμεςόσ του ΑΜ . Υϋρνουμε Γx ⊥ ΒΓ προσ το ημιεπύπεδο που 
δεν ανόκει το Α και παύρνουμε ςε αυτό τμόμα ΓΔ = ΑΒ . Να αποδεύξετε ότι η ΑΔ εύναι η διχοτόμοσ τησ  ΜΑ Γ               
( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.87 )  

5.5 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και ΑΔ η διχοτόμοσ του . Από την κορυφό Β φϋρνουμε ΒΕ παρϊλληλη ςτην ΑΔ που τϋμνει 
την προϋκταςη τησ ΓΑ ςτο Ε . Να δεύξετε ότι :  ΕΓ = ΑΒ + ΑΓ       ( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.87 )     

5.6 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και η εξωτερικό του διχοτόμοσ Αx . Από την κορυφό Β φϋρνουμε  ΒΔ ∥ Αx              
που τϋμνει την ΑΓ ςτο Δ . Να δεύξετε ότι :  ΔΓ = ΑΓ − ΑΒ          ( ΢χολικό / 3 / Αποδεικτικϋσ / ς.88 )   

5.7 Από το ϋγκεντρο Ι , τριγώνου ΑΒΓ φϋρουμε ευθεύα παρϊλληλη τησ ΒΓ που τϋμνει τισ ΑΒ και ΑΓ ςτα ςημεύα                       
Δ και Ε  αντύςτοιχα . Να δεύξετε ότι :  ΔΕ = ΒΔ + ΓΕ              ( ΢χολικό / 4 / Αποδεικτικϋσ / ς.88 )   

5.8 Από το ϋγκεντρο Ι , τριγώνου ΑΒΓ φϋρουμε ΙΔ ∥ ΑΒ  και  ΙΕ ∥ ΑΓ . Να αποδεύξετε ότι η περύμετροσ του                                              
τριγώνου ΔΙΕ ιςούται με τη ΒΓ .                  ( ΢χολικό / 5 / Αποδεικτικϋσ / ς.88 )             

5.9 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) ,  ΑΔ η διχοτόμοσ του και ευθεύα  ε  παρϊλληλη προσ τη βϊςη               
του ΒΓ , που τϋμνει τισ ΑΒ και ΑΓ  ςτα Ε και Ζ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                       
α) το τρύγωνο ΑΕΖ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                          
β) τα τρύγωνα ΑΕΔ και ΑΖΔ εύναι ύςα .                                

5.10 Αν   ε1 ∥ ε2    να βρεύτε το x ςε καθϋνα από τα παρακϊτω ςχόματα :  

 

                                                                                                                       

 

 

 

5.11  ΢ε δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ    ε1 ∥ ε2    θεωρούμε δύο ύςα 
ευθύγραμμα τμόματα ΑΒ και ΓΔ  αντύςτοιχα όπωσ φαύνεται ςτο 
διπλανό ςχόμα . Να αποδεύξετε ότι :                                                                           
α)  τα τρύγωνα ΑΟΒ και ΓΟΔ εύναι ύςα .                                                  
β)   ΑΓ = ΒΔ                                                        

 

Με δοςμϋνη Παραλληλύα 
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Φωρύσ Δοςμϋνη Παραλληλύα 

 

5.12 Αν   ε1 ∥ ε2    να βρεύτε το x ςε καθϋνα από τα παρακϊτω ςχόματα : 

 

         

 

 

 

 

5.13 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και ευθεύα  ε  ∥ ΒΓ που διϋρχεται από το Α . Να αποδεύξετε ότι η 
ευθεύα  (ε)  διχοτομεύ την Α εξωτ .  

5.14 Δύνεται κύκλοσ κϋντρου Ο , μια διϊμετρόσ του ΑΒ και μια χορδό του ΑΓ . Υϋρουμε ευθεύα ε  ∥ ΑΓ , που 
διϋρχεται από το Ο και τϋμνει το τόξο ΒΓ ςτο Δ . Να αποδεύξετε ότι το Δ εύναι μϋςο του ΒΓ . 

5.15 Από τα ϊκρα ενόσ ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ φϋρουμε προσ το ύδιο ημιεπύπεδο δύο παρϊλληλεσ ημιευθεύεσ                              
Αx και Βy . Παύρνουμε Γ τυχαύο ςημεύο του ΑΒ  , και ςτισ Αx , Βy τα ςημεύα Δ και Ε αντύςτοιχα , ώςτε  ΑΔ = ΑΓ                   
και  ΒΕ = ΒΓ . Να αποδεύξετε ότι η γωνύα  ΔΓ Ε  εύναι ορθό .    ( ΢χολικό / 2 / ΢ύνθετα Θϋματα / ς.88 )     

 

 

5.16 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και  Δ ςημεύο τησ πλευρϊσ ΑΒ . Αν ο κύκλοσ  (Δ , ΔΒ) τϋμνει τη ΒΓ     
ςτο Ε , να αποδεύξετε ότι  ΔΕ  ∥ ΑΓ                             ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.87 )     

5.17 ΢τισ προεκτϊςεισ των πλευρών ΒΑ και ΓΑ ενόσ τριγώνου ΑΒΓ  παύρνουμε αντύςτοιχα τα τμόματα  ΑΔ = ΑΒ      
και  ΑΕ = ΑΓ . Να αποδεύξετε ότι  ΔΕ  ∥ ΒΓ                ( ΢χολικό / 5 / Εμπϋδωςησ / ς.87 )  ( Σρϊπεζα Θεμϊτων )     

5.18 Δύνεται κύκλοσ (Ο , ρ) και Μ μϋςο τησ χορδόσ του ΑΒ . Υϋρνουμε   Οx ⊥ ΟΜ .                                                                   
Να αποδεύξετε ότι   Οx ∥ ΑΒ .                                ( ΢χολικό / 6 / Εμπϋδωςησ / ς.87 )   

5.19 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  . Θεωρούμε ευθύγραμμο τμόμα  ΓΕ = ΓΒ , κϊθετο ςτην ΑΓ .                  

Να αποδεύξετε ότι η ΒΕ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Β      

5.20 Δύο κύκλοι (Κ , R) και (Λ , ρ) εφϊπτονται εξωτερικϊ ςτο ςημεύο Α . Υϋρνουμε ευθεύα (ε) που διϋρχεται από        
το Α και τϋμνει τον κύκλο (Κ , R) ςτο Β και τον κύκλο (Λ , ρ) ςτο Γ . Να αποδεύξετε ότι   ΚΒ  ∥ ΛΓ            

5.21 Δύνεται κύκλοσ   (Ο , R) και τα εφαπτόμενα τμόματα ςτον κύκλο αυτόν ΜΑ και ΜΒ . Προεκτεύνουμε την ΑΜ 
κατϊ τμόμα  ΜΓ = ΜΑ  και την ΟΜ κατϊ τμόμα  ΜΔ = ΟΜ                                                                                                            
α) Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα ΟΜΒ και ΜΓΔ εύναι ύςα .                                                                                                                 
β) Να αιτιολογόςετε ότι  ΟΑ  ∥ ΓΔ                                             
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Άθροιςμα  Γωνιών  Σριγώνου 

Σο ϊθροιςμα γωνιών κϊθε τριγώνου εύναι ύςο με 2 ορθϋσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

  Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ . Από μια κορυφό του , την Α 
φϋρνουμε παρϊλληλη ευθεύα  xy  προσ την βϊςη του 
τριγώνου ΒΓ . Σότε :                                                                                                                              
∎  Β = ω   (1)  ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ των 
παραλλόλων xy  και ΒΓ                                                                                                   
∎  Γ = φ    (2)  ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ των 
παραλλόλων xy  και ΒΓ                                                                                                   
Ιςχύει όμωσ : Α + ω + φ = 180°  ⇔  Α + Β + Γ = 180°    
από τισ ςχϋςεισ (1) και (2) . 

 

 

Ιδιότητα  Εξωτερικόσ  Γωνύασ  Σριγώνου                                                                                                                                                      

Κϊθε εξωτερικό γωνύα τριγώνου εύναι ύςη με το ϊθροιςμα των δύο απϋναντι εςωτερικών γωνιών του τριγώνου .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

        

 Ιςχύουν οι ςχϋςεισ :  Α + Β + Γ = 180° (1) 
και Γ + Γ εξωτ . = 180°  (2)                                                          

Οι ςχϋςεισ (1) και (2) ϋχουν τα δεύτερα 
μϋλη ύςα , ϊρα :                                                                                                                   
Α + Β + Γ = Γ + Γ εξωτ .  ⇔  Γ εξωτ . = Α + Β   . 

 

 

 

Πορύςματα                                                                                                                                                                                                          

α) Αν δύο τρύγωνα ϋχουν δύο γωνύεσ τουσ ύςεσ μύα προσ μύα , τότε θα ϋχουν και τισ τρύτεσ τουσ γωνύεσ ύςεσ .                        

β) Οι οξεύεσ γωνύεσ ενόσ ορθογωνύου τριγώνου εύναι ςυμπληρωματικϋσ .                                                                                    

γ) Κϊθε γωνύα ενόσ ιςοπλεύρου τριγώνου εύναι  60° . 

 

 

 

Άθροιςμα  Γωνιών Πολυγώνων 
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Άθροιςμα  Γωνιών  Κυρτού  ν – γώνου 

1) Σο ϊθροιςμα των γωνιών ενόσ κυρτού ν-γώνου εύναι ύςο με  (2ν − 4) ∙ 90°  ό  (ν − 2) ∙ 180°                  

 

 

 

2) Σο ϊθροιςμα των εξωτερικών γωνιών κϊθε κυρτού πολυγώνου εύναι ύςο με   360°              
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Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 

 

 

 

 

6.1 ΢ε ορθογώνιο τρύγωνο μια γωνύα του εύναι ύςη με τα  2/3  τησ ϊλλησ γωνύασ του . Να υπολογιςθούν όλεσ οι 
γωνύεσ του (δύο περιπτώςεισ )                                                ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.92 )     

6.2 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) με  Α = 
Β 

 2 
  . Αν Ι το ϋγκεντρο του τριγώνου να υπολογιςθεύ                   

η γωνύα  ΒΙ Γ                            ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.92 )          

6.3 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ η γωνύα  Α   εύναι τετραπλϊςια τησ γωνύασ  Β  . Αν Γ εξωτ . = 144° να βρεθεύ το εύδοσ του τριγώνου 

ωσ προσ τισ πλευρϋσ του .                                           ( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.92 )       

 

6.4 ΢το διπλανό ςχόμα εύναι  ΑΒ = ΑΓ = ΔΒ  και  xΑ Γ = 108° .                         
Να βρεύτε τη γωνύα   Δ                                                                                     
( ΢χολικό / 5 / Εμπϋδωςησ / ς.92 )          

 

 

 

6.5  ΢το διπλανό ςχόμα εύναι  Α = 90° , ΑΔ  διχοτόμοσ , ΔΕ ∥ ΑΒ .                
Αν η γωνύα  Β   εύναι  20°  από τη γωνύα   Γ                                                         
να υπολογύςτε τισ γωνύεσ  ω  και φ .                                                                    
( ΢χολικό / 6 / Εμπϋδωςησ / ς.92 )       

 

6.6 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ εύναι  Α = 60° και  Β = Γ + 20° .                                                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                            
β) Αν το ύψοσ ΑΔ και η διχοτόμοσ ΒΕ τϋμνονται ςτο Κ , να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΕΚ . 

6.7 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ εύναι  Α = 75° και  Β = 2Γ   .                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                            
β) Αν τα ύψη ΑΔ και ΓΕ τϋμνονται ςτο Κ , να βρεύτε τη γωνύα  ΑΚ Γ     

 

6.8 ΢το διπλανό ςχόμα οι ΑΔ και ΒΕ εύναι παρϊλληλεσ .                         
Επύςησ εύναι  ΑΔ = ΑΖ  , ΒΕ = ΒΖ  , Α = 70°                                     
α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ των τριγώνων                                     
ΑΔΖ  και  ΒΖΕ                                                                                                             
β) Να αποδεύξετε ότι  ΔΖ Ε = 90°                                                                 
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6.9 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ εύναι  Α + Γ = 120° και  Α = 3Γ   .                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                            
β) Αν οι διχοτόμοι των γωνιών Β εξωτ .  και  Γ εξωτ .  τϋμνονται ςτο Ι , να βρεύτε τη γωνύα  ΒΙ Γ  

 

6.10  ΢το διπλανό ςχόμα να αποδεύξετε ότι :                                                                 
α)  το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                       
β) η γωνύα  ΑΕ Δ = 90°                                                                                                   

 

 

 

 

6.11 ΢το διπλανό ςχόμα εύναι  ΒΓ παρϊλληλη ςτην ΔΕ .                                    
Να βρεύτε το  x  .  

  

 

 

6.12 Θεωρούμε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90° ) με  Γ = 40°  . Έςτω Δ τυχαύο ςημεύο τησ πλευρϊσ ΑΓ από το 

οπούο φϋρουμε κϊθετη ΔΕ ςτην ΒΓ . Να υπολογύςετε :                                                                                                                      

α) τισ γωνύεσ του τριγώνου ΔΕΓ                                                                                                                                                                

β) τισ γωνύεσ του τετραπλεύρου ΑΔΕΒ                             

6.13 Nα υπολογιςτούν οι γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ του παρακϊτω ςχόματοσ 

 

 

 

 

 

6.14 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) ςτο οπούο ιςχύει  Α = Β + 30° .                                                                             

α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                               

β) Αν οι διχοτόμοι ΒΔ και ΓΕ τϋμνονται ςτο Ι , να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΙΓΔ . 

6.15 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  με Α = 78° . ΢τισ προεκτϊςεισ τησ βϊςεισ του παύρνουμε τμόματα   

ΒΔ = ΑΒ  και  ΓΕ = ΑΓ  αντύςτοιχα . Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ των τριγώνων  ΑΒΓ και ΑΔΕ .  
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6.16 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  και η διϊμεςόσ του ΑΔ τϋτοια , ώςτε  ΒΑ Δ = 30° . Θεωρούμε              

ςημεύο  Ε ςτην ΑΓ τϋτοιο , ώςτε ΑΔ = ΑΕ .                                                                                                                                            

α) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςόπλευρο                                                                                                                     

β) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΔΕ                                                                                                                               

γ) Να υπολογύςετε τη γωνύα ΕΔ Γ                                       

6.17 Nα υπολογιςτούν οι γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ του παρακϊτω ςχόματοσ 

 

 

 

 

6.18 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  με  Α = 40° . ΢την προϋκταςη τησ ΓΒ παύρνουμε τμόμα  ΒΔ = ΑΒ      

α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                 

β) Να βρεύτε τη γωνύα  ΔΑ Γ                                                   

6.19  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α = 2Β   και  Γ − Β = 36° . Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ . 

6.20 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  και ΒΔ , ΓΕ οι διχοτόμοι των γωνιών Β  και Γ  αντύςτοιχα . Αν Ο το 

ςημεύο τομόσ των διχοτόμων , να αποδεύξετε ότι  ΒΟ Γ = Γ εξωτ .  

6.21  ΢το διπλανό ςχόμα ιςχύουν :                                                                                       

ΔΒ = ΒΑ = ΑΓ = ΓΕ   και   ΒΑ Γ = 40°                                                                           

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                              

α)  ΑΒ Δ = ΑΓ Ε = 110°                                                                                        

β)  το τρύγωνο ΔΑΕ εύναι ιςοςκελϋσ .       

                                                                          

6.22 Δύνεται   ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  με Α = 50° . Έςτω Δ το ςημεύο τησ πλευρϊσ ΑΓ τϋτοιο ,                                  

ώςτε   ΒΔ = ΒΓ .                                                                                                                                                                                                               

α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ    Β  και Γ    του τριγώνου ΑΒΓ .                                                                                                          

β) Να αποδεύξετε ότι  ΔΒ Γ = Α                                                           

6.23 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ ςτο οπούο ιςχύει :  
Α εξ .

2
=

Β εξ .

3
=

Γ εξ .

4
                                                                                                   

α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                          

β) Αν το ύψοσ ΑΔ και η διχοτόμοσ ΒΕ τϋμνονται ςτο Κ , να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΚΕ . 

6.24 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α = 80° ,  Β = Γ + 20° και  ΑΔ  η διχοτόμοσ τησ γωνύασ Α                                                              

α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ Β  και Γ                                                                                                                                                      

β) Υϋρνουμε από το Δ ευθεύα παρϊλληλη ςτην ΑΒ , που τϋμνει την ΑΓ ςτο Ε . Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ ΑΔ Ε , ΕΔ Γ   

6.25 Δύνεται   ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)                                                                                                                                  

α) Να δεύξετε ότι τα μϋςα Δ και Ε των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα , ιςαπϋχουν από τη βϊςη ΒΓ .                              

β) Αν Α = Β + 75°  να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ .                                        
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6.26 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ εύναι  Β εξωτ . = 90° + 
Α 

2
  . Να δεύξετε ότι : ΑΒ = ΑΓ      ( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.92 ) 

6.27 Από τυχαύο ςημεύο τησ βϊςησ ΒΓ ιςοςκελούσ τριγώνου ΑΒΓ φϋρουμε  ΔΕ ⊥ ΑΓ .                                                            

Να αποδεύξετε ότι :  Α = 2ΕΔ Γ                                ( ΢χολικό / 5 / Αποδεικτικϋσ / ς.92 )     

6.28 Θεωρούμε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90° ) . Έςτω ότι η διχοτόμοσ τησ γωνύασ Α   και η  ΔΕ ∥ ΑΒ .                      

Αν ιςχύει : Β = Γ + 20°  :                                                                                                                                                                                

α) να βρεύτε τισ γωνύεσ  Β  και Γ    του τριγώνου ΑΒΓ .                                                                                                                       

β) να βρεύτε τισ γωνύεσ  ΑΔ Ε  και  ΓΔ Ε                                                                                                                                                     

γ) να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΕΔ εύναι ιςοςκελϋσ .                                     

6.29 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ ιςχύουν :  Α = 2Β   και  Γ − Β = 36°  . Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ . 

6.30 Δύνεται κύκλοσ (Ο , ρ) και ΑΒ μια διϊμετρόσ του . Αν ΓΔ εύναι μια χορδό του ϋτςι , ώςτε : ΑΟ Γ = ΒΟ Δ                     

Να αποδεύξετε ότι  ΓΔ ∥ ΑΒ           

6.31 Δύνεται   ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και Δ , Ε τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ ώςτε να ιςχύει ΑΔ = ΑΕ  

Να αποδεύξετε ότι    ΔΕ ∥ ΒΓ     

6.32 ΢ε ϋνα τρύγωνο ΑΒΓ ιςχύουν :  Α = 3Β   και  Γ + Α = 2Β   .                                                                                                         

α) Να αποδεύξετε ότι  Β = 60°                                                                                                                                                                  

β) Αν το ύψοσ του ΑΔ και η διχοτόμοσ του ΒΕ τϋμνονται ςτο ςημεύο Ζ , να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΖΕ                            

εύναι ιςόπλευρο                            

6.33 Δύνεται   ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) με   Α = 80°  . Παύρνουμε τυχαύο ςημεύο Ε ςτην πλευρϊ ΒΓ και 

κατόπιν τα ςημεύα Δ και  Ζ ςτισ πλευρϋσ ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα ϋτςι , ώςτε  ΒΔ = ΒΕ  και   ΓΕ = ΓΖ  . Να βρεύτε :       

α)  τισ γωνύεσ των τριγώνων  ΒΔΕ  και  ΓΖΕ                                                                                                                                          

β)  τη γωνύα  ΔΕ Ζ                  

6.34 Θεωρούμε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90° )  και ΑΔ η διχοτόμοσ τησ  Α  . Από το ςημεύο Δ φϋρουμε 

παρϊλληλη προσ την ΑΒ που τϋμνει  την ΑΓ ςτο Ε  .                                                                                                                          

α) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΕΔΓ εύναι ορθογώνιο                                                                                                                    

β) Να υπολογύςετε τη γωνύα  ΑΔ Ε                                                                                                                                                           

γ) Αν η γωνύα  Β  εύναι  20°  μεγαλύτερη τησ γωνύασ  Γ  , να βρεύτε τη γωνύα  ΕΔ Γ           

6.35 Για τισ γωνύεσ ενόσ κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ ιςχύει ότι :  
Α 

3
=

Β 

4
=

Γ 

5
=

Δ 

6
  .                                                                           

Να βρεύτε τισ γωνύεσ του ΑΒΓΔ 

6.36 ΢ε κυρτό τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι  Α = 120°  και  Β = 100° . Αν οι διχοτόμοι των γωνιών Γ   και  Δ  τϋμνονται 

ςτο Ε , να βρεύτε τη γωνύα  ΔΕ Γ                  

6.37 Σο ϊθροιςμα γωνιών ενόσ κυρτού πολυγώνου εύναι  900° . Να βρεθεύ το πλόθοσ των πλευρών του .                       

( ΢χολικό / 7 / Εμπϋδωςησ / ς.92 )     

6.38 Να βρεύτε το πλόθοσ των πλευρών ενόσ κυρτού πολυγώνου που ϋχει ϊθροιςμα γωνιών :                                            

α)  12  ορθϋσ                β)  720°            

6.39 Καθεμιϊ από τισ γωνύεσ ενόσ κυρτού πολυγώνου  εύναι ύςη με  144° . Να βρεύτε το πλόθοσ των πλευρών                         

του πολυγώνου  .               

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 36 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 37 
 

 

 

 

 

 

 

 

Οριςμόσ : Παραλληλόγραμμο λϋγεται το τετρϊπλευρο που ϋχει τισ απϋναντι πλευρϋσ του παρϊλληλεσ . 

        

 

ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο ⇔  
ΑΒ ∥ ΓΔ
ΑΔ ∥ ΒΓ

                                                                         

 

 

∎ Σα ευθύγραμμα τμόματα ΑΒ και ΓΔ λϋγονται διαγώνιεσ του παραλληλογρϊμμου και το ςημεύο τομόσ τουσ 
λϋγεται κϋντρο του παραλληλογρϊμμου .                                                                                                                                               
∎ Η απόςταςη των δύο απϋναντι παραλλόλων πλευρών του λϋγεται ύψοσ του παραλληλογρϊμμου .                                                                                     
∎ Σο κϋντρο του παραλληλογρϊμμου εύναι κϋντρο ςυμμετρύασ του .  

 

Ιδιότητεσ  Παραλληλογρϊμμου 

Α) Οι απϋναντι πλευρϋσ εύναι ύςεσ .                                                                                                                                                          .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

  

΢υγκρύνουμε τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ :                                                                        
1)  ΑΔ κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                       
2)  Β 1 = Δ 1 = ω   ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ αφού ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                                                                 
3)  Δ 2 = Β 2 = φ   ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ αφού ΑΔ ∥ ΒΓ                                                                                                                 
ϊρα από το Γ-Π-Γ , τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ εύναι ύςα , οπότε θα εύναι 
ΑΒ = ΓΔ  και ΑΔ = ΒΓ  .                          

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ

Α 
Σο  Παραλληλόγραμμο 
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Β) Οι απϋναντι γωνύεσ εύναι ύςεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

                                                                                               Απόδειξη                                                                                                               

 

 ΢υγκρύνουμε τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ :                                                                        
1)  ΑΔ κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                       
2)  Β 1 = Δ 1 = ω   ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ αφού ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                                                                 
3)  Δ 2 = Β 2 = φ   ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ αφού ΑΔ ∥ ΒΓ                                                                                                                 
ϊρα από το Γ-Π-Γ , τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ εύναι ύςα , οπότε θα εύναι  
Α = Γ   και  Β = Δ = ω + φ   .  

 

 

Γ) Οι διαγώνιού του διχοτομούνται .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

                                                                                               Απόδειξη       

    

Θα αποδεύξουμε ότι  Ο μϋςο των ΑΓ, ΒΔ.                                                      
΢υγκρύνω τα τρύγωνα ΑΟΒ και ΓΟΔ :                                                                     
1)  ΑΒ = ΓΔ   ωσ απϋναντι πλευρϋσ παραλληλογρϊμμου                                                                                                                  
2)  Β 1 = Δ 1   ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ  αφού ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                                                                       
3)  Α 1 = Γ 1   ωσ εντόσ εναλλϊξ γωνύεσ  αφού ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                                                                         
ϊρα από το Γ-Π-Γ , τα τρύγωνα ΑΒΟ και ΟΓΔ εύναι ύςα ,                        
οπότε θα εύναι   ΑΟ = ΟΓ  και  ΒΟ = ΟΔ  .   

 

Κριτόρια  Παραλληλογρϊμμου 

Α) Ένα τετρϊπλευρο εύναι παραλληλόγραμμο αν οι απϋναντι πλευρϋσ του εύναι ανϊ δύο ύςεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

                                                                                               Απόδειξη       

 

Αν ΑΒ = ΓΔ  και  ΑΔ = ΒΓ θα αποδεύξουμε ότι το ΑΒΓΔ εύναι 
παραλληλόγραμμο , αποδεικνύοντασ ότι οι απϋναντι πλευρϋσ του 
εύναι παρϊλληλεσ.                                                                                                       
΢υγκρύνω τα τρύγωνα  ΑΒΔ  και  ΒΓΔ :                                                                                                                                                      
1)  ΑΒ = ΓΔ  από υπόθεςη                                                                                                                                                                           
2)  ΑΔ = ΒΓ  από υπόθεςη                                                                                                                                                                           
3)  ΒΔ κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                         
ϊρα από το κριτόριο  Π-Π-Π τα τρύγωνα εύναι ύςα ,                                          

οπότε θα εύναι και Β 1 = Δ 1 , Β 2 = Δ 2   οι οπούεσ εύναι εντόσ εναλλϊξ , ϊρα θα πρϋπει  ΑΒ ∥ ΓΔ  και   ΑΔ ∥ ΓΒ  ,                           
οπότε το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο . 
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Β) Ένα τετρϊπλευρο εύναι παραλληλόγραμμο αν οι απϋναντι γωνύεσ του εύναι ανϊ δύο ύςεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

                                                                                               Απόδειξη       

     

  Έςτω ότι  Α = Γ = ω   και Β = Δ = φ    .                                                                         
Ιςχύει  :  Α + Β + Γ + Δ = 360°  ⇔ 2ω + 2φ = 360°  ⇔ 
ω + φ = 180°  δηλαδό  Α + Δ = 180°  οι οπούεσ εύναι εντόσ και 
επύ τα αυτϊ μϋρη γωνύεσ ϊρα  ΑΔ ∥ ΓΒ                                                                                                                                             
Επύςησ   Α + Β = 180°  οι οπούεσ εύναι εντόσ και επύ τα αυτϊ 
μϋρη γωνύεσ ϊρα  ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                              
Οπότε το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο . 

 

 

 

Γ) Ένα τετρϊπλευρο εύναι παραλληλόγραμμο αν δύο απϋναντι πλευρϋσ του εύναι ύςεσ και παρϊλληλεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

                                                                                               Απόδειξη       

   Έςτω ότι  ΑΒ ∥= ΓΔ . ΢υγκρύνουμε τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ :                            
1)  ΒΔ  κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                      
2)  ΑΒ = ΓΔ  από υπόθεςη                                                                                                                                                                           
3)   Β 1 = Δ 1 ωσ εντόσ εναλλϊξ αφού  ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                                                                                      
ϊρα από το κριτόριο  Π-Γ-Π τα τρύγωνα εύναι ύςα ϊρα και  Β 2 = Δ 2   
οι οπούεσ εύναι εντόσ εναλλϊξ , ϊρα  ΑΔ ∥ ΓΒ  .  Οπότε το ΑΒΓΔ εύναι 
παραλληλόγραμμο . 

 

Δ) Ένα τετρϊπλευρο εύναι παραλληλόγραμμο αν οι διαγώνιού του διχοτομούνται .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

                                                                                               Απόδειξη       

 

Έςτω ότι  ΟΑ = ΟΓ  και  ΟΒ = ΟΔ .                                                                     
΢υγκρύνω τα τρύγωνα  ΟΑΒ και ΟΓΔ :                                                                               
1)   ΟΑ = ΟΓ  από υπόθεςη                                                                                                                                                                          
2)   ΟΒ = ΟΔ  από υπόθεςη                                                                                                                                                                         
3)   ΑΟ Β = ΔΟ Γ  ωσ κατακορυφόν γωνύεσ                                                                                                                                              
ϊρα τα τρύγωνα εύναι ύςα , οπότε  ΑΒ Ο = ΓΔ Ο  οι οπούεσ εύναι εντόσ 
εναλλϊξ , ϊρα  ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                                                   
Ομούωσ και τα τρύγωνα ΑΟΔ και ΒΟΓ εύναι ύςα , ϊρα  ΔΑ Ο = ΒΓ Ο                             

οι οπούεσ εύναι εντόσ εναλλϊξ , ϊρα  ΑΔ ∥ ΒΓ                                                                                                                                                         
Οπότε το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο . 
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ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΟ                                                               

Έχει τισ απϋναντι πλευρϋσ παρϊλληλεσ  

                        ΙΔΙΟΣΗΣΕ΢                               ΚΡΙΣΗΡΙΑ 

Οι απϋναντι πλευρϋσ του εύναι ύςεσ Οι απϋναντι πλευρϋσ ανϊ δύο ύςεσ μια προσ μια 

Οι διαγώνιού του διχοτομούνται Οι απϋναντι γωνύεσ ανϊ δύο ύςεσ μια προσ μια 

Οι απϋναντι γωνύεσ του εύναι ύςεσ Δύο απϋναντι πλευρϋσ ύςεσ και παρϊλληλεσ 

 Οι διαγώνιού του διχοτομούνται 

 

                                                                                                                                                                            

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.1 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Α   τϋμνει τη ΔΓ ςτο Ε .                                                            
Να αποδεύξετε ότι  :  ΔΕ = ΒΓ                           ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.104 )    

7.2 Να υπολογιςτούν οι γωνύεσ ενόσ παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ αν εύναι :                                                                                       
α)  Α = 50°                                                                                                                                                                                                      
β)  Β = 2Γ   

7.3 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με  Β = (4x − 50)° και  Δ = (2x + 10)° . Να βρεύτε τισ γωνύεσ του ΑΒΓΔ .  

7.4 Αν τα παρακϊτω τετρϊπλευρα ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμα , να βρεύτε τα  x , y 

 

 

 

      

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 

Με δοςμϋνο το παραλληλόγραμμο 
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7.5 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ = 2ΒΓ  και Ε το μϋςο τησ πλευρϊσ του ΑΒ . Να δεύξετε ότι :                            
α)  το τρύγωνο ΕΑΔ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                           
β)  η ΔΕ εύναι η διχοτόμοσ τησ γωνύασ   Α                         

7.6 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ = 2ΑΔ . Υϋρουμε τη διχοτόμο τησ γωνύασ  Δ   του παραλληλογρϊμμου ,     
η οπούα τϋμνει την ΑΒ ςτο Ε .                                                                                                                                                                        
α) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο  ΑΔΕ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                     
β) Εύναι το ςημεύο Ε μϋςο τησ ΑΒ ;                                    

7.7 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                
α)  οι διχοτόμοι των γωνιών   Α    και  Β   τϋμνονται κϊθετα .                                                                                                            
β)  οι διχοτόμοι των γωνιών   Α    και  Γ   , αν δεν ταυτύζονται , εύναι παρϊλληλεσ .           

 

 

7.8 ΢ε ϋνα κυρτό τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι  Α = x° , Β = (2x + 30)°  , Γ = (2x − 50)° και  Δ = (3x − 20)° .                          
Να αποδεύξετε ότι  το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο . 

7.9 Έςτω Ο το κϋντρο παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ . Αν Ε και Ζ ςημεύα των ΟΑ και ΟΓ αντύςτοιχα  , ώςτε  ΟΕ = ΟΖ ,   
να αποδεύξετε ότι το ΒΕΔΖ εύναι παραλληλόγραμμο .                        ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.104 )    

7.10 Έςτω Ε και Ζ τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ αντύςτοιχα παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ . Να αποδεύξετε ότι :             
α) το τετρϊπλευρο  ΑΕΓΖ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                             
β) οι ΑΓ , ΒΔ και ΕΖ ςυντρϋχουν                               ( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.104 )     

7.11 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμοσ του ΑΔ . Η παρϊλληλη από το Δ προσ την ΑΒ τϋμνει την ΑΓ ςτο Ε . Αν η 
παρϊλληλη από το Ε προσ τη ΒΓ τϋμνει την ΑΒ ςτο Ζ , να δεύξετε ότι  ΑΕ = ΒΖ  ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.104 ) 

 

7.12 Δύνεται το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ του διπλανού ςχόματοσ.       
α) Να δεύξετε ότι το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο                           
β) Να βρεύτε το x  και τισ γωνύεσ του ΑΒΓΔ . 

 

 

 

7.13 Δύνεται το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ του διπλανού 
ςχόματοσ.                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ότι το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε τα  x , y κ αι τισ γωνύεσ του ΑΒΓΔ . 

 

 

7.14 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ( ΑΒ = ΑΓ )  και ςημεύο Μ τησ βϊςησ του ΒΓ . Υϋρουμε  
ΜΕ ∥ ΑΒ (Ε ςημεύο  ΑΓ)  και  ΜΔ ∥ ΑΓ (Δ ςημεύο  ΑΒ) . Να δεύξετε ότι :  ΜΔ + ΜΕ = ΑΒ                                                                                  
( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.105 )   

 

 

Να αποδεύξουμε ότι εύναι παραλληλόγραμμο 
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7.15 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και ϋςτω  Ε , Ζ οι προβολϋσ των Α , Γ αντύςτοιχα ςτη διαγώνιο ΒΔ .                     
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                            
α)  τα τρύγωνα  ΑΔΕ  και  ΒΓΖ εύναι ύςα                                                                                                                                                                   
β)  το τετρϊπλευρο  ΑΕΓΖ εύναι παραλληλόγραμμο .             

 

7.16  ΢το διπλανό ςχόμα εύναι  ε1 ∥ ε2  και το ςημεύο  Ο  εύναι 
το   μϋςο τησ ΒΔ . Να αποδεύξετε ότι :                                                          
α)  τα τρύγωνα  ΑΟΒ  και  ΓΟΔ  εύναι ύςα                                                                     
β)  το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο                                                       

 

7.17 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Αν οι διχοτόμοι των απϋναντι γωνιών Δ  και Β   τϋμνουν τισ πλευρϋσ ΑΒ            
και ΓΔ ςτα ςημεύα Ε και Ζ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι :                                                                                                              
α)  τα τρύγωνα ΑΕΔ και ΒΓΖ εύναι ύςα                                                                                                                                                      
β) το τετρϊπλευρο ΔΕΒΖ εύναι παραλληλόγραμμο                  

7.18 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Προεκτεύνουμε την πλευρϊ ΒΑ και την πλευρϊ ΔΓ κατϊ τμόματα  ΑΕ = ΑΒ     
και  ΓΖ = ΔΓ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                              
α)  ΒΖ = ΕΔ                                                                                                                                                                                                          
β)  το τετρϊπλευρο  ΕΒΖΔ  εύναι παραλληλόγραμμο                  

7.19 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Προεκτεύνουμε την διαγώνιο ΒΔ κατϊ ύςα τμόματα ΒΕ κα ΔΖ .                                       
Να αποδεύξετε  ότι το τετρϊπλευρο  ΑΕΓΖ  εύναι παραλληλόγραμμο . 

7.20 Έςτω Ο το κϋντρο παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ . Αν Ε και Ζ ςημεύα των ΟΑ και ΟΓ αντύςτοιχα  , ώςτε  ΟΕ = ΟΖ .   
Να αποδεύξετε ότι  :                                                                                                                                                                                      
α)  ΒΖ = ΔΕ                                                                                                                                                                                                                          
β)  το ΒΕΔΖ εύναι παραλληλόγραμμο .                                             

7.21 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < 𝛢𝛤  και το Μ μϋςο τησ ΒΓ . Προεκτεύνουμε τη διϊμεςο ΑΜ κατϊ τμόμα  
ΜΔ = ΜΑ Από το Α φϋρουμε παρϊλληλη προσ τη ΒΓ η οπούα τϋμνει την προϋκταςη τησ ΔΓ ςτο ςημεύο Ε .                                      
Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                 
α)  το τετρϊπλευρο ΑΒΔΓ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                                                                                      

β)  ΒΜ= 
ΑΕ

2
                                                        

7.22 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  με  ΒΓ = 2ΑΒ  και ϋςτω Μ το μϋςο τησ ΒΓ . Αν η ΑΔ εύναι η διϊμεςοσ του τριγώνου ΑΒΜ    
και  Ε ςημεύο ςτην προϋκταςό τησ , ώςτε : ΑΔ = ΔΕ  να αποδεύξετε ότι :                                                                                    
α)  το τετρϊπλευρο ΑΒΕΜ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                                                               
β)   ΜΕ = ΜΓ                                                           

7.23 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με  Α > 90° . Υϋρουμε τισ  ΑΕ ⊥ ΓΔ  και  ΓΖ ⊥ ΑΒ . Να δεύξετε ότι :                         
α)  τα τρύγωνα ΑΔΕ και ΓΖΒ εύναι ύςα                                                                                                                                                               
β) το τετρϊπλευρο  ΒΖΔΕ  εύναι παραλληλόγραμμο . 

7.24  Δύο ύςοι κύκλοι (Ο , ρ) και (Κ , ρ) εφϊπτονται εξωτερικϊ ςτο Α . Θεωρούμε ςημεύα Β και Γ των κύκλων (Ο ,ρ)       
και (Κ , ρ) αντύςτοιχα , ώςτε  ΒΑ Γ = 90° . Να δεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΟΒΓΚ εύναι παραλληλόγραμμο .      

7.25 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με  ΑΒ = 2ΒΓ . Προεκτεύνουμε την πλευρϊ ΑΔ κατϊ τμόμα ΔΕ = ΑΔ  και            
φϋρουμε τη ΒΕ που τϋμνει τη ΔΓ ςτο ςημεύο Η . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                           
α)  το τρύγωνο ΒΑΕ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                          
β)  το τετρϊπλευρο  ΔΕΓΒ  εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                            
γ)  η ΑΗ εύναι η διϊμεςοσ του τριγώνου ΒΑΕ                          
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΢υνευθειακϊ  ΢ημεύα 

 

7.26 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  και η διϊμεςόσ του ΑΜ . ΢την προϋκταςη τησ διαμϋςου ΜΔ του τριγώνου ΑΜΓ         
θεωρούμε ςημεύο Ε ώςτε  ΜΔ = ΔΕ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                               
α)  το τετρϊπλευρο ΑΜΓΕ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                           
β)  η ΒΕ διϋρχεται από το μϋςο τησ διαμϋςου  ΑΜ                           

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

       

 

7.27 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Προεκτεύνουμε την ΔΓ κατϊ ύςο τμόμα ΓΕ  και τη ΔΑ κατϊ ύςο τμόμα  ΑΖ .       
Να δεύξετε ότι τα ςημεύα  Ζ , Β , Ε εύναι  ςυνευθειακϊ .                    ( ΢χολικό / 3 / Αποδεικτικϋσ / ς.105 )      

7.28 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ . ΢τισ προεκτϊςεισ των διαμϋςων ΒΔ και ΓΕ παύρνουμε ςημεύα Η και Ζ αντύςτοιχα  
τϋτοια, ώςτε  ΔΗ = ΒΔ  και  ΖΕ = ΓΕ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                              
α)  ΑΗ = ΑΖ                                                                                                                                                                                                       
β)  τα ςημεύα  Ζ , Α και Η εύναι  ςυνευθειακϊ   ( ΢χολικό / 4 / Αποδεικτικϋσ / ς.105 )   ( Σρϊπεζα  Θεμϊτων )                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

7.29 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και ϋςτω Μ το μϋςο τησ ΒΓ . Προεκτεύνουμε την ΑΜ κατϊ ύςο τμόμα ΜΕ .          
Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα  Δ , Γ , Ε  εύναι ςυνευθειακϊ και ότι το Γ εύναι το μϋςο του ΔΕ .       

7.30 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ .  Από το μϋςο Μ τησ πλευρϊσ ΒΓ φϋρουμε ευθύγραμμο τμόμα ΜΔ ύςο και παρϊλληλο 
προσ την πλευρϊ ΒΑ και ευθύγραμμο τμόμα ΜΕ ύςο και παρϊλληλο προσ την πλευρϊ ΓΑ . Να δεύξετε ότι :                     
α)  ΔΑ = ΑΕ                                                                                                                                                                                                         
β)  τα ςημεύα  Δ , Α , Ε εύναι ςυνευθειακϊ                                                                                                                                                
γ)  ΔΕ = ΒΓ                                                                               
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Οριςμόσ :  Ορθογώνιο λϋγεται το παραλληλόγραμμο που ϋχει μια γωνύα του ορθό . 

 

Όλεσ οι γωνύεσ του ορθογωνύου εύναι ορθϋσ , αφού ωσ 
παραλληλόγραμμο ϋχει τισ απϋναντι γωνύεσ ύςεσ και τισ                              
uδιαδοχικϋσ του γωνύεσ παραπληρωματικϋσ . 

 

 

Ιδιότητα  Ορθογωνύου 

Οι διαγώνιοι του ορθογωνύου εύναι ύςοι .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

                                                                                               Απόδειξη       

 

Θα αποδεύξουμε ότι  ΑΓ = ΒΔ .                                                                                                     
΢υγκρύνουμε τα ορθογώνια τρύγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ :                                                                                                                                          
1)  ΑΔ  κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                      
2)  ΑΒ = ΓΔ ωσ απϋναντι πλευρϋσ ορθογωνύου παραλληλογρϊμμου                                                                                                 
ϊρα τα ορθογώνια τρύγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ εύναι ύςα ,                                                   
οπότε και  ΑΓ = ΒΔ .            

 

 

 

Κριτόρια  Ορθογωνύου 

Α) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ορθογώνιο αν εύναι παραλληλόγραμμο και ϋχει μια ορθό γωνύα .                                        

Β) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ορθογώνιο αν εύναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

                                                                                               Απόδειξη       

   

΢υγκρύνουμε τα ορθογώνια τρύγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ :                                                                                                                                          
1)  ΑΔ  κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                      
2)  ΑΒ = ΓΔ ωσ απϋναντι πλευρϋσ ορθογωνύου παραλληλογρϊμμου                                                                                            
3)  ΑΓ = ΒΔ από υπόθεςη                                                                                                                                                                           
ϊρα από το Κριτόριο Π-Π-Π τα τρύγωνα εύναι ύςα , οπότε  Α = Δ   , 
όμωσ  Α + Δ = 180° ⇔ Α = Δ = 90°                                                                      
Επομϋνωσ το ΑΒΓΔ εύναι ορθογώνιο . 

 

 

Σο  Ορθογώνιο 
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Γ) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ορθογώνιο αν ϋχει τρεισ γωνύεσ ορθϋσ 

Αν ϋχει τρεισ γωνύεσ ορθϋσ  τότε και η τϋταρτη γωνύα εύναι ορθό αφού το ϊθροιςμα των γωνιών ενόσ 
τετραπλεύρου εύναι 360°         

 

Δ) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ορθογώνιο αν όλεσ του οι γωνύεσ εύναι ύςεσ 

Αν όλεσ του οι γωνύεσ εύναι ύςεσ, τότε αφού το ϊθροιςμα των γωνιών ενόσ τετραπλεύρου εύναι 360° , όλεσ του οι 
γωνύεσ θα εύναι ορθϋσ . 

 

 

ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ                                                                 

Εύναι παραλληλόγραμμο με μια ορθό γωνύα  

                        ΙΔΙΟΣΗΣΕ΢                               ΚΡΙΣΗΡΙΑ 

Έχει όλεσ τισ ιδιότητεσ του παραλληλογρϊμμου Εύναι παραλληλόγραμμο και ϋχει μια ορθό γωνύα 

Οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ Εύναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιού του ύςεσ 

 Έχει τρεισ γωνύεσ ορθϋσ 

 Όλεσ του οι γωνύεσ εύναι ύςεσ 
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Οριςμόσ : Ρόμβοσ λϋγεται το παραλληλόγραμμο που ϋχει δύο διαδοχικϋσ πλευρϋσ  ύςεσ .  

 

Επειδό ςτο παραλληλόγραμμο οι απϋναντι πλευρϋσ εύναι ύςεσ , προκύπτει ότι ςτον ρόμβο  
όλεσ οι πλευρϋσ του θα εύναι ύςεσ . 

 

 

 

 

 

Ιδιότητεσ  Ρόμβου 

Οι διαγώνιοι του ρόμβου τϋμνονται κϊθετα και διχοτομούν τισ γωνύεσ του .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

                                                                                               Απόδειξη       

Αφού ΑΒΓΔ εύναι ρόμβοσ τότε ΑΒ = ΑΔ , ϊρα το τρύγωνο ΑΒΔ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                    
οπότε η διϊμεςοσ του ΑΟ εύναι ύψοσ του και διχοτόμοσ .                                                                                                                               
Επομϋνωσ οι διαγώνιού του τϋμνονται κϊθετα και η ΑΓ διχοτομεύ την γωνύα Α  .                                                                                                                             
Ομούωσ η ΑΓ διχοτομεύ και την  Γ    και η ΒΔ τισ γωνύεσ Β   και Δ                                     

                                                

 

Κριτόρια  Ρόμβου  

Α) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ρόμβοσ όταν ϋχει όλεσ του τισ πλευρϋσ ύςεσ .                 

Β) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ρόμβοσ , όταν εύναι παραλληλόγραμμο και ϋχει δύο διαδοχικϋσ πλευρϋσ ύςεσ . 

Γ) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ρόμβοσ , όταν εύναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιού του τϋμνονται κϊθετα .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

                                                Απόδειξη       

         Έςτω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΓ ⊥ ΒΔ . Αφού οι διαγώνιού του 
παραλληλογρϊμμου διχοτομούνται και υποθϋςαμε ότι εύναι και κϊθετεσ , τότε ςτο 
τρύγωνο ΑΔΒ η ΑΟ εύναι διϊμεςοσ και ύψοσ .                                                                                                       
Οπότε το τρύγωνο ΑΔΒ εύναι ιςοςκελϋσ ϊρα   ΑΒ = ΑΔ , επομϋνωσ το ΑΒΓΔ εύναι ρόμβοσ . 

 

 

 

 

Ο  Ρόμβοσ 
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Δ) Ένα τετρϊπλευρο εύναι ρόμβοσ , όταν εύναι παραλληλόγραμμο και μια διαγώνιόσ του διχοτομεύ μια γωνύα του                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

Απόδειξη 

     Έςτω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο και ΑΓ διχοτόμοσ τησ Α  . Σότε η ΑΟ εύναι διϊμεςοσ και 
διχοτόμοσ του τριγώνου ΑΒΔ , οπότε το τρύγωνο εύναι ιςοςκελϋσ ϊρα   ΑΒ = ΑΔ , επομϋνωσ 
το ΑΒΓΔ εύναι ρόμβοσ . 

 

 

 

ΡΟΜΒΟ΢                                                                 

Εύναι παραλληλόγραμμο με δύο διαδοχικϋσ πλευρϋσ ύςεσ 

                        ΙΔΙΟΣΗΣΕ΢                               ΚΡΙΣΗΡΙΑ 

Έχει όλεσ τισ ιδιότητεσ του παραλληλογρϊμμου Εύναι παρ/μο και ϋχει 2 διαδοχικϋσ πλευρϋσ ύςεσ 

Οι διαγώνιού του τϋμνονται κϊθετα Εύναι παρ/μο και οι διαγώνιού  τϋμνονται κϊθετα 

Οι διαγώνιού του διχοτομούν τισ γωνύεσ του Εύναι παρ/μο και η διαγώνιόσ του διχοτομεύ γωνύα 

 Όλεσ του οι πλευρϋσ εύναι ύςεσ 
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Οριςμόσ : Σετρϊγωνο λϋγεται το παραλληλόγραμμο που εύναι ορθογώνιο και ρόμβοσ .  

 

Ιδιότητεσ  Σετραγώνου  

Α) Οι απϋναντι πλευρϋσ του εύναι παρϊλληλεσ                                                                                                                                      
Β) Όλεσ του οι πλευρϋσ εύναι ύςεσ                                                                                                                                                              
Γ) Όλεσ του οι γωνύεσ εύναι ορθϋσ                                                                                                                                                             
Δ) Οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ , τϋμνονται κϊθετα , διχοτομούνται και διχοτομούν τισ 
γωνύεσ του .      

        

Κριτόρια  Σετραγώνου 

Ένα παραλληλόγραμμο εύναι τετρϊγωνο αν ιςχύει ϋνα από τα παρακϊτω :                                                                              
Α) Μια γωνύα του εύναι ορθό και δύο διαδοχικϋσ πλευρϋσ του εύναι ύςεσ .                                                                                  
Β) Μια γωνύα του εύναι ορθό και μύα διαγώνιόσ του διχοτομεύ μύα γωνύα του .                                                                          
Γ) Μια γωνύα του εύναι ορθό και οι διαγώνιϋσ του εύναι κϊθετεσ .                                                                                                 
Δ) Οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ και δύο διαδοχικϋσ πλευρϋσ του εύναι ύςεσ .                                                                                  
Ε) Οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ και η μύα διχοτομεύ μύα γωνύα του .                                                                                                 
Ζ) Οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ και κϊθετεσ .    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σο  Σετρϊγωνο 
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8.1 ΢ε παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  φϋρουμε  ΑΕ ⊥ ΔΓ  και  ΓΖ ⊥ ΑΒ . Να αποδεύξετε ότι το  ΑΖΓΕ  εύναι ορθογώνιο .        
( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.109 ) 

8.2 Δύνεται παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  με κϋντρο  Ο  και  ΒΔ = 2ΑΓ . Αν  Ε , Ζ  τα μϋςα των ΟΒ και ΟΔ αντύςτοιχα ,        
να αποδεύξετε ότι το ΑΕΓΖ εύναι ορθογώνιο .                             ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.109 )    

8.3 Να αποδεύξετε ότι ϋνα παραλληλόγραμμο εύναι ρόμβοσ αν και μόνο αν οι αποςτϊςεισ των απϋναντι πλευρών 
του εύναι ύςεσ .                           ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.109 )         

8.4 Δύνεται ρόμβοσ ΑΒΓΔ και Ο το κϋντρο του . Παύρνουμε δύο ςημεύα Ε και Ζ τησ ΑΓ , ώςτε  ΟΕ = ΟΖ = ΟΒ = ΟΔ .    
Να αποδεύξετε ότι το  ΔΕΒΖ  εύναι τετρϊγωνο .                                      ( ΢χολικό / 5 / Εμπϋδωςησ / ς.109 )     

8.5 Δύνεται τετρϊγωνο ΑΒΓΔ . ΢τισ πλευρϋσ του ΑΒ , ΒΓ , ΓΔ , ΔΑ παύρνουμε ςημεύα  Κ , Λ , Μ και Ν αντύςτοιχα              
τϋτοια ώςτε  ΑΚ = ΒΛ = ΓΜ = ΔΝ . Να αποδεύξετε ότι το ΚΛΜΝ εύναι τετρϊγωνο .                                                                
( ΢χολικό / 6 / Εμπϋδωςησ / ς.109 )    

8.6 Δύνεται τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ με  Α = Β = Γ = 90°  και  ΑΓ = x + 6  , ΒΔ = 3x + 2  . Να βρεύτε το x  . 

8.7 Να βρεύτε τισ γωνύεσ του ρόμβου ΑΒΓΔ  αν  ΑΓ Β = 35°             

 

8.8  ΢το τετρϊπλευρο  ΑΒΓΔ του διπλανού ςχόματοσ                                 
εύναι  ΟΑ = ΟΓ  και  ΟΒ = ΟΔ  .                                                                   
Να αποδεύξετε ότι το ΑΒΓΔ εύναι ρόμβοσ .      

 

 

 

8.9  Σο τετρϊπλευρο του διπλανού ςχόματοσ εύναι                       
παραλληλόγραμμο .                                                                                                   
α) Να βρεύτε το  φ                                                                                                        
β) Να αποδεύξετε ότι το ΑΒΓΔ εύναι ρόμβοσ                                                             
γ) Να βρεύτε το μόκοσ τησ διαγωνύου ΑΓ . 

8.10 Δύνεται τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ με περύμετρο ύςη με 20 και  ΑΒ = α + 2 , ΒΓ = 2α − 1 , ΓΔ = 3α − 4 , ΔΑ = 8 − α .      
Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι ρόμβοσ . 

8.11 ΢ε ορθογώνιο ΑΒΓΔ , αν Μ και Ν τα μϋςα των ΑΒ και ΓΔ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι :                                              
α)  ΜΔ = ΜΓ .                                                                                                                                                                                                                            
β)  η ευθεύα ΜΝ εύναι η μεςοκϊθετοσ του τμόματοσ ΓΔ .                       

8.12 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και τα μϋςα Μ και Ν των ΒΓ και ΑΓ αντύςτοιχα . Προεκτεύνουμε         
την ΜΝ κατϊ ύςο τμόμα ΝΚ . Να αποδεύξετε ότι το ΑΜΓΚ εύναι ορθογώνιο . 

8.13 Να αποδεύξετε ότι οι εφαπτόμενεσ ενόσ κύκλου ςτα ϊκρα δύο κϊθετων διαμϋτρων του ,                                              
ςχηματύζουν τετρϊγωνο .   

8.14 Αν μια γωνύα ενόσ ρόμβου εύναι διπλϊςια από την ϊλλη , τότε η περύμετρόσ του εύναι τετραπλϊςια τησ                 
μικρόσ  διαγωνύου του . 

 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
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8.15 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ > 𝛢𝛥 . Η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Α   τϋμνει τη ΓΔ ςτο Ε . Από το Δ 
φϋρνουμε ευθεύα κϊθετη ςτην ΑΕ , που τϋμνει την ΑΕ ςτο Κ και την ΑΒ ςτο Ζ . Να αποδεύξετε ότι :                                  
α)  τα τρύγωνα  ΚΑΖ  και  ΚΔΕ  εύναι ύςα .                                                                                                                                               
β)  το τετρϊπλευρο  ΑΔΕΖ  εύναι ρόμβοσ . 

8.16 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμοσ του ΒΔ . Από το Δ φϋρουμε παρϊλληλη προσ τη ΒΓ , που τϋμνει την ΑΒ      
ςτο Ε . Αν η ΕΜ τϋμνει την ΒΓ ςτο Ζ , να δεύξετε ότι το ΔΕΒΖ εύναι ρόμβοσ .   ( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.109 ) 

8.17 ΢τισ πλευρϋσ ΑΒ και ΒΓ ενόσ τετραγώνου ΑΒΓΔ παύρνουμε τα ςημεύα Ε και Ζ  αντύςτοιχα ώςτε  ΑΕ = ΒΖ .            
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         
α)  ΑΖ = ΔΕ                                                                                                                                                                                                       
β)  ΑΖ ⊥ ΔΕ                                        ( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.109 ) 

8.18 ΢ε κύκλο κϋντρο Ο φϋρουμε δύο διαμϋτρουσ του ΑΒ και ΓΔ . Να αποδεύξετε ότι  :                                                             
α)  οι χορδϋσ ΑΓ και ΒΔ του κύκλου εύναι ύςεσ .                                                                                                                                     
β)  το τετρϊπλευρο ΑΓΒΔ εύναι ορθογώνιο .                        

8.19 ΢το διπλανό ςχόμα το ΑΒΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο                                
και το ΑΓΔΕ εύναι ορθογώνιο . Να αποδεύξετε ότι :                                                   
α) το ςημεύο Α εύναι μϋςο του ΒΕ                                                                         
β) το τρύγωνο ΒΓΕ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                   

γ)  ΒΓ Α = ΑΔ Ε                         

 

 

 

8.20 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  και Μ μϋςο τησ ΒΓ .                   
΢τα ςημεύα Β και Γ φϋρουμε κϊθετεσ ςτη ΒΓ προσ το ύδιο μϋροσ                            
και θεωρούμε ςε αυτϋσ ςημεύα Δ και Ε αντύςτοιχα τϋτοια ,                               
ώςτε  ΜΔ = ΜΕ .                                                                                                                    
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                
α)  τα τμόματα  ΒΔ  και  ΓΕ  εύναι ύςα .                                                                         
β)  το τετρϊπλευρο  ΒΔΕΓ  εύναι ορθογώνιο .                                                            
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Εφαρμογϋσ  ςτα  Σρύγωνα 
 

 

 

Θεώρημα 

Σο ευθύγραμμο τμόμα που ενώνει τα μϋςα των δύο πλευρών τριγώνου εύναι παρϊλληλο προσ την τρύτη πλευρϊ 
και ύςο με το μιςό τησ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

                                                                                               Απόδειξη       

Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ και Δ , Ε τα μϋςα των ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα .                                 

Θα αποδεύξουμε ότι  ΔΕ ∥=
 ΒΓ  

2
 .                                                                                                                                                                

Προεκτεύνουμε την ΔΕ κατϊ τμόμα ΕΖ = ΔΕ . Σο τετρϊπλευρο ΑΔΓΖ 
εύναι παραλληλόγραμμο γιατύ οι διαγώνιϋσ του διχοτομούνται                               
( Ε μϋςο τησ ΑΓ , αλλϊ και τησ ΔΖ ) . Άρα ΑΔ ∥= ΓΖ ⇔ ΔΒ ∥= ΓΖ   
αφού Δ μϋςο ΑΒ .                                                                                                                           
Σότε όμωσ το ΔΖΓΒ θα εύναι παραλληλόγραμμο , οπότε :                                                                                                                 
− ΔΖ ∥ ΒΓ  ϊρα και  ΔΕ ∥ ΒΓ                                                                                                                                                                        

− ΔΖ = ΒΓ ⇔ 2ΔΕ = ΒΓ ⇔ ΔΕ =
ΒΓ

2
     

 

Θεώρημα 

Αν από το μϋςο μιασ πλευρϊσ ενόσ τριγώνου φϋρουμε ευθεύα παρϊλληλη προσ μια ϊλλη πλευρϊ του , τότε η ευθεύα 
αυτό διϋρχεται από το μϋςο τησ τρύτησ πλευρϊσ του .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

                                                                                               Απόδειξη       

          Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ και Δ μϋςο τησ πλευρϊσ ΑΒ . Από το Δ 
φϋρνουμε παρϊλληλη προσ την ΒΓ που τϋμνει την ΑΓ ςτο Ε . Θα 
αποδεύξουμε ότι  το Ε εύναι το μϋςο τησ ΑΓ .                                                                    
Έςτω ότι το Ε δεν εύναι μϋςο τησ ΑΓ , τότε θεωρούμε Ζ μϋςο τησ ΑΓ . 
Σο τμόμα ΔΖ ενώνει τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ ϊρα                                           

θα ιςχύει  ΔΖ ∥=
 ΒΓ  

2
 .  Άτοπο , γιατύ ϋτςι θα ϋχουμε δύο παρϊλληλεσ 

από το Δ προσ την ΒΓ.                                                                                                                               
Άρα Ε το μϋςο τησ ΑΓ . 

 

 

 

Θεώρημα 

Αν τρεισ (τουλϊχιςτον ) παρϊλληλεσ ευθεύεσ ορύζουν ςε μύα ευθεύα ύςα τμόματα , θα ορύζουν ύςα τμόματα και ςε 
κϊθε ϊλλη ευθεύα που τισ τϋμνει .         
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Βαρύκεντρο  Σριγώνου 

∎ Οι διϊμεςοι ενόσ τριγώνου διϋρχονται από το ύδιο ςημεύο του οπούου η απόςταςη από κϊθε κορυφό εύναι            

τα  
2

 3 
  του μόκουσ τησ αντύςτοιχησ διαμϋςου .  

 

Σο ςημεύο  G  , το ςημεύο τομόσ των διαμϋςων , λϋγεται βαρύκεντρο                               
ό  κϋντρο βϊρουσ του τριγώνου .                                                                                                                                                                                 

Ιςχύουν λοιπόν οι ςχϋςεισ :  ΑΘ =
 2 

3
ΑΜ  , ΒΘ =

 2 

3
ΒΛ  και  ΓΘ =

 2 

3
ΓΚ .  

 

 

 

Ορθόκεντρο  Σριγώνου 

  

Οι φορεύσ των υψών ενόσ τριγώνου διϋρχονται από το ύδιο ςημεύο .                         
Σο ςημεύο αυτό Η λϋγεται  ορθόκεντρο του τριγώνου . 

 

 

 

 

 

 

Θεώρημα  I 

Η διϊμεςοσ ορθογωνύου τριγώνου που φϋρουμε από την κορυφό τησ ορθόσ γωνύασ εύναι ύςη με το μιςό τησ 
υποτεύνουςασ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

                                                                                               Απόδειξη       

    

  Έςτω ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) και τη διϊμεςό του ΑΜ .                                  

Θα δεύξουμε ότι  ΑΜ =
 ΒΓ  

2
  . Υϋρνουμε τη διϊμεςο ΜΔ του τριγώνου ΑΜΓ . 

Σο τμόμα ΜΔ ενώνει τα μϋςα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ ϊρα θα 
ιςχύει  ΜΔ ∥ ΑΒ .  Επειδό όμωσ ΑΒ ⊥ ΑΓ  θα εύναι και  ΜΔ ⊥ ΑΓ .                                                                                            
Οπότε το ΜΔ εύναι διϊμεςοσ και ύψοσ ςτο τρύγωνο ΑΜΓ , ϊρα το τρύγωνο 

θα εύναι ιςοςκελϋσ , οπότε :    ΑΜ = ΜΓ ⇔ ΑΜ =
 ΒΓ  

2
    .                

 

 

Ιδιότητεσ  Ορθογωνύου  Σριγώνου 
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Θεώρημα  II 

Αν η διϊμεςοσ ενόσ τριγώνου ιςούται με το μιςό τησ πλευρϊσ ςτην οπούα αντιςτοιχεύ , τότε το τρύγωνο εύναι 
ορθογώνιο με υποτεύνουςα την πλευρϊ αυτό .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

                                                                                               Απόδειξη       

 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ με ΑΜ διϊμεςο για την οπούα ιςχύει  ΑΜ =
 ΒΓ  

2
   .                                                                                                                                             

Θα αποδεύξουμε ότι το ΑΒΓ εύναι ορθογώνιο με Α = 90° .                                                                                                                 

Εύναι :  ΑΜ =
 ΒΓ  

2
  ⇔ ΑΜ = ΜΓ   ϊρα το τρύγωνο  ΑΜΓ εύναι ιςοςκελϋσ , 

οπότε  Γ = Α 2     (1)                                                                                                                   

Εύναι :  ΑΜ =
 ΒΓ  

2
  ⇔ ΑΜ = ΜΒ   ϊρα το τρύγωνο  ΑΜΒ εύναι ιςοςκελϋσ , 

οπότε  Β = Α 1     (2)                                                                                                                     
Έχουμε :  (1) + (2) ⟹ Β + Γ = Α 1 + Α 2 ⇔  Α = Β + Γ                                                                                                                      
Οπότε  :  Α + Β + Γ = 180° ⇔ Α + Α = 180° ⇔ 2Α = 180° ⇔ Α = 90°        .           

 

 

 

Θεώρημα  III 

Αν ςε ορθογώνιο τρύγωνο μια γωνύα του ιςούται με 30° , τότε η απϋναντι πλευρϊ του εύναι το μιςό τησ 
υποτεύνουςασ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

                                                                                               Απόδειξη       

 

ΟΡΘΟ : Αν ΑΒΓ ορθογώνιο τρύγωνο (Α = 90°) με Β = 30° ,                                                          

θα δεύξουμε ότι  ΑΓ =
 ΒΓ  

2
   .                                                                                                           

Αφού  Β = 30° τότε  Γ = 90° − Β = 90° − 30° = 60° .                                                  

Υϋρνουμε την διϊμεςο ΑΜ , τότε θα ιςχύει :   ΑΜ =
 ΒΓ  

2
  ⇔ ΑΜ = ΜΓ                                             

ϊρα το ΑΜΓ εύναι ιςοςκελϋσ , οπότε Γ = Α 2  ,                                                        
οπότε το ΑΜΓ εύναι ιςόπλευρο .                                                                                 

Επομϋνωσ   ΑΓ = ΜΓ =
 ΒΓ  

2
 .       

                                                                                                                                                                                                                                    

ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΥΟ : Αν ΑΒΓ ορθογώνιο τρύγωνο (Α = 90°) με  ΑΓ =
 ΒΓ  

2
  , θα 

δεύξουμε ότι  Β = 30° .                                                                                                                                 

Υϋρνουμε την διϊμεςο ΑΜ , τότε θα ιςχύει : ΑΜ =
 ΒΓ  

2
  ⇔ ΑΜ = ΜΓ = ΑΓ   

αφού   ΑΓ =
 ΒΓ  

2
  .                                                                                                                                                                                                        

Άρα το τρύγωνο ΑΜΓ εύναι ιςόπλευρο , οπότε Γ = 60°                                                                                                                      
Επομϋνωσ    Β = 90° − Γ = 90° − 60° = 30°    . 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 53 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 54 
 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
 

 

 

 

 

 

9.1 Αν Δ και Ε τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ και Ζ τυχαύο ςημεύο τησ ΒΓ , να αποδεύξετε ότι                      
η ΔΕ διχοτομεύ την ΑΖ .                                                               ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.115 ) 

9.2 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και η διϊμεςόσ του ΑΔ . Αν Ε , Ζ και Η τα μϋςα των ΒΔ , ΑΔ και ΑΓ αντύςτοιχα ,                           
να αποδεύξετε ότι το  ΔΕΖΗ  εύναι παραλληλόγραμμο .           ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.115 )   

9.3 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με περύμετρο 12 . Αν Κ , Λ , Μ τα μϋςα των πλευρών ΑΒ , ΒΓ και ΓΑ αντύςτοιχα , να βρεύτε 
την περύμετρο του τριγώνου ΚΛΜ .  

9.4 Δύνεται ρόμβοσ ΑΒΓΔ με  Κ , Λ , Μ και Ν τα μϋςα των πλευρών ΑΒ , ΒΓ , ΓΔ και ΔΑ  αντύςτοιχα , να δεύξετε ότι το 
τετρϊπλευρο ΚΛΜΝ εύναι  ορθογώνιο παραλληλόγραμμο . 

9.5 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  και Μ , Ν τα μϋςα των πλευρών ΑΒ , ΑΓ αντύςτοιχα . Αν  ΜΝ = 3x − 4  , ΒΓ = 2x + 12 ,          
να βρεύτε το  x . 

9.6 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  με Β = 50° . Έςτω ότι τα ςημεύα 
Δ και Ε εύναι τα μϋςα των πλευρών ΒΓ και ΑΓ αντύςτοιχα .                                                                                                                                             
α)  Να δικαιολογόςετε ότι  ΔΕ ∥ ΑΒ                                                          
β)  Να βρεύτε τη γωνύα x και τισ υπόλοιπεσ γωνύεσ του 
τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                

 

 

9.7  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  και  Δ , Ε , Ζ εύναι τα μϋςα των 
πλευρών ΑΒ , ΒΓ και ΑΓ αντύςτοιχα .                                                                          
α)  Να βρεύτε τη γωνύα  Α                                                                                                      
β)  Να δεύξετε ότι :  ΒΔ Ε = ΕΖ Γ = 80°                                                           
γ)  Να βρεύτε τη γωνύα  ΔΕ Ζ                                                                      

 

9.8 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και ϋςτω Μ , Ν τα μϋςα των ΑΒ , ΑΓ αντύςτοιχα . Αν Δ , Ε εύναι τα μϋςα των ΑΜ , ΑΝ 

αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι  ΔΕ =  
ΒΓ
4

    

9.9 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα μϋςα Ε , Ζ των ΒΓ και ΓΔ αντύςτοιχα . Αν η ΕΖ τϋμνει τη διαγώνιο ΑΓ       

ςτο Η , να αποδεύξετε ότι  ΓΗ =  
ΑΓ

4
                                 ( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.116 )       

9.10 Αν Ε και Ζ τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι οι ΔΕ                     
και   ΒΖ  τριχοτομούν τη διαγώνιο ΑΓ .                ( ΢χολικό / 4 / Αποδεικτικϋσ / ς.116 )      

9.11 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ το Δ εύναι το μϋςο τησ διαμϋςου ΑΜ . Αν η ΒΔ τϋμνει την πλευρϊ ΑΓ ςτο Ε ,                                                       

να αποδεύξετε ότι  ΑΕ =  
ΕΓ

2
                               ( ΢χολικό / 6 / Αποδεικτικϋσ / ς.116 )    

 

Συχαύα  Σρύγωνα 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 54 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 55 
 

Ορθογώνια  Σρύγωνα 

 

9.12 Να αποδειχθεύ ότι τα μϋςα των πλευρών κϊθε κυρτού τετραπλεύρου εύναι κορυφϋσ παραλληλογρϊμμου . 

9.13 Να αποδεύξετε ότι τα μϋςα των πλευρών ενόσ ορθογωνύου παραλληλογρϊμμου εύναι κορυφϋσ ρόμβου . 

9.14 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ και τα μϋςα  Δ , Ε , Ζ των πλευρών ΑΒ , ΒΓ και ΓΑ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :           
α)  το τετρϊπλευρο ΔΒΕΖ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                             
β)  η ευθεύα ΔΖ διχοτομεύ το τμόμα ΑΕ                                   

9.15 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) , το ύψοσ του ΑΔ και τα μϋςα Ε και Ζ των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ 
αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                 
α)  τα τρύγωνα  ΒΔΕ  και  ΓΔΖ  εύναι ύςα .                                                                                                                                                
β)  το τετρϊπλευρο  ΑΖΔΕ  εύναι ρόμβοσ .                 

9.16 Δύνεται τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ με κϊθετεσ και ύςεσ διαγωνύουσ ΑΓ και ΒΔ . Να αποδεύξετε ότι τα μϋςα των 
πλευρών του ΑΒΓΔ εύναι κορυφϋσ τετραγώνου . 

9.17 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ , τυχαύο ςημεύο Ε τησ πλευρϊσ ΔΓ και τα μϋςα Μ , Ν των ΑΕ , ΒΕ αντύςτοιχα .    
Αν η ευθεύα ΝΜ τϋμνει τισ ΑΔ , ΒΓ ςτα ςημεύα Κ , Λ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι  ΚΜ + ΝΛ = ΜΝ . 

9.18 Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο με κορυφϋσ τα μϋςα πλευρών :                                                                                                              
α) ιςοςκελούσ τριγώνου , εύναι ιςοςκελϋσ .                                                                                                                                                                                                          
β) ιςοπλεύρου τριγώνου , εύναι ιςόπλευρο .                         

9.19 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ο το κϋντρο του . Έςτω  Ε , Ζ , Η  και  Θ τα μϋςα των ΟΔ , ΟΑ , ΟΒ και ΟΓ     
αντύςτοιχα .                                                                                                                                                                                                                            
α) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΕΖΗΘ εύναι παραλληλόγραμμο .                                                                                            
β) Αν η περύμετροσ του ΑΒΓΔ εύναι 40 , να βρεύτε την περύμετρο του ΕΖΗΘ                

9.20 Έςτω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Αν τα ςημεύα Ε και Ζ εύναι τα μϋςα των πλευρών του ΑΒ και ΓΔ αντύςτοιχα ,     
να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                          
α) το τετρϊπλευρο ΔΕΒΖ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                             
β) ΑΕ Δ = ΒΖ Γ                                                                                                                                                                                                                 
γ) οι ΔΕ και ΒΖ τριχοτομούν τη διαγώνιο ΑΓ του παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ            

            

            

 

9.21 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και φϋρουμε τα ύψη ΒΔ και ΓΕ . Αν Μ το μϋςο τησ ΒΓ , να δεύξετε ότι :  ΜΔ = ΜΕ .                    
( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.115 )   

9.22 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με  Β = 30° . Αν Ε κα Ζ τα μϋςα των ΑΒ και ΑΓ ,                                             

να αποδεύξετε ότι : ΕΖ = ΑΓ                                           ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.115 )   

9.23 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με  Β = 30°  και  Δ , Ε τα μϋςα των ΑΒ και ΒΓ αντύςτοιχα . 

Προεκτεύνουμε την ΕΔ κατϊ τμόμα  ΔΖ = ΕΔ . Να δεύξετε ότι  το τετρϊπλευρο ΑΓΕΖ εύναι ρόμβοσ  .                                 
( ΢χολικό / 7 / Εμπϋδωςησ / ς.116 )    

9.24 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με  Β = 30° . Αν ΓΕ η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Γ   ,                                                      

να αποδεύξετε ότι   ΕΒ = 2ΑΕ  . 

9.25  Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°   με   ΒΓ = 12   και τα Μ , Ν τα μϋςα των πλευρών ΑΒ , ΑΓ 

αντύςτοιχα . Αν Κ το μϋςο του ΜΝ , να βρεύτε το μόκοσ του ΑΚ .  
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9.26 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  και  Δ , Ε  εύναι τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα .  Επιπλϋον ιςχύουν :                  
ΑΔ = ΕΔ = ΔΒ  με  ΑΕ = 8  και  ΔΒ = 10                                                                                                                                                
α) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΕΒ εύναι ορθογώνιο .                                                                                                                                                       
β) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                     
γ) Να υπολογύςετε την περύμετρο του τριγώνου ΑΒΓ                                 

 

9.27  Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°   .                                                                       

Αν  Μ  το μϋςο τησ ΒΓ , να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ .          

 

 

 

9.28 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°   με   ΒΓ = 12   και τα Μ , Ν τα μϋςα των πλευρών ΑΒ , ΑΓ 

αντύςτοιχα . Αν Κ το μϋςο του ΜΝ , να βρεύτε το μόκοσ του ΑΚ .  

9.29 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°   με   ΒΓ = 3x + 1 , ΑΒ = 2x − 1 , Β = 3φ  και  Γ = φ + 10°   .               

Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ καθώσ και το x . 

9.30  Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με  Β = 30° . Αν τα ςημεύα Ε και Δ εύναι τα μϋςα των ΑΒ και ΒΓ  

αντύςτοιχα με   ΕΔ = 1   , να υπολογύςετε τα τμόματα  ΑΓ , ΒΓ , ΑΔ .         

9.31  Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με  Β = 35° και Μ το μϋςο τησ ΒΓ . Να βρεύτε :                                                        

α)  τη γωνύα   Γ                                                                                                                                                                                                 
β)  τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΜΒ                                          

9.32  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ  ςτο οπούο ιςχύουν  Α + Γ = 120°  και   Α = 3Γ  .                                                                                          
α)  Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ορθογώνιο και να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του .                                                      
β) Αν εύναι  ΒΓ = 2 , να βρεύτε το μόκοσ τησ πλευρϊσ ΑΒ .                         

9.33  Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με  ΒΓ = 8 . Έςτω ΑΜ διϊμεςοσ του τριγώνου και  ΜΔ ⊥ ΑΓ  .         

Αν η γωνύα  ΑΜ Γ  εύναι ύςη με 120°  τότε :                                                                                                                                              
α)  να αποδεύξετε ότι   ΑΒ = 4                                                                                                                                                                    
β)  να βρεύτε το μόκοσ τησ ΜΔ .                                                     

9.34 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  και ΓΔ διχοτόμοσ τησ γωνύασ Γ   ώςτε ΓΔ = ΔΒ = 2.Να δεύξετε ότι : 

α)  Β = 30°                                                                                                                                                                                                         
β)  ΑΒ = 3                                                           

 

9.35 ΢το διπλανό ςχόμα εύναι  ε1 ∥ ε2  και  ΑΒ = 6                  
α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ  ω  και  φ                                    
β) Να προςδιορύςετε το εύδοσ του τριγώνου ΑΒΚ ωσ 
προσ τισ γωνύεσ του                                                                      
γ) Να βρεύτε το μόκοσ τησ ΑΚ                                                        
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9.36 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με  Β = 2Γ  . Από το μϋςο Μ τησ ΒΓ φϋρνουμε ευθεύα παρϊλληλη    

ςτην ΑΒ , η οπούα τϋμνει την πλευρϊ ΑΓ ςτο Δ .                                                                                                                                     
α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                             
β) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΜΓ                                                                                                                                           
γ) Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα ΜΔ εύναι μεςοκϊθετοσ του ΑΓ .                      

9.37 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  και  Β = 30°.Θεωρούμε Δ και Ε τα μϋςα των ΑΓ και ΒΓ αντύςτοιχα 
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         
α) το τρύγωνο ΕΔΓ εύναι ιςοςκελϋσ και να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του                                                                                       
β) το τρύγωνο  ΑΔΕ  εύναι ιςόπλευρο .                        

9.38 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  με γωνύα  Α = 120° και  ΑΒ = 2ΑΔ . Υϋρνουμε τη διχοτόμο τησ γωνύασ  Δ          
του παραλληλογρϊμμου , η οπούα τϋμνει την ΑΒ ςτο Ε  και ςτη ςυνϋχεια φϋρνουμε το κϊθετο τμόμα ΑΖ ςτην ΔΕ .    
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         
α)  ΑΔ Ε = 30°                                                                                                                                                                                                   

β)  ΑΖ =  
ΑΒ

4
                                       

9.39 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  με ΒΓ = 2ΑΓ .                                                                                                        

α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                          
β)  Αν ΓΕ η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Γ   , να αποδεύξετε ότι   ΕΒ = 2ΑΕ .     

9.40 ΢ε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ εύναι  Β = 120°  και  ΔΕ ⊥ ΒΓ . Έςτω ΕΖ η διϊμεςοσ του τριγώνου ΔΕΓ .                            
α) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ                                                                                                                    
β) Αν Κ το μϋςο τησ πλευρϊσ ΑΒ , να αποδεύξετε ότι ΕΖ = ΑΚ                                                                                                         
γ) Να υπολογύςετε τη γωνύα  ΕΖ Γ                                    

9.41 Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο με κορυφϋσ τα μϋςα των πλευρών ορθογωνύου και ιςοςκελούσ τριγώνου                  
εύναι ορθογώνιο και ιςοςκελϋσ .                        

9.42 Δύνεται ορθογώνιο και ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°   με ΑΔ διχοτόμοσ . Από το Δ φϋρνουμε παρϊλληλη 

προσ την ΑΒ που τϋμνει την πλευρϊ ΑΓ ςτο ςημεύο Ε . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                      

α)  ΑΔ =  
ΒΓ

2
                                                                                                                                                                                                     

β)  το τρύγωνο ΔΕΓ εύναι ορθογώνιο                                                                                                                                                           

γ)  ΔΕ =  
ΑΓ

2
                                                                    

9.43  Δύνεται ορθογώνιο και ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°   και Μ το μϋςο τησ ΒΓ . Υϋρουμε ημιευθεύα Αx 

παρϊλληλη ςτη ΒΓ προσ το ημιεπύπεδο που ορύζει η ΑΜ και το ςημεύο Γ . Να αποδεύξετε ότι :                                           
α)  ΜΑ Γ = ΜΓ Α                                                                                                                                                                                               
β)  η ΑΓ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ ΜΑ x                      

9.44 Δύνεται οξυγώνιο τρύγωνο ΑΒΓ και τα μϋςα Κ , Λ των ΑΒ , ΑΓ αντύςτοιχα . Έςτω Δ η προβολό του Κ ςτην ΑΓ        
και Μ το μϋςο ΚΛ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                    

α)  ΔΜ =  
ΒΓ

4
                                                                                                                                                                                                     

β)  αν η προϋκταςη του ΔΜ τϋμνει τη ΒΓ ςτο Ε , τότε το τρύγωνο ΕΔΓ εύναι ιςοςκελϋσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                  

9.45 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ με  Β > Γ   φϋρουμε το ύψοσ του ΑΔ . Αν  Ε  και  Ζ  τα μϋςα των ΑΓ και ΒΓ αντύςτοιχα ,                       
να αποδεύξετε ότι :  ΔΕ Ζ = Β − Γ                     ( ΢χολικό / 1 / ΢ύνθετα Θϋματα / ς.116 ) 

9.46 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  και το ύψοσ του ΑΔ . Να αποδεύξετε ότι :   Β = 15°   αν και μόνο αν  

ΑΔ =  
ΒΓ

4
  .  ( Τπόδειξη : Να φϋρετε την διϊμεςο ΑΜ )              ( ΢χολικό / 2 / ΢ύνθετα Θϋματα / ς.116 )  
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Βαρύκεντρο - Ορθόκεντρο 

 

9.47 Δύο ύςοι κύκλοι ( Ο , ρ) και (Κ , ρ) εφϊπτονται εξωτερικϊ ςτο Ε . Αν ΟΑ και ΟΒ εύναι τα εφαπτόμενα τμόματα    
από το ςημεύο Ο ςτον κύκλο (Κ , ρ) να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                     
α)  ΑΕ = ΒΕ                                                                                                                                                                                                       
β)  ΑΟ Κ = 30°                                                                                                                                                                                                 
γ)  το τετρϊπλευρο ΑΚΒΕ εύναι ρόμβοσ .                                              

 

9.48 Οι κύκλοι (Κ , ρ)  και  (Λ , 3ρ) εφϊπτονται 
εξωτερικϊ ςτο ςημεύο Α . Μια ευθεύα ε εφϊπτεται 
εξωτερικϊ και ςτουσ δύο κύκλουσ ςτα ςημεύα Β 
και Γ αντύςτοιχα και τϋμνει την προϋκταςη τησ 
διακϋντρου ΚΛ ςτο Ε . Υϋρουμε από το ςημεύο Κ 
παρϊλληλο τμόμα ςτην ε που τϋμνει το τμόμα ΛΓ 
ςτο Δ . Να αποδεύξετε ότι :                                                  
α)  το τετρϊπλευρο ΒΓΔΚ εύναι ορθογώνιο                                        
β)  ΔΚ Λ = 30°                                                                                 
γ)   ΕΛ = 6ρ                              

                                               

 

 

 

9.49 Αν ςε τρύγωνο ΑΒΓ εύναι  μβ = μγ   να δεύξετε ότι  β = γ           ( ΢χολικό / 5 / Εμπϋδωςησ / ς.115 )       

9.50 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  . Προεκτεύνουμε τη ΓΑ κατϊ τυχαύο τμόμα ΑΔ . Από το Δ φϋρουμε 

κϊθετη ΔΗ ςτην ΒΓ , η οπούα τϋμνει την ΑΒ ςτο Ε . Να δεύξετε ότι  ΓΕ ⊥ ΔΒ ( ΢χολικό / 6 / Εμπϋδωςησ / ς.116 ) 

9.51 Αν Ε , Ζ τα μϋςα των πλευρών ΒΓ , ΓΔ παραλληλογρϊμμου ΑΒΓΔ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι οι  ΑΕ και ΑΖ         
τριχοτομούν τη διαγώνιο ΒΔ                 ( ΢χολικό / 5 / Αποδεικτικϋσ / ς.116 )      

9.52 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  και ϋςτω Θ το ςημεύο τομόσ των διαμϋςων του ΑΜ και ΒΝ .                  

Να αποδεύξετε ότι :  ΘΜ =  
ΒΓ

6
     

9.53 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και οι διϊμεςού του ΑΜ και ΒΝ , που τϋμνονται ςτο Θ . Έςτω επύςησ Κ το μϋςο του ΒΘ .      

α) Αν η ΓΚ τϋμνει τη ΘΜ ςτο Π , να δεύξετε ότι :  ΠΜ =  
ΑΜ

9
                                                                                                           

β) Αν η ΓΘ τϋμνει την ΑΒ ςτο Λ , να αποδεύξετε ότι  το τετρϊπλευρο ΚΛΘΜ εύναι παραλληλόγραμμο . 
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Οριςμόσ :  Σραπϋζιο λϋγεται το κυρτό τετρϊπλευρο που ϋχει μόνο δύο πλευρϋσ παρϊλληλεσ . 

 

Οι παρϊλληλεσ πλευρϋσ ΑΒ και ΓΔ λϋγονται  βϊςεισ  του 
τραπεζύου .                                                                                                                                
Η απόςταςη ΚΛ των παραλλόλων πλευρών του λϋγεται  ύψοσ 
του τραπεζύου .                                                                                                                        
Σο ευθύγραμμο τμόμα ΜΝ που ενώνει τα μϋςα των μη 
παρϊλληλων πλευρών του λϋγεται  διϊμεςοσ  του τραπεζύου 

 

 

 

 

Θεώρημα  I 

Η διϊμεςοσ του τραπεζύου εύναι παρϊλληλη προσ τισ βϊςεισ του και ύςη με το ημιϊθροιςμϊ τουσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

                                                                                               Απόδειξη       

 

Θα αποδεύξουμε ότι  ΜΝ∥ ΑΒ ∥ ΓΔ  και  ΜΝ =
 ΑΒ  + ΓΔ  

2
                                             

Υϋρνουμε τη διαγώνιο ΒΔ και από το Μ μϋςο τησ ΑΔ 
φϋρνουμε παρϊλληλη των ΑΒ και ΓΔ που τϋμνει τισ ΒΔ και ΒΓ 
ςτα Κ και Ν αντύςτοιχα .                                                                                         
Σότε ςτο τρύγωνο ΑΒΔ το Μ εύναι μϋςο τησ ΑΔ και ΜΚ∥ ΑΒ , 

οπότε το Κ εύναι το μϋςο τησ ΔΒ , ϊρα θα ιςχύει  ΜΚ =
 ΑΒ  

2
 (1) .                                                                                                                                                         

Επύςησ ςτο τρύγωνο ΒΔΓ το Κ εύναι μϋςο τησ ΔΒ και ΚΝ∥ ΓΔ , 

οπότε το Ν εύναι το μϋςο τησ ΒΓ , ϊρα και ΚΝ =
 ΓΔ

2
 (2)                     

 

Επομϋνωσ η ΜΝ εύναι διϊμεςοσ του τραπεζύου και  ΜΝ∥ ΑΒ ∥ ΓΔ                                                                                                  

Επύςησ : (1) + (2) ⇒ ΜΚ + ΚΝ =
 ΑΒ  

2
+

 ΓΔ  

2
⇔ ΜΝ =

 ΑΒ  + ΓΔ  

2
         

 

 

 

Σο  Σραπϋζιο 
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Πόριςμα  

Σο ευθύγραμμο τμόμα που ςυνδϋει τα μϋςα των διαγωνύων τραπεζύου βρύςκεται πϊνω ςτη διϊμεςο του 
τραπεζύου , εύναι παρϊλληλο προσ τισ βϊςεισ και ιςούται με την ημιδιαφορϊ των βϊςεών του .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

                                                                                               Απόδειξη       

  Υϋρνουμε τισ διαγώνιεσ ΒΔ , ΑΓ και την διϊμεςο ΜΝ που 
τϋμνει τισ ΒΔ και ΑΓ ςτα Κ και Λ αντύςτοιχα .                                                
Σότε ςτο τρύγωνο ΑΒΔ το Μ εύναι μϋςο τησ ΑΔ                                       
και ΜΚ ∥ ΑΒ , οπότε το Κ εύναι το μϋςο  τησ ΔΒ , ϊρα θα 

ιςχύει  ΜΚ =
 ΑΒ  

2
 (1) .                                                                                   

Ομούωσ ςτο τρύγωνο ΑΔΓ το Μ εύναι μϋςο τησ ΑΔ                                 
και ΜΛ ∥ ΓΔ οπότε το Λ εύναι μϋςο τησ ΑΓ , ϊρα θα                                   

ιςχύει  ΜΛ =
 ΓΔ  

2
 (2) .                                                                                                                       

Επομϋνωσ η διϊμεςοσ ΜΝ διϋρχεται από τα μϋςα Κ και Λ 
των διαγωνύων ΑΓ και ΒΔ και προφανώσ  ΚΛ ∥ ΑΒ ∥ ΓΔ .   

Επύςησ :  (1) − (2) ⟹ ΜΛ− ΜΚ =
 ΔΓ  

2
−

 ΑΒ  

2
⇔ ΚΛ =

 ΔΓ  – ΑΒ  

2
   .      

 

 

Ιςοςκελϋσ  Σραπϋζιο 

Οριςμόσ :  Ιςοςκελϋσ τραπϋζιο λϋγεται το τραπϋζιο του οπούου οι μη παρϊλληλεσ πλευρϋσ εύναι ύςεσ . 

 

Ιδιότητεσ  Ιςοςκελούσ  Σραπεζύου 

Α) Αν ϋνα τραπϋζιο εύναι ιςοςκελϋσ , τότε οι γωνύεσ που πρόςκεινται ςε μια βϊςη εύναι ύςεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

                                                                                               Απόδειξη       

 

Έςτω ΑΒΓΔ ιςοςκελϋσ τραπϋζιο με ΑΒ ∥ ΓΔ  και  ΑΔ = ΒΓ .                                 
Υϋρνουμε τα ύψη ΑΗ και ΒΚ . Σα τρύγωνα ΑΔΗ και ΒΓΚ 
εύναι ύςα γιατύ :                                                                                     
1) Η = Δ = 90°                                                                                                                                                                                               
2) ΑΔ = ΒΓ    αφού ΑΒΓΔ ιςοςκελϋσ τραπϋζιο                                                                                                                                      
3) ΑΗ = ΜΚ = υ                                                                                                                                                                                                        

ϊρα θα εύναι και  Γ = Δ  .                                                                                                                                                                                

 

                                                                                                                              

Επειδό εύναι  Α + Δ = 180° και  Β + Γ = 180°  ϊρα θα εύναι  Α + Δ = Β + Γ ⇔ Α = Β   
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Β) Αν ϋνα τραπϋζιο εύναι ιςοςκελϋσ τότε οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

                                                                                               Απόδειξη       

  

΢υγκρύνω τα τρύγωνα  ΑΔΓ  και  ΒΓΔ :                                                                                                
1)  ΓΔ κοινό πλευρϊ                                                                                                                                                                                       
2)  ΑΔ = ΒΓ  αφού ΑΒΓΔ ιςοςκελϋσ τραπϋζιο                                                                                                                                       
3)  ΑΔ Γ = ΒΓ Δ  ωσ προςκεύμενεσ ςτην βϊςη γωνύεσ 
ιςοςκελούσ τραπεζύου                                                                              
ϊρα από το κριτόριο Γ-Π-Γ , τα τρύγωνα εύναι ύςα ,                            
οπότε και  ΑΓ = ΒΔ  

 

 

 

Κριτόρια  για  να  εύναι  ϋνα  Σραπϋζιο  Ιςοςκελϋσ 

Ένα τραπϋζιο εύναι ιςοςκελϋσ αν ιςχύει μια από τισ παρακϊτω προτϊςεισ :  

Α) Οι γωνύεσ που πρόςκεινται ςε μια βϊςη του εύναι ύςεσ 

Β) Οι διαγώνιού του εύναι ύςεσ . 
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Συχαύο  Σραπϋζιο 

 

 

 

 

 

10.1 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  και η διϊμεςόσ του ΕΖ . Αν οι μη παρϊλληλεσ πλευρϋσ του ΑΔ και ΒΓ          
τϋμνονται ςτο Κ και Η , Θ εύναι τα μϋςα των ΚΑ και ΚΒ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι τα  Ε , Ζ , Η , Θ  εύναι                  
κορυφϋσ τραπεζύου .                                ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς. 119 )       

10.2 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) . Αν η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Β   τϋμνει τη διϊμεςό του ΕΖ ςτο Η ,                               
να αποδεύξετε ότι  ΒΗ Γ = 90°                  ( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120 )         

10.3 ΢ε τραπϋζιο ΑΒΓΔ , η μια από τισ μη παρϊλληλεσ πλευρϋσ του ΑΔ εύναι ύςη με το ϊθροιςμα των βϊςεων του .         
Αν Μ το μϋςο τησ ΒΓ , να αποδεύξετε ότι :  ΑΜ Δ = 90°                   ( ΢χολικό / 4 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120 )       

10.4 Αν ςε τραπϋζιο η μύα βϊςη του εύναι διπλϊςια τησ ϊλλησ , να αποδεύξετε ότι οι διαγώνιοι χωρύζουν τη διϊμεςο     
ςε τρύα ύςα τμόματα .                                ( ΢χολικό / 7 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120 )       

10.5 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  ΓΔ = 3ΑΒ  και  Κ , Λ  τα μϋςα των διαγωνύων του ΔΒ και ΑΓ αντύςτοιχα .         
Να αποδεύξετε ότι το ΑΚΛΒ εύναι παραλληλόγραμμο . Πότε εύναι ορθογώνιο ;( ΢χολικό / 8 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120)  

10.6 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  ΓΔ =  
 3 

2
 ΑΒ . Αν Ε , Ζ , Η  εύναι τα μϋςα των ΑΒ , ΒΓ και ΔΕ αντύςτοιχα ,         

να αποδεύξετε ότι το ΑΒΖΗ εύναι παραλληλόγραμμο .                                                                                                                                      
Αν η προϋκταςη τησ ΑΗ τϋμνει τη ΓΔ ςτο Θ , τότε  ΘΔ = ΔΓ − ΑΒ    ( ΢χολικό / 9 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120)     

10.7 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  και Δ , Ε τα μϋςα των ΑΒ και ΒΓ αντύςτοιχα. Από το μϋςο Ζ του ΑΔ    

φϋρνουμε παρϊλληλη προσ την ΑΓ που τϋμνει την ΒΓ ςτο Η . Αν   ΖΗ =  
 3 

8
 ΒΓ , να βρεύτε τη γωνύα  Β  .                            

( ΢χολικό / 4 / ΢ύνθετα Θϋματα / ς. 120 )        

10.8 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  ΑΒ = 3 , ΓΔ = 7  και Ε , Ζ μϋςα των διαγωνύων ΑΔ και ΒΓ αντύςτοιχα .           
Αν Κ , Λ τα μϋςα των ΒΔ και ΑΓ , να βρεύτε τα μόκη των τμημϊτων ΕΖ και ΚΛ 

 

10.9  Δύνεται το διπλανό τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)                                   
και Ε , Ζ μϋςα των διαγωνύων ΑΔ και ΒΓ αντύςτοιχα .                                                                                     
Να βρεύτε τα μόκη των τμημϊτων ΑΒ και ΕΖ  . 

 

 

10.10 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  ΑΒ = x , ΓΔ = x + 6  και ΕΖ διϊμεςοσ του με ΕΖ = 2x − 2 .                                                  
Να βρεύτε το x .  

10.11 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  ΒΔ = ΒΓ , ΔΒ Γ = 120° , ΑΔ Β = 25° . Να υπολογύςετε :                                           
α) τη γωνύα  Γ                                                                                                                                                                                                          
β) τη γωνύα  Α                                        

10.12 Έςτω τρύγωνο ΑΒΓ με Δ , Ε τα μϋςα των ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα , ΑΔ = 9 , ΕΓ = 10 , ΒΓ = 30 , ΔΕ = x .                      
α) Να υπολογύςετε την περύμετρο του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                        
β) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΔΕΓΒ εύναι τραπϋζιο                                                                                                             
γ) Να υπολογύςετε το μόκοσ  x                                                       

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
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1013 ΢το διπλανό ςχόμα  ΑΒ ∥ ΚΛ ∥ ΜΝ ∥ ΔΓ                                                    
και  ΑΚ = ΚΜ = ΜΔ  , ΑΒ = 15  και  ΜΝ = 35 .                                            
Να βρεύτε τα μόκη των ΚΛ και ΔΓ . 

                                                                                      

 

 

 

10.14 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με ΒΔ = ΑΔ , Γ = 110° , ΔΒ Γ = 30° . Να βρεύτε τη γωνύα  ΑΔ Β                                  

 

10.15  ΢το τρύγωνο ΑΒΓ του διπλανού ςχόματοσ τα ςημεύα Δ , Ε                        
εύναι τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα .                                                      
α) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΔΕΓΒ εύναι τραπϋζιο                                  
β) Να υπολογύςετε το μόκοσ τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                               
γ) Να ςυγκρύνετε τισ περιμϋτρουσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                  
και του τετραπλεύρου ΔΕΓΒ                                                                                        

 

10.16 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με ΑΒ = 3  και  ΓΔ = 4 . Θεωρούμε ςημεύο Ε ςτην ΑΒ , ώςτε  ΑΕ = 1 .                 
΢το τραπϋζιο ΕΒΓΔ θεωρούμε τα Κ , Λ μϋςα των ΕΔ και ΒΓ αντύςτοιχα .                                                                                     
α) Να υπολογύςετε τη διϊμεςο ΚΛ του τραπεζύου ΕΒΓΔ                                                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΛΚ εύναι παραλληλόγραμμο.                

10.17 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  . Έςτω Κ , Λ τα μϋςα των ΑΒ , ΑΓ αντύςτοιχα και Μ , Ν τα μϋςα 

των   ΚΒ , ΛΓ αντύςτοιχα . Αν Π το μϋςο του ΚΛ , να αποδεύξετε ότι : ΜΝ = 3ΑΠ 

10.18 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  . ΢την πλευρϊ θεωρούμε τα ςημεύα Κ , Μ και Λ ώςτε να ιςχύει :                 

ΒΚ = ΚΜ = ΜΛ = ΛΓ . Αν τα ςημεύα Δ και Ε εύναι τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα , να δεύξετε ότι            
α) το τετρϊπλευρο ΔΕΛΚ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                             

β) η διϊμεςοσ του τραπεζύου ΚΔΑΜ ιςούται με  
 3 

8
 ΒΓ                                

10.19 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  ΑΒ = ΑΔ + ΒΓ . Αν η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Δ   τϋμνει την ΑΒ ςτο Μ  ,           
να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                            
α) το τρύγωνο ΑΔΜ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                         
β) το τρύγωνο ΜΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                           
γ) η ΓΜ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Γ   του τραπεζύου .                   

10.20 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με ΓΔ = 2ΑΒ . Επύςησ τα Ζ , Η και Ε εύναι τα μϋςα των ΑΔ , ΒΓ και ΔΓ 
αντύςτοιχα . Ακόμη η ΖΗ τϋμνει τισ ΑΕ και ΒΕ ςτα ςημεύα Θ και Ι αντύςτοιχα . Να δεύξετε ότι :                                              
α) το τετρϊπλευρο ΑΒΓΕ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                             
β) τα ςημεύα Θ και  Ι  εύναι τα μϋςα των ΑΕ και ΒΕ αντύςτοιχα .                                                                                                     

γ)  ΖΗ =  
 3 

2
  ΑΒ                     
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Ιςοςκελϋσ  Σραπϋζιο 

 

10.21 Δύνεται κύκλοσ (Ο , R) με διϊμετρο ΑΒ και ευθεύεσ ε1 , ε2 εφαπτόμενεσ του κύκλου ςτα ϊκρα τησ διαμϋτρου 
ΑΒ. Θεωρούμε ευθεύα ε εφαπτομϋνη του κύκλου ςε ςημεύο Ε , η οπούα τϋμνει τισ  ε1 , ε2  ςτα Δ  και  Γ  αντύςτοιχα .             
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         
α)  το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι τραπϋζιο                                                                                                                                               
β)  ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ                                                                                                                                                                                            
γ)  το τρύγωνο ΓΟΔ εύναι ορθογώνιο                                                                                                                                                        
δ)  Αν  ΑΔ Ε = 60° και η ΟΔ τϋμνει τον κύκλο ςτο Κ , να δεύξετε ότι Κ μϋςο τησ ΔΟ .       

 

 

10.22 ΢ε ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  εύναι  ΑΒ = 5x   , ΔΓ = 3x    και  Α = 60° . Να βρεύτε την περύμετρο        
του τραπεζύου ΑΒΓΔ                                                     ( ΢χολικό / 4 / Κατανόηςησ / ς. 119 )      

10.23 Αν Δ και Ε εύναι τα μϋςα των ύςων πλευρών ΑΒ και ΑΓ ιςοςκελούσ τριγώνου ΑΒΓ , να αποδεύξετε ότι                           
το ΔΕΓΒ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο .                                   ( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς. 120 )   

10.24 ΢ε ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  οι διαγώνιού του τϋμνονται ςτο Ο . Αν  Ε , Ζ , Η , Θ τα μϋςα των  ΟΑ , 
ΟΒ , ΟΓ , ΟΔ αντύςτοιχα , να δεύξετε ότι το ΕΖΗΘ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο .      ( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς. 120 )  

10.25 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και το ύψοσ του ΑΕ . Αν Κ , Λ εύναι τα μϋςα των ΑΔ και ΒΓ αντύςτοιχα ,                 
να αποδεύξετε ότι το  ΚΛΓΕ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο               ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς. 120 )   

10.26 ΢ε ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  ΑΒ < ΓΔ   και τα ύψη του ΑΕ και ΒΖ .                                                                               

Να αποδεύξετε ότι :  ΔΕ = ΓΖ =  
ΓΔ  − ΑΒ

2
                     ( ΢χολικό / 5 / Εμπϋδωςησ / ς. 120 )  

10.27 ΢ε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  Μ εύναι το μϋςο τησ ΑΒ . Αν η μεςοκϊθετοσ τησ ΑΒ τϋμνει την ΑΓ                              
ςτο Ζ    και η παρϊλληλη από το Ζ προσ τη ΒΓ τϋμνει την ΑΒ ςτο Η , να αποδεύξετε ότι   ΓΗ = ΑΖ                                              
( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120 )  

10.28 Από το μϋςο Ε τησ πλευρϊσ ΒΓ ιςοςκελούσ τραπεζύου ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) φϋρουμε παρϊλληλη προσ την ΑΔ                
που τϋμνει τη ΔΓ ςτο Μ . Να αποδεύξετε ότι  ΒΜ ⊥ ΔΓ                     ( ΢χολικό / 5 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120 )      

10.29 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και το ύψοσ του ΑΗ . Αν Δ , Ε , Ζ εύναι τα μϋςα των πλευρών ΑΒ , ΑΓ και ΒΓ αντύςτοιχα ,      
να αποδεύξετε ότι το ΔΕΖΗ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο .        ( ΢χολικό / 6 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120 )     

 

10.30 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)                                   
και Ε , Ζ μϋςα των  ΑΔ και ΒΓ αντύςτοιχα .                                                         
Να βρεύτε τισ γωνύεσ του τραπεζύου ΑΒΓΔ       

 

 

10.31 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με ΑΒ = 5 , ΓΔ = 9 , ΑΔ = ΒΓ = 4 . Να βρεύτε τισ γωνύεσ του . 

 

10.32  Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)                                         
και Ε , Ζ μϋςα των  ΑΔ και ΒΓ αντύςτοιχα .                                             
Να βρεύτε την περύμετρο του ΑΒΓΔ .   
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10.33 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με  Α = 72° , ΑΔ = ΔΓ = ΓΒ . Να δεύξετε ότι ∶ ΑΓ = ΑΒ .       

10.34 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με  ΑΒ = 8 και  ΔΓ = 12. Αν ΑΗ και ΒΘ τα ύψη του τραπεζύου  
α) να αποδεύξετε ότι  ΔΗ = ΘΓ                                                                                                                                                                   
β) να υπολογύςετε τη διϊμεςο του τραπεζύου                   

10.35 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με  Β = 135° . Από τισ κορυφϋσ Α και Β φϋρουμε τα ύψη                            
του  ΑΕ  και  ΒΖ .                                                                                                                                                                                                        
α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τραπεζύου                                                                                                                                        
β) Να αποδεύξετε ότι :  ΑΕ = ΕΔ = ΒΖ = ΓΖ                                  

10.36 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με  Γ = Δ = 60° , ΑΔ = 12  και  ΓΔ = 20 . Υϋρουμε και τα ύψη       
ΑΕ  και  ΒΖ .                                                                                                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ότι  ΔΕ = ΓΖ  και  ΑΒ = ΕΖ                                                                                                                                       
β) Να υπολογύςετε την περύμετρο του τραπεζύου                                  

10.37 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με  Γ = 60° , ΑΒ = 6  και  ΒΓ = 4 . Υϋρουμε και τα ύψη                                    
ΑΕ  και  ΒΖ .                                                                                                                                                                                                        
α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τραπεζύου                                                                                                                                       
β) Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα ΑΕΔ και ΒΖΓ εύναι ύςα .                                                                                                                 
γ) Να υπολογύςετε την περύμετρο του τραπεζύου                     

10.38 Δύνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και ϋςτω Ο το κϋντρο του . Αν Κ , Λ εύναι τα μϋςα των ΟΓ , ΟΔ αντύςτοιχα ,                                   
να δεύξετε  ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΚΛ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο . 

10.39 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ). Αν Μ, Ν εύναι τα μϋςα των ΑΒ, ΓΔ αντύςτοιχα, να δεύξετε ότι :  
α) τα τρύγωνα ΑΔΝ και ΒΓΝ εύναι ύςα .                                                                                                                                                    
β) το τμόμα ΜΝ εύναι κϊθετο ςτισ βϊςεισ ΑΒ και ΓΔ . 

10.40 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με  Γ = 135° . Αν ΕΖ η διϊμεςοσ του και ΔΗ το ύψοσ του ,               
να αποδεύξετε ότι  :  ΕΖ + ΔΗ = ΑΒ . 

10.41 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) , το ςημεύο Μ εύναι το μϋςο τησ πλευρϊσ ΔΓ και τα ςημεύα  Κ        
και  Λ  εύναι τα μϋςα των μη παρϊλληλων πλευρών του ΑΔ και ΒΓ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                    
α) τα τμόματα ΚΜ και ΛΜ εύναι ύςα .                                                                                                                                                        
β)  τα τμόματα ΑΜ και ΒΜ εύναι ύςα .                               

10.42 Δύνεται ορθογώνιο και ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  . Θεωρούμε τα μϋςα Δ , Ε και Ζ των πλευρών του         

ΑΒ , ΑΓ και ΒΓ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                        
α) το τετρϊπλευρο ΑΕΖΔ εύναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο .                                                                                                     
β) το τετρϊπλευρο ΕΔΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο .                                   

10.43 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  Α = 90°  και τυχαύο ςημεύο Δ τησ ΑΒ . Έςτω Κ , Μ και Ν τα μϋςα                                        

των  ΓΔ , ΒΓ  και ΒΔ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                            
α) το τετρϊπλευρο ΚΜΝΔ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                             
β) το τετρϊπλευρο ΑΚΜΝ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο                                                                                                                          

γ) η διϊμεςοσ του τραπεζύου ΑΚΜΝ εύναι ύςη με   
ΑΒ

2
                  

10.44 Από εξωτερικό ςημεύο Ρ ενόσ κύκλου κϋντρου Ο φϋρουμε τα εφαπτόμενα τμόματα ΡΑ , ΡΒ και τη 
διακεντρικό   ευθεύα ΡΟ που τϋμνει τον κύκλο ςτα ςημεύα Δ και Γ αντύςτοιχα . Η εφαπτομϋνη του κύκλου ςτο 
ςημεύο Γ τϋμνει τισ προεκτϊςεισ των ΡΑ και ΡΒ ςτα ςημεύα Ε και Ζ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                                              
α)  ΔΑ Ρ = ΔΒ Ρ                                                                                                                                                                                                   
β)  ΕΑ = ΖΒ                                                                                                                                                                                                       
γ)  το τετρϊπλευρο  ΑΒΖΕ  εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο .                      
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Ορθογώνιο  Σραπϋζιο 

 

 

 

10.45 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90°  και  Β = 120° . Αν ΑΒ = 2α και  ΒΓ = α   να υπολογύςετε τη                           
διϊμεςο ΕΖ  ωσ ςυνϊρτηςη του α .                                                   ( ΢χολικό / 3 / Αποδεικτικϋσ / ς. 120 ) 

10.46 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90°  και  ΒΓ = 2ΓΔ . Αν Μ εύναι το μϋςο τησ ΒΓ ,                                                                           
να δεύξετε ότι  ΑΜ Γ = 3ΜΑ Β                            ( ΢χολικό / 2 / ΢ύνθετα Θϋματα / ς. 120 )        

10.47 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90°  και  Γ = 60° , ΔΒ = ΔΓ = 18 . Να βρεύτε το ύψοσ του τραπεζύου . 

 

10.48 Δύνεται ορθογώνιο τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90°                                  
και Ε μϋςο τησ ΑΔ με  ΕΖ ⊥ ΑΔ  .                                                                          
Να βρεύτε τα μόκη των ΒΔ , ΑΒ και ΕΖ . 

 

 

 

10.49 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ)  με  Α = 90°  και  Γ = 60°, ΑΒ = ΒΓ = 4  και το ύψοσ ΒΕ από την κορυφό Β                                       
α) Να υπολογύςετε τισ ϊλλεσ δύο γωνύεσ του τραπεζύου ΑΒΓΔ .                                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ότι  2ΕΓ = ΒΓ                                                                                                                                                                 
γ) Αν Μ , Ν τα μϋςα των πλευρών ΑΔ , ΒΓ αντύςτοιχα , να βρεύτε το μόκοσ του ΜΝ       

10.50 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90° , ΑΒ > ΓΔ , ΒΓ = 4ΓΔ  και  Β = 60° . Υϋρουμε την  ΓΗ ⊥ ΑΒ  και 
θεωρούμε  τα μϋςα Ε και Ζ των πλευρών ΑΔ και ΒΓ αντύςτοιχα . Να αποδεύξετε ότι :                                                            
α)  ΑΒ = 3ΓΔ                                                                                                                                                                                                    
β)  το τετρϊπλευρο  ΕΗΒΖ  εύναι παραλληλόγραμμο .              

10.51 Δύνεται ορθογώνιο τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90° , ΒΓ = ΓΔ = 2ΑΒ  και Κ , Λ τα μϋςα των ΒΓ και ΓΔ .                    
Η παρϊλληλη από το Κ προσ την ΑΒ τϋμνει την ΑΛ ςτο Ζ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                          
α)  ΒΓ = 2ΔΖ                                                                                                                                                                                                    
β)  το τετρϊπλευρο ΖΚΓΛ  εύναι ρόμβοσ                                                                                                                                                   
γ)  ΑΚ Λ = 90°                                                      

10.52 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90°  και  Γ = 45° , ΓΔ = 2ΑΒ . Από την κορυφό Β φϋρουμε την ΒΕ            
κϊθετη  ςτην ΓΔ .                                                                                                                                                                                                             
α)  Να αποδεύξετε ότι το ΑΒΓΕ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                    
β)  Να αποδεύξετε ότι το ΑΒΕΔ εύναι τετρϊγωνο                                                                                                                                    

γ)  Αν Ν μϋςο του ΑΕ και Μ το μϋςο του ΒΕ να δειχθεύ ότι  ΝΜ =  
ΔΓ

4
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Επύκεντρη  Γωνύα 

 

Μια γωνύα λϋγεται επύκεντρη , όταν η κορυφό τησ εύναι το κϋντρο του κύκλου                               
και οι πλευρϋσ τησ ακτύνεσ του κύκλου 

 

 

 

Εγγεγραμμϋνη  Γωνύα 

Μια κυρτό γωνύα λϋγεται εγγεγραμμϋνη ςε ϋνα κύκλο αν η κορυφό τησ εύναι         
ςημεύο του κύκλου και οι πλευρϋσ τησ εύναι τϋμνουςεσ του κύκλου .                                                                                                                  
Σο τόξο  ΒΓ   που περιϋχεται ςτην εγγεγραμμϋνη γωνύα λϋγεται                                                   

αντύςτοιχο τόξο τησ ό διαφορετικϊ λϋμε ότι η γωνύα  Α   βαύνει ςτο τόξο ΒΓ   . 

 

 

 

Γωνύα  Φορδόσ  και  Εφαπτομϋνησ 

 

 Αν η κορυφό εύναι ςημεύο του κύκλου , η μια τησ πλευρϊ εύναι 
τϋμνουςα και η ϊλλη εφαπτομϋνη του κύκλου , τότε η γωνύα 
λϋγεται γωνύα χορδόσ και εφαπτομϋνησ . 

 

 

 

 

 

 

ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ 

 ΢ΦΗΜΑΣΑ 
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΢χϋςη  Εγγεγραμμϋνησ  και  αντύςτοιχησ  Επύκεντρησ 

Κϊθε εγγεγραμμϋνη γωνύα ιςούται με το μιςό τησ επύκεντρησ  που βαύνει 
ςτο ύδιο τόξο .                    

Δηλαδό :  Α =
 1 

2
Ο   αφού βαύνουν ςτο τόξο ΒΓ   . 

 

 

 

Πορύςματα  

Α) Σο μϋτρο μιασ εγγεγραμμϋνησ γωνύασ ιςούται με το μιςό του μϋτρου του αντύςτοιχοι τόξου τησ . 

Β) Κϊθε εγγεγραμμϋνη γωνύα που βαύνει ςε ημικύκλιο εύναι ορθό . 

Α = 90° ωσ εγγεγραμμϋνη που βαύνει ςε ημικύκλιο . 

 

 

 

 

 

Γ) Οι εγγεγραμμϋνεσ γωνύεσ που βαύνουν ςτο ύδιο ό ςε ύςα τόξα του ύδιου ό ύςων κύκλων εύναι ύςεσ                                        
και αντύςτροφα 

 Ε = Ζ  αφού βαύνουν ςτα ύςα τόξα ΑΒ  , ΓΔ   

 

 

 

 

 

 

Δ) Σα τόξα που περιϋχονται μεταξύ παραλλόλων χορδών εύναι ύςα . 

Αν  ΑΒ ∥ ΓΔ  τότε  ΑΓ = ΒΔ   
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Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 

 

Ε) Η γωνύα που ςχηματύζεται από μια χορδό  κύκλου και την εφαπτομϋνη ςτην ϊκρη τησ χορδόσ ιςούται με την 
εγγεγραμμϋνη που βαύνει ςτο τόξο τησ χορδόσ . 

    

Η γωνύα που ςχηματύζεται από μια χορδό  κύκλου και την εφαπτομϋνη                      
ςτην ϊκρη τησ χορδόσ ιςούται με μιςό τησ επύκεντρησ που βαύνει ςτο τόξο                            
τησ χορδόσ .                                                                                                                                                                                   
Η γωνύα που ςχηματύζεται από μια χορδό  κύκλου και την εφαπτομϋνη ςτην ϊκρη 
τησ χορδόσ ϋχει μϋτρο όςο με το μιςό του μϋτρου του αντύςτοιχου τόξου τησ 
χορδόσ . 

 

 

 

 

 

 

11.1 ΢ε καθϋνα από τα παρακϊτω ςχόματα να βρεύτε τα  x , y .  ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.134 ) 

 

                          

 

 

 

 

 

11.2 Αν ςτο διπλανό ςχόμα εύναι  Α = 40° ,                                                            
να βρεύτε το μϋτρο του τόξου ΒΕ.                                                                            
( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.134 ) 

 

 

 

11.3 Να αποδεύξετε ότι η εφαπτομϋνη ςτο μϋςο ενόσ από τα τόξα με χορδό ΑΒ κύκλου(Κ) εύναι παρϊλληλη                                 
ςτην χορδό ΑΒ και αντύςτροφα .                                      ( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.135 ) 
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11.4 Αν ςτα παρακϊτω ςχόματα οι ευθεύεσ ε και ε’ εύναι εφαπτόμενεσ να βρεύτε τα  x , y .                                                                                     
( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.134 ) 

        

 

 

 

 

 

 

11.5 Να βρεύτε τα μϋτρα των τόξων ΕΒ και ΓΔ του παρακϊτω ςχόματοσ . ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.134 ) 

 

 

 

 

 

11.6 Αν ςτο επόμενο ςχόμα τα τόξα ΒΜ και ΜΓ εύναι ύςα , να υπολογύςετε τισ γωνύεσ των τριγώνων ΟΒΓ και ΜΒΓ 

 

( ΢χολικό / 5 / Εμπϋδωςησ / ς.134 ) 

 

 

 

11.7 Δύο κύκλοι τϋμνονται ςτα ςημεύα Α και Β . Αν Γ και Δ εύναι τα αντιδιαμετρικϊ ςημεύα του Α ςτουσ δύο 
κύκλουσ ,  να αποδεύξετε ότι η ευθεύα ΓΔ διϋρχεται από το Β .       ( ΢χολικό / 2 / Αποδεικτικϋσ / ς.135 )     

11.8 Να βρεύτε τη γωνύα  ω  ςτα παρακϊτω ςχόματα :                                  
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11.9 ΢το διπλανό ςχόμα , να υπολογύςετε :                                       
α) τη γωνύα  ΒΓ Δ                                                                                    
β)  τη γωνύα  ω                                                                                             

 

11.10 Να βρεύτε τη γωνύα  ω  ςτα παρακϊτω ςχόματα :                                                       

                                                           

 

 

 

 

 

 

11.11 ΢το διπλανό ςχόμα , να υπολογύςετε :                                                             
α ) τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                  
β) το μϋτρο του τόξου ΑΕΓ                                                                                     

 

 

11.12 ΢το παρακϊτω ςχόμα να υπολογύςετε τισ γωνύεσ 
του τριγώνου ΑΒΓ  

 

 

                                                                                                  

    

 

 

11.13 ΢το παρακϊτω ςχόμα να υπολογύςετε το μόκοσ του τόξου ΑΔ 
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11.14  ΢το διπλανό ςχόμα η ευθεύα εφϊπτεται του κύκλου                                          
ςτο ςημεύο Γ .                                                                                                                              
α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ x , y και  ω                                                                
β) Να βρεύτε το εύδοσ του τριγώνου ΟΑΓ ωσ προσ τισ πλευρϋσ του                    

 

 

 

 

 

11.15 ΢ε ημικύκλιο διαμϋτρου ΑΒ προεκτεύνουμε την 
ΑΒ  προσ το μϋροσ του Α και παύρνουμε ϋνα ςημεύο Γ .                            
Θεωρούμε Ε ϋνα ςημεύο του ημικυκλύου και ϋςτω Δ           
το ςημεύο τομόσ του τμόματοσ ΓΕ με το ημικύκλιο .             
Αν το τμόμα ΓΔ ιςούται με το ΟΒ ,                                                          
να βρεύτε τη γωνύα  x .                                                                 

 

11.16  Θεωρούμε κύκλο διαμϋτρου ΒΓ . Υϋρουμε την εφαπτομϋνη του 
κύκλου ςτο ςημεύο Α  και την παρϊλληλη ευθεύα ςτη ΒΓ που τϋμνει      
την ΑΒ ςτο Δ και την ΑΓ ςτο Ε .                                                                                  
α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΒΑΓ                                                        
β) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΒΓΕΔ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο   
και να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του .                                                                       

 

 

11.17 Δύνεται κύκλοσ κϋντρου Ο διαμϋτρου ΑΒ και χορδό ΑΓ τϋτοια , ώςτε  ΒΑ Γ = 30° . ΢το ςημεύο Γ φϋρνουμε                 
την εφαπτομϋνη του κύκλου , η οπούα τϋμνει την προϋκταςη τησ διαμϋτρου ΑΒ , προσ το Β , ςτο ςημεύο Δ .                         
α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΟΓΔ                                                                                                                                
β) Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα ΑΟΓ και ΓΒΔ εύναι ύςα .                               

11.18 Δύνεται κύκλοσ κϋντρου Ο διαμϋτρου ΑΒ και χορδό ΑΓ τϋτοια , ώςτε  ΒΑ Γ = 30° . ΢το ςημεύο Γ φϋρνουμε                 
την εφαπτομϋνη του κύκλου , η οπούα τϋμνει την προϋκταςη τησ διαμϋτρου ΑΒ , προσ το Β , ςτο ςημεύο Δ .                         
α) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΓΑΔ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ότι  ΑΒ = 2ΒΔ                   

11.19 Δύνεται κύκλοσ κϋντρου Ο και ακτύνασ ρ . Αν η διϊμετροσ ΑΔ εύναι 
διχοτόμοσ τησ γωνύασ ΒΑ Γ , να αποδεύξετε ότι :                                              
α) τα τόξα ΒΔ και ΔΓ εύναι ύςα                                                                                    
β) τα τρύγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ εύναι ύςα .                                                                  
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11.20  ΢ε κύκλο κϋντρο Ο φϋρουμε τισ διαμϋτρουσ του ΑΓ και ΒΔ .                                                                                                    
α) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι ορθογώνιο                                                                                                        
β) Ποια ςχϋςη πρϋπει να ϋχουν οι διϊμετροι ΑΓ και ΒΔ ώςτε το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ να εύναι τετρϊγωνο . Να 
δικαιολογόςετε την απϊντηςό ςασ .                              

11.21 Δύνονται δύο ύςοι κύκλοι  (Ο , ρ) και (Κ , ρ) με ΟΚ = ρ , οι οπούοι τϋμνονται ςτα ςημεύα Α και Δ .                               
α) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΟΑΚ εύναι ιςόπλευρο                                                                                                                     
β) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΒΑΚ .                   

11.22 Δύο κύκλοι (Ο , ρ) και (Κ , R) εφϊπτονται εξωτερικϊ ςτο Ν . Μια ευθεύα  ε   εφϊπτεται ςτουσ δύο κύκλουσ 
ςτα ςημεύα Α και Β αντύςτοιχα . Η κοινό εφαπτομϋνη των κύκλων ςτο Ν τϋμνει την ε ςτο Μ . Να δεύξετε ότι :                     
α)  το Μ εύναι το μϋςο του ΑΒ                                                                                                                                                                          
β)   ΟΜ Κ = 90°                                                                                                                                                                                               
γ)   ΑΝ Β = 90°                           

11.23 Θεωρούμε ϋναν κύκλο και ϋνα ςημεύο Α εκτόσ αυτού. Από το Α φϋρουμε ϋνα εφαπτόμενο τμόμα ΑΒ και μια 
ευθεύα που τϋμνει τον κύκλο ςτα ςημεύα Γ και Δ . Αν η διχοτόμοσ τησ γωνύασ ΓΒ Δ  τϋμνει την ΓΔ ςτο Ε , να 
αποδεύξετε ότι   ΑΒ = ΑΕ .  

11.24 ΢ε κύκλο διαμϋτρου ΑΒ φϋρουμε δύο παρϊλληλεσ χορδϋσ ΑΓ και ΒΔ . Να αποδεύξετε ότι  :                                          
α)  ΑΓ = ΒΔ                                                                                                                                                                                                      
β)  η ΓΔ  εύναι διϊμετροσ του κύκλου 

11.25 Δύνεται κύκλοσ κϋντρου Ο, μια χορδό του ΑΒ , η εφαπτομϋνη του (ε) ςτο Α και ςημεύο Γ τησ (ε) ώςτε  
ΑΓ = ΑΒ. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         
α)  ΔΑ = ΔΓ                                                                                                                                                                                                      
β)  το τόξο ΑΒ εύναι διπλϊςιο του τόξου ΑΔ .                                                                                                                                          
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Εγγεγραμμϋνα  Σετρϊπλευρα 
 

 

Οριςμόσ :  Ένα τετρϊπλευρο λϋγεται εγγεγραμμϋνο ςε κύκλο  , αν οι κορυφϋσ του εύναι ςημεύα του κύκλου . 

Ο κύκλοσ ςτον οπούο εύναι εγγεγραμμϋνο το τετρϊπλευρο λϋγεται περιγεγραμμϋνοσ κύκλοσ του τετραπλεύρου . 

 

Ιδιότητεσ  Εγγεγραμμϋνου  Σετραπλεύρων 

Α) Οι απϋναντι γωνύεσ ενόσ εγγεγραμμϋνου τετραπλεύρου εύναι παραπληρωματικϋσ . 

 

Η γωνύα Α  βαύνει ςτο τόξο ΒΓΔ   ενώ η γωνύα  Γ  βαύνει ςτο τόξο ΒΑΔ  για 
τα οπούα τόξα ιςχύει   ΒΓΔ + ΒΑΔ = 4⊾ ,  ϊρα Α + Γ = 2⊾ 

 

 

 

 

 

Β) Κϊθε πλευρϊ ενόσ εγγεγραμμϋνου τετραπλεύρου φαύνεται από τισ απϋναντι κορυφϋσ υπό ύςεσ γωνύεσ . 

 

Η πλευρϊ π.χ.  ΓΔ φαύνεται από τισ κορυφϋσ Α και Β υπό ύςεσ γωνύεσ   
αφού εύναι εγγεγραμμϋνεσ που βαύνουν ςτο ύδιο τόξο ΓΔ    

 

 

 

 

Γ) Κϊθε εξωτερικό γωνύα ενόσ εγγεγραμμϋνου τετραπλεύρου ιςούται με την απϋναντι εςωτερικό γωνύα του . 

 

 

Αφού ΑΒΓΔ εγγεγραμμϋνο ςε κύκλο τότε θα ιςχύει :   Γ εξωτ . = Α  

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 74 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 75 
 

Εγγρϊψιμα  Σετρϊπλευρα 
 

Οριςμόσ : Ένα τετρϊπλευρο λϋγεται εγγρϊψιμο  όταν μπορεύ να γραφεύ κύκλοσ που να διϋρχεται και από τισ 
τϋςςερισ κορυφϋσ του .  

 

Κριτόρια  Εγγραψιμότητασ  Σετραπλεύρων 

Ένα τετρϊπλευρο εύναι εγγρϊψιμο ςε κύκλο , αν ιςχύει μια από τισ ακόλουθεσ προτϊςεισ :                                                 

Α)  Δύο απϋναντι γωνύεσ του εύναι παραπληρωματικϋσ . 

Β)  Μια πλευρϊ του φαύνεται από τισ απϋναντι κορυφϋσ υπό ύςεσ γωνύεσ 

Γ)  Μια εξωτερικό του γωνύα ιςούται με την απϋναντι εςωτερικό γωνύα του τετραπλεύρου . 

 

Περιγεγραμμϋνα  και  Περιγρϊψιμα  Σετρϊπλευρα 
 

Οριςμόσ : Ένα τετρϊπλευρο , του οπούου οι πλευρϋσ εφϊπτονται ςτον ύδιο κύκλο , λϋγεται περιγεγραμμϋνο ςτον 
κύκλο αυτό , ενώ ο κύκλοσ λϋγεται εγγεγραμμϋνοσ ςτο τετρϊπλευρο αυτό . 

 

Ιδιότητεσ Περιγεγραμμϋνων Σετραπλεύρων 

Α) Οι διχοτόμοι των γωνιών ενόσ περιγεγραμμϋνου τετραπλεύρου 
διϋρχονται από το ύδιο ςημεύο , το οπούο εύναι και το κϋντρο του 
εγγεγραμμϋνου κύκλου του . 

Β) Σα αθρούςματα των απϋναντι πλευρών ενόσ περιγεγραμμϋνου 
τετραπλεύρου εύναι ύςα . 

 

 

 

 

Κριτόρια  Περιγραψιμότητασ Σετραπλεύρων 

Α) Ένα τετρϊπλευρο εύναι περιγρϊψιμο ςε κύκλο αν οι διχοτόμοι των γωνιών του διϋρχονται από το ύδιο ςημεύο 

Β) Ένα τετρϊπλευρο εύναι περιγρϊψιμο ςε κύκλο αν τα αθρούςματα των απϋναντι πλευρών του εύναι ύςα . 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 75 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 76 
 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
 

 

 

12.1 ΢ε ϋνα εγγρϊψιμο τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι  Α = 120°  και  Β εξωτ . = 80° . Να βρεύτε τισ υπόλοιπεσ γωνύεσ του 

τετραπλεύρου ΑΒΓΔ                                                ( ΢χολικό / 1 / Εμπϋδωςησ / ς.139 ) 

12.2 Αν ϋνασ ρόμβοσ εύναι εγγεγραμμϋνοσ ςε κύκλο, να αποδεύξετε ότι εύναι τετρϊγωνο.                                                                   
( ΢χολικό / 2 / Εμπϋδωςησ / ς.139 ) 

12.3 Να δεύξετε ότι κϊθε εγγεγραμμϋνο παραλληλόγραμμο εύναι ορθογώνιο .  ( ΢χολικό / 3 / Εμπϋδωςησ / ς.139 ) 

12.4 Να αποδεύξετε ότι κϊθε περιγεγραμμϋνο παραλληλόγραμμο εύναι ρόμβοσ, του οπούου οι διαγώνιοι τϋμνονται 
ςτο κϋντρο του εγγεγραμμϋνου κύκλου .                  ( ΢χολικό / 4 / Εμπϋδωςησ / ς.139 )  

12.5 Δύο κύκλοι τϋμνονται ςτα Α και Β . Από τα Α και Β φϋρουμε ευθεύεσ που τϋμνουν τον ϋναν κύκλο ςτα Γ και Γ ’  
ενώ τον ϊλλον ςτα Δ και Δ ’ . Να δεύξετε ότι : ΓΓ′  ∥ ΔΔ′              ( ΢χολικό / 1 / Αποδεικτικϋσ / ς.139 )     

12.6 Να αποδειχθεύ ότι κϊθε ιςοςκελϋσ τραπϋζιο εύναι εγγρϊψιμο 

12.7 ΢το παρακϊτω ςχόμα το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι εγγρϊψιμο . Να υπολογύςετε τη γωνύα  ω .  

    

 

 

 

 

12.8 ΢το παρακϊτω ςχόμα το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι εγγρϊψιμο . Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του .  

 

 

 

 

 

12.9 ΢το παρακϊτω ςχόμα να υπολογύςετε τισ γωνύεσ  x , y . 
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12.10 ΢το παρακϊτω ςχόμα το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι περιγρϊψιμο ςε κύκλο. Να υπολογύςετε τα μόκη των 
πλευρών του . 

               

   

 

 

 

 

12.11 ΢το παρακϊτω ςχόμα η Αx  εύναι εφαπτομϋνη του κύκλου με κϋντρο Ο . Να βρεύτε τη γωνύα  Β 1  και την  φ    

      

12.12 ΢το παρακϊτω ςχόμα το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ ϋχει κϊθετεσ διαγώνιουσ και  ΒΑ Δ = 110° και  ΒΓ Δ = 70°.                        
Να δικαιολογόςετε γιατύ το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι εγγρϊψιμο και να βρεύτε τισ γωνύεσ  Β και Δ . 

 

 

 

 

 

12.13 Δύνεται ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  ΑΒ ∥ ΓΔ , ςτο οπούο ιςχύει  ΓΔ = 3ΑΒ  και  Δ = 60° . Να αποδεύξετε ότι                           
το ΑΒΓΔ εύναι περιγρϊψιμο ςε κύκλο .   

12.14 Δύνεται οξυγώνιο τρύγωνο ΑΒΓ  και το ύψοσ του ΑΔ . Προεκτεύνουμε το ΑΔ κατϊ ύςο τμόμα ΔΕ .                               
Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΕΓ εύναι περιγρϊψιμο ςε κύκλο . 

12.15 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και Ε ϋνα ςημεύο του ύψουσ του ΑΔ . Αν Ζ και Η εύναι οι προβολϋσ του Ε ςτισ πλευρϋσ 
ΑΒ  και ΑΓ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                   
α)  ΖΑ Ε = ΖΗ Ε                                                                                                                                                                                                 
β)  το τετρϊπλευρο ΒΖΗΓ εύναι εγγρϊψιμο 
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13.1 Δύνεται κύκλοσ (O , R) και οι ύςεσ χορδϋσ του ΑΒ , ΓΔ και τα αποςτόματϊ τουσ ΟΚ και ΟΛ αντύςτοιχα. Αν οι 
προεκτϊςεισ των ΒΑ και ΔΓ τϋμνονται ςτο Μ , να αποδεύξετε ότι :                                                                                                         
α)  τα τρύγωνα ΜΟΚ και ΜΟΛ εύναι ύςα                                                                                                                                                       
β)  ΜΑ = ΜΓ  και  ΜΒ = ΜΔ                              ( ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΤΠΟΛΗ 2016 ) 

13.2 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ. Αν Θ εςωτερικό ςημεύο του τριγώνου τϋτοιο, ώςτε  ΘΒ = ΘΓ ,    
τότε να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                              
α) τα τρύγωνα ΑΒΘ και ΑΓΘ εύναι ύςα                                                                                                                                                                 
β) η ΑΘ εύναι η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Α                                                                                                                                                                             
γ) ΑΘ ⊥ ΒΓ                                        ( ΒΟΛΟ΢ 2016 ) 

13.3 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  ΑΒ ∥ ΓΔ και  Α = 90°. Η διϊμεςοσ ΚΝ του τραπεζύου τϋμνει τη διαγώνιο ΒΔ ςτο Μ    
ϋτςι ώςτε το τετρϊπλευρο ΑΒΝΜ να εύναι ρόμβοσ πλευρϊσ  ΑΒ = 4 .                                                                                                                   
α) Να υπολογύςετε τα τμόματα ΚΜ και ΔΓ                                                                                                                                                               
β) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΒΔΓ εύναι ιςόπλευρο                                                                                                                                         
γ) Να υπολογύςετε τισ υπόλοιπεσ γωνύεσ του τραπεζύου.              ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2016 ) 

13.4 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ(Α = 90°) με  Β = 2 ∙ Γ                                                                                                                             
α) Να υπολογύςετε τισ οξεύεσ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                          
β) Αν επιπλϋον ιςχύει  Γ = 30° , ΑΔ ύψοσ και ΑΜ διϊμεςοσ , να αποδεύξετε ότι :                                                                              

β1) ΔΑ Μ = 30°                 β2) ΒΔ = 
ΒΓ

4
              ( ΕΡΕΣΡΙΑ 2016 ) 

13.5 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ και η διϊμεςόσ του ΑΜ. Προεκτεύνουμε τη διϊμεςο ΑΜ κατϊ τμόμα  ΜΔ = ΑΜ     
α) Να δεύξετε ότι τα τρύγωνα ΑΒΜ και ΜΓΔ εύναι ύςα                                                                                                                             
β) Να δεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΔΓ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                              
γ) Σι εύδουσ τετρϊπλευρο εύναι το ΑΒΔΓ αν  ΒΑ Γ = 90°                ( ΚΟΡΙΝΘΟ΢ 2016 ) 

13.6 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ. Αν Ο εύναι το ςημεύο τομόσ των υψών  ΒΕ και ΓΔ του τριγώνου 
αυτού, να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                               
α) τα τρύγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ εύναι ύςα                                                                                                                                                            
β) το τρύγωνο ΒΟΓ εύναι ιςοςκελϋσ                   ( ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2016 )  

13.7 ΢το παρακϊτω ςχόμα το Μ εύναι το μϋςο του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΑΒ .                                                                                    
Αν ΜΓ = ΜΔ  και   ΑΔ = ΒΓ , να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                           
α) τα τρύγωνα ΑΔΜ και ΒΓΜ εύναι ύςα και να γρϊψετε και τισ γωνύεσ τουσ που εύναι αντύςτοιχα ύςεσ                                                                                                                                          
β) το τρύγωνο ΟΑΒ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                          
γ) οι γωνύεσ   ΔΜ Β = ΓΜ Α                                                                                                                                                                                             
δ)  τα τρύγωνα ΑΚΜ και  ΒΜΛ εύναι ύςα          ( ΛΙΜΕΝΑΡΙΑ ΘΑ΢ΟΤ 2016 ) 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑΣΑ  ΕΞΕΣΑ΢ΕΩΝ 
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13.8  Δύνεται το τρύγωνο ΑΒΓ και ΒΔ, ΓΕ τα ύψη από τισ κορυφϋσ Β και Γ αντύςτοιχα. Αν  ΒΔ =  ΓΕ τότε:                                             

α) Να ςυγκρύνετε τα τρύγωνα ΒΔΓ και ΓΕΒ.                                                                                                                                                             

β) Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                          

γ) Να αποδεύξετε ότι το ΔΕ // ΒΓ.              ( ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2016 ) 

13.9 Από ςημεύο Μ εξωτερικό του κύκλου O,R φϋρνουμε τισ εφαπτόμενεσ ΜΑ, ΜΒ του κύκλου.                                                  

Προεκτεύνουμε το ΟΒ κατϊ ύςο τμόμα ΒΓ . Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                       

α) Σο τρύγωνο ΟΜΓ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                                                                  

β)  ΑΜ Γ = 3 ∙ ΒΜ Γ                                                                                                                                                                                                                               

γ)                                          ( ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2017 ) 

13.10  Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ. ΢τισ προεκτϊςεισ τησ πλευρϊσ ΒΓ από τα ςημεύα Β και Γ, 

παύρνουμε αντύςτοιχα τα ύςα τμόματα ΒΔ και ΓΕ. Υϋρουμε επύςησ ΒΚ κϊθετη ςτην ΑΔ και ΓΛ κϊθετη ςτην ΑΕ.                        

Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                           

α)  ΑΔ = ΑΕ                                                                                                                                                                                                                        

β) Σα τρύγωνα ΑΚΒ και ΑΛΓ εύναι ύςα.                                                                                                                                                                            

γ) Αν οι ευθεύεσ ΚΒ και ΓΛ τϋμνονται ςτο ςημεύο Μ, τότε η ΑΜ εύναι μεςοκϊθετοσ του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΚΛ   

( ΦΑΛΑΝΔΡΙ 2017 ) 

13.11 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ  και Δ τυχαύο ςημεύο τησ βϊςησ του ΒΓ. Από το ςημεύο Δ 

φϋρνουμε παρϊλληλη ςτην ΑΒ που τϋμνει την ΑΓ ςτο ςημεύο Ε. Να αποδεύξετε ότι:                                                                                    

α)  το τρύγωνο ΔΕΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                                        

β)  ΑΕ Δ = 2 ∙ Β                                    ( ΕΛΛΗΝΟΓΑΛΙΚΗ ΢ΦΟΛΗ ΚΑΛΑΜΑΡΙ 2017 ) 

13.12 Δύνεται κύκλοσ με κϋντρο Ο και Α εξωτερικό ςημεύο από το οπούο φϋρουμε εφαπτόμενα τμόματα ΑΒ και ΑΓ. 

Αν Δ αντιδιαμετρικό του Β και Ε αντιδιαμετρικό του Γ, τότε να αποδεύξετε ότι:                                                                                               

α) τα τρύγωνα ΑΓΕ  και  ΑΒΔ  εύναι ύςα .                                                                                                                                                             

β) ΔΑ Γ = ΒΑ Ε                                                                                                                                                                                                  

γ) τα τρύγωνα ΑΓΔ και ΑΒΕ εύναι ύςα                  ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.13 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ . ΢τισ προεκτϊςεισ των ΒΑ, ΓΑ παύρνουμε τα ςημεύα Ε, Δ 

αντιςτούχωσ, ώςτε  ΑΕ = ΑΔ. Αν Μ εύναι το μϋςο τησ βϊςησ ΒΓ, να αποδεύξετε ότι:                                                                                

α) τα τρύγωνα  ΑΒΔ  και ΑΓΕ  εύναι ύςα                                                                                                                                                                           

β) το τρύγωνο ΜΕΔ εύναι ιςοςκελϋσ                              ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.14   Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ .  ΢τισ ύςεσ πλευρϋσ ΑΒ, ΑΓ παύρνουμε τα ςημεύα Ε και Ζ                             

ϋτςι ώςτε  ΑΕ = ΑΖ. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                             

α) ΒΖ = ΓΕ                                                                                                                                                                                                                         

β) αν Κ το ςημεύο τομόσ των ΒΖ, ΓΕ, τότε  ΒΕ Κ = ΓΖ Κ                                                                                                                                               

γ) η ΑΚ διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Α                                                                                                                                                                                             

δ)  ΕΖ//ΒΓ               ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.15 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ και οι διχοτόμοι ΒΕ και ΓΔ των γωνιών  Β   και  Γ   αντύςτοιχα           

και  Ι  το ςημεύο τομόσ τουσ. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                         

α) το τρύγωνο ΒΙΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                                   

β) ΑΙ διχοτόμοσ τησ γωνύασ  Α                                                                                                                                                                              

γ) ΑΙ μεςοκϊθετοσ τησ ΒΓ                    ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 
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13.16  Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ . Προεκτεύνουμε τισ πλευρϋσ του ΑΒ και ΑΓ κατϊ ύςα τμόματα 

ΒΔ και ΓΕ αντύςτοιχα. Αν ΒΕ και ΓΔ τϋμνονται ςτο Μ, να αποδεύξετε ότι:                                                                                                   

α) Σα τρύγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ εύναι ύςα.                                                                                                                                                                          

β) ΔΜ = ΜΕ                                                                                                                                                                                                                                     

γ) Η ΑΜ εύναι μεςοκϊθετοσ του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΔΕ.      ( ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2018 ) 

13.17 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ προεκτεύνουμε τη διϊμεςο ΑM (προσ το M) κατϊ τμόμα ΜΔ = ΑΜ.                                                                             

α) Να αποδεύξετε ότι τα τρύγωνα ΑΒΜ και ΜΓΔ εύναι ύςα.                                                                                                                                         

β)  Σι εύδουσ τετρϊπλευρο εύναι το ΑΒΔΓ αν  ΒΑ Γ = 90°                                                                                                                                                        

γ) Να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα Α και Δ ιςαπϋχουν από την πλευρϊ ΒΓ.     ( ΑΘΗΝΑ 2018 ) 

13.18  Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ  και Δ , Ε εςωτερικϊ τησ ΒΓ  ϋτςι ώςτε  ΒΔ = ΕΓ                                           

α) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΔΕ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                            

β) Αν Μ , Ν  τα μϋςα των πλευρών ΑΒ , ΑΓ αντύςτοιχα, να δεύξετε ότι  ΜΔ Α = ΝΕ Α    ( ΑΘΗΝΑ 2018 ) 

13.19 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΠΑΟ (ΠΑ = ΠΟ) και Μ το μϋςο                                  

του ΑΟ. ΢τα ςημεύα Α και Ο φϋρουμε κϊθετεσ ςτην ΑΟ προσ το                                            

ύδιο μϋροσ και θεωρούμε ςε αυτϋσ ςημεύα Δ και Ε αντύςτοιχα                                                                 

τϋτοια ώςτε  ΜΔ = ΜΕ.                                                                                                                                      

Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                             

α) Σα τμόματα ΔΑ και ΟΕ εύναι ύςα.                                                                                                                                                                          

β) Σο τετρϊπλευρο ΑΔΕΟ εύναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.                                                      

( ΠΤΛΟ΢ 2018 )  

 

13.20 Δύνεται το τετρϊγωνο ΑΒΓΔ του διπλανού ςχόματοσ.                                                     

Έςτω ςημεύα Ε, Ζ, Η, Κ ςτισ πλευρϋσ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ αντύςτοιχα                                  

τϋτοια ώςτε AE = BZ = ΓΗ = ΔΚ . Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                        

α)  τα τρύγωνα ΑΕΚ, ΒΕΖ, ΓΗΖ, ΔΗΚ εύναι ύςα.                                                                                                                                                          

β)  ΚΕ Ζ = 90°                                                                                                                                                                                                                      

γ)  η ΚΖ εύναι μεςοκϊθετη του ΗΕ                                                                                                                     

( ΜΑΡΟΤ΢Ι 2019 ) 

 

 

 

13.21 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ  και ϋςτω Μ το μϋςο τησ ΒΓ. Πϊνω ςτισ ύςεσ πλευρϋσ ΑΒ, ΑΓ 

θεωρώ τα ςημεύα Ε, Ζ τϋτοια ώςτε  ΑΕ = ΑΖ. Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                      

α) ΕΜ = ΜΖ                                                                                                                                                                                                                            

β) Σα τρύγωνα ΑΕΜ , ΑΖΜ εύναι ύςα                                                                                                                                                                          

γ) Η ΑΜ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ ΕΜΖ.                                                                                                                                                                          

δ) Η ΑΜ εύναι κϊθετη ςτη ΕΖ                  ( ΑΘΗΝΑ 2019 ) 
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13.22 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ < 𝛢𝛤  και ΑΔ διχοτόμοσ του. Από το Δ φϋρνουμε παρϊλληλη προσ την ΑΒ που 

τϋμνει την ΑΓ ςτο Ε. Από το Ε φϋρνουμε παρϊλληλη προσ την ΒΓ που τϋμνει την ΑΒ ςτο Ζ .                                                              

Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                      

α) τα τμόματα ΒΕ, ΖΔ διχοτομούνται .                                                                                                                                                                        

β) το τρύγωνο ΑΕΔ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                                                                  

γ)  ΑΕ = ΒΖ                                                                    ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2019) 

13.23 Δύνονται οι κύκλοι (Λ, ρ) και (Κ, 3ρ) οι οπούοι εφϊπτονται εξωτερικϊ ςτο Α.  Αν (ε) εύναι η κοινό εξωτερικό 

εφαπτομϋνη που εφϊπτεται ςτουσ κύκλουσ ςτα ςημεύα Β και Γ αντύςτοιχα και (η) η κοινό εςωτερικό τουσ 

εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο Α που τϋμνει την ΒΓ ςτο ςημεύο Μ, να αποδεύξετε ότι:                                                                                        

α) Σο Μ εύναι το μϋςο τησ ΒΓ.                                                                                                                                                                                                                  

β) ΒΑ Γ = 90°                                                                                                                                                                                                                                

γ) Αν φϋρουμε την ΛΗ κϊθετη ςτην ΚΓ, το τετρϊπλευρο ΒΛΗΓ εύναι ορθογώνιο.                                                                                                      

δ) Να υπολογύςετε την γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα ΚΛ και η ευθεύα τησ εφαπτομϋνησ ΒΓ. ( ΠΡΟΣΤΠΟ 2019 ) 

13.24 Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΠΑΟ (ΠΑ = ΠΟ) και τα ςημεύα Δ και Ε των πλευρών ΠΑ και ΠΟ αντύςτοιχα                            

ώςτε ΠΔ =
1
3
ΠΑ  και  ΠΕ =

1
3
ΠΟ . Αν Θ το ςημεύο τομόσ των ΑΕ και ΔΟ , Να αποδεύξετε ότι:                                                                 

α)  ΕΑ = ΔΟ.                                                                                                                                                                                                                                    

β)  Σα τρύγωνα ΔΑΘ και ΘΕΟ εύναι ύςα.                                                                                                                                                                            

γ)  Η ΠΘ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ Π                        ( ΠΤΛΟ΢ 2019 ) 

********************************************************************************************************* 

13.25 ΢ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) εύναι  ΑΓ = 
ΒΓ

2
  και  ΑΜ διϊμεςοσ.                                                                                    

α) Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ.                                                                                                                                           

β) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΜΓ εύναι ιςόπλευρο.                                                                                                                                                  

γ) Αν η κϊθετη από την κορυφό Α προσ τη διχοτόμο τησ εξωτερικόσ γωνύασ τησ Γ τϋμνει την προϋκταςη τησ 

πλευρϊσ ΒΓ ςτο Ε, τότε:                                                                                                                                                                                                       

γ1) Να δικαιολογόςετε γιατύ το τρύγωνο ΑΓΕ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                       

γ2) Να υπολογύςετε την γωνύα  ΑΕ Γ                                                                                                                                                                                       

γ3) Να αποδεύξετε ότι  ΑΕ = ΑΒ                     ( ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΤΠΟΛΗ 2016 ) 

13.26 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) με Γ = 2 ∙ Β  .  Υϋρουμε τη διχοτόμο ΓΔ τησ γωνύασ Γ και ςτη 

ςυνϋχεια  ΔΕ ⊥ ΒΓ  . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                            

α)  Β = 30°  και  Γ = 60°                                                                                                                                                                                                        

β)  ΔΕ = ΑΔ                                                                                                                                                                                                                                                            

γ)  ΔΕ =
1
3
ΑΒ                     ( ΒΟΛΟ΢ 2016 ) 

13.27 Δύνεται ρόμβοσ ΑΒΓΔ. ΢την προϋκταςη τησ ΒΑ προσ το Α θεωρούμε ςημεύο Μ ώςτε  ΑΒ = ΑΜ.                                                                

Από το Μ φϋρνουμε την ΜΚ κϊθετη ςτην ΒΓ. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                       

α)  το τρύγωνο ΑΚΔ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                                                                   

β) η ΚΔ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ AKΓ                                                                                                                                                                                  

γ) ιςχύει  ΑΚ Δ = 90° − 
Β 

2
              ( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2016 ) 
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13.28  Δύνεται ευθύγραμμο τμόμα ΑΒ και μια ευθεύα ε που δεν τϋμνει το 
τμόμα αυτό. Από τα Α, Β φϋρουμε  κϊθετεσ προσ την ε, οι οπούεσ την 

τϋμνουν ςτα ςημεύα Γ, Δ αντύςτοιχα, ώςτε  ΑΓ = 8, ΒΔ = 4  και  ΓΔ = 10.                                     

Από το μϋςο Κ τησ ΑΔ φϋρνουμε παρϊλληλη προσ την ΑΓ, η οπούα τϋμνει         

τισ ΑΒ, ΒΓ και ΓΔ  ςτα ςημεύα Λ, Μ και Ν αντύςτοιχα.                                                                                                                                                                            

α) Να δεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι τραπϋζιο και ότι τα ςημεύα Λ, 

Μ και Ν εύναι τα μϋςα των ΑΒ, ΒΓ και ΓΔ αντύςτοιχα                                                                                                                                                                                          

β) Να βρεύτε τα μόκη των τμημϊτων ΚΜ και  ΛΝ                                                                                                                                                             

γ) Να χαρϊξετε το τμόμα ΒΚ και να υπολογύςετε το μόκοσ του                                    
( ΕΡΕΣΡΙΑ 2016 ) 

13.29  ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ με  Β > Γ  φϋρουμε το ύψοσ του ΑΔ.                                            
Αν Ε και Ζ τα μϋςα των ΑΓ και ΒΓ αντύςτοιχα,                                      
να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                                                              
α)  ΕΖ Γ = Β   και  ΕΔ Γ = Γ                                                                                                                                                                                                                     
β)  ΔΕ Ζ = Β − Γ                                                                                                                                                                                                                  
γ)  Αν και το Μ εύναι μϋςο του ΑΒ, το ΜΔΖΕ εύναι                                             
ιςοςκελϋσ τραπϋζιο    ( ΚΟΡΙΝΘΟ΢ 2016 ) 

13.30 Δύνεται το τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με ΑΒ = ΑΔ = α , ΓΔ = 2α   και  Μ το μϋςον τησ ΓΔ .                                                          
α) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΓΜ εύναι παραλληλόγραμμο.                                                                                                    
β) Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΒΜΔ εύναι ρόμβοσ.                                                                                                            
γ) Να αποδεύξετε ότι  ΔΒ ⊥ ΒΓ .                                                                                                                                                                                      
δ) Αν Ε εύναι το ςημεύο τομόσ των ΔΑ και ΓΒ, να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΕΒΜ εύναι παραλληλόγραμμο.                            
( ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2016 ) 

13.31 ΢ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) εύναι  ΑΓ = 
ΒΓ

2
   και                                                             

ΑΜ  διϊμεςοσ του τριγώνου.                                                                                                                     
α) Να αποδεύξετε ότι η γωνύα  Β = 30°                                                                                                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΜΓ εύναι ιςόπλευρο.                                                                                                                                                           
γ) Αν ΓΔ η διχοτόμοσ τησ εξωτερικόσ γωνύασ τησ Γ και η ΑΔ εύναι κϊθετη                             
ςτην  ΓΔ τότε:                                                                                                                                                                     
γ1)  Να αποδεύξετε ότι το τετρϊπλευρο ΑΜΓΔ εύναι τραπϋζιο.                                                                                                                                

γ2) Να αποδεύξετε ότι  ΓΔ =  
ΒΕ

6
        ( ΛΙΜΕΝΑΡΙΑ ΘΑ΢ΟΤ 2016 ) 

 

13.32 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ εύναι    2  . Δύνεται ΑΜ διϊμεςοσ, Ε μϋςο του ΑΒ και Δ μϋςο του ΒΜ.                                                                 

Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                                    

α)  ΒΑ Μ = ΒΜ Α                                                                                                                                                                                                                                      

β) Σα τρύγωνα ΑΕΜ και ΑΔΜ εύναι ύςα.                                                                                                                                                                        

γ) Η ΑΜ εύναι διχοτόμοσ τησ  ΔΑ Γ                   ( ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2016 ) 
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13.33 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) με ΑΔ 

διϊμεςοσ και Μ, Ε μϋςα των ΑΓ και ΓΔ αντύςτοιχα.                             

Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                            

α)   ΜΕ = 
ΒΓ

4
                                                                                                                                                                                                                                          

β)  το ΜΕΔΚ εύναι ρόμβοσ, όπου Κ μϋςο του ΑΔ.                                                                                                                                                       

γ)  το τρύγωνο ΒΕΡ εύναι ιςοςκελϋσ, όπου Ρ το ςημεύο                              

τομόσ του ΕΜ με την ΑΒ.                                                                                                                                                                                                   

δ)  ΑΚ Μ = 2Β                     ( ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ 2017 ) 

13.34 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) με γωνύα Β = 30° . Υϋρνουμε την διχοτόμο ΒΔ τησ γωνύασ Β                           

και από την κορυφό Α την κϊθετη ςτην διχοτόμο ΒΔ που τϋμνει την υποτεύνουςα ΒΓ ςτο ςημεύο Ε.                                                          

Αν Μ εύναι το μϋςο τησ διχοτόμου ΒΔ, να αποδεύξτε ότι:                                                                                                                                                

α) ΔΑ = ΔΕ                                                                                                                                                                                                                       

β)  Σο τρύγωνο ΑΜΕ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                                                             

γ)  ΜΔ = ΑΕ                                  ( ΦΑΛΑΝΔΡΙ 2017 ) 

13.35 Δύνεται κύκλοσ (Ο,R) με διϊμετρο ΑΒ.  ΢τα ςημεύα Α και Β φϋρουμε τισ εφαπόμενεσ ευθεύεσ  ε1 , ε2  

αντύςτοιχα. Υϋρουμε εφαπτομϋνη ευθεύα ε ςτο ςημεύο Ζ του κύκλου, η οπούα τϋμνει τισ ε1 , ε2 ςτα ςημεύα Γ και Δ 

αντύςτοιχα με ΓΔ να μην εύναι παρϊλληλο ςτην ΑΒ. Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                         

α)  το τετρϊπλευρο ΑΒΔΓ εύναι τραπϋζιο.                                                                                                                                                                     

β)  ΓΔ = ΑΓ + ΒΔ                                                                                                                                                                                                                      

γ)   ΓΟ Δ = 90°                                                                                                                                                                                                                              

δ) αν   ΑΓ Δ = 60°    και η ΟΓ τϋμνει τον κύκλο ςτο ςημεύο Μ τότε το ςημεύο Μ εύναι το μϋςο του ΟΓ                                                  

( ΕΛΛΗΝΟΓΑΛΙΚΗ ΢ΦΟΛΗ ΚΑΛΑΜΑΡΙ 2017 ) 

13.36 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) και η διϊμεςόσ του ΑΜ. Αν  ΑΜ = ΑΓ = 3 cm , να βρεύτε:                                         

α) το ΜΓ                                                                                                                                                                                                                                         

β) το ΒΓ                                                                                                                                                                                                                            

γ) Αν ΜΔ//ΑΓ, τότε να βρεύτε:                                                                                                                                                                                         

γ1)  τισ γωνύεσ  Β   και  Γ                                                                                                                                                                                                              

γ2)  το ΜΔ              ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.37 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με ΑΒ = 3 , ΓΔ = 7  και περύμετρο 18 . Να βρεύτε :                                               

α) το μόκοσ τησ διαμϋςου του τραπεζύου.                                                                                                                                                                                    

β) το μόκοσ του τμόματοσ που ενώνει τα μϋςα των διαγωνύων του τραπεζύου.                                                                                                            

γ)  το μόκοσ των ύςων πλευρών.                                                                                                                                                                                           

δ) τισ γωνύεσ του τραπεζύου          ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.38 Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) με Β = 30° και Δ, Ε τα μϋςα των πλευρών ΑΒ και ΒΓ αντύςτοιχα. 

Προεκτεύνουμε την ΕΔ κατϊ τμόμα ΔΖ =  ΕΔ. Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                     

α)  ΑΓ = ΖΕ                                                                                                                                                                                                                            

β) το ΑΓΕΖ  εύναι ρόμβοσ.               ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 83 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 84 
 

 

13.39 Δύνεται τραπϋζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με ΑΒ = 2ΓΔ  και η διαγώνιοσ 

του ΑΓ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ  .                                                                                            

Η διχοτόμοσ τησ γωνύασ  τϋμνει την ΑΓ ςτο ςημεύο Μ. Έςτω Κ το μϋςο 

τησ διαγώνιου ΒΔ και Ζ τησ το ςημεύο ςτο οπούο η προϋκταςη τησ ΜΚ 

τϋμνει τη ΒΓ. Να αποδεύξετε ότι:                                                                                              

α)  Σο ςημεύο Μ εύναι το μϋςο τησ ΑΓ.                                                                                                                                                        

β) Σο τετρϊπλευρο ΜΖΓΔ εύναι παραλληλόγραμμο.                                                                                                                                                 

γ)  Σο ςημεύο Κ εύναι μϋςο τησ ΜΖ.                    ( ΑΘΗΝΑ 2018 ) 

13.40 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Β = Γ + 60°, ΑΔ ύψοσ , ΑΕ διχοτόμοσ και Μ το μϋςο του ΑΕ.                                                                         

Από το Ε φϋρνω ΕΖ//ΒΑ (Ζ ςημεύο τησ ΑΓ) και ΕΘ//ΑΓ (Θ ςημεύο τησ ΑΒ). Να δεύξετε ότι:                                                                                                  

α)   ΔΑ Ε = 30°                                                                                                                                                                                                                       

β)  το τρύγωνο ΔΜΕ εύναι ιςόπλευρο.                                                                                                                                                                                            

γ)  το τετρϊπλευρο ΑΖΕΘ εύναι ρόμβοσ.       ( ΓΙΑΝΝΟΤΛΗ 2018 ) 

13.41  Δύνεται τετρϊγωνο ΑΒΓΔ και Μ το μϋςο τησ πλευρϊσ ΒΓ. Η ΑΜ τϋμνει την προϋκταςη τησ ΔΓ ςτο Ε.                                                

Να αποδειχθεύ ότι :                                                                                                                                                                                                                                     

α)  ΓΔ = ΓΕ .                                                                                                                                                                                                                            

β)  Σο τρύγωνο ΔΒΕ εύναι ορθογώνιο .                                                                                                                                                                                                                  

γ)  ΒΔ = ΒΕ.                                     ( ΠΤΛΟ΢ 2018 ) 

13.42 Δύνεται τρύγωνο  ΑΒΓ και  ΑΗ το ύψοσ του. Αν Δ, Ε, Ζ εύναι τα μϋςα των ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντύςτοιχα,                                                         

να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                                                                 

α)  ΔΕΖΒ παραλληλόγραμμο                                                                                                                                                                                                                                

β)  ΔΗ = ΕΖ   και  ΗΕ = ΖΔ                                                                                                                                                                                                   

γ) η ΔΕ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ  ΑΔ Η                ( ΜΑΡΟΤ΢Ι 2019 ) 

13.43  Έςτω ΑΒΓΔ ορθογώνιο και Ο το κϋντρο του. Αν Κ , Λ εύναι τα μϋςα των ΔΟ και ΓΟ αντύςτοιχα                                                           

να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                                                      

α)  Σα τρύγωνα ΚΟΑ και ΛΟΒ εύναι ύςα.                                                                                                                                                                                                             

β)  Σο τετρϊπλευρο ΑΒΛΚ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο.                                                                                                                                                                      

γ)  Αν η διϊμεςοσ του ιςοςκελούσ τραπεζύου ΑΒΛΚ ϋχει μόκοσ 3 cm, τότε να βρεύτε το μόκοσ του ευθύγραμμου 

τμόματοσ που ενώνει τα μϋςα των διαγώνιών του ΑΛ και ΒΚ.                                                                                                                                   

δ) Επιπλϋον αν γνωρύζετε ότι η γωνύα  ΓΒ Δ = 30°, να υπολογύςετε τα μόκη των διαγώνιων ΑΛ , ΒΚ                                                                  

του τραπεζύου ΑΒΚΛ.                    ( ΑΘΗΝΑ 2019 ) 

13.44  ΢το διπλανό τετρϊγωνο  ΑΒΓΔ  θεωρούμε τυχαύο ςημεύο  Ε                                                    

ςτην πλευρϊ ΔΓ και τη διχοτόμο ΑΖ  τησ γωνύασ ΕΑΒ.  Από την κορυφό  Δ 

φϋρνουμε την κϊθετο ςτη διχοτόμο ΑΖ, η οπούα τϋμνει την ΑΕ ςτο Κ την ΑΖ 

ςτο Μ και την ΑΒ ςτο Λ. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                               

α) ΚΕ = ΔΕ                                                                                                                                                                                                                                                                                  

β) τα τρύγωνα ΑΒΖ και ΑΔΛ εύναι ύςα .                                                                                             

( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ΢ 2019 ) 
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13.45  Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με  Α = 2Β  . Η διχοτόμοσ τησ Α τϋμνει τη ΓΔ ςτο Ε.                                                                                 

Αν  Κ , Λ , Μ , Ρ εύναι τα μϋςα των ΑΕ, ΑΒ, ΒΓ, ΕΓ αντύςτοιχα αποδεύξτε ότι:                                                                                                                                                    

α)  Σο τετρϊπλευρο ΑΒΓΕ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο.                                                                                                                                            

β)  Σο τετρϊπλευρο ΚΛΜΡ εύναι ρόμβοσ.                                                                                                                                                                     

γ)  Αν επιπλϋον για το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ ιςχύει και  ΑΒ = 2ΒΓ να αποδεύξετε ότι :                                                                                                 

γ1)  Σο τρύγωνο ΔΑΓ εύναι ορθογώνιο.                                                                                                                                                     

γ2)  ΒΕ = 2ΑΝ όπου Ν η προβολό του Α ςτη ΓΔ                    ( ΠΡΟΣΤΠΟ 2019 ) 

13.46  ΢ε ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ με  Β = 30° η κϊθετοσ ςτο μϋςο τησ υποτεύνουςασ ΒΓ τϋμνει την πλευρϊ ΑΒ                             

ςτο Δ (όπωσ ςτο ςχόμα) . Να αποδειχθεύ ότι :                                                                                                                                                        

α)  ΔΜ = ΔΑ .                                                                                                                                                                                                                            

β)  ΔΜ = 
ΑΒ

3
                 ( ΠΤΛΟ΢ 2019 ) 

********************************************************************************************************** 

13.47 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο                                                                        

ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με ΑΒ = α , ΓΔ = 3α , ΑΔ = ΒΓ = 2α .                                                       

Αν Η και Θ οι προβολϋσ των  Α , Β ςτην ΓΔ αντύςτοιχα, τότε:                                                                                                                                                                          

α) να δεύξτε ότι τα τρύγωνα ΑΔΗ και ΒΓΘ εύναι ύςα                                                                                                                                                              

β)  να βρεθούν οι γωνύεσ του ΑΒΓΔ,                                                                                                                                                                              

γ)  να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΒΗΓ εύναι ιςόπλευρο                                                                                                                                                          

δ)  αν οι μη παρϊλληλεσ πλευρϋσ του τραπεζύου ΑΔ, ΒΓ τϋμνονται            

ςτο Μ, να δεύξετε ότι ΜΗ = ΑΓ                                                                                               

( ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΤΠΟΛΗ 2016 )  

 

13.48  ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ η διϊμεςοσ του ΑΜ εύναι ύςη με την πλευρϊ ΑΒ. 

Υϋρουμε το ύψοσ ΑΗ και ςτην προϋκταςη του παύρνουμε τμόμα  

ΗΚ = ΑΗ.  ΢τη ςυνϋχεια ςτην προϋκταςη τησ διαμϋςου ΑΜ                              

παύρνουμε τμόμα  ΜΝ = ΑΜ.  Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                             

α)  ΗΜ ∥=  
ΚΝ

2
                                                                                                                                                                                                                                       

β)  Σο τρύγωνο ΑΒΚ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                                                             

γ)  Σο τετρϊπλευρο ΒΑΓΝ εύναι παραλληλόγραμμο.                                                                                                                                                  

δ)  Σο τετρϊπλευρο ΑΒΚΜ εύναι ρόμβοσ                                                                                       

( ΒΟΛΟ΢  2016 ) 

13.49  Δύνεται (αμβλυγώνιο) τρύγωνο ΑΒΓ και 

καταςκευϊζουμε τα ορθογώνια και ιςοςκελό τρύγωνα ΑΔΓ και 

ΑΒΕ, (όπωσ ςτο ςχόμα). Θεωρούμε τα μϋςα Μ , Κ , Ν των 

πλευρών ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ αντύςτοιχα του τριγώνου ΑΒΓ.                                         

Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                               

α)  ΜΚ = ΕΝ                                                                                                                                                                                                                          

β) τα τρύγωνα ΜΚΔ και ΜΝΕ εύναι ύςα                                                                                                                                                                  

γ) Σο τρύγωνο ΕΜΔ εύναι ορθογώνιο και ιςοςκελϋσ.                                              

( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2016 ) 
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13.50  ΢ε ϋνα τετρϊγωνο ΑΒΓΔ παύρνω ςημεύο Ε ςτην 

προϋκταςη του ΒΔ, ώςτε  ΔΕ =  ΒΔ.                                                                               

α) Αν το ςημεύο Ζ εύναι το μϋςο τησ ΑΔ και το ςημεύο Η εύναι η 

τομό των ΑΕ και ΓΔ, να αποδεύξετε ότι:                                                       

α1)  ΔΗ =  
ΑΒ

2
                                                                                                                                                                                                            

α2)  Σα τρύγωνα ΑΔΗ και ΖΓΔ εύναι ύςα                                                                                                                                                                              

β) Αν Θ εύναι το ςημεύο τομόσ των ΓΖ και ΑΕ αντύςτοιχα, να 

αποδεύξετε ότι  ΑΘ Γ = 90°                                                                                                    

( ΕΡΕΣΡΙΑ 2016 ) 

 

13.51 Δύνεται το ιςοςκελϋσ τραπϋζιο                                                                                           

ΑΒΓΔ (ΑΒ ∥ ΓΔ) με ΑΒ = α, ΑΔ = ΒΓ = 2α  και  Δ = 60°                                                           

Αν  ΑΗ το ύψοσ του και οι μη παρϊλληλεσ πλευρϋσ του τϋμνονται ςτο Μ:                                                                                                      

α)  Δεύξτε ότι  ΓΔ = 3α                                                                                                                                                                                             

β) Να βρεύτε τισ γωνύεσ του ΑΒΓΔ                                                                                                                                                                                      

γ)  Δεύξτε ότι τα τρύγωνα ΒΗΓ και ΜΑΒ εύναι ιςόπλευρα                                                                                                                                      

δ) ΜΗ = ΑΓ                                                                                                                                                                 

( ΚΟΡΙΝΘΟ΢ 2016 ) 

13.52  Δύνεται το ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ με  Α = 90° και ΑΔ το ύψοσ του. 

Υϋρνουμε ΔΕ και ΔΖ κϊθετεσ  ςτισ ΑΒ και ΑΓ αντύςτοιχα. Από τα ςημεύα                                       

Ε και Ζ φϋρνουμε κϊθετεσ ΕΗ και ΖΘ ςτην υποτεύνουςα ΒΓ.                                              

Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                      

α)  ΑΔ = ΕΖ  .                                                                                                                                                                                                                         

β) Σο Δ εύναι το μϋςον του ευθυγρϊμμου τμόματοσ ΗΘ.                                                                                                                                        

γ) ΕΗ + ΖΘ = ΕΖ                                                                                                                                                                

( ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2016 ) 

 

 

13.53  Δύνεται τετρϊγωνο ΑΒΓΔ και τυχαύο ςημεύο Ε τησ πλευρϊσ του ΒΓ. Καταςκευϊζουμε εξωτερικϊ του 

τετραγώνου ϋνα δεύτερο τετρϊγωνο ΒΕΖΗ. Σο τμόμα ΗΕ προεκτεινόμενο τϋμνει την ΓΔ ςτο ςημεύο Θ. Από τη 

κορυφό Γ φϋρνουμε παρϊλληλη προσ την ΘΗ που τϋμνει την ΖΗ ςτο ςημεύο Μ. Να αποδεύξετε ότι:                                                             

α)  Σο τετρϊπλευρο ΘΓΜΗ εύναι ιςοςκελϋσ τραπϋζιο.                                                                                                                                         

β)  ΑΘ = ΘΜ                                                                                                                                                                                                                        

γ)  Η γωνύα ΑΘΜ εύναι ορθό.                           ( ΦΑΛΑΝΔΡΙ 2017 ) 

13.54  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Β = 2Γ   και   2 . Υϋρνουμε τη διχοτόμο τησ γωνύασ  Β   η οπούα τϋμνει                                           

την ΑΓ ςτο ςημεύο Δ. Από το ςημεύο Δ φϋρνουμε κϊθετη ςτη ΒΓ την οπούα τϋμνει ςτο ςημεύο Ε. Να αποδεύξετε ότι: 

α)  το τρύγωνο ΔΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                                                                                                      

β)  ΑΔ = ΔΕ  και  ΒΑ Γ = 90°                                                                                                                                                                                               

γ)  Γ = 30°                                                                                                                                                                                                                            

δ) ΑΕ = ΑΒ         ( ΕΛΛΗΝΟΓΑΛΛΙΚΗ ΢ΦΟΛΗ ΚΑΛΑΜΑΡΙ 2017 ) 
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13.55  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ < ΑΓ , η διχοτόμοσ του ΑΔ και Μ το μϋςο τησ ΒΓ. Παύρνουμε ςημεύο Ζ ςτην ΑΓ 

τϋτοιο ώςτε  ΑΖ = ΑΒ. Αν η ΒΖ τϋμνει την ΑΔ ςτο Ε να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                           

α) Η ΕΜ εύναι παρϊλληλη με την ΑΓ.                                                                                                                                                                               

β)   =   
ΑΓ  − ΑΒ

2
                                                                                                                                                                                                                    

γ)  ΔΕ Μ =  
Α 

2
                                   ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.56  Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΒ = ΑΓ, ςτο οπούο ιςχύει:  Α = Β + 30°.                                                                                 

Οι διχοτόμοι του ΒΔ και ΓΕ τϋμνονται ςτο Ι.                                                                                                                                                               

α)  Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΑΒΓ.                                                                                                                                          

β)  Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ του τριγώνου ΙΓΔ.                                                                                                                                                      

γ)  Να αποδεύξτε ότι  ΕΔ//ΒΓ                                ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.57  Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Υϋρουμε  ΑΚ ΔΓ  και  ΓΛ ΑΒ . Να αποδεύξετε ότι :                                                                   

α) ΔΚ = ΒΛ                                                                                                                                                                                                                      

β) το ΑΛΓΚ εύναι ορθογώνιο                                                                                                                                                                                        

γ) οι  ΑΓ, ΒΔ, ΚΛ ςυντρϋχουν.                         ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.58  Δύνεται παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  με  Α = 120°  . Αν η διχοτόμοσ τησ γωνύασ   τϋμνει την ΒΓ                             

ςτο μϋςον τησ Ε.  Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                          

α)  το τρύγωνο ΑΒΕ εύναι ιςόπλευρο.                                                                                                                                                                  

β)  ΒΑ Γ = 90°                     ( ΢ΕΡΡΕ΢ 2017 ) 

13.59 Δύνεται ορθογώνιο τραπϋζιο ΑΒΓΔ με  Α = Δ = 90°  και  Β = 3Γ  , ΓΔ = 2ΑΒ . Από την κορυφό Β φϋρουμε          

την  ΒΕ  κϊθετη  ςτην ΓΔ .                                                                                                                                                                                                             

α)  Να υπολογύςετε τισ γωνύεσ  Β   και  Γ   του τραπεζύου                                                                                                                                

β)  Να αποδεύξετε ότι το ΑΒΓΕ εύναι παραλληλόγραμμο                                                                                                                           

γ)  Να αποδεύξετε ότι  ΑΕ ⊥ ΒΔ                                                                                                                                                                                  

δ) Αν Ν εύναι το ςημεύο τομόσ των ΑΕ και ΒΔ, Μ εύναι το μϋςον τησ ΒΕ και η ΝΜ τϋμνει την ΒΓ ςτο Θ,                                                    

να αποδεύξετε ότι  ΝΘ = ΑΔ                     ( ΛΙΒΑΔΕΙΑ 2018 ) 

13.60   ΢ε ϋνα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ εύναι  ΑΓ = ΑΒ. ΢υνδϋουμε την κορυφό Α με το μϋςο Μ τησ ΒΓ                                       

και προεκτεύνουμε την ΑΜ κατϊ τμόμα  ΜΕ = ΑΜ. Να αποδειχθεύ ότι :                                                                                          

α)  Σο τετρϊπλευρο ΑΒΕΓ εύναι ρόμβοσ                                                                                                                                                              

β)  Η ΑΜ εύναι κϊθετη ςτην ΑΔ                                                                                                                                                                             

γ)  Σα ςημεύα Δ , Γ , Ε εύναι ςυνευθειακϊ           ( ΕΞΑΠΛΑΣΑΝΟ΢ 2018 ) 

13.61  Δύνεται ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και τυχαύο ςημεύο Μ                            

τησ ΒΓ. Από το Μ φϋρνουμε ευθεύα κϊθετη ςτην πλευρϊ ΒΓ που τϋμνει                             

τισ ΑΒ και ΑΓ ςτα ςημεύα Ε και Θ αντύςτοιχα. Αν ΑΔ και ΑΗ τα ύψη                                   

των τριγώνων ΑΒΓ και ΘΕΑ αντύςτοιχα , να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                          

α)  ΔΑ Η = 90°                                                                                                                                                                                                                   

β)  Σο τρύγωνο ΘΕΑ εύναι ιςοςκελϋσ.                                                                                                                                                                                    

γ)   +  = 2 ∙             ( ΠΤΛΟ΢ 2018 ) 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 87 of 88 

2ο Γενικό Λύκειο Λιβαδειάς

2ο
 ΛΥΚΕ

ΙΟ
 ΛΙΒ

ΑΔΕΙ
ΑΣ



ΝΙΚΟ΢ Κ. ΡΑΠΣΗ΢ ΢ελίδα 88 
 

 

13.62  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  ΑΓ − ΑΒ = 4 , η διχοτόμοσ του ΑΔ 

και  Μ το μϋςο τησ ΒΓ. Από το Β φϋρνουμε το ύψοσ ςτην ΑΔ που 

την τϋμνει ςτο Ε και την πλευρϊ ΑΓ ςτο Κ. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                       

α)  4 < 𝛣𝛤 < 2(ΑΚ + 2)                                                                                                                                                                                              

β)  το ΕΜΓΚ εύναι τραπϋζιο                                                                                                                                                                                              

γ) ΕΜ = 2                                                                                                                                                                                                                          

δ) οι γωνύεσ του τριγώνου ΔΕΜ υπολογύζονται ςε ςυνϊρτηςη 

των γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ.      ( ΜΑΡΟΤ΢Ι 2019 ) 

13.63  Δύνεται ορθογώνιο τρύγωνο ΑΒΓ με  Α = 90° . Υϋρουμε τμόμα ΓΔ κϊθετο ςτη ΑΓ και ύςο με τη ΒΓ.                                     

Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                           

α)  Η ΒΔ εύναι διχοτόμοσ τησ γωνύασ ΑΒΓ.                                                                                                                                                              

β)  Σο τετρϊπλευρο ΑΒΓΔ εύναι τραπϋζιο.                                                                                                                                                                            

γ)  Αν Ν εύναι το μϋςο τησ ΑΓ και Μ μϋςο τησ ΒΔ , ότι ΜΝ εύναι κϊθετο ςτο ΑΓ.                                                                                                         

δ) Σο τρύγωνο ΑΜΓ εύναι ιςοςκελϋσ .                                                                                                                                                                              

ε)  ΜΓ Δ + ΒΑ Μ = 180°                      ( ΑΘΗΝΑ 2019 ) 

13.64   ΢ε τετρϊγωνο ΑΒΓΔ προεκτεύνουμε τη διαγώνιο ΒΔ                                              

κατϊ τμόμα  ΔΕ = ΒΔ. Θεωρούμε Ζ το μϋςο τησ ΑΔ                                                      

και ονομϊζουμε Η το ςημεύο τομόσ των ΓΔ και ΑΕ και Κ το                                           

ςημεύο τομόσ των ΓΖ και ΑΕ. Να δεύξετε ότι :                                                                          

α)  Σα τρύγωνα ΑΗΔ και ΔΖΓ εύναι ύςα .                                                                                                                                                                        

β) Η γωνύα ΗΚΓ εύναι ορθό.                                                                                                                                                                                            

γ) Οι ΗΖ και ΑΓ τϋμνονται κϊθετα.                                                                                                                                                                                     

δ) Σο ςημεύο Δ εύναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΓΕ                                               

( ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2019 ) 

 

13.65  Δύνεται τετρϊγωνο ΑΒΓΔ. Προεκτεύνουμε τη διαγώνιο ΒΔ 

προσ το μϋροσ του Δ κατϊ τμόμα ΔΕ = ΒΔ .                                                                    

Έςτω  Ζ  το μϋςο τησ ΑΔ και Η το ςημεύο τομόσ των ευθειών ΑΕ                             

και ΓΔ. Να αποδεύξετε ότι:                                                                                         

α) ΔΗ = 
ΑΔ

2
                                                                                                                                                                                                                          

β)  ΓΖ = ΑΗ.                                                                                                                                                                                                                          

γ)  ΓΖ κϊθετη ςτην ΑΕ.                                                                                                                 

( ΠΤΛΟ΢ 2019 )  
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