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ΘΕΜΑ 1
Ο

  

 

Α. για 0x x  ισχύει: 
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B. H συνάρτηση f λέγεται συνεχής στο 0x του πεδίου ορισμού της, όταν:    
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
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ΘΕΜΑ 2
Ο

  
 

α. Έστω z x yi  , x, y . Τότε:    2 i z 2 i z 8 0       

         2 i x yi 2 i x yi 8 0         

    2x 2yi xi y 2x 2yi xi y 8 0           

     4x 2y 8 0     

     y 2x 4    (1) 

    Ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z είναι η ευθεία ε: y 2x 4   . 

 

β. Για y 0 η ε γίνεται 2x 4 0 x 2      και για x 0  γίνεται y 4 . 

    Άρα ο μοναδικός πραγματικός αριθμός που ικανοποιεί την (1) είναι ο 1z 2  και ο μοναδικός   

    φανταστικός αριθμός είναι ο 2z 4i . 

γ.     
22

2 2 2 2 22 2 2

1 2 1 2z z z z 2 4i 2 4i 2 4 2 4 20 20 40               . 
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ΘΕΜΑ 3
Ο

  
 

Α. Είναι      
  2

2
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x 2
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         

 

    Έστω 
  2λ 1 x x 1

u
x 2

  



. 

    Αν λ 1 0 λ 1     , τότε 
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    και  
x x
lim f x lim ln u
 

   . 

    Αν λ 1 0 λ 1     , τότε 
x x x

x 1 x
lim u lim lim 1

x 2 x  


  


και  

x x
lim f x lim ln u 0
 

  . 

    Άρα για να υπάρχει το  
x
lim f x


 και να είναι πραγματικός αριθμός, πρέπει λ 1  . 

 

Β. Για λ 1   είναι      f x ln x 1 ln x 2    , x 1  . 

   α. Η f είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με  
  

1 1 1
f x

x 1 x 2 x 1 x 2
   

   
. 

      Είναι  f x 0   για κάθε x 1  , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα. 

      Είναι      
x 1 x 1
lim f x lim ln x 1 ln x 2

  
        , γιατί  

x 1
lim ln x 1


    και  

      
x 1
lim ln x 2 0


   και  

x
lim f x 0


 , οπότε για το σύνολο τιμών της f έχουμε: 

                 
x 1 x

f A f 1, lim f x , lim f x ,0
 

      . 

    

  β. Επειδή  
x 1
lim f x


   η x 1   είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

      Επειδή  
x
lim f x 0


 , η y 0  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC . 

 

   γ. Είναι 2α 0   για κάθε α 0 , οπότε ο αριθμός 2α ανήκει στο σύνολο τιμών της f. 

      Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα, η εξίσωση    2 2f x α f x α 0     , έχει μοναδική λύση  

      για κάθε α 0 . 

      

ΘΕΜΑ 4
Ο

  
 

α. Είναι  
   

   0

f 0 2f 0
g 0 2f 0 2f 0 0

e

 
       και  

     
       4 4

4 4 4

f 2 2f 2 2f 2 12e 2f 2 12e
g 2 12 12 12 0

e e e

   
       , δηλαδή    g 0 g 2 . 

    Επειδή η g είναι συνεχής στο  0,2 και παραγωγίσιμη στο  0,2  με  
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     
         

 

     2x 2x

2 2x2x

f x 2f x e f x 2f x 2e f x 4f x 4f x
g x 6x 6x

ee

       
     ,    

    ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο  0,2 . 

β. Λόγω του θεωρήματος Rolle, υπάρχει  ξ 0,2  τέτοιο, ώστε:  g ξ 0    

    
           

2ξ 2ξ

f ξ 4f ξ 4f ξ f ξ 4f ξ 4f ξ
6ξ 0 6ξ

e e

      
      

               2ξ 2ξf ξ 4f ξ 4f ξ 6ξe f ξ 4f ξ 6ξe 4f ξ           

 

γ. Για x ξ  η σχέση       2xf x 4f x 4f x kxe    , γίνεται: 

         2ξ 2ξ 2ξf ξ 4f ξ 4f ξ kξe 6ξe kξe k 6         

   Τότε  
      2x

2x 2x

f x 4f x 4f x 6xe
g x 6x 6x 6x 6x 0

e e

  
        ,  g x c ,c  για κάθε  

   x 0,2 . Επειδή  g 0 0 , είναι  g x 0  για κάθε  x 0,2 . 

 

δ.  g x 0 
       

   2 2 2x 2x 2

2x 2x

f x 2f x f x 2f x
3x 0 3x f x e 2e f x 3x

e e

 
  

         

              2x 3 2x 3 3 2x

1 1 1e f x x e f x x c f x x c e ,c  
        . 

    Επειδή   2f 1 e , είναι  2 2

1 1e 1 c e c 0    , άρα    3 2xf x x e ,x 0,2  . 

 

ε. 
 
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