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ΘΕΜΑ  B    

Β1.  

 Έστω  z = x + yi   µε   z ≠ 0
i

2
−    

Τότε    w = 
2z i

2z i

−
+

 = 
2(x + yi) i

2(x + yi) i

−
+

 =  

                              = 
2x + 2yi i

2x + 2yi i

−
+

=  

                              = 
2x + 2yi i

2x + (2y 1)i

−
+

 = 

                              = 
[2x + 2yi i][2x (2y +1)i]

[2x + (2y 1)i][2x (2y+1)i]

− −
+ −

= .  .  .  =  

                              = 
2 2

2 2

4x  + 4y 1

(2x)  + (2y 1)

−
+

 + 
2 2

4x
i

(2x)  + (2y 1)

−
+

 

w   φανταστικός   ⇔   
2 2

2 2

4x  + 4y 1

(2x)  + (2y 1)

−
+

 = 0    ⇔    

                                      4x
2
 + 4y

2
 −1 = 0   ⇔    

                                      x
2
 + y

2
 =

1

4
  

Εποµένως  ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των αριθµών  z  είναι ο κύκλος µε 

κέντρο το σηµείο  Ο(0 , 0)  και ακτίνα  ρ =
1

2
 ,  εκτός του σηµείου   Μ

1
0 ,  

2

 − 
 

, 

λόγω του περιορισµού   z ≠ 0
i

2
−    

Β2. 

|w| = 1   ⇔    
2z i

2z i

−
+

= 1   ⇔    
2z i

2z i

−

+
= 1  ⇔  

                                                    |2z− i| = |2z + i|    
z = x + yi

⇔      

                                                    |2x + 2yi− i| = | 2x + 2yi + i|     ⇔  

                                                    2 2
(2x) (2y 1)+ − = 2 2

(2x) (2y 1)+ +     ⇔  
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                                                    4x
2
 + 4y

2
 −4y + 1 = 4x

2
 + 4y

2
 + 4y + 1   ⇔    

                                                    y = 0   

Η   x
2
 + y

2
 =

1

4
   ⇔     x

2
 = 

1

4
   ⇔     x = ± 

1

2
 

Οπότε οι ζητούµενοι  z  είναι οι   z  = ± 
1

2
 + 0i  

B3. 

Αν   z = 
1

2
   τότε    w =  

1
2 i

2
1

2 i
2

⋅ −

⋅ +
 =  

1 i

1 i

−
+

= 
2(1 i)

(1 i)(1 i)

−
+ −

= 
21 2i + i

1 1

−
+

= 
1 2i 1

2

− −
= − i  

Οπότε   w
4
 + iw

7
 = (− i)

4
 + i(− i)

7
 =  i

4
 – i

8
= 1– (i

4
)
2 
= 1–1

2
 = 0 

 

ΘΕΜΑ  Γ    

Γ1.  

Είναι  
x 0
lim f(x)
→ +

= 
x 0

ln x

xlim e
→ +

     

 Θέτω  u = 
lnx

x
 .   Τότε  

x 0
lim u
→ +

= 
x 0

lnx
lim

x→ +
 = 

x 0

1
lim ln x

x→ +

 ⋅ 
 

   

                              Όµως   
x 0
lim lnx
→ +

= −∞   και  
x 0
lim x
→ +

= 0  µε  x > 0   

                              Άρα   
x 0
lim u
→ +

= 
x 0

1
lim ln x

x→ +

 ⋅ 
 

= (−∞)(+ ∞ ) = −∞   

                              Εποµένως    
x 0
lim f(x)
→ +

= 
x 0

ln x

xlim e
→ +

= 
u

u
lim e
→−∞

= 0 = f(0)   

Συνεπώς η  f  είναι συνεχής στο  xo = 0  

 

Γ2.  
Η  f  είναι συνεχής στο  [0 ,  + ∞)  και για κάθε  x > 0  είναι  

f ΄(x) = 
ln x

xe

′ 
 
 

= 
ln x

xe
lnx

 
x

′ ⋅  
 

= 
ln x

xe  ⋅
2

1 ln x

x

−
 

f ΄(x) = 0    ⇔    
ln x

xe
2

1 ln x

x

−
 = 0    ⇔    1− lnx = 0    ⇔    lnx = 1   ⇔    x = e  

Το πρόσηµο της  f ΄ και η µονοτονία της  f  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα  

 

x 0                       e                    + ∞ 

f ΄               +         0          −      

f                           | 

 

Από τον παραπάνω πίνακα βλέπουµε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  [0 ,  e]  και 

γνησίως φθίνουσα στο [e ,  + ∞). 

Οπότε ,  για  x∈[0 ,  e]  το σύνολο τιµών είναι το f1(A) = [f(0) ,  f(e)]  και  
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              για  x∈[e ,  + ∞)  το σύνολο τιµών είναι το  f2(A) = (
x
lim f(x)
→+∞

,  f(e)]  

Όµως    f(0) = 0  ,    f(e) = 
ln e

ee = 
1

ee      και    
x
lim f(x)
→+∞

= 
x

ln x

xlim e
→+∞

 .  

             Για το όριο αυτό,  θέτω   u = 
lnx

x
    

             Τότε   
x
lim u
→+∞

= 
x

lnx
lim

x→+∞
= 

+∞ 
 +∞ 

= 
x

(lnx)
lim

x→+∞

′
′

= 
x

1
lim

x→+∞
 = 0   

             Εποµένως    
x
lim f(x)
→+∞

= 
x

ln x

xlim e
→+∞

 =  
u 0

ulime
→

 = e
0
 = 1  

Μετά από αυτά, το σύνολο τιµών είναι το   f(A) = f1(A)∪ f2(A) =  

                                                                             = [0 ,  
1

ee ]∪ (1 ,  
1

ee ] =  

                                                                             = [0 ,  
1

ee ]  

 

Γ3 . 

i)    Για κάθε x > 0  έχουµε ότι :     f(x) = f(4)    ⇔    
ln x

xe  = 
ln 4

4e     

                                                                                     
lnx

x
 = 

ln4

4
   

                                                                                     4lnx = xln4  

                                                                                     lnx
4
 = ln4

x
   

                                                                                     x
4
 = 4

x
   

ii)   Η εξίσωση   x
4
 = 4

x
   έχει προφανείς ρίζες τις  x = 2  και  x = 4,  άρα και η 

       ισοδύναµή της  f(x) = f(4)  έχει τις ίδιες προφανείς ρίζες .  

       Όµως στο διάστηµα  [0 ,  e],  η  f  είναι γνησίως αύξουσα,  άρα το  2 είναι 

       µοναδική ρίζα στο διάστηµα [0 ,  e].   

       Επίσης η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα  [e ,  + ∞),  άρα το 4 είναι 

       µοναδική ρίζα στο διάστηµα  [e ,  + ∞). 

       Συνεπώς οι ρίζες  x = 2  και  x = 4  της εξίσωσης  x
4
 = 4

x
   είναι µοναδικές.  

 

Γ4. 

Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης    f ΄(x)
x

2
f(t)dt∫ = f(x) ( 2 −f(x))    

Θεωρώ τη συνάρτηση   F(x) = 
x

2
f(t)dt∫ ,  xϵ[2 , 4]  που είναι αρχική της  f. 

Τότε   F΄(x) = f(x)   και  F΄΄(x) = f ΄(x) 

Οπότε , αναζητώ ρίζα της εξίσωσης    F΄΄(x) F(x) = F΄(x) ( 2 −F΄(x))      ⇔  

                                                             F΄΄(x) F(x) = 2 F΄(x) −F΄(x) F΄(x) 

                                                             F΄΄(x) F(x) + F΄(x) F΄(x) = 2 F΄(x) 

                                                             (F΄(x))΄F(x) + F΄(x) F΄(x) = ( 2 F(x))΄ 

                                              (F΄(x) F(x))΄ = ( 2 F(x))΄ 

                                              (F΄(x) F(x))΄– ( 2 F(x))΄= 0 

                                              (F΄(x) F(x) – 2 F(x))΄= 0 
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                                         (F(x) [F΄(x) – 2 ] )΄= 0 

                                         (
x

2
f(t)dt∫ ⋅ [ f(x) – 2 ])΄= 0 

Πάµε για  Rolle στη συνάρτηση   h(x) = 
x

2
f(t)dt∫ ⋅ [ f(x) – 2 ] ,  xϵ[2 , 4]   

Προφανώς η  h  είναι συνεχής στο  [2 , 4]  και παραγωγίσιµη στο  (2 , 4).    

Επίσης   h(2) = 
2

2
f(t)dt∫ ⋅ [ f(2) – 2 ] = 0 ⋅ [ f(2) – 2 ] = 0 

              h(4) = 
4

2
f(t)dt∫ ⋅ [ f(4) – 2 ] ,   αλλά   f(4) = 

ln 4

4e  = 
1

4
ln 4

e = 44lne = 4 4 = 2  

              Άρα   h(4) = 
4

2
f(t)dt∫ ⋅0 = 0 = h(2) 

Τελικά , κατά το θεώρηµα  Rolle,  η εξίσωση  h΄(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα 

στο διάστηµα  (2 , 4). 

 

ΘΕΜΑ  ∆    

∆1.  
Επειδή η f  είναι παραγωγίσιµη στο  Α = (0 ,  + ∞),  η δοσµένη σχέση  

                                   e
f(x)

 ( f
2
(x) −2f(x) +3) = x    

είναι παραγωγίσιµη και στα δύο µέλη , οπότε παραγωγίζοντας έχουµε  

e
f(x)

 f ΄(x) (f
2
(x) −2f(x) +3)  + e

f(x)
 (2f(x) f ΄(x)−2f ΄(x)) = 1 

e
f(x)

 f ΄(x)  (f
2
(x) −2f(x) + 3 + 2f(x) −2) = 1 

e
f(x)

 f ΄(x)  (f
2
(x) + 1) = 1 

και επειδή   e
f(x)

 (f
2
(x) + 1 ) > 0  για κάθε  x∈(0 ,  + ∞),  

έχουµε ότι   f ΄(x) = 
( )( )f(x) 2

1

e f x 1+
 > 0   για κάθε  x∈(0 ,  + ∞).  

Άρα  η  f  είναι γνησίως αύξουσα ,  εποµένως   ‘1 −  1’,  οπότε η  f  είναι 

αντιστρέψιµη.  

Υπάρχει λοιπόν η συνάρτηση  f 
-1

  µε πεδίο ορισµού το  ℝ   

                                                              και σύνολο τιμών το  (0 ,  + ∞) 

Η δοσµένη σχέση γράφεται   e
f(x)

 ((f(x))2
 −2f(x) +3) = x    

 

Θέτουµε  όπου  x  το  f 
-1

(x) :    
( )( )1f f x

e
−

 (f(f 
-1

(x) )2−2f(f 
-1

(x)) +3) = f 
-1

(x)    

Αλλά  f(f
-1

(x) ) = x ,  οπότε        e
x
(x

2
 −2x + 3) = f 

-1
(x)   

                                                    f 
-1

(x)  = e
x
(x

2
 −2x + 3) ,  x∈ ℝ  

 

∆2.  

(f 
-1

(x) )΄ =  e
x
(x

2
 −2x + 3) + e

x
(2x−2) = e

x
(x

2
 + 1)    

(f 
-1

(x) )΄΄ =  e
x
(x

2
 + 1) + 2xe

x
 = e

x
(x

2
  + 2x + 1) = e

x
(x + 1)

2
 > 0  για κάθε  x ≠ −1,  

Εποµένως η  f 
-1

  στρέφει τα κοίλα άνω σ’ όλο το ℝ . 

 

Το σηµείο τοµής της γραφικής παράστασης της  f 
-1

  µε τον άξονα των  y  είναι το  

( 0 ,  f
-1

(0)) = ( 0 , 3).  

Ακόµα είναι  (f 
-1

)΄(0) = e
0
(0

2
 + 1) = 1. 

Εποµένως η εφαπτοµένη στο σηµείο   (0 , f 
-1

(0))   έχει εξίσωση   
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y−3 = 1(x−0)   ⇔    y = x + 3 . 

Το διάστηµα ολοκλήρωσης για τον προσδιορισµό του ζητούµενου εµβαδού είναι  

το [0 , 1].  

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε   Ε = 
1

1

0
| f (x) (x 3) | dx− − +∫   

Επειδή η  f 
-1

 είναι κυρτή, η γραφική της παράσταση είναι ψηλότερα από την 

εφαπτοµένη, εκτός βέβαια του σηµείου επαφής.  

Εποµένως είναι   f 
-1

(x) – ( x + 3 ) ≥ 0  για κάθε x ∈ ℝ ,  µε το  (=)  να ισχύει µόνο  

για  x = 0.  

Συνεπώς το ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε  

Ε = ( ) ( )( )1
1

0
f x x 3 dx− − +∫ = ( ) ( )( )1

x 2

0
e x 2x 3 x 3 dx− + − +∫ =  

                                           = 
 1

x 2

 0
e (x 2x 3)dx− +∫ – 

1

0
(x 3)dx+∫ =  

                                           = 
1

x 2

0
(e )  (x 2x 3)dx′ − +∫ – 

 1
2

 0

x
3x

2

 
+ 

 
= 

                                           = 
 1

x 2

 0
e (x 2x 3) − +  −

1
x

0
e (2x 2)dx−∫ −

1
3

2

 + 
 

= 

                                               = 2e−3−
1

x

0
(e ) (2x 2)dx′ −∫ −

7

2
 = 

                                          = 2e−
13

2
−

 1
x

 0
e (2x 2) −  + 

 1
x

 0
2e dx∫ =  

                                          = 2e−
13

2
−( + 2) + 

 1
x

 0
2e   =  

                                          = 2e−
13

2
−2 + (2e−2) = 4e −

21

2
  τετραγωνικές µονάδες  

∆3.  
i)   Ο συντελεστής διεύθυνσης  της εφαπτοµένης στην γραφική παράσταση της  

     συνάρτησης  f 
-1

  στο σηµείο  Α(x , f 
-1

(x)) ,  όπως είδαµε στο  ∆2 ,  είναι ίσος  

     µε    (f 
-1

)΄(x) = (f 
-1

(x))΄ = e
x
(x

2
 + 1)   

     Ενώ ο συντελεστής διεύθυνσης  της εφαπτοµένης στην γραφική παράσταση της  

     συνάρτησης  f  στο σηµείο  Β(f 
-1

(x) , x)  είναι ίσος µε    f ΄(f 
-1

(x)).  

     Αλλά , όπως είδαµε στο  ∆1 ,  είναι  f ΄(x) = 
( )( )f(x) 2

1

e f x 1+
 = 

( )( )( )2f(x)

1

e f x 1+
 

     Θέτουµε  όπου  x  το  f 
-1

(x) :    f ΄(f 
-1

(x)) = 
( )( ) ( )( )( )1 x 22f f x 1

1 1

e (x 1)e f f x 1
−

−
=

+ +  
 

     Εποµένως   (f 
-1

)΄(x) · f ΄(f 
-1

(x)) = e
x
(x

2
 + 1) 

x 2

1

e (x +1)
 = 1   

ii) Η απόσταση d  των σηµείων  Α , Β  είναι ίση µε  

    d(Α , Β) = ( )( ) ( )( )2 2
1 1

x f x f x x
− −− + − = ( )( )2

1
2 f x x

− − =  |f 
-1

(x) −x| 2  

    Στο  ∆2  δείξαµε ότι  f
-1

(x) – ( x + 3 ) ≥ 0  για κάθε x ∈ ℝ ,  µε το  (=)  να ισχύει  

    µόνο για x = 0.   Άρα    f 
-1

(x) – x – 3  ≥ 0    ⇔  
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                                          f 
-1

(x) – x ≥ 3 > 0  

    Οπότε    d(Α , Β) = (f 
-1

(x) – x) 2 ≥ 3 2     

    ∆ηλαδή η απόσταση  d(A , B)  γίνεται ελάχιστη για x = 0,  και η ελάχιστη τιµή    

    αυτής είναι η   d(Α , Β)min = 3 2  


