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Πρόλογος

Το βιβλίο αυτό αποτελεί συµπλήρωµα του σχολικού
εγχειριδίου και φιλοδοξεί να συµβάλλει στην καλύ-
τερη εµπέδωση της ύλης των µαθηµατικών της Β΄ Γυ-

µνασίου, η οποία αποτελεί τη βάση για την ύλη των
µα θηµατικών των επόµενων τάξεων.
Ο σκοπός αυτός καθόρισε τη δοµή και το περιεχόµενο του
βοηθητικού αυτού βιβλίου. Παρατίθενται ανά κεφάλαιο:

• Θεωρία
• Παρατηρήσεις - Σχόλια
• Υποδειγµατικά λυµένες ασκήσεις
• Ερωτήσεις κατανόησης (πολλαπλής επιλογής, αντιστοί-

χισης, σωστό-λάθος)
• Ασκήσεις για λύση
• Κριτήρια αξιολόγησης (στο τέλος κάθε κεφαλαίου)
• Λύσεις-απαντήσεις σε όλα τα θέµατα.

Ελπίζω το βιβλίο αυτό όχι µόνο να βοηθήσει τους µαθητές
αλλά να αποτελέσει και ένα χρήσιµο εργαλείο στα χέρια
των συναδέλφων µαθηµατικών.

Αθανάσιος Π. Τσιόνκης
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u ttt1.1   Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ –
ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

Όταν παίρνουµε ταξί, πληρώνουµε 1,2 ευρώ για τη σηµαία, και 0,5 ευρώ για
κάθε χιλιόµετρο διαδροµής.
∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι:
• για µια διαδροµή 5 χιλιοµέτρων, θα πληρώσουµε

1,2 + 0,5 ˆ 5 = 3,7 ευρώ
• για µια διαδροµή 8 χιλιοµέτρων, θα πληρώσουµε

1,2 + 0,5 ˆ 8 = 5,2 ευρώ
• για µια διαδροµή 10 χιλιοµέτρων, θα πληρώσουµε

1,2 + 0,5 ˆ 10 = 6,2 ευρώ

Για να βρούµε λοιπόν πόσο θα πληρώσουµε, προσθέτουµε στο 1,2 το γινό-
µενο 0,5 ˆ (χιλιόµετρα διαδροµής).
Για ευκολία συµβολίζουµε µε το γράµµα x τα χιλιόµετρα της διαδροµής
οπότε έχουµε:

ποσό = 1,2 + 0,5x ˆ ευρώ
Το γράµµα x που παριστάνει οποιοδήποτε αριθµό, λέγεται µεταβλητή.

Oρισµός
Γενικά, όταν θέλουµε να αναφερθούµε σε ένα οποιοδήποτε στοιχείο ενός
συνόλου, ευκολύνει τη διατύπωση να δηλώσουµε το στοιχείο αυτό µε ένα
γράµµα. Το γράµµα αυτό ονοµάζεται µεταβλητή. Συνήθως οι µεταβλητές
παριστάνονται µε γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου ή και µε γράµµατα
του λατινικού αλφαβήτου. (α, β, γ, x, y, z, t, ...)

Αλγεβρικές παραστάσεις
• Αριθµητική παράσταση, ονοµάζεται µια παράσταση που περιέχει πρά-
ξεις µε αριθµούς. ∆ηλαδή οι παραστάσεις

5 ˆ (–2) + 8 : 2 – 3   και   

είναι αριθµητικές παραστάσεις

• Αλγεβρική παράσταση ονοµάζεται µια παράσταση που περιέχει πράξεις
µε αριθµούς και µεταβλητές. ∆ηλαδή οι παραστάσεις

Κεφάλαιο 
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–7x + 3 + 2y   και

είναι αλγεβρικές παραστάσεις

Αναγωγή οµοίων όρων
Με εφαρµογή της επιµεριστικής ιδιότητας
α ˆ γ + β ˆ γ = (α + β) ˆ γ  ή
α ˆ γ – β ˆ γ = (α – β) ˆ γ
µπορούµε µια αλγεβρική παράσταση να την γράψουµε σε απλούστερη
µορφή. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται αναγωγή οµοίων όρων.

Παραδείγµατα
α) 3 ˆ x + 5 ˆ x = (3 + 5) ˆ x = 8 ˆ x
β) 5 ˆ α – α + 7 ˆ α = (5 – 1 + 7) ˆ α = 11 ˆ α
γ) y + 13 ˆ y + 5 = (1 + 13) ˆ y + 5 = 14 ˆ y + 5

Παρατηρήσεις – Σχόλια
Στις αλγεβρικές παραστάσεις, συνήθως δε βάζουµε το σύµβολο (.) του πολ-
λαπλασιασµού µεταξύ των αριθµών και των µεταβλητών ή µεταξύ των µετα-
βλητών. Αν πολλαπλασιάζουµε όµως δύο αριθµούς πρέπει οποσδήποτε να
βάλουµε το σύµβολο (ˆ) του πολλαπλασιασµού.
Γράφουµε
7x  – 3y αντί 7 ˆ x – 3 ˆ y
51 (3xω – 2y) αντί 51 ˆ (3 ˆ x ˆ ω – 2 ˆ y)

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις
α) 5α – 3α + 18α
β) x + 3x – 7x + 10x
γ) 4ω + 5x – ω + 2x
δ) y – 3ω – 8y + 6ω – 2

Λύση

Έχουµε:
α) 5α – 3α + 18α = (5 – 3 + 18) ˆ α = 20α
β) x + 3x – 7x 10x = (1 + 3 – 7 + 10) x = 7x
γ) 4ω + 5x – ω + 2x = (4 – 1) ω + (5 + 2) x = 3ω + 7x
δ) y – 3ω – 8y + 6ω – 2 = (1 – 8) y + (–3 + 6) ω – 2 = –7y + 3ω – 2

Μέρος 

Α΄
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2) Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης
Α = 2 (x – 2y + 1) – 3(2x – y – 3) – 4x όταν x = – 1 και y = 1

Λύση

Έχουµε:
Α = 2 (x – 2y + 1) – 3 (2x – y – 3) – 4x = 2x – 4y + 2 – 6x + 3y + 9–4x =
(2 – 6 – 4)x + (–4 + 3)y + 11 = –8x – y +11
Oπότε όταν x = –1 και y = 1 είναι:
Α = – 8 ˆ (–1) – 1 + 11 = 8 – 1 + 11 = 18

3) Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης
Α = –α – 17 – [–5 + β – 3 + γ – (γ + 9)] όταν α + β = – 12

Λύση

Έχουµε
Α = –α – 17 – (–5 + β – 3 + γ – (γ + 9) =
= –α – 17 – (–5 +β – 3 + γ – γ – 9) =
= –α – 17 + 5 – β + 3 + 9
= –α – β
= –(α + β)
= –(– 12)
= 12

4) Αν , να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης

Α = 2x + αx + βy – βx – αy – 2y

Λύση

Έχουµε:
Α = 2x + αx + βy – βx – αy – 2y
Α = 2x – 2y + αx – αy + βy – βx
Α = 2 (x – y) + α (x – y) + β (y – x)
Α = 2 (x – y) + α (x – y) – β (x – y)

Α = 

Α = 

Α = 

Α = 1 – 1
Α = 0

Κεφάλαιο 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α, µε ένα στοιχείο της στήλης
Β.

Στήλη Α Στήλη Β
α. 7x – 4x + x 1. 5x
β. x + 3x – 5x 2. 4x
γ. –3 – 2x + 7x 3. – 8x
δ. –3x + 4x – 9x 4. –x 

5. 7x
6. 2x

2) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σ (Σωστό) ή Λ (Λάθος)
α) 15α – 4α + α = 11α
β) 2(x – 1) + (–x + 2) = + x
γ) (–3ω + 7) – (2ω + 6) = –ω + 1
δ) –y + (y – 2) + (3y + 2) = 3y + 2
ε) 7x – (x + 1) – (6x + 6) = 0

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να χρησιµοποιήσετε µια µεταβλητή για να εκφράσετε µε µια αλγεβρική
παράσταση τις παρακάτω φράσεις:
α) Το πενταπλάσιο ενός αριθµού αυξηµένο κατά 7.
β) Την περίµετρο και το εµβαδόν ενός τετραγώνου.
γ) Το ποσό που θα πληρώσουµε για να αγοράσουµε 3 κιλά πορτοκάλια.
δ) Την τελική τιµή ενός προιόντος, αν το αγοράσουµε µε έκπτωση 20%.
ε) Την περίµετρο ενός ορθογωνίου, αν το πλάτος του είναι 5m µικρότερο

από το µήκος του.
στ) O Πέτρος έχει 10 ευρώ περισσότερα από το των χρηµάτων του Γιάννη.

2. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:
α) 2x – 3y + 7x – y
β) 5α – 22β + 16α – 5β + α
γ) –ω + 3 + 4ω – 5ω

δ) 

ε) 13x – 7 + 3y – x – 2y + 7 – (11x + y)

Μέρος 
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3.Να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις και στη συνέχεια να υπολο-
γίσετε την τιµή τους.
α) Α = 5x – 2(6 – 3x) + 4(2 + x)  όταν   x = –3
β) Β = 7 ˆ (α – 2β) – 2(3α + 3β) + 5   όταν   α = 7 και β = –1
γ) Γ = 19 – 2(α – β) – (2β – x) – (α + 12)   όταν   x = 5 και α = –6

4. Να υπολογίσετε την τιµή των παραστάσεων:
α) Α = 5(α – 2β) – 3(2α –3β) + 7   όταν   α + β = –8

β) Β = –x + 2(3x – y) – 4(y – 3) + x   όταν   

γ) Γ = 3 – α + (β–x) – (y – α) – (β – 1), όταν x + y = –11

5. Να βρείτε την τιµή της παράστασης:
Α = (β – γ) – β(2 + γ) – γ(α +β) + β(γ – 2) αν και α, γ αντίστροφοι
αριθµοί.

6. Να βρείτε την τιµή της παράστασης
Β = 3x – 4y – (–5x + 7y) + (10 – 9x + 8y) όταν x = –10 και 

7. Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο έχει περίµετρο 40m. Αν είναι x η µια
πλευρά του ορθογώνιου, να βρείτε
α) µια αλγεβρική παράσταση που να παριστάνει την άλλη πλευρά του ορθο-
γωνίου

β) µια αλγεβρική παράσταση που παριστάνει το εµβαδό του ορθογωνίου.

8. Να βρείτε µια αλγεβρική παράσταση η οποία να εκφράζει το µήκος του
διαγραµµισµένου ορθογωνίου.

1.2  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ Α΄ ΒΑΘΜΟΥ

• Εξίσωση µε έναν άγνωστο ονοµάζεται η ισότητα που περιέχει έναν άγνω-
στο αριθµό x.

π.χ.  3 ˆ x + 4 = 5,      8(x – 2) + 3 = 5x – 7,       7x – 1 = 4x + 6
• Πρώτο µέλος της εξίσωσης λέγεται η παράσταση που είναι πριν το “=”
ενώ δεύτερο µέλος λέγεται η παράσταση που είναι µετά το “=”

Κεφάλαιο 
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Στην εξίσωση 7x – 1  =  4x + 6

1ο µέλος    2ο µέλος

• Άγνωστοι όροι της εξίσωσης λέγονται οι όροι που περιέχουν την µετα-
βλητή x, ενώ γνωστοί όροι λέγονται αυτοί που δεν περιέχουν την µετα-
βλητή x.

Στην εξίσωση 7x – 1 = 4x + 6 έχουµε:
7x, 4x είναι οι άγνωστοι όροι, ενώ
–1, 6 είναι οι γνωστοί όροι

• O άγνωστος της εξίσωσης x µπορει να παρασταθεί και µε οποιοδήποτε
άλλο γράµµα y, ω, t, z...

• Λύση ή ρίζα της εξίσωσης ονοµάζεται ο αριθµός που επαληθεύει την εξί-
σωση.

n Στην διαδικασία επίλυσης µιας εξίσωσης χρησιµοποιούµε τις παρακάτω
ιδιότητες πράξεων.

1) Αν προσθέσουµε και στα δύο µέλη µιας ισότητας, τον ίδιο αριθµό, τότε
προκύπτει και πάλι ισότητα.
Αν α = β   τότε   α + γ = β + γ

2) Αν αφαιρέσουµε και από τα δύο µέλη µιας ισότητας, τον ίδιο αριθµό, τότε
προκύπτει και πάλι ισότητα. 
Αν α = β   τότε   α – γ = β – γ 

3) Αν πολλαπλασιάσουµε και από τα δύο µέλη µιας ισότητας, µε τον ίδιο
αριθµό, τότε προκύπτει και πάλι ισότητα.
Αν α = β   τότε  α ˆ γ = β ˆ γ

4) Αν διαιρέσουµε και τα δύο µέλη µιας ισότητας, µε τον ίδιο αριθµό, τότε
προκύπτει και πάλι ισότητα.
Αν α = β   τότε  α : γ = β : γ µε γ ≠ 0

ΠΡOΣOΧΗ!!!
Σε µια εξίσωση µπορούµε να µεταφέρουµε όρους από το ένα µέλος στο άλλο,
αρκεί να αλλάξουµε το πρόσηµο τους.
• Γενικά για να λύσουµε µια εξίσωση κάνουµε τα εξής βήµατα:

1o βήµα: Απαλείφουµε τους παρονοµαστές (αν υπάρχουν).
2o βήµα: Κάνουµε τους σηµειωµένους πολλαπλασιασµούς.

Μέρος 

Α΄
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3o βήµα: Κάνουµε απαλοιφή παρενθέσεων.
4o βήµα: Χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους (όταν ένας όρος αλλάζει
µέλος αλλάζει και πρόσηµο).
5o βήµα: Κάνουµε αναγωγή οµοίων όρων.
6o βήµα: ∆ιαιρούµε µε τον συντελεστή του αγνώστου και τα δύο µέλη (αρκεί
να είναι διαφορετικός του µηδέν).

Παρατηρήσεις – Σχόλια
1. Απαλοιφή παρονοµαστών ονοµάζεται η διαδικασία κατά την οποία πολ-
λαπλασιάζουµε όλους τους όρους της εξίσωσης µε το Ε.Κ.Π. των παρο-
νοµαστών τους και κάνουµε τις απλοποιήσεις, οπότε η εξίσωση  που
προκύπτει δεν έχει παρονοµαστές.

2. Μετά την απαλοιφή των παρονοµαστών, βάζουµε τους αριθµητές µέσα
σε παρενθέσεις.

3. Μια εξίσωση δεν αλλάζει, αν γράψουµε το πρώτο µέλος της δεύτερο και
το δεύτερο µέλος πρώτο.

∆ιερεύνηση της εξίσωσης α ˆ x = β
1η περίπτωση: Αν α ≠ 0, τότε η εξίσωση έχει τη λύση

2η περίπτωση:Αν α = 0 και β ≠ 0, τότε η εξίσωση είναι αδύνατη (δεν έχει
καµία λύση), διότι για κάθε τιµή του x, το πρώτο µέλος της εξίσωσης ισού-
ται πάντα µε 0, οπότε δεν µπορεί να είναι ίσο µε β ≠ 0.
3η περίπτωση: Αν α = 0 και β = 0, τότε η εξίσωση επαληθεύται για όλες
τις τιµές του x, και λέγεται ταυτότητα (έχει άπειρες λύσεις).

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να λυθεί η εξίσωση: –7x + 8 = 4 – 3x

Λύση

Έχουµε διαδοχικά:
–7x + 8 = 4 –3x
–7x + 3x = 4 – 8 (χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους)
–4x = –4 (κάνουµε αναγωγή οµοίων όρων)

(διαιρούµε µε το συντελεστή του αγνώστου)

Άρα x = 1

2) Να λυθεί η εξίσωση: 7 ˆ (x + 5) = 2(x – 1) – 3

Κεφάλαιο 
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Λύση
Έχουµε διαδοχικά:
7 ˆ (x + 5) = 2(x – 1) – 3
7x + 35 = 2x – 2 – 3 (κάνουµε τους σηµειωµένους πολλαπλασιασµούς)
7x – 2x = – 2 – 3 – 35 (χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους)
5x = – 40 (κάνουµε αναγωγή οµοίων όρων)

(διαιρούµε µε το συντελεστή του αγνώστου)

Άρα x = –8

3) Να λυθεί η εξίσωση:  

Λύση

Έχουµε:

ΕΚΠ =3

(κάνουµε απαλοιφή παρονοµαστών,
πολλαπλασιάζουµε όλους τους όρους της εξίσωσης
µε το ΕΚΠ = 3)

(y + 1) – ( 2y + 1) = 21
y + 1 – 2y – 1 = 21 (απαλοιφή παρενθέσεων)
y – 2y = 21 – 1 + 1 (χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους)
–y = 21 (αναγωγή οµοίων όρων)

(διαιρούµε µε το συντελεστή του αγνώστου)

Άρα y = –21

4) Να λυθεί η εξίσωση:  

Λύση

Έχουµε:

3 ˆ (3x – 1) –2 ˆ (2x – 5) = 1 ˆ (5x + 1)
9x – 3 – 4x + 10 = 5x + 5
9x – 4x – 5x = 5 + 3 – 10
0x = – 2
Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη

Μέρος 
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5) Να λυθεί η εξίσωση:  

Λύση

Έχουµε διαδοχικά:  

10 ˆ 3 – 5 ˆ (ω + 1) = 5 ˆ ( 5 – ω)
30 – 5ω – 5 = 25 – 5ω
–5ω + 5ω = 25 – 30 + 5
0ω = 0

Άρα η εξίσωση είναι ταυτότητα, δηλαδή έχει άπειρες λύσεις.

6)Να βρείτε την τιµή του αριθµού λ ώστε η εξίσωση λ ˆ (x – 2) + 5 = 2 ˆ (x – λ)
να είναι αδύνατη.

Λύση

Έχουµε: 
λ ˆ (x – 2) + 5 = 2 ˆ (x – λ)
λx – 2λ + 5 = 2 ˆ x – 2λ
λx – 2x = –2λ + 2λ + 5
(λ – 2) ˆ x = 5
Για να είναι η εξίσωση αδύνατη πρέπει ο συντελεστής λ – 2 του x να είναι
ίσος µε το µηδέν, δηλαδή πρέπει λ – 2 = 0  άρα  λ = 2.

7) Να βρείτε τις τιµές των α, β ώστε η εξίσωση 4x – 3 = αx – β να είναι ταυ-
τότητα.

Λύση

Έχουµε:
4x – 3 = αx – β
4x – αx = 3 – β
(4 – α)x = 3 – β
Για να είναι η εξίσωση ταυτότητα πρέπει
4 – α = 0      και    3 – β = 0
άρα α = 4    και    β = 3

8) Να λυθεί η εξίσωση: (x – 2) ˆ (3x – 5) ˆ (7 + 4x) = 0

Κεφάλαιο 
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Λύση

• Για να είναι ένα γινόµενο παραγόντων ίσο µε το µηδέν, αρκεί ένας του-
λάχιστον από τους παράγοντες να είναι µηδέν. 

∆ηλαδή: αν Α ˆ Β = 0  τότε  Α = 0  ή  Β = 0
Μπορεί όµως να είναι και οι δύο ίσοι µε το µηδέν.
Έχουµε: (x – 2) ˆ (3x – 5) ˆ (7 + 4x) = 0

x – 2 = 0   ή   3x – 5 = 0   ή   7 + 4x = 0

x = 2         ή   3x = 5              4x = – 7

9) ∆ίνεται η εξίσωση λx + 5 = 3x – 7
α) Αν λ = 5, να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει λύση x = –6
β) Αν η εξίσωση έχει λύση x = 3, να αποδείξετε ότι λ = –1
γ) Αν λ = +3, να λύσετε την εξίσωση

Λύση

α) Αν λ = 5 έχουµε 5x + 5 = 3x – 7
5x – 3x = –7–5

2x = –12

x = –6

β) Αν η εξίσωση έχει λύση x = 3, τότε
λ ˆ 3 + 5 = 3 ˆ 3 – 7

3λ = 9 – 7 – 5
3λ = –3

λ = –1

γ) Αν λ = 3 έχουµε 3x + 5 = 3x – 7
3x – 3x = –7 – 5

0 ˆ x = – 12
Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη.
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Στις παρακάτω ισότητες να συµπληρώσετε τον αριθµό που λείπει:
α) 13 +     = 25
β) 7 ˆ     = 42
γ) 3 ˆ     + 2 = 23
δ) 256 –     = 187
ε) 47 –     = 52
στ) 9 +     = 4

2. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι σωστές (Σ) ή λάθος (Λ).
α)   Η εξίσωση 5x + 15 = 0 έχει λύση τον αριθµό 3 Σ Λ
β)   Η εξίσωση 2(x + 1) = 2x + 2 είναι ταυτότητα Σ Λ
γ)   Η εξίσωση 3 ˆ (2 – x) = 5 – 3x είναι ταυτότητα Σ Λ
δ)   Η εξίσωση 5x – 7 = 2(2x + 3) + x είναι αδύνατη Σ Λ
ε)   Oι εξισώσεις 7 + x = 2 και 2 – x = 7 είναι ισοδύναµες Σ Λ

(ισοδύναµες σηµαίνει ότι έχουν τις ίδιες λύσεις)
στ) Η εξίσωση λx = 6 + 4x είναι αδύνατη για λ = 4 Σ Λ

3. Να αντιστοιχίσετε κάθε εξίσωση της στήλης Α µε τη λύση της στη στήλη Β.
Στήλη Α Στήλη Β
α) 3 ˆ x = –6 i) 4
β) –7 ˆ x = –28 ii) 5

γ) iii) –3

iv) –2
δ) 4x – 5 = 3x v) –10

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να λύσετε τις εξισώσεις:
α) 5x – 7 = 8 + 2x – 3
β) 2(x – 3) + 9 = 5x – 6
γ) 9x – 3(2x – 5) = 21
δ) 8(x – 4) – 6 (2 – x) = 2(6x – 1)

2. Να λύσετε τις εξισώσεις:
α) 4(3 – x) – 2(3x – 4) = –(16 – x)
β) 2(3 – 3y) – 3(1 – y) = y – 1
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γ) 3 – 2(3x + 1) = x – 5 ˆ (5 – 7x)
δ) 6(ω – 1) – (3ω + 11) = –7

3. Να λύσετε τις εξισώσεις:
α) x – {3 + [x – (x + 3)]} = 5
β) x – [– (3x + 1) – 5] = –2(x + 1)
γ) –{2(x – 4) – 3(x + 1) + [10 – 2(x + 1) –60]} = 15(x + 1)

4. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)  

β)  

γ)  

5. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)  

β)  

γ)  

δ)  

ε)  

6. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)  
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β)  

γ)  

δ)  

7. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)  

β)  

γ)  

8. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)  

β)  

γ)  

9. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)  
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β)

γ) 

δ)  

10. Για ποιά τιµή του x είναι Α = Β;

α)  

β)  

γ)

11. Να λύσετε τις εξισώσεις:
α) (5x – 7) ˆ (3x + 12) ˆ (x – 2) = 0
β) (–x + 3) ˆ (–2x – 13) ˆ (7x + 3) = 0
γ) (x – 2) ˆ (x2 + 5) = 0

12. ∆ίνεται η εξίσωση
λ ˆ (1 – x) + 3 = 2x + 5 + λ
α) Αν λ = 5, να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει λύση 

β) Αν η εξίσωση έχει λύση x = –3, να αποδείξετε ότι

γ) Αν λ = –2, να λύσετε την εξίσωση

13. Να βρείτε τις τιµές των α, β ώστε η εξίσωση 7x + 5 = αx + β να είναι:
7x + 5 = αx + β να είναι:
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α) ταυτότητα
β) αδύνατη

14. Να βρείτε την τιµή του αριθµού λ ώστε οι παρακάτω εξισώσεις να είναι
αδύνατες.
α) (λ – 2)x = 9
β) 5x = 3 – λx
γ) 2λx + 7 = 2x + 6

δ)

15. Στο διπλανό τρίγωνο να βρείτε 
την τιµή του x, ώστε να είναι ισοσκελές 
µε βάση τη ΒΓ. Πόσες µοίρες είναι 
σε αυτή την περίπτωση το µέτρο κάθε 
γωνίας;

16. ∆ίνεται το τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε  

ΑΒ∆Γκαι 
Να υπολογίσετε τους αριθµούς x, y, z.

1.3  ΕΠIΛΥΣΗ ΤΥΠΩΝ

Στα µαθηµατικά, τη Φυσική και τη Χηµεία βρίσκουµε ισότητες που συνδέουν
διάφορα µεγέθη. Αυτές τις ισότητες τις ονοµάζουµε τύπους. Ένας τέτοιος
τύπος µπορεί να θεωρηθεί σαν εξίσωση και ένα από τα γράµµατα που περιέ-
χει θα το θεωρούµε ως άγνωστο της εξίσωσης. Η επίλυση µιας τέτοιας εξί-
σωσης ονοµάζεται επίλυση τύπου.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός κυλίνδρου δίνεται από τον
τύπο Ε

π
= 2π ˆ ρ ˆ υ, όπου ρ η ακτίνα της βάσης και υ το ύψος. Να λύσετε τον

τύπο αυτό ως προς ρ και ως προς υ. Στη συνέχεια να βρείτε:
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α) Την ακτίνα ρ της βάσης, όταν ο κύλινδρος έχει εµβαδόν παράπλευρης
επιφάνειας 75,36cm2 και ύψος 4cm.
β) Το ύψος υ, όταν ο κύλινδρος έχει εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας
125,6cm2 και ακτίνα ρ = 5cm.

Λύση

Έχουµε Ε
π

= 2π ˆ ρ ˆ υ για να λύσουµε ως προς ρ, διαιρούµε και τα δύο 

µέλη µε το 2π ˆ υ, οπότε 

Για να λύσουµε, ως προς υ, διαιρούµε και τα δύο µέλη µε το 2π ˆ ρ, οπότε

α) Στον τύπο  για Ε
π

= 75,36 και υ = 4

έχουµε

β) Στον τύπο  για Ε
π

= 125,6 και ρ = 5

έχουµε

2) Το εµβαδόν ενός τραπεζίου µε µικρή βάση β, µεγάλη βάση Β και ύψος υ, 

δίνεται από τον τύπο 

Να λύσετε τον τύπο αυτό ως προς υ και ως προς β.
Στη συνέχεια να βρείτε:
α) το ύψος του τραπεζίου που έχει εµβαδόν 35cm2, βάση µεγάλη 8cm και
βάση µικρή 6cm.
β) τη µικρή βάση του τραπεζίου που έχει εµβαδόν 80cm2, βάση µεγάλη 12cm
και ύψος 8cm.

Λύση

Έχουµε τον τύπο 

2 ˆ Ε = (Β + β) ˆ υ    (1)
Για να λύσουµε ως προς υ, διαιρούµε και τα δύο µέλη µε το Β + β, οπότε
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Για να λύσουµε ως προς β η (1) γίνεται
2 ˆ Ε = Β ˆ υ + β ˆ υ
2 ˆ Ε – Β ˆ υ = β ˆ υ και διαιρούµε µε το υ

οπότε 

α) Στον τύπο για Ε = 35, Β = 8 και β = 6cm έχουµε

β) Στον τύπο  για Ε = 80, Β = 12 και υ = 8

έχουµε

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να λύσετε τον τύπο ως προς υ.

2. Να λύσετε τον τύπο Ρ = ε ˆ h + ρ:
i) ως προς h
ii) ως προς ε

3. Να λύσετε τον τύπο υ = υ
ο

+ γ ˆ t
i) ως προς t
ii) ως προς γ

4. Να λύσετε τον τύπο Q = m ˆ c ˆ θ, ως προς m.

5. Να λύσετε τον τύπο ως προς υ
ο
.

6. Να λύσετε τον τύπο Ε = 2πr(r + h), ως προς h.

7. Να λύσετε τον τύπο α
v

= α
1

+ (v – 1) ˆ ω, ως προς v.

8. Να λύσετε τον τύπο ως προς t.
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9. Να λύσετε τον τύπο

i) ως προς m
ii) ως προς r

10. Να λύσετε τον τύπο V = V
0
(1 + a ˆ θ) ως προς θ.

11. ∆ίνεται ο τύπος F = 1,8C + 32, όπου F βαθµοί Φαρενάιτ και C βαθµοί
Κελσίου. Να λύσετε τον τύπο αυτό ως προς C και να υπολογίσετε το C όταν
F = 73,4˚.

12. ∆ίνεται ο τύπος της περιµέτρου ορθογωνίου παραλληλογράµµου 
Π = 2(x + y), όπου x το µήκος και το y το πλάτος.
Να λύσετε τον τύπο ως προς x και ως προς y.
Στη συνέχεια να βρείτε:
α) Το µήκος x του παραλληλογράµµου που έχει περίµετρο 56cm και πλάτος
y = 10cm
β) Tο πλάτος y του παραλληλογράµµου που έχει περίµετρο 148cm και µήκος
x = 46cm.

1.4  ΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ  
ΜΕ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Για να λύσουµε ένα πρόβληµα µε τη βοήθεια των εξισώσεων κάνουµε τα
εξής:
1) ∆ιαβάζουµε καλά το πρόβληµα, για να καταλάβουµε τι µας δίνει και τι

µας ζητάει.
2) Εκφράζουµε µε ένα γράµµα, συνήθως το x, το ζητούµενο του προβλήµα-
τος.

3) Εκφράζουµε όλα τα άλλα µεγέθη του προβλήµατος µε τη βοήθεια του x.
4) Σχηµατίζουµε την εξίσωση του προβλήµατος.
5) Λύνουµε την εξίσωση.
6) Εξετάζουµε αν η λύση που βρήκαµε ικανοποιεί τις συνθήκες του προβλή-

µατος.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1)Να βρεθεί ένας αριθµός, που το τριπλάσιο του όταν αυξηθεί κατά 5, δίνει
το τετραπλάσιο του αριθµού αυτού ελαττωµένο κατά 2.
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Λύση

Oνοµάζουµε τον άγνωστο αριθµό x.
Το τριπλάσιο είναι 3x. Αν αυξηθεί κατά 5, είναι 3x + 5.
Το τετραπλάσιο είναι 4x. Αν ελαττωθεί κατά 2, είναι 4x – 2.
Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος προκύπτει η εξίσωση:

3x + 5 = 4x – 2
3x – 4x = – 2 – 5

– x = – 7
x = 7

Άρα ο ζητούµενος αριθµός είναι το 7.

2)Πριν απο 9 χρόνια ο πατέρας είχε εξαπλάσια ηλικία από την κόρη του. Σή-
µερα η ηλικία του πατέρα είναι τριπλάσια από την ηλικία της κόρης του.
Πόσο χρονών είναι σήµερα ο πατέρας και  πόσο η κόρη του;

Λύση

Oνοµάζουµε x την ηλικία της κόρης σήµερα. Τότε η ηλικία του πατέρα σή-
µερα είναι 3 ˆ x.
Πρίν απο 9 χρόνια η ηλικία της κόρης ήταν x – 9 και του πατέρα 3x – 9.
Έχουµε εποµένως την εξίσωση

6 ˆ (x – 9) = 3x – 9
6x – 54 = 3x – 9
6x – 3x = 54 – 9

3x = 45

x = 15
Άρα η κόρη είναι 15 χρονών και ο πατέρας 3 ˆ 15 = 45 χρονών.

3)Ένας κτηνοτρόφος πούλησε το των ζώων που έχει και 4 ακόµη. Μετά 

-πούλησε το των υπολοίπων και 5 ακόµη και του έµειναν 65 ζώα. Να βρε-

θεί πόσα ζώα είχε;

Λύση 

Oνοµάζουµε x τα ζώα που είχε. Την πρώτη φορά πούλησε και του 

έµειναν 
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Την δεύτερη φορά πούλησε

Εποµένως έχουµε την εξίσωση:

Άρα ο κτηνοτρόφος είχε 180 ζώα.

4) O Πέτρος , ο Γιάννης και η Άννα έχουν συνολικά 360 ευρώ. Αν ο Πέτρος
έχει διπλάσια χρήµατα απο τον Γιάννη, και η Άννα έχει τριπλάσια χρήµατα
απο τον Γιάννη, να βρείτε πόσα χρήµατα έχει ο καθένας.

Λύση

Oνοµάζουµε x τα χρήµατα του Γιάννη. Τότε ο Πέτρος έχει 2x και η Άννα 3x.
Oπότε
2x + x + 3x = 360
6x = 360

x = 60
Άρα ο Γιάννης έχει 60 ευρώ
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ο Πέτρος έχει 2 ˆ 60 = 120 ευρώ
και η Άννα έχει 3 ˆ 60 = 180 ευρώ

5) Ένας εργάτης χρειάζεται 6 ηµέρες για να τελειώσει ένα έργο, ενώ ένας
άλλος εργάτης χρειάζεται 12 ηµέρες για να τελειώσει το ίδιο έργο. Σε πόσες
ηµέρες θα τελειώσουν το έργο αν δουλέψουν και οι δύο ταυτόχρονα.

Λύση

Oνοµάζουµε x τις ηµέρες που θα τελειώσουν το έργο αν δουλέψουν και οι
δύο. Αφού ο πρώτος εργάτης τελειώνει το έργο σε 6 ηµέρες, σε µία µέρα θα 

κάνει το του έργου και σε x ηµέρες τα του έργου.

O δεύτερος εργάτης τελειώνει το έργο σε 12 ηµέρες, οπότε σε µία µέρα θα 

κάνει το του έργου και σε x ηµέρες τα του έργου

Έτσι έχουµε την εξίσωση

2x + x = 12
3x = 12
x = 4
Άρα και οι δύο εργάτες θα τελειώσουν το έργο σε 4 ηµέρες.

6) O Ανδρέας ξόδεψε για να αγοράσει ένα αυτοκίνητο τα των χρηµάτων  

του και 6000 ευρώ ακόµη, και για να αγοράσει ένα σκάφος το    των

χρηµάτων του και 3000 ευρώ ακόµη. Αν του έµειναν 5000 ευρώ, να βρε-
θεί πόσα χρήµατα είχε και πόσο αγόρασε το αυτοκίνητο και πόσο το
σκάφος.

Λύση

Έστω x τα χρήµατα που είχε ο Ανδρέας αρχικά. Τότε τα χρήµατα που ξό-

δεψε για το αυτοκίνητο είναι και για το σκάφος 

Έχουµε την εξίσωση
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Άρα ο Ανδρέας είχε 40000 ευρώ και έδωσε για το αυτοκίνητο  40000 + 
6000 = 16000 + 6000 = 22.000 ευρώ

και για το σκάφος 40000 + 3000 = 10000 + 3000 = 13.000 ευρώ.

ΕΡΩΤHΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Το πενταπλάσιο ενός αριθµού αυξηµένο κατά 2 είναι ίσο µε 47. Ποιά απο
τις παρακάτω εξισώσεις επιλύει το πρόβληµα αυτό;
Α. 5x + 47 = 2
Β. 2x + 5 = 47
Γ. 5x + 2 = 47
∆. 5x – 2 = 47

2) Μετά απο 13 xρόνια η ηλικία µου θα είναι διπλάσια απο εκείνη που είχα
πέρυσι. Πόσων ετών είµαι σήµερα; Ποιά απο τις παρακάτω εξισώσεις επι-
λύει το πρόβληµα αυτό;
Α. 2(x + 1) = x – 13
Β. x + 13 = 2(x + 1)
Γ. 2x + 13 = x + 2
∆. x + 13 = 2(x – 1)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.Να βρεθεί ένας αριθµός, του οποίου το πενταπλάσιο, όταν ελαττωθεί κατά
5, γίνεται ίσο µε το τετραπλάσιό του αυξηµένο κατά 9.
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2. Το άθροισµα τριών διαδοχικών περιττών αριθµών είναι 69.
Να βρεθούν οι αριθµοί αυτοί.

3.Να βρεθεί ένας αριθµός, του οποίου το αυξηµένο κατά το του αριθ-
µού είναι 91.

4. Να βρεθούν δύο αριθµοί που διαφέρουν κατά 18, ενώ ο λόγος τους είναι 

5.Να βρείτε µε ποιο αριθµό πρέπει να διαιρέσουµε τον αριθµό 125 ώστε να
έχουµε πηλίκο 17 και υπόλοιπο 6.

6. Σε ένα τεστ µε 20 ερωτήσεις κάθε σωστή απάντηση βαθµολογείται µε 6 µο-
νάδες, ενώ για κάθε ερώτηση που δεν απαντιέται ή δίνεται σ’ αυτή λάθος
απάντηση, αφαιρούνται 3 µονάδες. O Κώστας πήρε στο τεστ 75 µονάδες. Σε
πόσες ερωτήσεις απάντησε λάθος;

7. Να βρεθούν οι οξείες γωνίες ενός ορθογωνίου τριγώνου, αν η µία είναι τε-
τραπλάσια της άλλης.

8. Τρεις φίλες έχουν συνολικά 400 €. Η Άννα έχει διπλάσια χρήµατα από
την Ελίνα και η Ελίνα έχει τριπλάσια χρήµατα από την Μαρία. Πόσα χρή-
µατα έχει η καθεµία;

9. Σε ισοσκελές τρίγωνο η γωνία της κορυφής είναι κατά 27˚ µικρότερη των
γωνιών της βάσης. Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου.

10. Να υπολογίσετε την πλευρά του τετραγώνου ΑΒΓ∆ αν το εµβαδό του
είναι κατά 50cm2 µικρότερο, από το εµβαδό του ορθογωνίου ΑΒΕΖ.

11. Η περίµετρος ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι 120cm. Αν το
µήκος του ελαττωθεί κατά 10cm ενώ το πλάτος του αυξηθεί κατά 10cm το εµ-
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βαδόν του αυξάνεται κατά 100cm2. Να υπολογιστούν οι αρχικές διαστάσεις
του ορθογωνίου.

12. Oι σηµερινές ηλικίες ενός πατέρα και του γιού του έχουν άθροισµα 50
χρόνια. Σε 8 χρόνια η ηλικία του πατέρα θα είναι διπλάσια από την ηλικία
του γιού του. Να βρείτε τη σηµερινή τους ηλικία.

13. Μια µητέρα είναι σήµερα 48 ετών και η κόρη της είναι 18 ετών. Μετά από
πόσα χρόνια η ηλικία της µητέρας θα είναι διπλάσια απο την ηλικία της
κόρης.

14. Να βρεθούν οι ηλικίες του Πέτρου και του Γιάννη, αν γνωρίζουµε ότι
πριν από 5 χρόνια η ηλικία του Πέτρου ήταν διπλάσια της ηλικίας του Γιάννη, 

και οτι µετά από 10 χρόνια η ηλικία του Γιάννη θα είναι τα της ηλικίας του 

Πέτρου.

15. Ένας ορειβάτης για να ανέβει στην κορυφή ενός βουνού και να επιστρέ-
ψει, χρειάζεται 13 ώρες. Αν κατά την ανάβαση βαδίζει µε ταχύτητα 2,5 Km/h
και κατά την κατάβαση µε 4 Km/h, υπολογίσετε το µήκος της διαδροµής.

16. Ένα αυτοκίνητο ξεκινάει απο Θεσσαλονίκη για Αθήνα στις 8 π.µ. µε
µέση ταχύτητα 80 Km/h. Ύστερα από 1 ώρα ξεκινάει ένα δεύτερο αυτοκί-
νητο από Θεσσαλονίκη για Αθήνα µε µέση ταχύτητα 100 Km/h. Ποιά ώρα θα
συναντηθούν και σε πόση απόσταση από την Αθήνα. (Απόσταση Θεσσαλο-
νίκη – Αθήνα περίπου 512 Km).

17. Τρία αδέλφια µοιράστηκαν ένα χρηµατικό ποσό. O πρώτος πήρε τα 

του ποσού, ο δεύτερος πήρε το του ποσού και 30 € και και ο τρίτος πήρε

το του ποσού. Να βρείτε το ποσό που µοιράστηκαν και πόσα πήρε ο κα-

θένας.

18. Oι διαστάσεις ενός ορθογωνίου διαφέρουν κατά 7 cm. Αν η περίµετρος

του είναι 66 cm, να βρεθούν οι διαστάσεις του.

19. Η µεγάλη βάση ενός τραπεζίου είναι τριπλάσια από τη µικρή βάση του.
Αν το ύψος του τραπεζίου είναι 10 cm και το εµβαδό του είναι 120 cm2, να
βρείτε πόσα cm είναι η κάθε µία από τις βάσεις του τραπεζίου. 
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20.Ένα ξενοδοχείο έχει 48 δίκλινα και τρίκλινα δωµάτια. Αν έχει συνολικά
114 κλίνες να βρείτε πόσα δίκλινα και πόσα τρίκλινα δωµάτια έχει το ξενο-
δοχείο.

21. O Σπύρος αγόρασε 12 στιλό και τετράδια και πλήρωσε 30 €. Πόσα στιλό
και πόσα τετράδια αγόρασε, αν κάθε στιλό κοστίζει 1,5 € και κάθε τετράδιο
3 €;

22. Σε µια συγκέντρωση οι άντρες ήταν διπλάσιοι απο τις γυναίκες. Όταν
έφυγαν 6 άντρες µε τις συζύγους τους, έµειναν τριπλάσιοι άντρες από τις γυ-
ναίκες. Πόσοι ήταν οι άντρες και πόσες οι γυναίκες στην αρχή της συγκέ-
ντρωσης.

23.Μια βρύση αδειάζει µια γεµάτη δεξαµενή σε 8 ώρες, ενώ µια άλλη γεµί-
ζει την ίδια δεξαµενή σε 6 ώρες. Σε πόσες ώρες θα γεµίσει η δεξαµενή, αν
είναι άδεια και ανοίξουµε συγχρόνως τις δύο βρύσες;

24. Μια βρύση γεµίζει µια δεξαµενή σε 6 ώρες, µια δεύτερη σε 3 ώρες και
µια τρίτη σε 2 ώρες. Να βρείτε σε πόσες ώρες θα γεµίσουν την δεξαµενή αν
ανοίξουµε και τις τρεις ταυτόχρονα.

25. Η µητέρα του Μιχάλη είχε χρήµατα για να αγοράσει 12 ζευγάρια κάλ-
τσες. Επειδή όµως της έκαναν έκπτωση 50 λεπτά σε κάθε ζευγάρι, αγόρασε
14 ζευγάρια και της έµεινε και 1 €. Να βρείτε πόσο πλήρωσε το κάθε ζευγάρι
κάλτσες.

26. Ένας φαρµακοποιός ανάµειξε 5 l οινόπνευµα περιεκτικότητας 80% σε
καθαρό οινόπνευµα και 3 l οινόπνευµα περιεκτικότητα 20% σε καθαρό οι-
νόπνευµα. Να βρείτε την περιεκτικότητα του µείγµατος σε καθαρό οινό-
πνευµα.

27.Απο τους µαθητές µιας τάξης το µαθαίνουν  Γαλλικά, τα  µαθαίνουν 

Αγγλικά και 3 µαθητές µαθαίνουν Γερµανικά. Πόσους µαθητές έχει η τάξη
αυτή;

28. O Πέτρος και ο Γιάννης παίζουν το εξής παιχνίδι. O Πέτρος κάνει ερω-
τήσεις στο Γιάννη. Αν ο Γιάννης απαντήσει σωστά του δίνει ο Πέτρος 5 €,
ενώ αν απαντήσει λάθος δίνει στον Πέτρο 3 €. Μετά από 16 ερωτήσεις ο Πέ-
τρος και ο Γιάννης έχουν ο καθένας το ίδιο χρηµατικό ποσό που είχαν στην
αρχή. Να βρείτε σε πόσες ερωτήσεις απάντησε σωστά ο Γιάννης.

Κεφάλαιο 
1

41



u ttt1.5  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ Α΄ ΒΑΘΜΟΥ

Ανισώσεις α΄ βαθµού µε έναν άγνωστο λέµε κάθε ανίσωση που περιέχει µία
µεταβλητή και η οποία αληθεύει για ορισµένες τιµές της µεταβλητής.

Ιδιότητες ανισοτήτων
1) Αν και στα δύο µέλη µιας ανίσωσης προσθέσουµε ή αφαιρέσουµε τον ίδιο
αριθµό, τότε προκύπτει και πάλι µια ανίσωση µε την ίδια φορά.
Αν α < β τότε α + β < β + γ και α – β < β – γ
Αν α > β τότε α + γ > β + γ και α – γ > β – γ

2) Αν και τα δύο µέλη µιας ανίσωσης πολλαπλσιαστούν ή διαιρεθούν µε τον
ίδιο θετικό αριθµό, τότε προκύπτει και πάλι µια ανίσωση µε την ίδια φορά.

Αν α < β και γ > 0 τότε α ˆ γ < β ˆ γ και 

Αν α > β και γ > 0 τότε α ˆ γ > β ˆ γ και

3) Αν και τα δύο µέλη µιας ανίσωσης πολλαπλασιαστούν ή διαιρεθούν µε
τον ίδιο αρνητικό αριθµό, τότε προκύπτει και πάλι µια ανίσωση µε αντί-
στροφη φορά.
Αν α < β και γ < 0 τότε α ˆ γ > β ˆ γ και 

Αν α > β και γ < 0 τότε α ˆ γ < β ˆ γ και

Επίλυση ανίσωσης
Για να λύσουµε µια ανίσωση ακολουθούµε παρόµοιο τρόπο που ακολου-
θούµε στην επίλυση εξισώσεων. ∆ηλαδή:
• Κάνουµε απαλοιφή παρονοµαστών

• Κάνουµε τους σηµειωµένους πολλαπλασιασµούς

• Χωρίζουµε γνωστούς απο αγνώστους

• Κάνουµε αναγωγές οµοίων όρων

• Φτάνουµε στη µορφή α ˆ x > β ή α ˆ x < β

∆ιερεύνηση της ανίσωσης α ˆ x > β
Για την ανίσωση α ˆ x > β ισχύει:

1) Αν είναι α > 0, τότε έχουµε 
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2) Αν είναι α < 0, τότε έχουµε

3) Αν είναι α = 0, τότε η ανίσωση γίνεται 0 ˆ x > β, η οποία είναι αδύνατη
όταν β > 0 ή αληθεύει για κάθε τιµή του αριθµού x, όταν β < 0
Ανάλογα συµπεράσµατα µπορούµε να διατυπώσουµε για την ανίσωση 
α x < β.

Παρατηρήσεις – Σχόλια
– Επειδή όταν λύνουµε µια ανίσωση, συνήθως δε βρίσκουµε µια µόνο λύση,
αλλά άπειρες, γι’ αυτό παριστάνουµε αυτές τις λύσεις στην ευθεία των
αριθµών. 
∆ηλαδή στην ανίσωση 3x – x > 4 έχουµε

2x > 4

x > 2

Το λευκό κυκλάκι πάνω ακριβώς απο το 2 δείχνει ότι ο αριθµός αυτός δεν
είναι λύση της ανίσωσης.
Στην ανίσωση 
5x ≤ 9 + 2x
5x – 2x ≤ 9
3x ≤ 9

x ≤ 3

Το µαύρο κυκλάκι πάνω ακριβώς από το 3 δείχνει ότι ο αριθµός αυτός είναι
λύση της ανίσωσης.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να λύσετε την ανίσωση 19 – (x + 9) ≥ 8(x – 1)
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Λύση

Έχουµε
19 – (x + 9) ≥ 8(x – 1)
19 – x – 9 ≥ 8x – 8
–x –8x ≥ –8 –19 +9
–9x ≥ –18

(Όταν διαιρούµε µε αρνητικό αριθµό αλλάζει η φορά της ανίσωσης)

x ≤ 2

2) Να λύσετε την ανίσωση 

Λύση

Έχουµε: 

6 ˆ (3x – 12) – 3(5x – 1) ≥ 10 ˆ (x + 5)
18x – 72 – 15x + 3 ≥ 10x + 50
18x – 15x – 10x ≥ 50 + 72 – 3
– 7x ≥ 119

3) Να λύσετε την ανίσωση 

Λύση 

Έχουµε: 
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3x – x < 3 ˆ 7 + 2x
3x – x – 2x < 21
0 ˆ x < 21
Η ανίσωση αληθεύει για κάθε τιµή του αριθµού x.

Η παράσταση των λύσεων αυτών είναι όλη η ευθεία.

4) Να λύσετε την ανίσωση 

Λύση

Έχουµε:

2 ˆ (2x – 1) – (2x – 5) > 2 ˆ (x + 2)
4x – 2 – 2x + 5 > 2x + 4
4x – 2x – 2x > 4 + 2 – 5
0 ˆ x > 1
Η ανίσωση είναι αδύνατη

5) Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:
2(x – 1) – 3(x + 1) ≥ – 2(x + 3)   και   3(x – 3) + 6 < 2(x + 3)

Λύση

Λύνουµε χωριστά τις δύο ανισώσεις:
2(x – 1) – 3(x + 1) ≥ – 2(x + 3) 3(x – 3) + 6 < 2(x + 3)
2x – 2 – 3x – 3 ≥ – 2x – 6 3x – 9 + 6 < 2x + 6
2x – 3x + 2x ≥ – 6 + 2 + 3 3x – 2x < 6 – 6 + 9
x ≥ – 1 x < 9
Βρίσκουµε τις κοινές λύσεις µε τη βοήθεια του άξονα:
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Άρα οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι οι αριθµοί x για τους οποίους
ισχύει –1 ≤ x < 9

6) Να λύσετε την ανίσωση 

Λύση

Η ανίσωση αποτελείται απο τις ανισώσεις και

οι οποίες πρέπει να ισχύουν ταυτόχρονα. Βρίσκουµε εποµένως

τις κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων.

3 ˆ 3 ≤ 4 ˆ 2 – 2 ˆ 5x 4 ˆ 2 – 2 ˆ 5 x < 3 ˆ 9
9 ≤ 8 – 10x 8 – 10x < 27
10x ≤ 8 – 9 –10x < 27 – 8
10x ≤ –1 –10x < 19

x ≤ –0,1 x > –1,9

Άρα οι λύσεις της ανίσωσης είναι: –1,9 < x ≤ –0,1 

7) Για ποιές τιµές του αριθµού µ, η ανίσωση 

έχει λύση τον αριθµό x = 1;

Λύση

Επειδή η ανίσωση έχει λύση του αριθµού x = 1, 

αν βάλουµε όπου x τον αριθµό 1 στην ανίσωση, αυτή πρέπει να επαληθεύε-
ται. Oπότε έχουµε:
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2µ – 5 – 3 < 4 – 4µ + 6
2µ + 4µ < 4 + 6 + 5 + 3
6µ < 18
µ < 3

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να συµπληρώσετε τα κενά:
α) Αν x < 5, τότε x – 2 .....
β) Αν x ≥ 7, τότε x + 3 .....
γ) Αν x ≤ –3, τότε 3x .....
δ) Αν x < 2, τότε –5x .....

ε) Αν x ≥ 10, τότε ..... 

στ) Αν x < –4, τότε .....

2) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σ (σωστή) ή Λ (λανθα-
σµένη):
α) Αν α <β τότε α – 7 > β – 7
β) Αν α < β τότε 3α – 2 < 3β – 2
γ) Αν α <β τότε –5α < –5β
δ) Αν 2α < 0 τότε 3α < α

ε) Αν α > 2 τότε 

στ) Η ανίσωση 5x – 7 > 8 έχει λύση τον αριθµό 3
ζ) Η ανίσωση x – 30 < x – 29 είναι αδύνατη
η) Η ανίσωση x + 99 > x + 100 είναι αδύνατη
θ) Η ανίσωση 7x – 4 > 8x – 3 έχει λύσεις τους αριθµούς x > 1

3) Να αντιστοιχίσετε τις ανισώσεις της Στήλης Α µε τη σωστή απάντηση που
βρίσκεται στη Στήλη Β.

Στήλη Α Στήλη Β
α. 0 ˆ x > 3 i. αδύνατη 
β. 0 ˆ x > –5 ii. αληθεύει για κάθε x
γ. 0 ˆ x < 7
δ. 0 ˆ x < –2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να λύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία των αριθµών
τις λύσεις τους:
α) 12x + 7 ≥ 15 + 10x
β) x + 11 < –7
γ) 7 – (x – 2) < 2x
δ) 5  (x – 3) – 3(x – 1) ≤ 0
ε) –5x + 2 ≤ 3 – x

2. Να λύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία των αριθµών
τις λύσεις τους:
α) –3(2x – 4) < 4x + 2
β) 7(y – 1) > 5y – 13
γ) 5  (ω – 2) ≤ 3ω + 2
δ) 27 – (2x + 7) ≥ 7(x – 1)
ε) 17x – (5x + 3) ≤ 4x – 3

3. Να λύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία των αριθµών
τις λύσεις τους:
α) –2(3x – 6) < 6(2 + x)
β) 4(x + 1) – 3(2x – 3) ≤ 5
γ) 4(x – 3) – 2(3 – 2x) > 3(x – 1)
δ) –2(3 – x) + (x + 5)  ≥ – 4(1 – x)
ε) 8x – 3(x – 1) ≤ 6x – 5
στ) 5(y + 3) – 4(y + 2) < 3(y + 5) – 5(y + 2)
ζ) 5 ˆ (3ω – 5) – 3(ω – 7) ≥ 8 – 2(3ω + 4)

4. Να λύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία των αριθµών
τις λύσεις τους:
α) –3{x – 5[– x – (x + 2)]} < 15(–x – 3)

β) 11x –{(8x + 23) – 2(x – 8)] ≥ 5(3x – 7)

γ) 

δ) 

ε)
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5. Να λύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία των αριθµών
τις λύσεις τους:

α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

6. Να λύσετε τις ανισώσεις:

α) 

β) 

γ) 

δ) 

7. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:
α) x – 7 < 2   και   5 – x < 2

β) 2(x + 3) – 3(x + 1) ≥ – 2(x – 1)   και   3(x – 3) + 7 < 2(x + 3)

γ) 2x + 3(x – 7) < 2(4 – x) – 1   και   2(3x – 1) + 5(3x – 8) > 3x – 24

δ)

ε) 3x – 2 < 13   και   2(x – 3) > – 2   και   3x ≥ 5(x – 1) – 1

στ) 
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8. Να λύσετε και να παραστήσετε στην ευθεία των αριθµών τις λύσεις των
ανισώσεων:
α) 11 ≤ 3x + 2 < 29
β) –2 < 3 – 5x < 18
γ) 9 ≤ 8x + 1 ≤ 13

9. Για ποιές τιµές του θετικού ακεραίου αριθµού λ, έχουµε ότι 
Α = 5(λ – 2) – 30 είναι αρνητικός;

10. Για ποιές τιµές του αριθµού α, η ανίσωση 7x – 5α + 2 > α(x – 2) έχει
λύση τον αριθµό x = 4;

11. Η µηνιαία κάρτα διαδροµών στις αστικές συγκοινωνίες µιας πόλης κο-
στίζει 10 ευρώ. Μια απλή διαδροµή κοστίζει 40 λεπτά. Πόσες διαδροµές το
µήνα πρέπει να κάνει κάποιος για να τον συµφέρει οικονοµικά η αγορά της
κάρτας;

12. Ένας φυσικός αριθµός είναι µεταξύ 55 και 65 και όταν διαιρεθεί µε 13
αφήνει υπόλοιπο 7. Να βρείτε τον αριθµό αυτό.

13.Η Ελένη όταν ρωτήθηκε πόσα γραµµατόσηµα έχει απάντησε: αν είχα τα
τριπλάσια γραµµατόσηµα θα είχα πιο πολλά απο 750, αν όµως είχα τα µισά
θα είχα λιγότερα απο 126. Πόσα γραµµατόσηµα έχει η Ελένη;

14.Αν τα µαθήµατα της Β΄ τάξης Γυµνασίου είναι δεκατέσσερα, να βρείτε τι
βαθµό πρέπει να έχει ένας µαθητής στα Μαθηµατικά για να έχει µέσο όρο
πάνω απο 18, όταν στα υπόλοιπα µαθήµατα έχει ένα 16, τρία 17, τέσσερα
18, τέσσερα 19 και ένα 20.

15.Μια τάξη ετοιµάζει µια εκδροµή. ∆ύο γραφεία ταξιδιών κάνουν τις εξής
προσφορές:
1ο γραφείο: 100 ευρώ και 0,5 € για κάθε χιλιόµετρο.
2ο γραφείο: 150 ευρώ και 0,3 € για κάθε χιλιόµετρο.
Από πόσα χιλιόµετρα και πάνω συµφέρει το 2ο γραφείο ταξιδιών.
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
Α. i) Τι ονοµάζεται εξίσωση µε έναν άγνωστο;

ii) Τι ονοµάζεται λύση ή ρίζα της εξίσωσης;

Β. Σωστό - Λάθος
α. Η εξίσωση 0 ˆ x = 2 είναι αόριστη Σ Λ
β. Η εξίσωση 3(x+2) = 6 είναι αδύνατη Σ Λ
γ. Για λ ≠ 2 η εξίσωση (λ – 2) x = 0 έχει πάντα ρίζα Σ Λ
δ. Η εξίσωση (µ + 3) x = λ + 5 για µ = –3 
και λ = –5 είναι αόριστη Σ Λ

Θέµα 2
α) Να λύσετε την εξίσωση: 

β) Να λύσετε την ανίσωση: 6(x – 1) > 4x – 8
γ) Να εξετάσετε αν η λύση της εξίσωσης είναι και λύση της ανίσωσης.

Θέµα 3
Α. Να λύσετε την ανίσωση: 

B. Nα βρείτε τις λύσεις της διπλής ανίσωσης: 2x + 2 ≤ 6x ≤ 3 ˆ (2 – x)

Θέµα 4
Η γωνία ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι τα της γωνίας και η γωνία

είναι το της γωνίας Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
Να χαρακτητίσετε µε Σ (σωστή) ή Λ (λανθασµένη) τις παρακάτω προτάσεις:
α) Οι ανισώσεις 3x < 6 και 2x > 6 έχουν κοινές λύσεις Σ Λ
β) Η εξίσωση x = x έχει λύση µόνο x = 1 Σ Λ
γ) Η ανίσωση 5x – 5x < 0 είναι αδύνατη Σ Λ
δ) Αν α = β τότε α ˆ γ =β ˆ γ Σ Λ
ε) Αν 5x = 0, τότε x = –5 Σ Λ
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Θέµα 2

Α. Να λύσετε την εξίσωση: 

Β. Για ποιές τιµές του λ η εξίσωση λx – 13 = 2x + 7 είναι αδύνατη;

Θέµα 3
Α. Να λυθεί η ανίσωση: 

Β. Για ποιές τιµές των λ και µ η ανίσωση 5 +λ x <10x + µ αληθεύει για κάθε
τιµή του x;

Θέµα 4
Σε ένα ηλεκτρονικό παιχνίδι δεξιότητας χειρισµού, κάθε σωστός χειρισµός
προσθέτει 20 µονάδες στο σκορ και κάθε λαθεµένος αφαιρεί 10. Ο Πέτρος
µετά από 30 χειρισµούς πέτυχε σκορ 480. Πόσους επιτυχείς χειρισµούς είχε;
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u ttt2.1.  ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΡΙΖΑ ΘΕΤΙΚOΥ 
ΑΡΙΘΜOΥ

Αν έχουµε την εξίσωση x2 = 25, τότε έχουµε λύσεις τους αριθµούς 5 και –5.
Τον θετικό αριθµό 5, που όταν πολλαπλασιαστεί µε τον εαυτό του, δίνει το
γινόµενο 25, τον ονοµάζουµε τετραγωνική ρίζα του 25 και συµβολίζεται .
∆ηλαδή .

Oρισµός τετραγωνικής ρίζας
Τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθµού α, λέγεται ο θετικός αριθµός x, ο
οποίος όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει τον αριθµό α.
O θετικός αριθµός x συµβολίζεται µε , δηλαδή:

= x αν x2 = α όπου α ≥ 0 και x ≥ 0.

Ισχύουν:

1) = 0     επειδή 02 = 0

2) ≥ 0    για κάθε α ≥ 0

3) αν α ≥ 0 τότε = α, δηλαδή = 7,

Παραδείγµατα:  =7, γιατί 72 = 49

, γιατί

, γιατί (1,8)2 = 3,24

Παρατηρήσεις – Σχόλια
• ∆εν ορίζεται η τετραγωνική ρίζα αρνητικού αριθµού, γιατί δεν υπάρχει
αριθµός που το τετράγωνό του να είναι αρνητικός αριθµός.

∆εν υπάρχει η , γιατί κανένας αριθµός, όταν υψωθεί στο τετρά-
γωνο, δε δίνει αποτέλεσµα –121.

• Αν δεν γνωρίζουµε ότι ο αριθµός α είναι θετικός, τότε .

Είναι λάθος να γράψουµε .

Το σωστό είναι .

Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών
1) Παρατηρούµε ότι:

⋅ =5 ⋅ 2=10  και
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Άρα αν α ≥ 0 και β ≥ 0 ισχύει η σχέση

2) Παρατηρούµε ότι:

και

Άρα αν α ≥ 0 και β ≥ 0 ισχύει η σχέση

ΠΡOΣOΧΗ!!!
∆εν ισχύει: 

Έχουµε ενώ

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να υπολογιστούν οι τετραγωνικές ρίζες 

Λύση

Αν τότε x2 = 144. Ψάχνουµε να βρούµε ένα θετικό αριθµό ο
οποίος όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει αποτελέσµα 144. Με δοκιµές βρί-
σκουµε ότι 122 = 144. Άρα 

Oµοίως και

2) Να υπολογιστούν οι τετραγωνικές ρίζες:

α) β) γ) δ)

Λύση

α) διότι

β) διότι

γ) διότι  

δ) διότι  
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3) Να βρεθούν οι τιµές του x ώστε να έχουν νόηµα οι παραστάσεις:

A = B =

Λύση

Έχουµε A = 
Επειδή στην υπόρριζη ποσότητα µπορούµε να έχουµε µόνο θετικούς αριθ-
µούς ή το µηδέν, πρέπει να ισχύει:
x – 3 ≥ 0 άρα x ≥ 3.

Για την B = πρέπει να ισχύει
3(x – 6) – x ≥ 0
3x – 18 – x ≥ 0
3x – x ≥ 18
2x ≥ 18

x ≥ 9

4) Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε την πλευρά x.

Λύση

Επειδή το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, ισχύει Πυθαγόρειο θεώρηµα. 
Έτσι έχουµε: 
x2 + 82 = 102

x2 + 64 = 100
x2 = 100 – 64
x2 = 36

x = 6

5)Ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) έχει βάση ΒΓ = 6cm και περί-
µετρο 16cm. Να βρεθεί το ύψος και το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

Λύση

Έστω ΑΒ = ΑΓ = x, τότε η περίµετρος του τριγ. 
είναι ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ = 16
x + x + 6 = 16
2x = 16 – 6
2x = 10

x = 5cm
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Επειδή το ύψος Α∆ του ισοσκελούς τριγώνου είναι και διάµεσος, έχουµε Β∆
= ∆Γ = 3cm. 
Εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο Α∆Β (∆ = 90˚)
Α∆2 + Β∆2 = ΑΒ2

υ2 + 32 = 52

υ2 = 52 – 32

υ2 = 25 – 9
υ2 = 16

υ = 4cm
Άρα το εµβαδόν του ΑΒΓ είναι:

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σ (σωστό) ή Λ (λάθος)

α) στ) 

β) ζ)

γ) η)

δ) θ) η έχει νόηµα για x ≥ –2

ε) ι) 

2.Να αντιστοιχίσετε σε κάθε αριθµό της στήλης Α, την τετραγωνική του ρίζα
που βρίσκεται στην στήλη Β.

Στήλη Α Στήλη Β
49 12
36 11

169 20
400 15
81 7

121 18
13
6 
9

3. Η παράσταση έχει νόηµα για
Α: x ≥ 1       Β: x ≤ 1  ή  x ≥ 3       Γ: 1 ≤ x ≤ 3       ∆: x ≤ 3
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4. Η εξίσωση x2 = 9 έχει ρίζες 
Α: το 3 και το –3       Β: µόνο το 3 Γ: µόνο το –3       ∆: καµία

5. Αν α > 1 τότε για τους α, α2, ισχύει:

Α: α < < α2 Β: < α < α2 Γ: α2 < <α ∆: α2< α< 

6. Αν α θετικός αριθµός µικρότερος από το 1, για τους α, α2, ισχύει:

Α: <α2 < α Β: > α > α2 Γ: α< <α2 ∆: <α< α2

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογιστούν οι παρακάτω τετραγωνικές ρίζες

2. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις:
α) γ) 

β) δ) 

3. Να βρεθούν οι τιµές του x ώστε να έχουν νόηµα αριθµού οι παραστάσεις

Α = Β = Γ = 

4. Να αποδείξετε ότι:

α) β)

γ)

5. Να υπολογίσετε την άγνωστη πλευρά των παρακάτω ορθογωνίων τριγώ-
νων.
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6. Να βρείτε τους θετικούς αριθµούς x που ικανοποιούν τις εξισώσεις:

α) x2 = 36 β) γ) x2 = –100 δ) x2 = 169

7. Να υπολογίσετε το ύψος του ισοσκελούς τριγ. ΑΒΓ 
του διπλανού σχήµατος.

8. Να υπολογίσετε τη διαγώνιο ενός ορθογωνίου που έχει διαστάσεις 32 m
και 24 m.

9.Ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) έχει βάση ΒΓ = 16cm και περί-
µετρο 50cm. Να βρεθεί το ύψος του και το εµβαδόν του.

10. Oι διαγώνιες ενός ρόµβου ΑΒΓ∆ είναι ΑΓ = 30cm και Β∆ = 16cm. Να
βρεθεί η πλευρά και η περίµετρός του.

11. ∆ίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (βάσεις ΑΒ Γ∆) µε ΑΒ = 60cm, Γ∆
= 24cm και ΒΓ = Α∆ = 30cm. Να βρεθεί το ύψος του και εµβαδόν του.

12. Σε ένα ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΒΓ Α∆) είναι = 90˚, ΒΓ =
17cm και Α∆ = 7cm. Αν η διαγώνιος Β∆ = 25cm, να βρεθεί η πλευρά Γ∆.

13. Το τετράγωνο ενός θετικού αριθµού, αν µειωθεί κατά 8 είναι ίσο µε το
µισό του τετραγώνου του αριθµού αυτού. Ποιός είναι ο αριθµός αυτός;

14. Στο διπλανό σχήµα να βρείτε το µήκος x.

2.2  AΡΡΗΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟI - 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟI ΑΡΙΘΜΟI

• Άρρητος αριθµός ονοµάζεται κάθε αριθµός που δεν είναι ρητός. ∆ηλαδή
άρρητος είναι ένας αριθµός όταν δεν µπορεί να γραφεί ως κλάσµα της
µορφής      , όπου µ και ν να είναι ακέραιοι αριθµοί. (ν ≠ 0)
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Αυτό σηµαίνει ότι ένας άρρητος αριθµός δεν µπορεί να είναι ούτε δεκαδικός
ούτε περιοδικός δεκαδικός. 
• Όλες οι τετραγωνικές ρίζες των αριθµών, που δεν είναι τέλεια τετρά-
γωνα, είναι άρρητοι αριθµοί.

άρρητοι αριθµοί

• Αν θέλουµε να προσεγγίσουµε τον αριθµό τότε κάνουµε τα εξής:
Επειδή ψάχνουµε να βρούµε έναν αριθµό x, τέτοιο ώστε x2 = 3 έχουµε:

1 = 12 < 3 < 22 = 4
2,89 = 1,72 < 3 < 1,82 = 3,24

2,9989 = 1,732 < 3 < 1,742 = 3,0276
2,999824 = 1,7322 < 3 < 1,7332 = 3,003289

2,999824 = 1,73202 < 3 < 1,73212 = 3,00017041
...........................................................

Άρα:
1 <  < 2

1,7 <  < 1,8

1,73 <  < 1,74

1,732 <  < 1,733

1,7320 <  < 1,7321
...........................................................

Oπότε έχουµε:

µε προσέγγιση εκατοστού

µε προσέγγιση χιλιοστού

µε προσέγγιση δεκάκις χιλιοστού

Πραγµατικοί αριθµοί R
Θα µελετήσουµε όλα τα σύνολα αριθµών που γνωρίζουµε.
• Το σύνολο των φυσικών αριθµών Ν: 0, 1, 2, 3,...
Oι φυσικοί αριθµοί παριστάνονται σε µία ευθεία µε σηµεία

όπου στην αρχή 0 έχουµε βάλει το µηδέν (0).
• Το σύνολο των ακέραιων αριθµών Ζ: ... –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3,...
Oι ακέραιοι αριθµοί παριστάνονται πάλι µε σηµεία, σε µια ευθεία

∆εξιά της αρχής 0 τοποθετούµε τους θετικούς ακέραιους αριθµούς και αρι-
στερά τους αρνητικούς.
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• Το σύνολο των ρητών αριθµών Q, δηλαδή των αριθµών που µπορούν να

γραφούν στη µορφή , όπου µ και ν ακέραιοι. (ν ≠ 0)

Oι ρητοί αριθµοί είναι σηµεία της ευθείας, αλλά δεν γεµίζουν πλήρως την ευ-

θεία.
• Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R, δηλαδή οι ρητοί και όλοι οι άρ-
ρητοι αριθµοί. Oι πραγµατικοί αριθµοί καλύπτουν πλήρως την ευθεία και
την ευθεία αυτή την ονοµάζουµε ευθεία ή άξονα των πραγµατικών αριθ-
µών.

Παρατηρήσεις – σχόλια
• Oι άρρητοι αριθµοί δεν είναι µόνο οι τετραγωνικές ρίζες των αριθµών
που δεν είναι τέλεια τετράγωνα, αλλά και άλλοι αριθµοί, όπως ο γνωστός
από τη µέτρηση του κύκλου αριθµός π.

• Oι ιδιότητες των πράξεων των ρητών αριθµών ισχύουν και στους πραγ-
µατικούς αριθµούς.

• Αν έχουµε πράξεις µε άρρητους αριθµούς, συνήθως του αντικαθιστούµε
µε τις ρητές προσεγγίσεις τους.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να βρείτε τις ρητές προσεγγίσεις του αριθµού έως και τρία δεκαδικά
ψηφία.

Λύση

Έχουµε:
42 = 16               και         52 = 25               οπότε  4 < <5

4,52 = 20,15          και      4,62 = 21,16          οπότε  4,5 < <4,6

4,582 = 20,9764      και    4,592 = 21,0681      οπότε  4,58 < < 4,59

4,5822 = 20,994724  και  4,5832 = 21,003889  οπότε  4,582  < < 4,583

Άρα = 4,582 µε προσέγγιση τριών δεκαδικών ψηφίων
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2) Να βρεθεί το σηµείο της ευθείας των πραγµατικών αριθµών που παρι-
στάνει τον αριθµό .

Λύση

Επειδή 13 = 9 + 4 = 32 + 22 υψώνουµε κάθετη ΑΒ = 2 στο σηµείο Α που

παριστάνει τον αριθµό 3. Οπότε το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο, και µε

εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος έχουµε:
OΒ2 = ΑΒ2 + OΑ2

OΒ2 = 22 + 32

OΒ2 = 4 + 9
OΒ2 = 13
OB = 

Με κέντρο το 0 και ακτίνα OB = γράφουµε κύκλο που τέµνει των

άξονα x΄x στο σηµείο Γ, που παριστάνει τον αριθµό .

3) ∆ίνεται ρόµβος ΑΒΓ∆ που έχει = 60˚ και πλευρά 
ΑΒ = 20cm. Να βρεθεί το εµβαδόν του.

Λύση

Το τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ισόπλευρο, άρα ΒΚ = Κ∆ = 10cm. 
Ισχύει Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγ. ΑΚΒ ( = 90˚)
ΑΒ2 = ΑΚ2 + ΒΚ2

202 = ΑΚ2 + 102

ΑΚ2 = 400 – 100
ΑΚ2 = 300
AΚ =

Έχουµε: ΕΑΒ∆ =

Επειδή τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΓΒ∆ είναι ίσα, προκύπτει ότι το εµβαδόν του
ρόµβου είναι διπλάσιο του εµβαδού του τριγ. ΑΒ∆, δηλαδή
ΕΑΒΓ∆ = 2 ^ 173,2 = 346,4cm2.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σ (σωστό) ή Λ (λάθος).

α) 2< < 3
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β) 2,2 < <2,5
γ) 3 < <4

δ) 3< <4

ε) 4,79 < < 4,80

2. Να βρείτε ποιοί από τους παρακάτω αριθµούς είναι άρρητοι και ποιοί
ρητοί;

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να βάλετε σε µια σειρά από τον µικρότερο στον µεγαλύτερο τους παρα-
κάτω αριθµούς

α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

2. Να βρείτε τις ρητές προσεγγίσεις έως και τρία δεκαδικά ψηφία των αριθ-
µών:
α) β) 

3.Να βρεθεί το σηµείο της ευθείας των πραγµατικών αριθµών που παριστά-

νει τον αριθµό 

4. Να λύσετε τις εξισώσεις:
α) x2 = 7,       β) x2 = –5,       γ) x2 = 1,       δ) x2 = 8

5.Ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τριγ. έχει υποτείνουσα 8cm. Να βρείτε µε
προσέγγιση εκατοστού το µήκος κάθε µίας από τις ίσες κάθετες πλευρές.

6.Ένα τετράγωνο έχει διαγώνιο 6cm. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του.

7. Να υπολογίσετε µε προσέγγιση εκατοστού το ύψος και το εµβαδόν ενός
ισόπλευρου τριγώνου µε πλευρά 8 cm.
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8. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο η κάθετη πλευρά ΑΒ = 4 cm
και 45˚. Να βρεθεί το ύψος Α∆ που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, µε
προσέγγιση εκατοστού.

9. Η χορδή ΑΒ του κύκλου είναι 24cm 
και απέχει από το κέντρο του κύκλου 6 cm. 
Να βρείτε τη διάµετρο του κύκλου.

10. ∆ίνεται ρόµβος ΑΒΓ∆ που έχει = 60˚ και η πλευρά του ΑΒ = 16cm.
Να υπολογίσετε τις διαγώνιες του ΑΓ και Β∆ καθώς και το εµβαδόν του.

11. Αν το εµβαδό ενός ισόπλευρου τριγώνου είναι να βρεθεί η
πλευρά και το ύψος του τριγώνου.

12.Ένα ορθογώνιο τραπέζιο έχει βάσεις 6cm και 9cm και εµβαδόν 45cm2.
Να υπολογίσετε την περίµετρό του µε προσέγγιση δύο δεκαδικών ψηφίων.

2.3  ΠΡΟΒΛHΜΑΤΑ

Σε διάφορα προβλήµατα της ζωής συναντάµε άρρητους αριθµούς για τους
οποίους χρησιµοποιούµε ρητές προσεγγίσεις δύο ή τριών δεκαδικών ψη-
φίων.

Πρόβληµα 1

Ένα οικόπεδο σχήµατος ορθογωνίου τραπεζίου ΑΒΓ∆ έχει 90˚,
ΑΒ = 18m, Γ∆ = 16m και Α∆ = 15m. Θέλουµε να το περιφράξουµε µε συρ-
µατόπλεγµα, που στοιχίζει 8 ευρώ το µέτρο. Πόσο θα µας στοιχίσει η περί-
φραξη;

Λύση

Το τρίγωνο ΓΕΒ είναι ορθογώνιο µε 
ΓΕ = Α∆ = 15m και 
ΕΒ = ΑΒ – ΑΕ = 18 – 16 = 2m. 
Απο το Πυθαγώρειο θεώρηµα έχουµε:
ΓΒ2 = ΓΕ2 + ΕΒ2

ΓΒ2 = 152 + 22

ΓΒ2 = 225 + 4
ΓΒ2 = 229

ΓΒ = 
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Oπότε η περίµετρος του ΑΒΓ∆ είναι: 15 + 18 + 15,13 + 16 = 64,13m
Άρα 64,13 ^ 8 = 513,04 ευρώ θα στοιχίσει η περίφραξη.

Πρόβληµα 2

Σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι 90˚, ΑΒ = 22cm, Γ∆ = 20cm και
Α∆ = 17cm. Να βρεθεί η περίµετρος και το εµβαδόν του τετραπλεύρου
ΑΒΓ∆.

Λύση

Εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώρηµα 
στο τριγ. ∆ΑΒ ( = 90˚):
Β∆2 = ΑΒ2 + Α∆2

Β∆2 = 222 + 172

Β∆2 = 484 + 289
Β∆2 = 773
Β∆  = 

Εφαρµόζουµε ξανά Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τριγ. :
ΒΓ2 = Β∆2 – Γ∆2

ΒΓ2 = 773 – 202

ΒΓ2 = 773 – 400
ΒΓ2 = 373
BΓ  = 

Άρα περίµετρος = 22 + 17 + 20 + 19,31 = 78,31cm

και εµβαδόν = (Εµβ. ) + (Εµβ. )

= 187 + 193,1
= 380,1cm2

Πρόβληµα 3

Σε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆, η διαγώνιος του και 

ο λόγος του πλάτους προς το µήκος είναι . Να βρείτε τις διαστάσεις του 

ορθογωνίου
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Λύση

Έστω ΒΓ = x   και   ΑΒ = y

Επειδή ισχύει

Απο το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο έχουµε:

Άρα x = 3cm   και   y = 5cm.

ΑΣΚHΣΕΙΣ

1)Μιά αποθήκη έχει ύψος 3,5m και 
η σκεπή της έχει σχήµα ισόπλευρου 
τριγώνου πλευράς 6m. Να βρείτε την 
απόσταση της κορυφής Α της σκεπής 
από το έδαφος, δηλαδή την απόσταση ΑΒ.

2.∆ύο πλευρές ενός τριγώνου έχουν µήκος 5cm και 4cm αντίστοιχα. Να βρε-
θεί η τρίτη πλευρά του, ώστε το τρίγωνο να είναι ορθογώνιο. (Να διακρίνετε
δύο περιπτώσεις)

3. Στο διπλανό σχήµα είναι ΑΕ = 20cm 
και Ε∆ = 16cm. Να βρεθούν οι πλευρές 
του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ).

4.Η διαγώνιος και η πλευρά ενός τετραγώνου έχουν άθροισµα 12,07cm. Να
βρεθεί η περίµετρος και το εµβαδόν του τετραγώνου.

5. Η διπλανή πινακίδα σχήµατος ρόµβου, 
έχει πλευρά  και οι διαγώνιες του 

έχουν λόγο ίσο µε . Να βρείτε πόσα λίτρα 

µπογιά θα χρειαστούµε για να βάψουµε 
400 πινακίδες (µπρος – πίσω), αν µε 1 λίτρο 
µπογιάς βάφουµε 2,88m2.
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6. O σταυρός του διπλανού σχήµατος 
αποτελείται απο πέντε ίσα τετράγωνα. 
Αν είναι ΑΒ = 30cm, να βρείτε 
το εµβαδόν τους σχήµατος.

7. Στο διπλανό σχήµα να βρείτε 
το εµβαδόν του τριγώνου ∆ΚΒ.

8. Ένα ορθογώνιο τριγ. έχει υποτείνουσα ΒΓ = 45cm και κάθετη
πλευρά ΑΓ = 27cm. Να βρείτε το ύψος Α∆ που αντιστοιχεί στην υποτεί-
νουσα ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ.

9. Σε ένα ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ Γ∆) είναι = 45˚ και Γ∆ =
20cm. Αν το ύψος του είναι 8cm, να βρεθούν οι άλλες πλευρές του και το εµ-
βαδόν του.

10. Oι συντεταγµένες των 
κορυφών του τριγώνου ΑΒΓ 
είναι Α(2,0), Β(0,4) Γ(4,6). 
Να υπολογίσετε τις πλευρές 
του και να εξετάσετε αν το 
ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.

11. Ένα χωράφι έχει σχήµα παραλλη-
λογράµµου, µε µία γωνία των 45˚ και 
πλευρές και 150m. Να βρείτε
πόσα κιλά σπόρους σιταριού θα αγορά-
σουµε, για να το σπείρουµε σιτάρι, αν για 
κάθε στρέµµα χρειαζόµαστε 50 κιλά σπόρους.
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
Α. Να δώσετε τον ορισµό της τετραγωνικής ρίζας ενός θετικού αριθµού α.
Β. Να συµπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες
i) 

ii) 

Γ.Πότε ένας αριθµός ονοµάζεται άρρητος;

Θέµα 2
Να βρεθούν οι τιµές του x ώστε να έχουν νόηµα οι παραστάσεις:
α) 

β) 

Θέµα 3
Ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) έχει βάση ΒΓ = 30cm και περίµε-
τρο 64cm. Να βρείτε:
α) το ύψος Α∆ του τριγώνου
β) το εµβαδόν του τριγώνου

Θέµα 4
Ένα οικόπεδο σχήµατος ορθογωνίου τραπεζίου ΚΛΜΝ έχει
ΚΛ = 29m, ΜΝ = 20m και ΚΝ = 12m. Θέλουµε να το περιφράξουµε µε
συρµατόπλεγµα, που στοιχίζει 12 ευρώ το µέτρο. Πόσο θα µας στοιχίσει η πε-
ρίφραξη;

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
Να κυκλώσετε τις σωστές απαντήσεις:
α) Ένας αριθµός x για τον οποίο είναι x2 = 49 είναι ο:
A. 24,5       B. –7       Γ. 98        ∆. 9

β) Η τετραγωνική ρίζα του 16 είναι:
A. 8       B. –4       Γ. 4         ∆. 32
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γ) Στο άξονα των πραγµατικών αριθµών δεξιότερα του 
A. B. 4       Γ. ∆. 

δ) Ο αριθµός είναι ίσος µε:

A. B. 16       Γ. 4         ∆. 8

ε) Από τους επόµενους αριθµούς, άρρητους είναι ο:

A. B. 7,63       Γ. ∆. 

Θέµα 2
Να υπολογίσετε τις παρακάτω παραστάσεις:
α) 

β) 

γ) 

δ) 

Θέµα 3
Η διαγώνιος ενός τετραγώνου είναι δ = 20cm. Να υπολογίσετε την περίµε-
τρο του.

Θέµα 4
Στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο 
να υπολογίσετε τα µήκη x, y και ω.
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u ttt3.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Oρισµός
Συνάρτηση ονοµάζεται η διαδικασία (σχέση) µε την οποία κάθε τιµή της µε-
ταβλητής x αντιστοιχίζεται σε µία µόνο τιµή της µεταβλητής y. Λέµε ότι "η µε-
ταβλητή y εκφράζεται ως συνάρτηση της µεταβλητής x".
π.χ.
Ένα κατάστηµα ηλεκτρικών ειδών κάνει έκπτωση 20% στις τιµές του. Μια
τηλεόραση κοστίζει 800 € χωρίς την έκπτωση. Επειδή γίνεται έκπτωση 20%, 

θα πληρώσουµε για την τηλεόραση αυτή €

Oµοίως για ένα στερεοφωνικό αξίας 500 ευρώ θα πληρώσουµε:

ευρώ

Γενικά για ένα προιόν αξίας x ευρώ, θα πληρώσουµε:

∆ηλαδή αν y είναι η τιµή µε την έκπτωση 20% και x η τιµή χωρίς την έκτωση,
τότε η σχέση που συνδέει τις δύο µεταβλητές είναι η: y = 0,8x
Λέµε τότε οτι έχουµε ορίσει τη συνάρτηση y = 0,8x
Για τη συνάρτηση αυτή έχουµε:
Για x = 800,         y = 0,8 ˆ 800 = 640
Για x = 600,         y = 0,8 ˆ 600 = 480
Για x = 500,         y = 0,8 ˆ 500 = 400
Για x = 300,         y = 0,8 ˆ 300 = 240  
Για x = 100,         y = 0,8 ˆ 100 = 80
Τα ζεύγη των αντιστοίχων αυτών τιµών τα γράφουµε στον παρακάτω πίνακα

O πίνακας αυτός λέγεται πίνακας τιµών της συνάρτησης y = 0,8x

Κεφάλαιο 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) ∆ίνεται η συνάρτηση y = 3x – 5. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα
τιµών:

Λύση

Για x = –4, y = 3 ˆ (–4) – 5 = –17
Για x = –2, y = 3 ˆ (–2) – 5 = –11
Για x = 0, y = 3 ˆ 0 – 5 = –5 
Για x = 2, y = 3 ˆ 2 – 5 = 1
Για x = 4, y = 3 ˆ 4 – 5 = 7
Άρα ο πίνακας τιµών είναι:

2)Ένας οινοπαραγωγός υπολόγισε ότι απο 100 κιλά σταφύλια παράγει 40
κιλά κρασί.
α) Πόσα κιλά κρασί θα κάνει από 800 κιλά σταφύλια;
β) Να εκφράσετε την ποσότητα y σε κιλά του κρασιού, που θα κάνει, ως συ-
νάρτηση της ποσότητας x των σταφυλιών.
γ) Από πόσα κιλά σταφύλια, θα κάνει ο οινοπαραγωγός αυτός 500 κιλά
κρασί;

Λύση

α) Απο 100 κιλά σταφύλια, κάνει 40 κιλά κρασί άρα από 800 κιλά σταφύλια
θα κάνει 8 ˆ 40 = 320 κιλά κράσι.
β) Απο x κιλά σταφύλια, θα κάνει κιλά κρασί.
Άρα y = 0,4 ˆ x
γ) Από τη συνάρτηση y = 0,4 ˆ x, για y = 500 έχουµε 500 = 0,4 ˆ x 

οπότε x = 1250 κιλά σταφύλια.
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΕΙΣ

1) Μια φαρµακευτική εταιρεία ανακοίνωσε αύξηση στα προιόντα της κατά
10%. Η σχέση που εκφράζει τις νέες τιµές των προιόντων y ως συνάρτηση
των παλιών τιµών x, είναι:

α) y = x + 10        β) y = 1,1x        γ) δ) y = 0,1x

2) Μια αντιπροσωπία αυτοκινήτων κάνει προσφορά σε όλα τα µοντέλα της,
έκτωση 4000 ευρώ. Η σχέση που εκφράζει τις νέες τιµές y των αυτοκινήτων,
ως συνάρτηση των παλιών τιµών x, είναι:
α) y = x + 4000        β) y = 4000x        γ) y = 0,04x        δ) y = x – 4000

3) Το εµβαδόν ενός τριγώνου µε βάση x και ύψος y είναι 60cm2. Η σχέση
που εκφράζει το µήκος του y ως συνάρτηση του x, είναι:

α) β) y = 120 ˆ x         γ) δ) y = x + 120

4) Σε ορθογώνιο µε αρχικές διαστάσεις 4cm και 5cm, διατηρούµε σταθερό
το µήκος 5cm και αυξάνουµε το πλάτος κατά x cm. Η σχέση που εκφράζει το
εµβαδόν Ε ως συνάρτηση του x είναι:

α) Ε = 5 ˆ 4 + x       β) Ε = 20 + 4x       γ) Ε = (5 + x) ˆ 4       δ) Ε = 20 + 5x

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.∆ίνεται η συνάρτηση Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

τιµών:

2. ∆ίνεται η συνάρτηση Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πί-
νακα τιµών: 
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3. ∆ίνεται η συνάρτηση Να συµπληρώσετε τον παρακάτω
πίνακα τιµών: 

4. Το Φ.Π.Α. για τα ηλεκτρικά είδη είναι 19% . Να εκφράσετε τις τιµές y µε
Φ.Π.Α., ως συνάρτηση των τιµών x χωρίς Φ.Π.Α.

5. Για να νοικιάσουµε ένα πούλµαν απο ένα ταξιδιωτικό γραφείο για να
πάµε µια εκδροµή, µας ζήτησαν 200 ευρώ και 0,5 ευρώ για κάθε χιλιόµετρο.
Να εκφράσετε το συνολικό ποσό y, που θα πληρώσουµε, ως συνάρτηση των
χιλιοµέτρων x που θα διανύσει το πούλµαν. Στη συνέχεια να συµπληρώσετε
τον πίνακα τιµών:

6. Ένα τραπέζιο έχει µεγάλη βάση τριπλάσια της µικρής και το ύψος του
είναι διπλάσιο από τη µικρή βάση. Να εκφράσετε το εµβαδόν Ε ως συνάρ-
τηση της µικρής βάσης x.

7.Ένα ορθογώνιο έχει πλευρές µε µήκη x και y. 
α) Αν η περίµετρος του ορθογωνίου είναι 50cm, να εκφράσετε την πλευρά

y ως συνάρτηση της πλευράς x. Στη συνέχεια να βρείτε τις πλευρές του ορ-
θογωνίου όταν η µία από αυτές είναι 8cm.

β) Αν το εµβαδόν του ορθογωνίου είναι 240cm2, να εκφράσετε την πλευρά
y ως συνάρτηση της πλευράς x. Στη συνέχεια να βρείτε τις πλευρές του ορ-
θογωνίου όταν η µία από αυτές είναι 15cm.

8. O µισθός ενός υπαλλήλου αυξήθηκε κατά 5%.
α) Να εκφράσετε τον νέο µισθό y του υπαλλήλου, ως συνάρτηση του προη-
γούµενου µισθού x.

β) Nα συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιµών:
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9. Nα συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιµών της συνάρτησης y = 2χ – 3:

10. Ένα αεροπλάνο κινείται µε ταχύτητα 450 χιλιόµετρα την ώρα.
α) Πόση απόσταση θα διανύσει σε 3 ώρες;
β) Nα εκφράσετε την απόσταση S (σε χιλιόµετρα) που θα έχει διανύσει το
αεροπλάνο ως συνάρτηση του χρόνου t (σε ώρες).

γ) Πόσες ώρες θα χρειαστεί για να διανύσει µια απόσταση 2.250 χι λιοµέ-
τρων;

3.2  ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ - 
ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Έχουµε δύο κάθετους άξονες
x΄x και y΄y µε κοινή αρχή  0. Απο
ένα σηµείο Μ του επιπέδου
φέρνουµε τις κάθετες στους δύο
άξονες x΄x και y΄y. Oνοµάζουµε
τετµηµένη του σηµείου Μ τον
αριθµό που αντιστοιχεί στο
ίχνος της καθέτου προς τον x΄x
και τεταγµένη του Μ τον αριθ -
µό που αντιστοιχεί στο ίχνος της
καθέτου προς τον y΄y. ∆ηλαδή
στο σηµείο Μ αντι στοιχίζουµε
το ζεύγος (3,4). Το 3 ονοµάζε-
ται τετµηµένη του σηµείου Μ,
ενώ το 4 ονοµάζεται τεταγµένη
του Μ. Oι δύο αριθµοί µαζί λέ-
γονται συντεταγµένες του ση-
µείου Μ και γρά  φουµε Μ (3,4).
Παρατηρούµε ότι:
• Κάθε σηµείο του επιπέδου αντιστοιχεί σε ένα µόνο ζεύγος συντεταγµέ-
νων και, αντιστρόφως, κάθε ζεύγος αριθµών αντιστοιχεί σε ένα µόνο ση-
µείο του επιπέδου.

Oι άξονες x΄x και y΄y ονοµάζονται σύστηµα ορθογωνίων αξόνων ή πιο απλά
σύστηµα αξόνων.
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Παρατηρήσεις – Σχόλια
• Όταν οι µονάδες µέτρησης στους άξονες έχουν το ίδιο µήκος, τότε το σύ-
στηµα λέγεται ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων. Υπάρχουν περιπτώσεις
στις οποίες επιβάλλεται να χρησιµοποιήσουµε διαφορετικές µονάδες µέ-
τρησης στους άξονες x΄x και y΄y. Ένα τέτοιο σύστηµα δεν είναι ορθοκα-
νονικό.

• Κάθε σηµείο του άξονα x΄x έχει τεταγµένη µηδέν ενώ κάθε σηµείο του
άξονα y΄y έχει τετµηµένη µηδέν.

π.χ. σηµεία του άξονα x΄x
Α(3,0) και Β(–4,0)

σηµεία του άξονα y΄y
Γ(0,5) και ∆(0,–2)

• Το σύστηµα αξόνων χωρίζει το επίπεδο σε 4 γωνίες, που κάθε µια ονο-
µάζεται τεταρτηµόριο. Στο παρακάτω σχήµα σηµειώνονται τα πρόσηµα
της τετµηµένης και της τεταγµένης σε κάθε τεταρτηµόριο.
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Γραφική παράσταση συνάρτησης
Γραφική παράσταση µιας συνάρτησης, µε την οποία ένα µέγεθος y εκφρά-
ζεται ως συνάρτηση ενός άλλου µεγέθους x, ονοµάζεται το σύνολο όλων των
σηµείων του επιπέδου µε συντεταγµένες (x, y).
• Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης δίνει τη γεωµετρική εικόνα της
συνάρτησης αυτής και µας βοηθάει να αντλήσουµε χρήσιµες πληροφορίες
για τη σχέση των µεταβλητών x και y.

• Για να κάνουµε τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης κάνουµε τα
εξής:

1) Κάνουµε τον πίνακα τιµών της συνάρτησης
2) Τοποθετούµε τα διατεταγµένα ζεύγη που ορίζονται από τον πίνακα
τιµών σε ένα σύστηµα ορθογωνίων αξόνων, οπότε βρίσκουµε τα αντί-
στοιχα σηµεία.

3) Ενώνουµε τα παραπάνω σηµεία µε µια γραµµή. Η γραµµή αυτή είναι
η γραφική παράσταση της συνάρτησης.

Παρατηρήσεις – Σχόλια
• Επειδή σε κάθε συνάρτηση η τιµή της µεταβλητής x αντιστοιχίζεται σε

µια µόνο τιµή της µεταβλητής y, στη γραφική της παράσταση δεν υπάρ-
χουν δύο ή περισσότερα σηµεία που να έχουν την ίδια τετµηµένη. Άρα για
να είναι µια γραµµή, γραφική παράσταση µιας συνάρτησης, δεν πρέπει
να υπάρχει κάθετη προς τον οριζόντιο άξονα x΄x που να την τέµνει σε δύο
σηµεία.

• Όταν η µεταβλητή x παίρνει ακέραιες τιµές, τότε η γραφική παράσταση
της συνάρτησης αποτελείται από µεµονωµένα σηµεία του επιπέδου.

Όταν η µεταβλητή x παίρνει πραγµατικές τιµές, τότε η γραφική παρά-
σταση της συνάρτησης είναι µια συνεχής γραµµή.

• Όταν ένα σηµείο βρίσκεται στη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης,
τότε οι συντεταγµένες του επαληθεύουν τη συνάρτηση.

Όταν οι συντεταγµένες ενός σηµείου επαληθεύουν µια συνάρτηση, τότε
το σηµείο θα ανήκει στη γραφική παράσταση της συνάρτησης.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) ∆ίνεται το σηµείο Μ(–4,5). Να βρείτε το συµµετρικό του Μ ως προς:
α) τον άξονα x΄x
β) τον άξονα y΄y
γ) την αρχή 0 των αξόνων.
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Λύση

α) Το συµµετρικό του ση-
µείου Μ(–4,5) ως προς
τον άξονα x΄x είναι το ση-
µείο Κ(–4, –5)
β) Το συµµετρικό του ση-
µείου Μ(–4,5) ως προς
τον άξονα y΄y είναι το ση-
µείο Λ(4,5)
γ) Το συµµετρικό του ση-
µείου Μ(–4,5) ως προς
την αρχή 0 των αξόνων
είναι το σηµείο Ν(4, –5)

2) ∆ίνονται τα σηµεία Κ(–3, –4) και Λ(9,5). Να υπολογίσετε την απόσταση ΚΛ

Λύση

Σχηµατίζουµε το ορθο-
γώνιο τρίγωνο ΚΛΜ.
Το σηµείο Μ έχει συ-
ντεταγµένες (9, –4).
Τότε ΚΜ = 12 και
ΛΜ = 9. Απο το Πυθα-
γόρειο θεώρηµα έχο  υ -
µε:
ΚΛ2 = ΚΜ2 + ΛΜ2

ΚΛ2 = 122 + 92

ΚΛ2 = 144 + 81
ΚΛ2 = 225

ΚΛ = 15
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Γενικά, το συµµετρικό του σηµείου Α(x, y)
• ως προς τον άξονα x΄x είναι το Β(x, –y)

• ως προς τον άξονα y΄y είναι το Γ(–x, y)

• ως προς την αρχή 0 των αξόνων είναι το ∆(–x, –y)

Μ



3) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης y = x2 όταν 
–2 ≤ x ≤ 2 και
α) x ακέραιος
β) x πραγµατικός

Λύση

Σχηµατίζουµε τον πίνακα τιµών της συνάρτησης y = x2

α) Όταν χ είναι ακέραιος τότε η γρα-
φική παράσταση της y = x2 για 
–2 ≤ x ≤ 2 είναι µόνο τα σηµεία  
Α(–2, 4) Β(–1,1) 0(0,0) Γ(1,1) και
∆(2,4).

β) Όταν x είναι πραγµατικός τότε η
γραφική παράσταση της y = x2 για
–2 ≤ x ≤ 2 είναι η καµπύλη που ενώνει
τα σηµεία Α, Β, 0, Γ, ∆.
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Γενικότερα:
Αν έχουµε δύο σηµεία Α(x

Α
, y

Α
) και Β(x
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Β
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∆
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4. ∆ίνεται η συνάρτηση y = 3x2 + κ. Να βρείτε το κ, ώστε το ζεύγος (3,20) να
ανήκει στη γραφική παράσταση της συνάρτησης.

Λύση

Επειδή το ζεύγος (3,20) ανήκει στη γραφική παράσταση της συνάρτησης y =
3x2 + κ, οι συντεταγµένες του θα την επαληθεύουν. Άρα θα έχουµε:
20 = 3 ˆ 32 + κ
20 = 3 ˆ 9 + κ
20 = 27 + κ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Να αντιστοιχίσετε σε κάθε σηµείο τις συντεταγµένες του:

Σηµείο Συντεταγµένες
Α (3,4)
Β (1, –2)
Γ (–3,0)
∆ (–3,4)
Ε (4,3)

(0, –3)
(–5, –2)
(–2, –5)

2) Να συµπληρώσετε τον πίνακα:
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3) ∆ίνονται τα σηµεία Α(–1,5),  Β(–3, –1)  και  Γ(4,1). 
Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση απο τις παρακάτω:
α) ΑΒ < ΑΓ      β) ΑΒ = ΑΓ      γ) ΑΒ > ΑΓ      δ) ΑΒ = ΒΓ      ε) ΑΓ = ΒΓ 

4)Με βάση το παρακάτω σχήµα να επιλέξετε τη σωστή απάντηση:

δ) Α: Ε
ΑΒΓ

= 5τ.µ.   Β: Ε
ΑΒΓ

= 10τ.µ.     Γ: Ε
ΑΒΓ

= 15τ.µ.

5) Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης. Να
συµπληρώσετε τις παρακάτω προτάσεις:

α) για x = –3,   είναι    y =
β) για x = –2,   είναι    y =
γ) για x = 0,     είναι    y =
δ) για x = 2,     είναι    y =
ε) για x = 3,     είναι    y =
στ) για x = 4,   είναι    y =
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Σε ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων να σηµειώσετε τα σηµεία:

Α(–4,2),       Γ(0,2),      Ε(3,5, –2,7),      Ζ(5,0).

2. ∆ίνονται τα σηµεία Α(7, –2)  και  

Να βρείτε τις συντεταγµένες των συµµετρικών τους σηµείων
α) ως προς τον άξονα x΄x
β) ως προς τον άξονα y΄y
γ) ως προς την αρχή 0 των αξόνων

3. ∆ίνονται τα σηµεία Α(0, –2),  Β(–1, 1)  και  Γ(–4, 0).
Να βρεθούν:
α) τα µήκη των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ
β) να δειχθεί ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο
γ) να υπολογίσετε το εµβαδόν του.

4. Να βρείτε τις αποστάσεις των σηµείων Α(5,2), Β(–2,4) και Γ(–1,0) απο
τους άξονες x΄x και y΄y.

5. Να βρείτε τις αποστάσεις των σηµείων:
α) Α(4, –2)   και     Β(1,2)
β) Γ(5,3)       και     ∆(3, –3)
γ) Ε(7,2)       και     Ζ(7, –5) 
δ) Κ(–3, 5)    και    Λ(4,5)

6. ∆ίνεται η συνάρτηση y = 2x2 µε –2 ≤ x ≤ 2. Να σχεδιάσετε τη γραφική της
παράστασης, όταν:
α) x είναι ακέραιος β) x είναι πραγµατικός

7. ∆ίνεται η συνάρτηση y = –2x2 + λ. Να βρείτε το λ, ώστε το ζεύγος 
(–3, –15) να ανήκει στη γραφική παράσταση της συνάρτησης.

8. Ένα αεροπλάνο Α κινείται µε ταχύτητα 400Km/h και κατευθύνεται προς
το αεροδρόµιο Β. Η θέση του αεροπλάνου ως προς ένα σύστηµα συντεταγ-
µένων µε αρχή το Β και µονάδα µέτρησης τα 100Km, είναι Α(3, –4). Σε πόση
ώρα θα φτάσει στο αεροδρόµιο;

Μέρος 

Α΄

84

ttttt



u ttt

9. Η θερµοκρασία F σε βαθµούς Φαρενάιτ ως συνάρτηση των βαθµών κελ-
σίου C, φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:

α) Να κατασκευάσετε σε ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων τη γραφική
παράσταση της συνάρτησης αυτής

β) Πόσο είναι η θερµοκρασία σε βαθµούς F, όταν σε βαθµούς C είναι 10˚
γ) Πόσο είναι η θερµοκρασία σε βαθµούς C, όταν σε βαθµούς F είναι 77˚ 

10. Το «ιδανικό» βάρος y σε Kg, ενός ενήλικου άνδρα, ως συνάρτηση του
ύψους x σε cm φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:

α) Να κατασκευάσετε σε ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων τη γραφική
παράσταση της συνάρτησης αυτής, για 170 ≤ x ≤ 200

β) Πόσο είναι το ιδανικό βάρος για ένα άνδρα ύψους 175cm
γ) Να βρείτε το ύψος ενός άνδρα µε «ιδανικό» βάρος 76,5Kg.

3.3  H ΣΥΝAΡΤΗΣΗ y = α · x  

- ΠΟΣA ΑΝAΛΟΓΑ

Ανάλογα ποσά
• ∆ύο ποσά λέγονται ανάλογα, όταν πολλαπλασιάζοντας τις τιµές του ενός
ποσού µε έναν αριθµό, πολλαπλασιάζονται και οι αντίστοιχες τιµές του
άλλου ποσού µε τον ίδιο αριθµό.

• Αν δύο ποσά είναι ανάλογα, τότε ο λόγος των τιµών του ενός προς τις
αντίστοιχες τιµές του άλλου είναι σταθερός, δηλαδή αν x και y είναι οι 

αντίστοιχες τιµές, τότε ο λόγος είναι σταθερός.

• Αν δύο ποσά είναι ανάλογα, τότε οι τιµές y του ενός εκφράζονται ως συ-
νάρτηση των τιµών x του άλλου µε την ισότητα  y = α ˆ x.

• Η γραφική παράσταση της συνάρτησης y = α ˆ x είναι µία ευθεία που
διέρχεται από την αρχή 0 των αξόνων.
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Βαθµοί Κελσίου C 0 5 20 30

Βαθµοί Φαρενάιτ F 32 41 68 86

(cm) x 170 180 190 200

(Kg) y 63 72 81 90



Η κλίση της ευθείας y = αx

Κλίση της ευθείας y = αx ονοµάζεται ο σταθερός λόγος που είναι ίσος µε α.

Για παράδειγµα, η ευθεία y = 3x έχει κλίση 3, ενώ η ευθεία  έχει 

κλίση ίση µε

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Σε ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων να σχεδιάσετε τις ευθείες ε
1
: y =

2x και ε
2
: y = –3x.

Λύση

Κάνουµε τον πίνακα τιµών των δύο συναρτήσεων και έχουµε: 

ε
1
: y = 2x          ε

2
: y = –3x

2) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξό-
νων και το σηµείο Α(–3,5).

Λύση

Επειδή το σηµείο Α έχει συντεταγµένες x = –3, y = 5 η κλίση της ευθείας θα 

είναι 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ – ΣΧOΛΙΑ
Η συνάρτηση y = αx, όταν είναι α > 0 έχει γραφική παράσταση µια ευθεία
που βρίσκεται στο 1=

ο και στο 3=
ο τεταρτηµόριο, ενώ όταν είναι α < 0, βρί-

σκεται στο 2=
ο και 4=

ο τεταρτηµόριο.
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Άρα η εξίσωση της ευθείας είναι η

3) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ε
1
και ε

2
που έχουµε στο παρακάτω

σχήµα.

Λύση 

Η ευθεία ε
1
διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σηµείο µε συ-

ντεταγµένες x = –3, y = 3, οπότε η ε
1
έχει κλίση Άρα η εξίσωση

της ευθείας ε
1
: y = –x.

Η ευθεία ε
2
διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σηµείο µε συ-

ντεταγµένες x = 4, y = 5, οπότε η ε
2
έχει κλίση Άρα η εξίσωση της 

ευθείας ε
2
:

4) O φόρος προστιθέµενης αξίας (Φ.Π.Α.) για τα ηλεκτρικά είδη είναι 19%.
α) Πόσο είναι ο Φ.Π.Α. για
µια τηλεόραση αξίας 500 €;
Ποιά είναι η τιµή που θα
αγοράσουµε την τηλεόραση
µε το Φ.Π.Α.;
β) Να συµπληρώσετε τον δι-
πλανό πίνακα.
γ) Να εκφράσετε τα ποσά y
και ω ως συναρτήσεις του x.

Λύση

α) O Φ.Π.Α. που αναλογεί είναι €.

Άρα η τιµή που θα αγοράσουµε την τηλεόραση µε το Φ.Π.Α. είναι 500 + 95
= 595 €.
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β)

γ) Τα ποσά x και y είναι ανάλογα γιατί:

Άρα y = 0,19x

Τα ποσά x και ω είναι ανάλογα γιατί:

Άρα ω = 1,19x

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) α) Να συµπληρώσετε τον διπλανό 
πίνακα των ανάλογων ποσών x και y

β) Ποιός από τους παρακάτω τύπους εκφράζει το y ως συνάρτηση του χ;

2) Ποιά από τις παρακάτω ευθείες έχει κλίση ;

3) Ποιά από τις παρακάτω ευθείες διέρχεται από το σηµείο Α(–1,3);

4)Να αντιστοιχίσετε κάθε ευθεία της στήλης Α, µε τα τεταρτηµόρια που βρί-
σκεται στη στήλη Β.
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Αρχική τιµή x 500 600 800 1000

Φ.Π.Α.  y 95 114 152 190
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Στήλη Α Στήλη Β
α)  y = –5x

β) 1.  1o και 3o  τεταρτηµόριο

γ) 2.  2o και 4o τεταρτηµόριο

δ) 

ε)  y = x

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιµών των ανάλογων ποσών
x και y:

β) Να εκφράσετε το y ως συνάρτηση του x
γ) Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση αυτή.

2. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα ορθογωνίων αξόνων τις ευθείες:
y = 3x,         y = –5x και      y = –2x

3. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα ορθογωνίων αξόνων τις ευθείες:

y = 2x      και      

Τί γωνία σχηµατίζουν οι δύο ευθείες;

4. Μια ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σηµείο
Α(–4,6). Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας αυτής.

5. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία έχει κλίση και διέρχεται
από την αρχή των αξόνων.

6. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ε
1
και ε

2
του παρακάτω σχήµατος.
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7.Ένα πλοίο κινείται µε σταθερή ταχύτητα υ = 8 µίλια ανα ώρα. Να εκφρά-
σετε το διάστηµα S που διανύει το πλοίο ως συνάρτηση του χρόνου t. Να πα-
ραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση αυτή.

8. Να βρείτε την κλίση µιας ευθείας η οποία διέρχεται από την αρχή 0 των
αξόνων και από το σηµείο Λ(3, –6).

9.Μια επιχείρηση έκανε αύξηση 5% στις αποδοχές των εργαζοµένων της.
α) Να βρείτε τη σχέση που εκφράζει τις νέες αποδοχές y των εργαζοµένων
ως συνάρτηση των παλιών τους αποδοχών x.

β) Να βρείτε τις νέες αποδοχές ενός εργαζοµένου που είχε µισθό 850 ευρώ.
γ) Να βρείτε τις παλιές αποδοχές ενός εργαζοµένου που παίρνει τώρα 945
ευρώ.

10. Αν το λάδι κοστίζει 5 ευρώ το λίτρο.
α) Να βρείτε τη σχέση που εκφράζει την αξία y του λαδιού ως συνάρτηση της
ποσότητας x σε λίτρα.

β) Απο τη γραφική παράσταση να εκτιµήσετε την αξία 10,5 λίτρων λαδιού.
γ) Απο τη γραφική παράσταση να εκτιµήσετε την ποσότητα σε λίτρα του λα-
διού, αξίας 45 ευρώ.

11. Μια ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σηµείο
α) Να βρείτε τη συνάρτηση που έχει ως γραφική παράσταση την ευθεία αυτή.
β) Να βρείτε τη γωνία που σχηµατίζει η παραπάνω ευθεία µε τον άξονα Οx.
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u ttt3.4 Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ y = αx + β

• Η γραφική παράσταση της συνάρτησης y = αx + β, όπου x πραγµατικός
αριθµός και β ≠ 0, είναι µια ευθεία παράλληλη προς τη γραφική παράσταση
της συνάρτησης y = αx, που τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο (0,β).

Παράδειγµα:

Η ευθεία είναι  

παράλληλη στην ευθεία

και τέµνειτον άξονα y΄y 
στο σηµείο (0,2)

• O αριθµός α λέγεται κλίση της ευθείας y = αx + β. Oπότε η κλίση της ευ-

θείας είναι ίση µε 

• Κάθε εξίσωση της µορφής αx + βy = γ, µε α ≠ 0 ή β ≠ 0 παριστάνει ευ-
θεία.

– Αν α ≠ 0 και β ≠ 0 η εξίσωση    αx + βy = γ    γίνεται

βy = –αx + γ

που παριστάνει ευθεία µε κλίση 

– Αν α = 0 και β ≠ 0 η εξίσωση  αx + βy = γ   γίνεται  0x + βy = γ   ή

που παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα x΄x.

– Αν α ≠ 0 και β = 0 η εξίσωση  αx + βy = γ   γίνεται  αx + 0y = γ    ή

που παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα y΄y.

• Η ευθεία y = 0 παριστάνει τον άξονα x΄x.

Η ευθεία χ = 0 παριστάνει τον άξονα y΄y.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ - ΣΧOΛΙΑ

Για να βρούµε το σηµείο στο οποίο η ευθεία αx + βy = γ, µε α ≠ 0 ή β ≠ 0 τέ-
µνει τον άξονα x΄x, θέτουµε y = 0 και υπολογίζουµε την τετµηµένη x.
Για να βρούµε το σηµείο στο οποίο η ευθεία αx + βy = γ, µε  α ≠ 0 ή β ≠ 0
τέµνει τον άξονα y΄y, θέτουµε x = 0 και υπολογίζουµε την τεταγµένη y.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  y = –3x + 1
και  y = –3x – 2, όπου x πραγµατικός αριθµός.
Τι παρατηρείτε:

Λύση

Κάνουµε πίνακα τιµών για τις δυο ευθείες:
Για την y = –3x + 1 έχουµε

Για την y = –3x – 2 έχουµε

Παρατηρούµε ότι οι ευθείες είναι παράλληλες

2) ∆ίνεται η εξίσωση 5x + 3y = 15 όπου x, y πραγµατικά αριθµοί.
α) Να βρείτε τα σηµεία στα οποία η ευθεία αυτή τέµνει τους άξονες.
β) Να βρείτε την κλίση της ευθείας.
γ) Να τη σχεδιάσετε σε σύστηµα αξόνων και να υπολογίσετε το εµβαδόν του
τριγώνου που σχηµατίζει µε τους άξονες.

Λύση

α) Για να βρούµε σε ποιό σηµείο η ευθεία τέµνει τον άξονα x΄x, θέτουµε y =
0, οπότε έχουµε:
5x + 3 ˆ 0 = 15     ή     5x = 15     ή     x = 3
Άρα τέµνει τον άξονα x΄x στο σηµείο Α(3,0).
Για να βρούµε σε ποιό σηµείο η ευθεία τέµνει τον άξονα y΄y, θέτουµε x = 0,
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οπότε έχουµε:
5 ˆ 0 + 3 ˆ y = 15 ή     3 ˆ y = 15 ή     y = 5
Άρα τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο Β(0,5).

β) Για να βρούµε την κλίση της ευθείας αυτής, εκφράζουµε το y ως συνάρ-
τηση του x, οπότε έχουµε:
5x + 3y = 15
3y = 15 – 5x

ή

Άρα η κλίση της ευθείας είναι 

γ) Τοποθετούµε τα σηµεία Α(3,0) 
και Β(0,5) σε σύστηµα αξόνων και 
τα ενώνουµε για να σχηµατίσουµε 
τη γραφική παράσταση της 5x + 3y = 15.

τ.µ.

3)Ένα δοχείο περιέχει απεσταγµένο νερό. Με µια µικρή αντλία αδειάζουµε
σιγά – σιγά το δοχείο. O όγκος V(m3) του νερού στο δοχείο ως συνάρτηση
του χρόνου t(min) δίνεται από τη σχέση V = 36 – 0,2t όπου t ο χρόνος που
πέρασε από τη στιγµή που άρχισε να λειτουργεί η αντλία.
α) Να βρείτε τον όγκο του νερού στη δεξαµενή τη στιγµή που άρχισε να λει-
τουργεί η αντλία.

β) Μετά από πόσο χρόνο το δοχείο θα έχει αδειάσει;
γ) Να παραστήσετε γραφικά τον όγκο V ως συνάρτηση του χρόνου t.

Λύση

α) Για t = 0 η ισότητα V = 36 – 0,2t δίνει V = 36m3.
β) Το δοχείο θα έχει αδειάσει όταν γίνει V = 0, οπότε 
36 – 0,2t = 0
36 = 0,2t
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t = 180min ή 3 ώρες

γ) Oι δυνατές τιµές του
χρόνου t είναι 0 ≤ t ≤ 180.
Άρα η γραφική παράστα -
ση της συνάρτησης V =
36 – 0,2t είναι το ευθύ -
γραµµο τµήµα µε άκρα
τα σηµεία (0,36) και
(180,0).

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Η ευθεία y = – 7x είναι παράλληλη προς την:
Α: y = x – 7         Β: y = –7 + x         Γ: y = 7x – 3         ∆: y = –7x + 3
Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση.

2) Η ευθεία µε εξίσωση y = 2x – 6 τέµνει τον άξονα x΄x στο σηµείο:
Α: (6,0)        Β: (3,0)        Γ: (–6,0) ∆: (2,0)

3) Η ευθεία µε εξίσωση τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο:

Α: (0,7)    ∆: (7,0)

4)Μια ευθεία ε τέµνει τους άξονες στα σηµεία (–2,0) και (0,3).
Η εξίσωσή της είναι:
Α: 3x – 2y = 6        Β: 2x – 3y = 6        Γ: –3x + 2y = 12        ∆: 3x – 2y = –6
Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση.

5) Η ευθεία µε εξίσωση x – 3y = 6
α) έχει κλίση:
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Α: 3 Γ: –3  

β) τέµνει τον άξονα x΄x στο σηµείο:
Α: (3, 0)          Β: (–2, 0)         Γ: (6, 0)         ∆: (1, 0)
γ) τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο:
Α: (0, –2)         Β: (0, –3)         Γ: (0, 6)         ∆: (0, –1)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Στο ίδιο σύστηµα αξόνων να σχεδιάσετε τις ευθείες µε εξισώσεις:
ε

1
: y = 2x,          ε

2
: y = 2x + 3,         ε

3
: y = 2x – 2

2. Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση y = –5x + 3, όταν:
α) ο x είναι πραγµατικός αριθµός
β) x ≤ 0
γ) –3 ≤ x ≤ 3

3. ∆ίνονται οι ευθείες y = (5λ – 2)x + 3  και  y = (λ + 2)x – 9
Να προσδιορίσετε το λ, ώστε οι ευθείες να είναι παράλληλες.

4.Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία έχει κλίση και τέµνει τον
άξονα y΄y στο σηµείο µε τεταγµένη 7.

5. ∆ίνονται τα σηµεία Α(–2, 1) και Β(2,4)
α) Να υπολογίσετε την απόσταση ΑΒ
β) Να εξετάσετε αν η ευθεία –3x + 4y = 10 διέρχεται από τα σηµεία Α και Β.

6. Να βρείτε τα σηµεία στα οποία τέµνει τους άξονες, η ευθεία µε εξίσωση
4x – 3y = 12. Στη συνέχεια να τη σχεδιάσετε σε σύστηµα αξόνων και να υπο-
λογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζει µε τους άξονες.

7. α) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της ευθείας 2x + y = 4.
β) Να βρείτε την κλίση της ευθείας αυτής.
γ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζει µε τους άξονες.

8. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα ορθογωνίων αξόνων το ορθογώνιο
ΚΛΜΝ, του οποίου οι πλευρές ανήκουν στις ευθείες y = –1, y = 3, x = –5 και
x = 2.
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α) Ποιές είναι οι συντεταγµένες των κορυφών Κ,Λ,Μ,Ν.
β) Να βρείτε το µήκος της διαγωνίου ΚΜ του ορθογωνίου ΚΛΜΝ.

9. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σηµείο Α(–3, 1)
και είναι παράλληλη στην ευθεία y = 5x – 7.

10.Ένας εµπορικός αντιπρόσωπος έχει µηνιαίο µισθό 800 ευρώ και 5% επί
της αξίας των πωλήσεων που πραγµατοποιεί.
α) Να εκφράσετε τις µηνιαίες αποδοχές y του αντιπροσώπου ως συνάρτηση
των πωλήσεων x που κάνει.

β) Ποιά είναι η αξία του εµπορεύµατος που πρέπει να πουλήσει, για να φτά-
σουν οι αποδοχές του τα 1200 ευρώ;

γ) Να σχεδιάσετε σε σύστηµα ορθογωνίων αξόνων τη συνάρτηση αυτή.

11. Ένα ξενοδοχείο δυναµικότητας 100 κλινών έχει κατά µέσο όρο καθηµε-
ρινά έξοδα 1200 ευρώ. Αν 80 ευρώ κοστίζει η διανυκτέρευση:
α) Να εκφράσετε το ηµερήσιο κέρδος y ως συνάρτηση του αριθµού των πε-
λατών x.

β) Να σχεδιάσετε σε σύστηµα ορθογωνίων αξόνων τη συνάρτηση αυτή.

12. Ένα αυτοκίνητο ξεκινάει απο την πόλη Α για να πάει στην πόλη Β. Η
απόσταση (Km) του αυτοκινήτου από την πόλη Β δίνεται από τη σχέση
S = 600 – 80t, όπου t ο χρόνος σε ώρες, που πέρασε απο τη στιγµή που ξε-
κίνησε από την πόλη Α.
α) Να βρείτε την απόσταση των δύο πόλεων Α και Β.
β) Μετά από πόσες ώρες το αυτοκίνητο θα φτάσει στην πόλη Β.
γ) Να παραστήσετε γραφικά την απόσταση S ως συνάρτηση του χρόνου t.

13.∆ίνεται η συνάρτηση y = (3α + 1)x + 2 της οποίας η γραφική παράσταση
διέρχεται από το σηµείο Α(2, – 2).
α) Να υπολογίσετε το α.
β) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης αυτής.

14. ∆ίνεται η ευθεία (ε) µε εξίσωση y = (2λ + 1)x + 3µ – 2.
Αν γνωρίζουµε ότι είναι παράλληλη στην ευθεία µε εξίσωση y = –5x + 7 και
περνάει από το σηµείο Β(–1, 6), να βρείτε τους αριθµούς λ και µ.
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u ttt3.5  Η ΣΥΝAΡΤΗΣΗ          
-Η ΥΠΕΡΒΟΛH

Ποσά αντιστρόφως ανάλογα
• ∆ύο ποσά λέγονται αντιστρόφως ανάλογα, όταν πολλαπλασιάζοντας τις
τιµές του ενός ποσού µε έναν αριθµό, διαιρούνται οι αντίστοιχες τιµές
του άλλου µε τον ίδιο αριθµό.

• Αν δύο ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα, τότε το γινόµενο των αντίστοι-
χων τιµών τους είναι σταθερό.

• Αν α ≠ 0 είναι το σταθερό γινόµενο δύο αντιστρόφως ανάλογων ποσών x 

και y, τότε το y εκφράζεται ως συνάρτηση του x από τον τύπο 

• Η γραφική παράσταση της συνάρτησης όπου α ≠ 0 λέγεται υπερ-

βολή και αποτελείται από δύο κλάδους που βρίσκονται:

– Στο 1o και στο 3o τεταρτηµόριο των αξόνων, όταν α > 0.
– Στο 2o και στο 4o τεταρτηµόριο των αξόνων, όταν α < 0.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ - ΣΧOΛΙΑ

Η υπερβολή έχει:
1) κέντρο συµµετρίας στην αρχή 0 των αξόνων
2) άξονες συµµετρίας τις διχοτόµους των γωνιών των αξόνων, δηλαδή τις
ευθείες µε εξισώσεις y = x και y = –x

3) ασύµπτωτες τους άξονες x΄x και y΄y, δηλαδή οι κλάδοι µιας υπερβολής
όσο και να προεκτείνονται δεν τέµνουν τους άξονες x΄x και y΄y.
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα αξόνων τις υπερβολές:

και       x ≠ 0.

Λύση

Κάνουµε τους πίνακες τιµών:

Για 

Για 
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2) Ένας πεζός µε ταχύτητα 5 Km\h για να διανύσει µια ορισµένη απόσταση χρει-
άζεται 12 ώρες. Να βρεθεί πόσο χρόνο χρειάζεται ένας ποδηλάτης µε ταχύτητα
25 Km\h περισσότερο από τον πεζό για να διανύσει την ίδια απόσταση.

Λύση

O ποδηλάτης έχει ταχύτητα 25 + 5 = 30 Km\h.
Επειδή τα ποσά ταχύτητα και χρόνος που χρειάζεται για να διανύσουµε µια
συγκεκριµένη απόσταση είναι αντιστρόφως ανάλογα έχουµε:

οπότε 5 ˆ 12 = 30 ˆ x
60 = 30 ˆ x
x = 2 ώρες

Άρα ο ποδηλάτης χρειάζεται 2 ώρες για να διανύσει την απόσταση.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Σε ποιές από τις παρακάτω περιπτώσεις τα ποσά x και y είναι αντιστρό-
φως ανάλογα:

2) Να χαρακτηρίσετε ως Σ (σωστή) ή Λ (λάθος) τις παρακάτω προτάσεις:

α) Η γραφική παράσταση της βρίσκεται στο 1ο

και 3ο τεταρτηµόριο Σ Λ

β) Η γραφική παράσταση της έχει άξονα συµµετρίας  

την ευθεία y = x Σ Λ

γ) Η γραφική παράσταση της βρίσκεται στο 2ο και 4ο

τεταρτηµόριο Σ Λ

δ) Η γραφική παράσταση της   διέρχεται απο το σηµείο Α(2,2) Σ Λ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Τα ποσά x και y είναι αντιστρόφως ανάλογα
α) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα

β) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης που συνδέει τα x και y.

2. Στο ίδιο σύστηµα αξόνων να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων:  και  

3. Στο ίδιο σύστηµα αξόνων να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων: 

4. ∆ίνεται η συνάρτηση x ≠ 0

α) Να βρείτε το λ αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σηµείο 

β) Να κάνετε τη γραφιική της παράσταση.

5. 12 εργάτες κάνουν ένα έργο σε 20 ηµέρες. Ύστερα από 5 ηµέρες από τότε
που άρχισε το έργο αποχώρησαν 2 εργάτες. Να βρεθεί σε πόσες ηµέρες θα
τελειώσουν το έργο οι υπόλοιποι εργάτες.

6.Μια στρατιωτική µονάδα είχε 150 στρατιώτες και τρόφιµα για 10 ηµέρες.
Έπειτα από 4 ηµέρες, µερικοί στρατιώτες έφυγαν µε µετάθεση και οι υπό-
λοιποι µε τα τρόφιµα που είχαν αποµείνει πέρασαν 9 ηµέρες. Πόσοι στρα-
τιώτες πήραν µετάθεση;

7. Ένα τρίγωνο έχει εµβαδόν 120cm2.
α) να εκφράσετε τη βάση α του τριγώνου σε σχέση µε το αντίστοιχο σε αυτή
ύψος

β) να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης αυτής.

8.Ένας εργάτης τελειώνει ένα έργο σε 48 ώρες.
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α) Να εκφράσετε τον χρόνο y που απαιτείται για να τελειώσει το έργο ως συ-
νάρτηση του αριθµού x των εργατών που το εκτελούν.

β) Σε πόσο χρόνο ολοκληρώνεται το έργο, αν δουλεύουν 4 εργάτες;
γ) Πόσοι εργάτες χρειάζονται, για να ολοκληρωθεί το έργο σε 6 ώρες;
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
α) Τι ονοµάζεται συνάρτηση;
β) Τι ονοµάζεται γραφική παράσταση µιας συνάρτησης;

Θέµα2
∆ίνεται η συνάρτηση y = 5x2 – 7. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

Θέµα 3
∆ίνονται τα σηµεία Α(–1,3) και Β(7,9). Να υπολογίσετε την απόσταση ΑΒ.

Θέµα 4
∆ίνεται η συνάρτηση Να βρείτε το λ ώστε το ζεύγος (2, –2) να 

ανήκει στη γραφική παράσταση της συνάρτησης. Στη συνέχεια να κάνετε τη
γραφική της παράστασης για –4 ≤ x ≤ 4.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α) Πότε δύο ποσά ονοµάζονται ανάλογα;
β) Τι ονοµάζεται κλίση της ευθείας y = αx;

Θέµα 2
Μια ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σηµείο Α(–3,15).
Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας αυτής.

Θέµα 3
∆ίνεται η εξίσωση 7x – 3y = –21 όπου x, y πραγµατικοί αριθµοί. Να βρείτε:
α) τα σηµεία στα οποία η ευθεία αυτή τέµνει τους άξονες
β) την κλίση της ευθείας
γ) το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζει µε τους άξονες x΄x και y΄y.

Θέµα 4
Ένα έργο συµφωνήθηκε να τελειώσει σε 25 µέρες. Αν 6 εργάτες τελείωσαν
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το του έργου σε 10 µέρες, πόσοι εργάτες πρέπει να χρησιµοποιηθούν, για 

να τελειώσει το υπόλοιπο έργο στην καθορισµένοι προθεσµία;

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 3

Θέµα 1
Α. Τι γνωρίζετε για τη γραφική παράσταση της συνάρτησης y = αx + β µε x
πραγµατικό αριθµό και α ≠ 0;
Β. Πότε δύο ποσά ονοµάζονται αντιστρόφως ανάλογα;

Θέµα 2
Μια βιοµηχανία έκανε αύξηση 8% στις τιµές των προιόντων της.
α) Να βρείτε τη σχέση που εκφράζει τις νέες τιµές y των προιόντων ως συ-
νάρτηση των παλιών τιµών x.
β) Να βρείτε τη νέα τιµή ενός προιόντος που είχε αρχική τιµή 120 €.
γ) Να βρείτε την παλιά τιµή ενός προιόντος, αν τώρα κοστίζει 216 €.

Θέµα 3
Μια ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σηµείο
Να βρείτε:
α) τη συνάρτηση που έχει ως γραφική παράσταση την ευθεία αυτή
β) τη γωνία που σχηµατίζει η παραπάνω ευθεία µε τον άξονα Οx.

Θέµα 4
Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία Α(0,3) και
Β(3, –12).
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u ttt4.1  ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΗΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ: 
ΠΛΗΘΥΣΜΟΣ - ∆ΕΙΓΜΑ

Oρισµός
Πληθυσµός ονοµάζεται ένα σύνολο του οποίου τα στοιχεία µελετάµε ως
προς κάποιο χαρακτητιστικό τους. Το χαρακτηριστικό ως προς το οποίο µε-
λετάµε τα στοιχεία ενός πληθυσµού, ονοµάζεται µεταβλητή.
∆είγµα λέγεται το µέρος του πληθυσµού που εξετάζεται και τα αποτελέ-
σµατα που προκύπτουν από την εξέταση κάθε ατόµου του δείγµατος λέγο-
νται στατιστικά δεδοµένα ή παρατηρήσεις. Για να έχουµε αξιόπιστα
αποτελέσµατα κατά την εξέταση ενός δείγµατος, θα πρέπει το δείγµα να
είναι αντιπροσωπευτικό του πληθυσµού.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Σ’ ένα γυµνάσιο θέλουµε να εξετάσουµε την επίδοση των µαθητών της Β΄
γυµνασίου στα µαθηµατικά. Πήραµε από το τµήµα Β2 τις επόµενες βαθµο-
λογίες 10 µαθητών: 15, 11, 10, 10, 14, 16, 19, 18, 13, 17.
Να βρείτε:
α) Ποιός είναι ο πληθυσµός;
β) Ποιό είναι το δείγµα;
γ) Είναι το δείγµα αντιπροσωπευτικό;

Λύση

α) O πληθυσµός είναι οι µαθητές της Β΄ γυµνασίου
β) Το δείγµα είναι οι 10 µαθητές του τµήµατος Β2
γ) Το δείγµα αυτό δεν είναι αντιπροσωπευτικό του πληθυσµού, γιατί πήραµε
µαθητές µόνο από ένα τµήµα και όχι από όλα τα τµήµατα της Β΄ γυµνασίου.

2) Για να εκτιµήσουµε τις ποδοσφαιρικές προτιµήσεις των µαθητών γυµνα-
σίου, ρωτήσαµε 500 µαθητές απο γυµνάσια και λύκεια της Αττικής και είχαµε
τα ακόλουθα ποσοστά:
Oλυµπιακός 30%, ΠΑO 25%, ΑΕΚ 25%, ΠΑOΚ 10% και ΑΛΛΗ OΜΑ∆Α
10%.
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α) Ποιός είναι ο πληθυσµός και ποιό το δείγµα; Είναι το δείγµα αντιπροσω-
πευτικό;
β) Να βρείτε πόσοι από τους µαθητές του δείγµατος είναι Oλυµπιακός,
ΠΑO, ΑΕΚ, ΠΑOΚ.

Λύση

α) O πληθυσµός είναι όλοι οι µαθητές γυµνασίου, ενώ το δείγµα είναι οι 500
µαθητές που ρωτήσαµε. Το δείγµα δεν είναι αντιπροσωπευτικό, γιατί ρωτή-
σαµε µαθητές από την Αττική και όχι από όλη τη χώρα.

β) Oλυµπιακός είναι µαθητές

ΠΑO είναι  µαθητές

ΑΕΚ είναι µαθητές

ΠΑOΚ είναι µαθητές

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

Για να εκτιµήσουµε το βάρος των 200 µαθητών της τρίτης τάξης ενός Λυκείου
της Θεσσαλονίκης, ρωτήσαµε 15 µαθητές και πήραµε τα παρακάτω βάρη σε
κιλά: 67, 72, 71, 69, 70, 87, 75, 77, 68, 82, 85, 73, 77, 80, 82.

1. O πληθυσµός της ερεύνας είναι:
α) Όλοι οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου.
β) Oι 200 µαθητές του Λυκείου της Θεσ/νίκης.
γ) Oι 15 µαθητές που ρωτήσαµε το βάρος τους.
δ) ¨Όλοι οι µαθητές Γ΄ Λυκείου των σχολείων της Θεσ/νίκης.

2. Το δείγµα της έρευνας είναι:
α) Oι 200 µαθητές του Λυκείου.
β) Όλοι οι µαθητές Γ΄ Λυκείου των σχολείων της Θεσ/νίκης.
γ) Oι 15 µαθητές που ρωτήσαµε το βάρος τους.
δ) Όλοι οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου.

Μέρος 
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3. Το µέγεθος του δείγµατος:
α) Oι περίπου 60.000 µαθητές της Γ΄ Λυκείου.
β) Oι 200 µαθητές του Λυκείου.
γ) Η διαφορά του µικρότερου βάρους απο το µεγαλύτερο βάρος, δηλαδή
87 – 67 = 20.
δ) Oι 15 µαθητές που ρωτήσαµε.

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε χωρίς µολύβι και χαρτί:
α) το 65% του 200
β) το 50% του 90
γ) το 100% του 167
δ) το 25% του 72
ε) το 10% του 80

2. Να υπολογίσετε:
α) το 5% του 70
β) το 20% του 120
γ) το 35% του 160
δ) το 65% του 320
ε) το 15% του 3000

3. Το 35 είναι το 20% του αριθµού:
α) 70         β) 700         γ) 175         δ) 140

4. Το 55% του αριθµού 300 είναι:
α) 110         β) 165         γ) 220         δ) 550

5. Σε µια έρευνα που έγινε σε 500 άτοµα οι 200 ήταν άνδρες. Τι ποσοστό του
δείγµατος είναι άνδρες και τι ποσοστό είναι γυναίκες;

6. Σε µια δηµοσκόπηση που έγινε για τις επερχόµενες  βουλευτικές εκλογές,
270 άτοµα απάντησαν ότι προτιµούν το κόµµα "Α" , 405 άτοµα το κόµµα "Β",
και 225 το κόµµα "Γ".
Ποιά είναι τα ποσοστά του κάθε κόµµατος σ’ αυτή τη δηµοσκόπηση;
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7. Σε έναν αθλητικό σύλλογο µε τµήµατα ποδοσφαίρου µπάσκετ και βόλευ
είναι εγγεγραµµένα 350 αγόρια και 150 κορίτσια. Στο τµήµα µπάσκετ είναι
εγγεγραµµένα 175 παιδιά.
α) Ποιό είναι το ποσοστό των αγοριών σ’ αυτόν τον αθλητικό σύλλογο;
β) Ποιό είναι το ποσοστό των παιδιών που παίζουν µπάσκετ;

8. Ένας φοιτητής θέλει να βρει για µια εργασία του το µέσο όρο του ποσού
για το οποίο ασφαλίζονται οι πολίτες της χώρας µας. Για να το υπολογίσει,
βρήκε πρόσβαση στα αρχεία µιας ασφαλιστικής εταιρείας και πήρε τα ποσά
των ασφαλιζοµένων τα τελευταία 20 χρόνια. Είναι σωστό το αποτέλεσµα
που θα βγάλει; (∆ικαιολογήστε την απάντησή σας)

9. Για να βρει ο ∆ηµήτρης ποιές εκποµπές στη τηλεόραση έχουν τη µεγαλύ-
τερη ακροαµατικότητα, ρώτησε τους 200 µαθητές του σχολείου του ποιές εκ-
ποµπές παρακολουθούν. Ποιός είναι ο πληθυσµός της έρευνας και ποιό το
δείγµα; Είναι το δείγµα αξιόπιστο;

4.2  ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

∆ιαγράµµατα
∆ιαγράµµατα λέγονται οι εικόνες που παρουσιάζουν µε σύντοµο και εύκολο
τρόπο ένα σύνολο αριθµητικών δεδοµένων ή πληροφοριών. Με τα διαγράµ-
µατα µπορούµε να αντιληφθούµε σύντοµα ένα θέµα, χωρίς όµως να µπούµε
σε λεπτοµέριες. 
Τα είδη διαγραµµάτων είναι:

1) Τα εικονογράµµατα, στα οποία χρησιµοποιούµε την εικόνα ενός αντικειµέ-
νου για να δείξουµε πόσες φορές αυτό παρουσιάζεται στην έρευνά µας. Σε ένα
τέτοιο διάγραµµα πρέπει να υπάρχει ο τίτλος που µας κατατοπίζει για το είδος
και τη µεταβλητή της έρευνας, η κλίµακα που δείχνει τον αριθµό των αντικει-
µένων που παριστάνει η εικόνα, καθώς και ο τίτλος κάθε στήλης ή γραµµής.

Παράδειγµα
Αριθµός αγελάδων στην Ελλάδα
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2) Τα ραβδογράµµατα, στα οποία χρησιµοποιούµε ορθογώνια για να δεί-
ξουµε το πλήθος της κάθε µεταβλητής. Σε ένα ραβδόγραµµα πρέπει να υπάρ-
χουν ο τίτλος του που µας κατατοπίζει για το είδος της έρευνας και οι τίτλοι
των αξόνων. Τα ραβδογράµµα, γενικά, σχεδιάζονται εύκολα και είναι πιο
ακριβή από τα εικονογράµµατα.

Παράδειγµα
Απασχόληση µαθητών στον ελεύθερο χρόνο τους

3) Τα κυκλικά διαγράµµατα, στα οποία το δείγµα παριστάνεται µε έναν κυ-
κλικό δίσκο και οι τιµές της µεταβλητής µε κυκλικούς τοµείς διαφορετικού
χρώµατος. Για να υπολογίσουµε τη γωνία κάθε κυκλικού τοµέα χρησιµοποι-
ούµε τον εξής τύπο:

Παράδειγµα
Κόµµα που προτιµούν οι ψηφοφόροι
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4) Τα χρονογράµµατα, τα οποία είναι διαγράµµατα που χρησιµοποιούµε για
να παραστήσουµε τη χρονική εξέλιξη ενός φαινοµένου.

Παράδειγµα
Τουριστική κίνηση στην Ελλάδα

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) O αριθµός των θεατών που παρακολούθησαν τους αγώνες µπάσκετ σ’ ένα
γήπεδο ανά µήνα ήταν:

Να σχεδιάσετε ένα εικονόγραµµα χρησιµοποιώντας κλίµακα = 1000 θεάτες

Λύση
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2) Σε µια έρευνα που έγινε σε δείγµα 40 οικογενειών ως προς τον αριθµό
των παιδιών που έχουν, προέκυψαν τα αποτελέσµατα του παρακάτω πίνακα.

Να κατασκευάσετε:
α) ραβδόγραµµα
β) κυκλικό διάγραµµα

Λύση

α)
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β) Υπολογίζουµε τις αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες

Για 0 παιδί έχουµε 

Για 1 παιδί έχουµε 

Για 2 παιδιά έχουµε 

Για 3 παιδιά έχουµε 

Για 4 παιδιά έχουµε 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1. Ρωτήσαµε µερι κούς φοιτητές πόσα µαθήµατα πέρασαν στην τελευταία
εξεταστική περίοδο. Oι απαντήσεις του φαίνονται στο παρακάτω ραβδό-
γραµµα.
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α) Το πλήθος των φοιτητών ήταν
Α. 50         Β. 80       Γ. 100       ∆. 10
β) Πόσοι φοιτητές πέρασαν 2 µαθήµατα;
Α. 2         Β. 20         Γ. 40         ∆. 4
γ) Πόσοι φοιτητές πέρασαν το πολύ 3 µαθήµατα;
Α. 30        Β. 55        Γ. 35         ∆. 65
δ) Πόσοι φοιτητές πέρασαν τουλάχιστον 3 µαθήµατα;
Α. 65         Β. 30       Γ. 35       ∆. 25
ε) Πόσοι φοιτητές πέρασαν 6 µαθήµατα;
Α. 10         Β. 0         Γ. 5         ∆. 100
στ) Oι φοιτητές που πέρασαν τουλάχιστον 5 µαθήµατα αποτελούν ποσοστό;
Α. 10%         Β. 90%         Γ. 20%         ∆. 100%

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Το παρακάτω εικονόγραµµα µας πληροφορεί για τον αριθµό των αυτοκι-
νήτων που πούλησε µια αντιπροσωπεία αυτοκινήτων τα έτη 2002, 2003, 2004,
2005 και 2006.  
( O = 1.000 αυτοκίνητα)
2002  O O O O
2003  O O O O O
2004  O O O O
2005  O O O O O O O
2006  O O O O O O

α) Να βρείτε πόσα αυτοκίνητα πουλήθηκαν και τα 5 έτη.
β) Να υπολογίσετε το ποσοστό των συνολικών πωλήσεων που αντιστοιχούν
στις πωλήσεις του έτους 2005.

γ) Να µετατρέψετε το παραπάνω εικονόγραµµα σε χρονόγραµµα.

2. O πατέρας του Πέτρου διαθέτει το µισθό του ως εξής. Για ενοίκιο 20%, για
φαγητό 35%, για ρούχα 30% και για διασκέδαση 15%.
α) Να κάνετε το αντίστοιχο κυκλικό διάγραµµα.
β) Να βρείτε πόσα χρήµατα ξοδεύει για ρούχα, αν ο µισθός του είναι 1500
ευρώ.

3. Για να κατασκευάσουµε ένα γλυκό χρησιµοποιούµε 250g αλεύρι, 150g ζά-
χαρι, 100g βούτυρο, 180g σοκολάτα και 40g άλλα υλικά. Να παραστήσετε τα
δεδοµένα µε ραβδόγραµµα και µε κυκλικό διάγραµµα.
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4. O παρακάτω πίνακας δίνει τον αριθµό των αυτοκινήτων σε µια οικογέ-
νεια.
 Αριθµός αυτοκινήτων Αριθµός οικογενειών
0 6
1 32
2 10
3 2
Σύνολο 50

α) Πόσες οικογένειες έχουν το πολύ 1 αυτοκίνητο;
β) Πόσες οικογένειες έχουν 2 αυτοκίνητα;
γ) Πόσες οικογένειες έχουν τουλάχιστον 2 αυτοκίνητα;
δ) Τι ποσοστό οικογενειών έχουν 1 αυτοκίνητο;
ε) Να κάνετε ραβδόγραµµα.
στ) Να κάνετε κυκλικό διάγραµµα.

5. O αέρας αποτελείται από οξυγόνο και άζωτο σε αναλογία 1 : 3 περίπου.
Να βρείτε τις γωνίες των κυκλικών τοµέων του διπλανού κυκλικού διαγράµ-
µατος.

4.3  ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 
ΚΑΙ ΣΧΕΤΙΚΩΝ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ

Oι επιβάτες 40 αυτοκινήτων ιδιωτικής χρήσης στο κέντρο της Θεσ/νίκης, φαί-
νονται στον παρακάτω πίνακα:
1 1 3 2 2 1 4 1 1 4
3 1 1 2 1 2 3 1 2 1
2 2 3 1 2 1 1 5 4 3
2 1 1 3 1 2 1 1 1 1

Τα δεδοµένα αυτά, έτσι όπως είναι τοποθετηµένα, δεν µας βοηθούν ώστε
να έχουµε µια σαφή εικόνα της έρευνας. Γι’ αυτό το λόγο τοποθετούµε τα πα-
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ραπάνω δεδοµένα σε ένα πίνακα, που ονοµάζεται πίνακας κατανοµής συ-
χνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.

• Συχνότητα µιας τιµής ονοµάζεται ο φυσικός αριθµός που δείχνει πόσες
φορές εµφανίζεται η τιµή αυτή στο δείγµα µας.

– Η συχνότητα µιας τιµής είναι ένας φυσικός αριθµός µικρότερος ή ίσος
από το φυσικό αριθµό που δηλώνει το µέγεθος του δείγµατος.

• Σχετική συχνότητα µιας τιµής ονοµάζεται το πηλίκο της συχνότητάς της
προς το πλήθος του δείγµατος.

– Για να βρούµε τη σχετική συχνότητα µιας τιµής διαιρούµε τη συχνότητα
της τιµής αυτής µε το πλήθος όλων των παρατηρήσεων.

Έπειτα εκφράζουµε τις σχετικές συχνότητες σε ποσοστά επί τοις %.

– Η σχετική συχνότητα είναι πάντοτε αριθµός µικρότερος ή ίσος του 1.

– Το άθροισµα των σχετικών συχνοτήτων ισούται µε 100.

(όταν εκφράζονται σε ποσοστό επι τοις %)

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Κάναµε µια έρευνα για τον αριθµό των τερµάτων που έβαλε µια οµάδα

στους αγώνες που έδωσε και τα αποτελέσµατα φαίνονται στον παρακάτω

πίνακα

α) Το συνολικό πλήθος των αγώνων που έδωσε η οµάδα είναι:
Α. 6        Β. 20        Γ. 15        ∆. 5
β) Η συχνότητα της τιµής 2 είναι:
Α. 5        Β. 4         Γ. 3         ∆. 20

Κεφάλαιο 
4

117

Αριθµός επιβατών (τιµές) ∆ιαλογή Συχνότητες (αυτοκίνητα) Σχετικές Συχν. %

1 20 50

2 10 25

3 6 15

4 3 7,5

5 1 2,5

Σύνολο 40 100

Αριθµός τερµάτων 0 1 2 3 4 5

Αριθµός αγώνων 4 5 5 3 2 1
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γ) Η σχετική συχνότητα των αγώνων που η οµάδα έβαλε 4 τέρµατα είναι:

δ) Η σχετική συχνότητα των αγώνων που η οµάδα έβαλε τουλάχιστον 2 τέρ-
µατα ως ποσοστό επί τοις εκατό είναι:

ε) Η επίκεντρη γωνία, του κυκλικού διαγράµµατος, που αντιστοιχεί στους
αγώνες που η οµάδα έβαλε 1 τέρµα είναι:

2) O παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τον αριθµό των ψήφων και το ποσοστό
5 κοµµάτων σ’ ένα εκλογικο τµήµα:

Μπορείτε να βρείτε τα στοιχεία που λείπουν;

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα
Αριθµός ένδειξης ενός ζαριού
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κόµµα ψήφοι Σχετική συχν. (%)

Α 40 25

Β 10

Γ 32

∆ 48

Ε

Σύνολο

Αριθµός Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

1 10

2 4 20

3 6

4 25

5 2

6

Σύνολο
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2. Να συµπληρωθεί ο παρακάτω πίνακας:
Ανεξεταστέοι µαθητές της Α΄ Γυµνασίου

3. Το παραπάνω ραβδόγραµµα δείχνει τον αριθµό των µαθητών στα 16 τµή-
µατα ενός Γυµνασίου.

α) Να κάνετε τον πίνακα κατανοµής συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.
β) Πόσα τµήµατα έχουν τουλάχιστον 28 µαθητές;
γ) Πόσα τµήµατα έχουν το πολύ 28 µαθητές;

4. Ένα δείγµα 20 µαθητών της Β΄ Γυµνασίου εξετάστηκε ως προς τις ώρες
που παρακολουθεί τηλεόραση το Σαββατοκύριακο. Από την εξέταση αυτή
προέκυψαν τα παρακάτω δεδοµένα:
3 3 2 1 5 3 4 4 5 4
3 2 6 4 0 4 1 5 2 2

α) Να κάνετε πίνακα κατανοµής συχνοτήτων και σχετ. συχνοτήτων.
β) Να κάνετε ραβδόγραµµα σχετικών συχνοτήτων.
γ) Να βρείτε τον αριθµό των µαθητών που βλέπουν το πολύ 3 ώρες τηλεό-
ραση το Σαββατοκύριακο.
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Μάθηµα Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

Αρχαία Ελληνικά 6

Νέα Ελληνικά 5

Αγγλικά 8

Μαθηµατικά 10 25

Ιστορία 8

Γεωγραφία

Σύνολο
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δ) Να βρείτε το ποσοστό των µαθητών που βλέπουν τουλάχιστον 5 ώρες τη-
λεόραση το Σαββατοκύριακο.

5. Σε ένα δείγµα 50 πτυχιούχων του Μαθηµατικού τµήµατος βρέθηκαν 30 µε
βαθµό «καλώς», 15 µε βαθµό «Λίαν καλώς» και 5 µε βαθµό «Άριστα».
α) Να γίνει πίνακας συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.
β) Να κάνετε ραβδόγραµµα σχετικών συχνοτήτων.
γ) Να παρασταθούν τα δεδοµένα µε κυκλικό διάγραµµα.

6. Στο διπλανό κυκλικό διάγραµµα φαίνονται
τα αποτελέσµατα των εκλογών, για την ανά-
δειξη του Προέδρου ενός συλλόγου. Έλαβαν
µέρος 200 µέλη του συλλόγου. Από τους τέσσε-
ρις υποψήφιους Α, Β, Γ, ∆ ο υποψήφιος Α συ-
γκέντρωσε 40 ψήφους. Η γωνία του κυκλικού
τοµέα που αντιστοιχεί στον υποψήφιο Γ είναι
126˚. Να γίνει πίνακας συχνοτήτων και σχετι-
κών συχνοτήτων.

7. Στο διπλανό πίνακα συχνοτήτων δίνεται η κατανοµή του αριθµού των παι-
διών 50 οικογενειών. Να βρείτε τον αριθµό και το ποσοστό των οικογενειών
που έχουν:

α) τουλάχιστον 2 παιδιά
β) λιγότερα απο 3 παιδιά
γ) ακριβώς 1 παιδί
δ) απο 2 εως 3 παιδιά

4.4  OΜΑ∆ΟΠΟΙΗΣΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ

Σε µια έρευνα για το ύψος των µαθητών ενός Γυµνασίου πήραµε τιµές απο
140cm εώς 190cm. Παρατηρούµε ότι οι τιµές της µεταβλητής «ύψος µαθητή»
µεταβάλλονται στο διάστηµα από 140cm εώς 190cm. Το εύρος της µεταβλη-
τής είναι η διαφορά 190 – 140 = 50cm.
Χωρίζουµε το διάστηµα στο οποίο ανήκουν οι παρατηρήσεις, δηλαδή το 50,
σε υποδιαστήµατα που λέγονται κλάσεις. Στον παρακάτω πίνακα το χωρί-

Μέρος 

Α΄
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Γ

Αριθµός παιδιών Συχνότητα
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σαµε σε 5 κλάσεις µε πλάτος Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται
οµαδοποίηση παρατηρήσεων.

Παρατηρήσεις – Σχόλια
• Oι κλάσεις έχουν το ίδιο πλάτος.

• Το ηµιάθροισµα των άκρων µιας κλάσης λέγεται κέντρο της κλάσης.

Για να κάνουµε γραφική παρουσίαση οµαδοποιηµένων παρατηρήσεων χρη-
σιµοποιούµε το ιστόγραµµα, που αποτελείται από συνεχόµενα ορθογώνια,
τα οποία έχουν ύψος ίσο µε τη συχνότητα ή τη σχετική συχνότητα της αντί-
στοιχης κλάσης.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1)Σ’ ένα τεστ πήραν µέρος 50 µαθητές προκειµένου ο καθένας να απαντήσει σε
200 ερωτήσεις. Η βαθµολογία είναι 1 ή 0, ανάλογα αν ο µαθητής απαντάει ή όχι
στην ερώτηση. O παρακάτω πίνακας δείχνει τα αποτελέσµατα της βαθµολογίας.

Κεφάλαιο 
4

121

Ύψος (cm) Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

140 – 150 45 11,25

150 – 160 104 26

160 – 170 125 31,25

170 – 180 82 20,5

180 – 190 44 11

Σύνολο 400 100
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α) Να κατασκευάσετε πίνακα συχνο-
τήτων και ιστόγραµµα σχετικών συ-
χνοτήτων.
β) Αν η βάση για να περάσει ένας µα-
θητής επιτυχώς το τεστ είναι το 100, τι
ποσοστό των µαθητών πέρασε επιτυ-
χώς το τεστ;

Λύση

α) Συµπληρώνουµε τον πίνακα µε την στήλη των σχετικών συχνοτήτων. Τις
σχετικές συχνότητες τις βρίσκουµε από τον τύπο:

σχετική συχνότητα =

Μέρος 
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Βαθµοί Μαθητές

60 – 80 3

80 – 100 10

100 – 120 13

120 – 140 15

140 – 160 7

160 – 180 2

Σύνολο 50

συχνότητα κλάσης

πλήθος δείγµατος

Βαθµοί Συχνότητες (µαθητές) Σχετικές συχν. (%)

60 – 80 3 6

80 – 100 10 20

100 – 120 13 26

120 – 140 15 30

140 – 160 7 14

160 – 180 2 4

Σύνολο 50 100
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β) Το τεστ πέρασαν επιτυχώς: 13 + 15 + 7 + 2 = 37 µαθητές δηλαδή ποσο-

στό  ή  74%.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) ∆ίνονται τα οµαδοποιηµένα δεδοµένα του παρακάτω πίνακα. 
1. Το πλάτος της κάθε κλάσης είναι:
Α. 5       Β. 20       Γ. 4       ∆. 10
2. Το κέντρο της κλάσης 12 – 16 είναι:
Α. 5       Β. 14       Γ. 28       ∆. 4
3. Η συχνότητα της κλάσης 8 – 12 είναι:
Α. 10       Β. 7       Γ. 6       ∆. 8
4. Η σχετική συχνότητα της κλάσης 
12 – 16 είναι:
Α. 20%   Β. 6%    Γ. 14%  ∆. 30%
Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση:

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ∆ίνονται οι βαθµοί που πήραν 40 µαθητές σ’ ένα διαγώνισµα
18 16 13 6 10 12 11 10 8 7
11 15 12 4 18 13 18 4 10 15
12 7 3 10 8 14 18 6 18 16
18 7 14 14 11 3 12 14 11 7
α) Να οµαδοποιήσετε τα δεδοµένα σε πέντε κλάσεις ίσου πλάτους.
β) Να κάνετε πίνακα συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.
γ) Να γίνει ιστόγραµµα συχνοτήτων.

2. Στο παρακάτω ιστόγραµµα δίνονται οι ηλικίες 100 υπαλλήλων µιας εται-
ρείας. Τα δεδοµένα είναι οµαδοποιηµένα σε τέσσερις κλάσης ίσου πλάτους.
Το ορθογώνιο της κλάσης 30 – 40 δεν είναι συµπληρωµένο.

Κεφάλαιο 
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Κλάσεις Συχνότητα
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8 – 12 8
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α) Να συµπληρώσετε το ιστόγραµµα.
β) Να κάνετε πίνακα συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.
γ) Τί ποσοστό των υπαλλήλων έχει ηλικία πάνω απο 40 έτη.

3. Σε ένα δείγµα 20 µπαταριών ελέγχθηκε η διάρκεια ζωής τους σε ώρες και
τα αποτελέσµατα ήταν:
62 60 55 61 58 64 69 68 66 60
50 67 57 53 69 68 59 54 62 63
α) Να κάνετε οµαδοποίηση σε 4 κλάσεις ίσου πλάτους.
β) Να κάνετε ιστόγραµµα συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.

4. Απο µία έρευνα που έγινε σε 200 µαθητές για τα χρήµατα που ξοδεύουν
σε ένα µήνα, βρέθηκαν τα αποτελέσµατα που φαίνονται στον παρακάτω πί-
νακα:

α) Να κατασκευάσετε το ιστόγραµµα συχνοτήτων
β) Πόσοι µαθητές ξοδεύουν πάνω από 100 ευρώ;
γ) Πόσοι µαθητές ξοδεύουν το πολύ 150 ευρώ;

5. Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται οι βαθµολογίες των µαθητών µιας τάξης
στα µαθηµατικά.
α) Πόσοι είναι οι µαθητές;
β) Τι ποσοστό µαθητών πήρε πάνω απο 16;
γ) Τι ποσοστό µαθητών πήρε κάτω από τη βάση:
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Μέση τιµή
Για να βρούµε τη µέση τιµή ενός συνόλου παρατηρήσεων, προσθέτουµε όλες
τις παρατηρήσεις και διαιρούµε µε το πλήθος των παρατηρήσεων αυτών.

Μέση τιµή =

Παρατηρήσεις – σχόλια
– Η µέση τιµή µπορεί να είναι αριθµός που δεν ανήκει στα δεδοµένα της
έρευνας.

Παράδειγµα
Για τις παρατηρήσεις 5, 4, 4, 6, 7 έχουµε

µέση τιµή = 

Μέση τιµή οµαδοποιηµένης κατανοµής
Για να βρούµε τη µέση τιµή µιας οµαδοποιηµένης κατανοµής κάνουµε τα
εξής:
1) Βρίσκουµε τα κέντρα των κλάσεων.
2) Πολλαπλασιάζουµε το κέντρο κάθε κλάσης µε τη συχνότητα της κλάση
αυτής.

3) Προσθέτουµε όλα τα γινόµενα.
4) ∆ιαιρούµε το άθροισµα αυτό µε το άθροισµα των συχνοτήτων.

∆ιάµεσος
1)Όταν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι περιττός (µονός) αριθµός, παίρ-
νουµε ως διάµεσο τη µεσαία παρατήρηση.

Παράδειγµα
Στις παρατηρήσεις 17, 15, 18, 14, 16 για να βρούµε τη διάµεσο, τοποθετούµε
τους αριθµούς σε αύξουσα σειρά 14, 15,   16,   17, 18 και παίρνουµε τη µεσαία
παρατήρηση, δηλαδή το 16.

2) Όταν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι άρτιος (ζυγός) αριθµός, παίρ-
νουµε ως διάµεσο το µέσο όρο των δύο µεσαίων παρατηρήσεων.

Κεφάλαιο 
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Άθροισµα των παρατηρήσεων

Πλήθος των παρατηρήσεων



Παράδειγµα
Στις παρατηρήσεις 17, 15, 18, 14, 16, 20 για να βρούµε τη διάµεσο, τοποθε-
τούµε τους αριθµούς σε αύξουσα σειρά και παίρνουµε το µέσο όρο των δύο
µεσαίων παρατηρήσεων 14, 15,   16, 17   18, 20 

δηλαδή η διάµεσος είναι 

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Τα ύψη σε cm 10 µαθητών είναι 167, 174, 170, 167, 165, 174, 166, 171, 169,
172. Να βρεθεί η µέση τιµή και η διάµεσος.

Λύση

Η µέση τιµή είναι:

Για να βρούµε τη διάµεσο τοποθετούµε τις παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά.
165, 166, 167, 167, 169, 170, 171, 172, 174, 174
Το πλήθος τους είναι 10 (άρτιος). ∆ιαγράφοντας τις ακραίες παρατηρήσεις
ανά δύο:
165, 166, 167, 167,   169, 170,   171, 172, 174, 174
περισσεύουν δύο παρατηρήσεις: η 5η (169) και η 7η (170).
Άρα η διάµεσος είναι ο µέσος όρος αυτών των δύο παρατηρήσεων

2) O διπλανός πίνακας δείχνει τον αριθµό των παιδιών που έχουν 20 οικο-
γένειες

α) Πόσα παιδιά έχουν συνολικά και οι
20 οικογένειες.

β) Ποιός είναι ο µέσος όρος των παι-
διών;

Μέρος 

Α΄

126

Αρ. παιδιών Οικογένειες

0 2

1 7

2 6

3 4

4 1

Σύνολο 20

ttttt



Λύση

α) Συνολικά οι 20 οικογένειες έχουν:
0 ˆ 2 + 1 ˆ 7 + 2 ˆ 6 + 3 ˆ 4  + 4 ˆ 1 = 7 + 12 + 12 + 4 = 35 παιδιά
β) O µέσος όρος των παιδιών είναι:

παιδιά.

3)Η µέση ηλικία 16 αγοριών και 14 κοριτσιών µιας τάξης είναι 15,18 χρόνια.
Εάν η µέση ηλικία των αγοριών είναι 15,6 χρόνια, να βρείτε τη µέση ηλικία
των κοριτσιών.

Λύση

Το άθροισµα των ηλικιών και των 30 µαθητών είναι: 30 ˆ 15,18 = 455,4 χρό-
νια.
Το άθροισµα των ηλικιών των 16 αγοριών είναι: 16 ˆ 15,6 = 249,6 χρόνια.
Εποµένως το συνολικό άθροισµα των ηλικιών των 14 κοριτσιών είναι:
455,4 – 249,6 = 205,8 χρόνια.
Άρα η µέση ηλικία των 14 κοριτσιών έιναι: χρόνια.

4) Η µέση τιµή 9 αριθµών είναι ίση µε 4. Ποιόν αριθµό πρέπει να προσθέ-
σουµε σ’ αυτούς ώστε η νέα µέση τιµή να γίνει ίση µε 5;

Λύση

Έστω x ο αριθµός που πρέπει να προσθέσουµε στους 9 αριθµούς ώστε η
µέση τιµή να γίνει ίση µε 5. Τότε έχουµε:

36 + x = 50
x = 50 – 36
x = 14

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Το άθροισµα 40 παρατηρήσεων είναι 240. Η µέση τιµή είναι:

Α. 60        Β. 56        Γ. 6        ∆. 

Κεφάλαιο 
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2) Η µέση τιµή 10 παρατηρήσεων είναι 56,7. Το άθροισµα των παρατηρή-
σεων είναι:
Α. 5,67        Β. 567        Γ. 5670        ∆. 0,567

3) Oι παραπάνω παρατηρήσεις είναι τοποθετηµένες σε αύξουσα σειρά µε-
γέθους και λείπει η 3η κατά σειρά παρατήρηση 22,   23, ...,   27,   27,   30.
α) Αν η διάµεσος είναι 26, η παρατήρηση που λείπει είναι:
Α. 25        Β. 26        Γ. 24        ∆. 23
β) Αν η διάµεσος είναι 27 η παρατήρηση που λείπει είναι:
Α. 25        Β. 26        Γ. 27        ∆. 28
γ) Αν η διάµεσος είναι 25 η παρατήρηση που λείπει είναι:
Α. 25        Β. 26        Γ. 24        ∆. 23

4)Η µέση τιµή µιας κατανοµής είναι 5 και το άθροισµα των παρατηρήσεων
είναι 120. Το πλήθος των παρατηρήσεων είναι:
Α. 24        Β. 120        Γ. 5        ∆. 600

5) Στο κυκλικό διάγραµµα συχνοτήτων αν συµβολίσουµε µε αi το αντίστοιχο
τόξο ενός κυκλικού τµήµατος τότε το αi ισούται µε:
Α. 360o ˆ vi B. 360o ˆ fi Γ. 90o ˆ fi ∆. 180o ˆ vi Ε. 180o ˆ fi
(Με vi συµβολίζουµε τη συχνότητα και µε fi τη σχετική συχνότητα).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογιστει η µέση τιµή των παρατηρήσεων κάθε γραµµής.
α) 5, 5, 5, 7, 7, 7
β) 11, 12, 13, 14, 15
γ) –5, –3, –1, 0, 1, 3, 5
δ) 16, 18, 14, 18, 16, 14

2. Να βρείτε τη διάµεσο των παρατηρήσεων κάθε γραµµής.
α) –4, –5, 6, 8, 2, –3, 0, 4, 3, –7, 5, 3
β) 0, 1, 2, 50, 98, 99, 100
γ) 7, 8, 9, 11, 14, 15, 19, 22
δ) –11, –9, –4, –3, 0, 3, 4, 5, 9

3. Η µέση τιµή επτά αριθµών είναι 5. Oι πέντε από αυτούς τους αριθµούς
είναι οι 3, 4, 5, 6, 11. Να βρείτε τους άλλους δύο αριθµούς αν γνωρίζετε οτι
ο ένας είναι διπλάσιος του άλλου.
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4. Τα ύψη 8 αθλητών µιας οµάδας καλαθοσφαίρισης είναι (σε cm):
172, 175, 183, 177, 190, 193, 189, 195
α) Να βρείτε το µέσο ύψος των αθλητών.
β) Να βρείτε τη διάµεσο των υψών της οµάδας.
γ) Αν φύγει ο αθλητής µε ύψος 195cm και έρθει ένας αθλητής µε ύψος

198cm, να βρείτε ποιό είναι το νέο µέσο ύψος της οµάδας.

5. O διπλανός πίνακας δίνει τον αριθµό
των επισκέψεων 40 µαθητών σε διά -
φορα µουσεία της χώρας κατά τη διάρ-
κεια ενός έτους. Nα βρείτε τη µέση
τιµή.

6. Σε ένα τµήµα Β΄ Γυµνασίου µε 30 µαθητές η µέση βαθµολογία είναι 16,2.
Αν η µέση βαθµολογία των 14 αγοριών είναι 15,8, να βρείτε τη µέση βαθµο-
λογία των κοριτσιών.

7. O µέσος µηνιαίος µισθός v εργαζοµένων σε µια επιχείρηση είναι 1200 €.
Αν προσληφθούν άλλοι 5 εργαζόµενοι µε µέσο µηνιαίο µισθό 1000 €, τότε ο
µέσος µισθός όλων των εργαζοµένων γίνεται 1150 €. Να βρείτε το v.

8. Oι αριθµοί 4x, 2x –1, 8, y – 1, y – 2, 6x – 1, 21, 7x + 1, 2y – 1 έχουν διαταχθεί
σε αύξουσα σειρά µεγέθους και έχουν µέση τιµή και διάµεσο 14. Να βρείτε
τους αριθµούς x και y.

9. Στον πίνακα δίνονται οι ηλικίες των 50 εργαζοµένων µιας επιχείρησης.
43 29 34 43 22 25 39 37 57 46
35 23 33 37 54 26 36 48 27 30
30 41 36 22 33 44 20 35 47 24
31 24 59 38 21 38 54 27 45 20
36 31 52 23 48 32 41 24 33 38

α) Να κάνετε οµαδοποίηση σε 4 κλάσεις ίσου πλάτους (20 – 30, 30 – 40,
40 – 50, 50 – 60) και να συµπληρώσετε τον πίνακα κατανοµής συχνοτήτων
και σχετικών συχνοτήτων.

β) Να βρείτε τη µέση ηλικία των εργαζοµένων της επιχείρησης.
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
α) Τι ονοµάζεται πληθυσµός και τι µεταβλητή;
β) Ποιά είδη διαγραµµάτων γνωρίζετε;

Θέµα 2
Ένα γυµνάσιο έχει 240 παιδιά, 105 αγόρια και 135 κορίτσια. Στη Β΄ γυµνα-
σίου είναι 80 παιδιά.
α) Ποιό είναι το ποσοστό των κοριτσιών σ’ αυτό το γυµνάσιο;
β) Ποιό είναι το ποσοστό των παιδιών της Β΄ γυµνασίου;

Θέµα 3
Οι βάθµοι του πρώτου τριµήνου στα µαθηµατικά, 20 µαθητών της Β΄ γυµνα-
σίου είναι:
15 19 17 15 16 13 17 19 20 17
13 14 18 18 16 15 17 16 19 20

α) Να κάνετε πίνακα κατανοµής συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.
β) Να κάνετε ραβδόγραµµα συχνοτήτων.
γ) Να βρείτε τον αριθµό των µαθητών που πήραν το πολύ 16.
δ) Να βρείτε το ποσοστό των µαθητών που πήραν τουλάχιστον 17.

Θέµα 4
Τα ύψη 10 µαθητών της Β΄ γυµνασίου είναι (σε cm) 168, 172, 180, 170, 175,
183, 175, 177, 169, 171.
α) Να βρείτε το µέσο ύψος των µαθητών.
β) Να βρείτε τη διάµεσο των υψών των µαθητών.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α) Τι ονοµάζεται µέση τιµή;
β) Πως υπολογίζουµε τη διάµεσο ενόςδείγµατος;

Θέµα 2
Η µέση ηλικία 30 εργαζοµένων είναι 42 έτη. Ένας εργαζόµενος 58 ετών συ-
νταξιοδοτήθηκε και στη θέση του ήρθε ένας άλλος 28 ετών. Να βρείτε τη νέα
µέση τιµή.
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Θέµα 3
Ο διπλανός πίνακας δίνει τον αριθµό
των ταινιών που παρακολούθησαν στο
σινεµά 50 µαθητές, κατά τη διάρκεια
ενός έτους.
α) Να βρείτε τη µέση τιµή
β) Να βρείτε πόσοι µαθητές παρακο-
λουθήσουν τουλάχιστον 5 ταινίες.

Θέµα 4
Ο διπλανός πίνακας αναφέρεται στα
ύψη 50 µαθητών σε εκατοστά. Αν
ισχύει ότι η σχετική συχνότητα της
δεύτερης κλάσης είναι διπλάσια της
σχετικής συχνότητας της πρώτης κλά-
σης, και η σχετική συχνότητα της πρώ-
της κλάσης είναι διπλάσια της σχε τικής
συχνότητας της 4=

ης
κλάσης, τότε:

α) Να βρείτε τις σχετικές συχνότητες
και τις συχνότητες.

β) Να υπολογίσετε το µέσο ύψος των
µαθητών.
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u ttt1.1  ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΠΕ∆ΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ

Στο παρακάτω σχήµα γραµµοσκιάσαµε τα δύο κοµµάτια Α και Β του επιπέ-
δου.
Αν διαλέξουµε ως µονάδα µέτρησης
το τρίγωνο τ, παρατηρούµε ότι τόσο το
Α όσο και το Β αποτελούνται από 38
τρίγωνα ίδια µε το τ. Λέµε ότι το εµ-
βαδόν των Α και Β είναι 38 µε µονάδα
µέτρησης το τρίγωνο τ και γράφουµε: 
Εµβ. Α = 38τ και Εµβ. Β = 38τ
Αν τώρα διαλέξουµε για µονάδα εµ-
βαδού το τετράγωνο Τ, τότε τα κοµµά-
τια Α και Β θα έχουν εµβαδόν 19
τετράγωνα, και γράφουµε:
Εµβ. Α = 19Τ και Εµβ. Β = 19Τ

Παρατηρήσεις – Σχόλια
1. Βλέπουµε ότι οι δύο αυτές επιφάνειες, παρόλο που είναι διαφορετικές,
καταλαµβάνουν την ίδια έκταση στο επίπεδο, δηλαδή έχουν το ίδιο εµβαδό.

2. Το εµβαδόν µιας επίπεδης επιφάνειας είναι ένας θετικός αριθµός, που
εκφράζει την έκταση που καταλαµβάνει η επιφάνεια αυτή στο επίπεδο. O
αριθµός αυτός εξαρτάται από την µονάδα µέτρησης που θα χρησιµοποιή-
σουµε.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε τα εµβαδά των παρακάτω σχηµάτων Σ
1
και Σ

2
, µε µονάδα

µέτρησης το ένα α)            β)              γ)
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2. Να βρείτε το λόγο των εµβαδών του τετραγώνου ΑΒΓ∆ προς το εµβαδό
του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ.

3. Αν τα πέντε σηµειωµένα τρίγωνα είναι ισόπλευρα, στην ταινία, βρείτε το
λόγο του εµβαδού του ορθογωνίου ΑΒΓ∆ προς το άθροισµα των εµβαδών
των ισόπλευρων τριγώνων.

1.2  ΜΟΝΑ∆ΕΣ ΜΕΤΡΗΣΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ

Oι κυριότερες µονάδες εµβαδού
Βασική µονάδα µέτρησης επιφανειών είναι το τετραγωνικό µέτρο (1m2),
που είναι ένα τετράγωνο µε πλευρά 1m.

• Υποδιαιρέσεις του τετραγωνικού µέτρου είναι:

– Το τετραγωνικο δεκατόµετρο ή τετραγωνική παλάµη (1dm2): 
1m2 = 100dm2 ή 1dm2 = 0,01m2

– Το τετραγωνικό εκατοστόµετρο ή τετραγωνικός πόντος (1cm2):
1m2 = 100dm2 = 10.000cm2 ή 1cm2 = 0.01dm2 = 0.0001m2

– Το τετραγωνικό χιλιοστόµετρο (1mm2):
1m2 = 100dm2 = 10.000cm2 = 1.000.000mm2 ή
1mm2 = 0,01cm2 = 0,0001dm2 = 0,000001m2
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• Πολλαπλάσια του τετραγωνικού µέτρου

– Το τετραγωνικό δεκάµετρο (1dam2) : 1dam2 = 100m2

– To τετραγωνικό εκατόµετρο (1hm2) : 1hm2 = 10.000m2

– To τετραγωνικό χιλιόµετρο (1Km2 ) : 1Km2 = 1.000.000m2

– To στρέµµα : 1 στρέµµα = 1.000m2

Το στρέµµα χρησιµοποιείται κυρίως για τη µέτρηση των εµβαδών οικοπέδων
και κτηµάτων.

To παρακάτω διάγραµµα µας βοηθά στη µετατροπή του τετραγωνικού µέ-
τρου σε υποδιαιρέσεις του και αντίστροφα.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

Λύση
Με τη βοήθεια του διαγράµµατος µετατροπής µονάδων εµβαδού έχουµε:
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1m2 = 100dm2 = 10.000cm2 = 1.000.000mm2

1dm2 = 100cm2 = 10.000mm2

1cm2 = 100mm2

m2

dm2

cm2

mm2

x 100

x 100

x 100

: 100

: 100

: 100

m2 dm2 cm2 mm2
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5819

235.754

ttttt



2) Να βάλετε σε αύξουσα σειρά τα παρακάτω εµβαδά:
α) 4,3m2 70cm2 5,6dm2 8,3cm2

β) 3,7mm2 2,1dm2 1,9m2 5,2cm2

γ) 83,5cm2 8,3dm2 0,83m2 8356mm2

Λύση

Μετατρέπουµε τα εµβαδά στην ίδια µονάδα µέτρησης
α) 4,3m2 70cm2 5,6dm2 8,3cm2

43000cm2 70cm2 560cm2 8,3cm2

οπότε έχουµε:
8,3cm2 < 70cm2 < 560cm2 < 43000cm2

β) 3,7mm2 2,1dm2 1,9m2 5,2cm2

3,7mm2 21000mm2 1900000mm2 520mm2

οπότε έχουµε:
3,7mm2 < 520mm2 < 21000mm2 < 1900000mm2

γ) 83,5cm2 8,3dm2 0,83m2 8356mm2

83,5cm2 830cm2 8300cm2 83,56cm2

οπότε έχουµε:
83,5cm2 < 83,56cm2 < 830cm2 < 8300cm2

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση.
Α Β Γ ∆

1. 4,5cm2 = 45mm2 450mm2 45000mm2 4500000mm2

2. 5,1m2 =  510cm2 51000cm2 0,051cm2 0,00051cm2

3. 3,9mm2 = 0,0039dm2 0,039dm2 0,00039dm2 390dm2

4. 7,2dm2 =  0,0000072m2 720m2 0,00072m2 0,072m2

2) Να συµπληρωθούν τα κενά:
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1. 2,7Km2 = ......................... m2 = ......................... στρέµµατα
2. 46m2 = ......................... dm2 = ......................... cm2 = ....................... mm2

3. 528dm2 = ......................... m2 = ......................... στρέµµατα
4. 7903mm2 = ......................... cm2 = ......................... dm2 = ...................... m2

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να µετατρέψετε σε cm2 τα παρακάτω µεγέθη:
25m2, 2,16Km2, 143dm2, 5779mm2, 712m2.

2. Να µετατρέψετε σε m2 τα παρακάτω µεγέθη:
498cm2, 111dm2, 12,7Km2, 13534mm2, 607dm2.

3. Να µετατρέψετε σε mm2 τα παρακάτω µεγέθη:
456m2, 82,7dm2, 0,571cm2, 0,0025m2.

4. Να µετατρέψετε σε Km2 τα παρακάτω µεγέθη:
914m2, 4832dm2, 17075m2, 103 στρέµµατα.

5. Να µετατρέψετε σε στρέµµατα τα παρακάτω µεγέθη:
72564m2, 3,4Km2, 137920dm2, 45m2.

6. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

1.3  ΕΜΒΑ∆O ΕΠIΠΕ∆ΟΥ ΣΧΗΜAΤΩΝ

• Εµβαδόν τετραγώνου

Το εµβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς α ισούται µε α2
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• Εµβαδόν ορθογωνίου

Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου µε πλευρές 
α, β ισούται µε α · β

• Εµβαδόν παραλληλογράµµου

Το εµβαδόν ενός παραλληλογράµµου 
είναι ίσο µε το γινόµενο µιας βάσης 
του µε το αντίστοιχο ύψος.
Ε = α · υ

1
= β · υ

2

• Εµβαδόν τυχαίου τριγώνου

Το εµβαδόν ενός τριγώνου είναι ίσο 
µε το µισό του γινοµένου µιας βάσης 
του µε το αντίστοιχο ύψος.

• Εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου

Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου τριγώνου 
είναι ίσο µε το µισό του γινοµένου των 
δύο κάθετων πλευρών του.

• Εµβαδόν τραπεζίου

Το εµβαδόν ενός τραπεζίου είναι ίσο 
µε το γινόµενο του ηµιαθροίσµατος 
των βάσεών του µε το ύψος του.
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµου έχει πλάτος 8cm και περίµετρο
46cm. Να βρείτε το µήκος του και το εµβαδόν του.

Λύση

Από τον τύπο: Περίµετρος = 2 · (µήκος) + 2 · (πλάτος) έχουµε:
46 = 2 · µ + 2 · 8
46 = 2 · µ + 16
46 – 16 = 2 · µ
2µ = 30
µ = 15cm
Εµβαδόν = (µήκος) · (πλάτος) = 15 · 8 = 120cm2

2) Ένα ορθογώνιο έχει µήκος 23m και εµβαδόν 391m2. Να βρείτε το πλάτος
του και την περίµετρό του.

Λύση

Απο τον τύπο Ε = (µήκος) · (πλάτος) έχουµε 391 = 23 · π

π = άρα π = 17m

Περίµετρος = 2 · 23 + 2 · 17 = 46 + 34 = 80m

3) Το δάπεδο ενός δωµατίου σχήµατος ορθογωνίου µε διαστάσεις 6m µήκος
και 5m πλάτος, πρόκειται να στρωθεί µε σανίδια σχήµατος ορθογωνίου µε
διαστάσεις 10cm πλάτος και 25cm µήκος.
α) Να βρείτε πόσα πλακάκια θα χρειαστούν.
β) Πόσα χρήµατα θα χρειαστούν αν κάθε σανίδι κοστίζει 0,3 €;

Λύση

α) Το εµβαδόν του δαπέδου του δωµατίου είναι: Εδ = 6 · 5 = 30m2

Το εµβαδόν σε κάθε σανίδι είναι: Ε
σ

= 25 · 10 = 250cm2 = 0,025m2

Oπότε

σανίδια θα χρειαστούν.

β) 1200 · 0,3 = 360 € συνολικό κόστος
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4) Στο διπλανό τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒΓ∆) 

φέρνουµε τις διαγώνιες ΑΓ και Β∆. 

Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ABΓ 

και ΑΒ∆ έχουν ίδιο εµβαδόν.

Λύση

Φέρνουµε το ύψη ∆Ε και ΓΖ. Τότε το 
τρίγωνο ΑΒΓ έχει εµβαδόν:

(Ε ) = 

Το τρίγωνο ΑΒ∆ έχει εµβαδόν 

(Ε ) = 

Τα ύψη ΓΖ και ∆Ε είναι ίσα, επειδή 
ΑΒΓ∆. Άρα: (Ε ) = (Ε ).

5) Ένα χωράφι, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, πωλείται προς 15.000 €
το στρέµµα. Ποιά είναι η αξία του χωραφιού;

Λύση

Παρατηρούµε ότι το χωράφι αποτελείται 
από τα τρίγωνα ΑΖΕ, ∆ΘΓ, ΑΒΓ 
και από το τραπέζιο ∆ΘΖΕ. 
Το εµβαδόν του ΑΖΕ είναι:

(ΑΖΕ) =

Το εµβαδόν του είναι: 

Το εµβαδόν του είναι:  

Το εµβαδόν του τραπεζίου ∆ΘΖΕ είναι: 
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οπότε

Άρα το εµβαδόν του χωραφιού είναι:
40 + 65 + 520 + 882 = 1.507m2 ή   1,507 στρέµµατα
Εποµένως η αξία του χωραφιού είναι:
1,507 · 15.000 = 22.605 €.

6) Η µεγάλη βάση ενός τραπεζίου είναι τριπλάσια από τη µικρή βάση και το
ύψος του είναι 22cm. Αν το εµβαδό του τραπεζίου είναι ίσο µε το εµβαδό
ενός τετραγώνου που έχει πλευρά ίση µε το ύψος του τραπεζίου, να υπολο-
γίσετε τις βάσεις του.

Λύση

Το τετράγωνο έχει εµβαδό: 
Ε

τραπ.
= 222 = 484cm2

Άρα και το εµβαδό του τραπεζίου 
είναι 484cm2. Έστω ότι η µικρή βάση 
του τραπεζίου είναι x cm, τότε η µεγάλη 
βάση θα είναι 3x cm, οπότε έχουµε

Ε
τραπ. 

= 

ή  484 =(3x + x) ˆ 11  ή

484 = 4 · x · 11 ή 484 = 44 · x   ή   x = 484 : 44
x = 11cm

Άρα η µικρή βάση είναι 11cm και η µεγάλη βάση είναι 3 · 11 = 33cm.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση:
Α Β Γ

1. Το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ 
είναι: 10 20 40
(ΑΒ = 5cm, ΒΓ = 10cm, 
ΑΕ = 4cm)

2. Το ύψος Γ∆ είναι: 8 4 16
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3. Το εµβαδόν του παραλληλο-
γράµµου ΑΒΓ∆ είναι: 30 72 60

4. Το ύψος x που αντιστοιχεί στην 
πλευρά ΑΒ είναι: 6 5 10

5. Αν το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒ∆ 
είναι 8cm2 και ∆ είναι το µέσο της 
ΒΓ, τότε το εµβαδόν του ΑΒΓ είναι: 16 4 32

6. Το διπλανό παραλληλόγραµµο 
έχει εµβαδόν 32cm2 και το Μ
είναι το µέσο της πλευράς Γ∆. 
Το εµβαδόν του τριγώνου 
ΑΜΒ είναι: 64 16 8

7. Αν Ε, Θ είναι τα µέσα των ΑΒ 
και Γ∆, το εµβαδόν του ΕΖΘΗ 
είναι: 10 3 6

8. Το εµβαδόν του τραπεζίου 
Α∆ΕΗ είναι: 54 30 27

2) Να επιλέξετε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι σωστές (Σ) ή λάθος (Λ).
1. Κάθε διάµεσος ενός τριγώνου το χωρίζει σε δύο 
τρίγωνα µε ίσα εµβαδά. Σ Λ

2. Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες
πλευρές 6cm και 8cm, είναι 48cm2. Σ Λ

3. Το ύψος x που αντιστοιχεί 
στην υποτείνουσα του διπλανού 
ορθογωνίου τριγώνου είναι 2,4cm. Σ Λ

4. Αν διπλασιάσουµε τη βάση ενός παραλληλογράµµου 
τότε το εµβαδόν του διπλασιάζεται. Σ Λ

5. Αν διπλασιάσουµε τις βάσεις και το ύψος ενός 
τραπεζίου, τότε το εµβαδόν του διπλασιάζεται. Σ Λ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Αν το εµβαδόν ενός τετραγώνου είναι 144cm2, να υπολογίσετε την περί-
µετρό του.

2. Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο έχει περίµετρο 162m και το µήκος του
είναι διπλάσιο από το πλάτος του. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του.

3. Ένα βιβλίο έχει 127 φύλλα, που το καθένα έχει διαστάσεις 16cm και 25cm.
Να υπολογίσετε πόση επιφάνεια χαρτιού έχει όλο το βιβλίο.

4. Ένα θερµοκήπιο σχήµατος ορθογωνίου έχει µήκος 46m και πλάτος 20m.
Θέλουµε να βάλουµε λίπασµα και ξέρουµε ότι χρειάζονται 300g για κάθε
1m2. Πόσα κιλά λίπασµα θα χρειαστούµε και πόσο θα µας κοστίσει, αν 1
κιλό κοστίζει 2 €;

5. Ένα παραλληλόγραµµο έχει το ίδιο εµβαδόν και την ίδια περίµετρο µε
ένα ορθογώνιο που έχει διαστάσεις 8cm και 7cm. Αν η µία πλευρά του πα-
ραλληλογράµµου είναι 10cm να υπολογίσετε την άλλη πλευρά του και τα
ύψη του παραλληλογράµµου.

6. Η µεγάλη βάση ενός τραπεζίου είναι διπλάσια απο τη µικρή βάση. Αν το
εµβαδόν του είναι 36cm2 και το ύψος του 6cm, να υπολογίσετε τις βάσεις
του.

7. Το διπλανό τετράγωνο το χωρίσαµε, 
έτσι ώστε:

Ε
(ΑΚΒ)

= E
(ABΓ∆) 

και

Ε
(∆ΚΛ)

= E
(ABΓ∆)

Να υπολογίσετε τα x και y, καθώς και το εµβαδόν του ΒΓΛΚ.

8. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε διαστάσεις 
32cm και 18cm. Αν Ε, Ζ, Η, Θ είναι τα µέσα 
των πλευρών του, να υπολογίσετε το εµβαδόν 
του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ.
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9. Στο διπλανό τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒΓ∆) 
η βάση Γ∆ είναι το µισό της βάσης ΑΒ. 
Αν Μ είναι το µέσο της ΑΒ:
α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΜ∆

και ΜΒΓ έχουν ίσα εµβαδά.
β) Να αποδείξετε ότι εµβαδόν του 

τριγώνου Μ∆Γ είναι το του εµβαδού 

του τραπεζίου ΑΒΓ∆.

10. Να υπολογίσετε το x σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα.

11. Να υπολογίσετε τα εµβαδά των παρακάτω σχηµάτων.

12. Ένα οικόπεδο έχει σχήµα τραπεζίου 
ΑΒΓ∆ µε (ΑΒΓ∆) µε ΑΒ = 40m, 
Γ∆ = 25m και ύψος ∆Κ = 30m.Ένας 
καινούργιος δρόµος αποκόπτει 
τη λωρίδα ΕΖΗΘ. Πόσα τετραγωνικά 
µέτρα αποµένουν;
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13. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
το εµβαδόν του τριγώνου ΕΖΓ.
(Τα ΑΒΓ∆ και ΒΗΖΕ είναι 
τετράγωνα).

14. Το διπλανό σχήµα είναι το σχέδιο 
ενός χωραφιού το οποίο πωλείται 
προς 12.000 € το στρέµµα. Να βρεθεί 
η αξία του χωραφιού.
(ΑΒΓ∆ τετράγωνο)

15. Να υπολογίσετε τα εµβαδά των γραµµοσκιασµένων σχηµάτων.

16. ∆ίνεται το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και Μ το µέσο της Α∆. Να δείξετε
ότι: Ε = Ε + Ε
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u ttt1.4  ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟ ΘΕΩΡΗΜΑ

• Πυθαγόρειο Θεώρηµα:

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο 
της υποτείνουσας είναι ίσο µε το άθροισµα 
των τετραγώνων των δύο κάθετων πλευρών του.
Ισχύει: ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2   ή  α2 = β2 + γ2

• Απο το Πυθαγόρειο θεώρηµα µπορούµε να πούµε ότι:

Το τετράγωνο µιας κάθετης πλευράς ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε
το τετράγωνο της υποτείνουσας, ελαττωµένο κατά το τετράγωνο της άλλης
κάθετης πλευράς.
Ισχύει: β2 = α2 – γ2 και   γ2 = α2 – β2

• Το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήµατος:

Όταν σε ένα τρίγωνο, το τετράγωνο της µεγαλύτερης πλευράς είναι ίσο µε
το άθροισµα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, τότε η γωνία που
βρίσκεται απέναντι από τη µεγαλύτερη πλευρά είναι ορθή.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να υπολογίσετε το x 
στα διπλανά σχήµατα.

Λύση

Απο το Πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε:
i) x2 = 32 + 42 ii)  172 = 152 + x2

x2 = 9 + 16 289 = 225 + x2

x2 = 25 x2 = 289 – 225
x = 5cm x2 = 64

x = 8cm

2) Στο διπλανό σχήµα, το παραλλη- 
λόγραµµο έχει περίµετρο 34cm.
α) Να βρείτε τις πλευρές του και  
τη διαγώνιο του Β∆.
β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του ΑΒΓ∆.
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Λύση

α) Η περίµετρος του ΑΒΓ∆ είναι:
2 · 6x + 2(3x – 1) = 12x + 6x – 2 = 18x – 2
Oπότε 18x – 2 = 34

18x = 36
x = 2

Άρα ΑΒ = ∆Γ = 12cm,   ΒΓ = Α∆ = 5cm και   Β∆ = 13cm
β) Στο τρίγωνο ΑΒ∆ έχουµε:
Β∆2 = 132 = 169
ΑΒ2 + Α∆2 = 122 + 52 = 144 + 25 = 169
άρα το είναι ορθογώνιο µε = 90° (Αντίστροφο Πυθαγορείου)
Oπότε το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο και Ε

ΑΒΓ∆
= ΑΒ · Α∆ = 12 · 5 = 60cm2.

3) Στο διπλάνο σχήµα, το τετράπλευρο 
ΑΒΓ∆ έχει ΑΒ = 17m,  ΒΓ = 8m, 
Γ∆ = 12m,  ∆Α = 9m και  = 90°
α) Να υπολογίσετε το x.
β) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΓΒ είναι 

ορθογώνιο.
γ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του ΑΒΓ∆.

Λύση

α) Εφαρµόζω Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγ. Α∆Γ:
ΑΓ2 = Α∆2 + ∆Γ2 ή   ΑΓ2 = 92 + 122 ή   ΑΓ2 = 81 + 144
ΑΓ2 = 225   ή   ΑΓ = 15m
Άρα x = 15m.
β) Έχουµε ΑΒ2 = 172 = 289
ΑΓ2 + ΓΒ2 = 152 + 82 = 225 + 64 = 289
Άρα το τρίγωνο ΑΓΒ είναι ορθογώνιο στο Γ.

γ) Ε
ΑΒΓ∆

= Ε
ΑΒΓ

+ Ε
Α∆Γ

= 15 · 8 + 9 · 12 = 60 + 54 = 114m2.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝOΗΣΗΣ

1) Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση, ώστε τα τρίγωνα να είναι ορθογώνια στο ∆.
1.

Α        Β          Γ         ∆
x =   5cm  6cm 8cm 9cm

Γ

17m

x

∆

8m

ΒΑ

9m

Z ∆

x

Ε

8cm

12cm

}

}

12m

ttttt



2.
A          B             Γ              ∆  

x =  13cm     17cm      8cm        9cm

3.

x =  26cm 10cm 12cm 24cm

ΕΡΩΤHΣΕΙΣ "ΣΩΣΤO - ΛAΘΟΣ"

1. Αν διπλασιάσουµε τις πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου, 
τότε το τρίγωνο που προκύπτει είναι πάλι ορθογώνιο. Σ Λ

2. Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2. Σ Λ
3. Αν για το τρίγωνο ΚΛΜ ισχύει ΚΛ2 = ΚΜ2 + ΛΜ2, 

τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Μ. Σ Λ
4. Αν σε ένα τρίγωνο η διαφορά των τετραγώνων 

των δύο πλευρών του ισούται µε το τετράγωνο της τρίτης 
πλευράς, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. Σ Λ

5. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι β2 = 4γ2 και α2 = 3γ2, τότε     Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να εξετάσετε αν τα παρακάτω τρίγωνα είναι ορθογώνια.
α) β) γ)
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2. Η πλευρά ενός τετραγώνου είναι η διαγώνιος ορθογωνίου παραλληλο-
γράµµου µε µήκος 12cm και πλάτος 9cm. Να βρείτε την περίµετρο και το εµ-
βαδόν του τετραγώνου.

3. Η πλευρά ενός τετραγώνου είναι το ύψος ενός ισόπλευρου τριγώνου πλευ-
ράς 8cm. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τετραγώνου.

4. Ένα οικόπεδο έχει σχήµα ρόµβου µε διαγώνιες 80m και 60m.
Να βρείτε:
α) την περίµετρο και το εµβαδόν του οικοπέδου
β) πόσο κοστίζει να περιφράξουµε το οικόπεδο, όταν το 1 µέτρο περίφραξης

κοστίζει 15 ευρώ.

5. Ένα πλοίο ξεκίνησε από το
λιµάνι Λ και ταξίδεψε 21Km
βόρεια και 20Km ανατολικά,
φτάνοντας στο σηµείο Κ. Πόσο
απέχει από το σηµείο Λ;

6. Ένα σύρµα µήκους 35cm λυ-
γίζεται και φτιάχνεται το δι-
πλανό σχήµα. Να υπολο γίσετε
το µήκος του ΑΒ.

7. Ένας ξυλουργός πήρε µέτρα
για να φτιάξει το ξύλινο πλαί-
σιο ενός παραθύρου. Εκτός από
το µήκος και το πλάτος του ορ-
θογωνίου µέτρησε και τη δια-
γώνιο του προκειµένου να είναι
σίγουρος ότι η κατασκευή του
θα είναι τέλειο ορθογώνιο. Τι
λέτε καλά έκανε ή µήπως ήταν
περιττή αυτή η µέτρηση.
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8. Να υπολογίσετε την άγνωστη πλευρά x στα παρακάτω σχήµατα.
α) β) γ)

9. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο µε βάση 48cm και περίµετρος 128cm. 
α) Να βρεθεί καθεµία από τις ίσες πλευρές του.
β) Να βρεθεί το ύψος που αντιστοιχεί στη βάση του τριγώνου.
γ) Να βρεθεί το εµβαδόν του.
δ) Να βρεθεί το ύψος που αντιστοιχεί σε µια από τις δύο ίσες πλευρές του.

10. Στο παρακάτω σχήµα είναι ΑΒ = 9cm, ΒΓ = 8cm και ∆Γ = 7cm.
Αν ΑΚ = Κ∆, να υπολογίσετε το ΒΚ.

11. Σε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ΚΛΜΝ η διαγώνιος ΚΜ = 10cm
και η πλευρά ΚΛ = 8cm. Αν Ε είναι το µέσο της ΛΜ, να υπολογίσετε το εµ-
βαδόν του τετραγώνου που έχει πλευρά την ΚΕ.

12. Να υπολογίσετε το x στο διπλανό σχήµα, αν γνωρίζετε ότι το εµβαδόν του
ΕΖΗΘ είναι 136cm2. Στη συνέχεια να βρείτε το εµβαδόν του ΑΒΓ∆.

Μέρος 

Β΄

154

9

x

10
8

21

8 10x

x

817 10

Γ

∆

Κ Β

A

Γ

6cm

Ζ

x

Β6cmΕxΑ

6cm
Θ

x

∆ 6cm Η x



ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
Α. Ποιές είναι οι κυριότερες µονάδες εµβαδού (υποδιαιρέσεις - πολλαπλά-
σια).
Β. Να γράψετε τους τύπους εµβαδού ορθογωνίου, παραλληλογράµµου, τρι-
γώνου και τραπεζίου.

Θέµα 2
Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο έχει πλάτος 14cm και περίµετρο 68cm.
Να βρείτε το µήκος του και το εµβαδόν του.

Θέµα 3
Να εξετάσετε αν τα παρακάτω τρίγωνα είναι ορθογώνια.
α) β) γ)

Θέµα 4
∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο µε βάση 24cm και περίµετρο 56cm.
α) Να βρείτε καθεµία από τις ίσες πλευρές του.
β) Να βρείτε το ύψος που αντιστοιχεί στη βάση του τριγώνου.
γ) Να βρείτε το εµβαδόν του.
δ) Να βρείτε το ύψος που αντιστοιχεί σε µία από τις δύο ίσες πλευρές του.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
Α. Να διατυπώσετε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα και το αντίστροφο του Πυθα-
γορείου Θεωρήµατος.
Β. Να υπολογίσετε το x στα παρακάτω ορθογώνια τρίγωνα.

Κεφάλαιο 
1

155

5cm6cm

4cm

5cm 12cm

13cm

4cm

6cm

ttttt

ttttt



Θέµα 2
Σε ένα παραλληλόγραµµο η µία πλευρά του είναι 15cm, η περίµετρός του
είναι 54cm και το εµβαδόν του είναι 300cm2. Να υπολογίσετε τα ύψη του πα-
ραλληλογράµµου.

Θέµα 3
Στο διπλανό σχήµα, το τρίγωνο ΚΛΜ
έχει περίµετρο 96cm.
α) Να βρείτε το x.
β) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΚΛΜ

τρίγωνο είναι ορθογώνιο.

Θέµα 4
Ένα ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒΓ∆) έχει βάσεις ΑΒ = 10cm,
Γ∆ =26cm και Α∆ = ΒΓ = 17cm. Να βρείτε το εµβαδόν του τραπεζίου.
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u ttt2.1  ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΟΞΕΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ

Εφαπτοµένη µιας οξείας γωνίας ενός
ορθογωνίου τριγώνου λέγεται ο λόγος
της απέναντι κάθετης πλευράς προς
την προσκείµενη κάθετη πλευρά.

απέναντι κάθετη πλευρά

προσκείµενη κάθετη πλευρά

δηλαδή εφω = ή   εφω = 

Παρατηρήσεις - Σχόλια
1) Κλίση µιας ευθείας ε ως προς µια άλλη οριζόντια ευθεία ονοµάζεται η
εφαπτοµένη της γωνίας που σχηµατίζει η ευθεία ε µε την οριζόντια ευ-
θεία.

κλίση της ε = 

2) Η κλίση ενός δρόµου (µιας ευθείας) εκφράζεται µε µορφή ποσοστού. ∆η-
λαδή όταν λέµε ότι η κλίση ενός δρόµου (µιας ευθείας) είναι 8%, εννοούµε
ότι η εφαπτοµένη της γωνίας που σχηµατίζει ο δρόµος µε το οριζόντιο επί-

πεδο είναι Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε 100m οριζόντιας από-

στασης, ανεβαίνουµε σε ύψος 8m.

3) Η κλίση της ευθείας µε εξίσωση y = αx
είναι ίση µε την εφαπτοµένη της γωνίας ω, 
που σχηµατίζει η ευθεία µε τον άξονα x΄x
και είναι ίση µε α.
∆ηλαδή εφω = α

Έχουµε εφω = 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ 
είναι ΒΓ = 17cm και ΑΒ = 8cm.
Να υπολογίσετε τις εφαπτοµένες των 

γωνιών και 

Λύση

Από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα έχουµε:
ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2

172 = 82 + ΑΓ2

289 = 64 + ΑΓ2

ΑΓ2 = 289 – 64
ΑΓ2 = 225
ΑΓ = 15cm

Οπότε και  

2) Nα κατασκευάσετε µια γωνία ω τέτοια, ώστε η εφαπτοµένη της να είναι 

δηλαδή εφω =  

Λύση

Για να κατασκευάσουµε µια γωνία ω µε 

εφω = σχεδιάζουµε µια ορθή γωνία 

και στην πλευρά Ox παίρνουµε τµήµα 
ΟΑ = 4cm και στην πλευρά Οy παίρνουµε 
τµήµα ΟΒ = 3cm.
Άρα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΒ έχουµε:

εφω = 

3) Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
το µήκος του ΚΛ.

Λύση

Έχουµε οπότε
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ή

ΚΛ = 10 · 0,625  ή  ΚΛ = 6,25cm.

4) Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
το µήκος του ΑΒ.

Λύση

Έχουµε οπότε ή

ή  ή  ή ΑΒ ≅ 7,8cm.

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση:
Α          Β          Γ         ∆ 

1.                                                            εφθ =

2.
εφφ =

3.                                                            εφθ =

4.                                                            εφω =

5.                                                            εφω =

6.                                                            εφω =

7.                                                            εφτ  =
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2) Ερωτήσεις "Σωστό - λάθος"
1. Η εφαπτοµένη µιας οξείας γωνίας είναι αριθµός 
µεγαλύτερος ή ίσος του µηδέν. Σ Λ
2. Η εφαπτοµένη µιας οξείας γωνίας είναι αριθµός 
πάντοτε δεκαδικός. Σ Λ
3. Η εφ 45˚ = 1. Σ Λ
4. Η κλίση ενός δρόµου είναι η γωνία ω που σχηµατίζει 
µε το οριζόντιο επίπεδο. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Στα παρακάτω σχήµατα να υπολογίσετε το x:
α) β)

γ) δ)

2. Nα κατασκευάσετε µια γωνία ω µε εφω = 

3. Να υπολογίσετε το x στο παραπάνω σχήµα.
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4. ∆ύο άνθρωποι βρίσκονται στις θέσεις 
Α και Β και βλέπουν το δέντο ύψους 12m
µε γωνίες 25˚ και 42˚ αντίστοιχα. 
Να βρείτε την απόστασή τους ΑΒ.

5. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
το ύψος x της κεραίας. 

6. Η κλίση του δρόµου ΑΒ είναι 8%. 
Αν η απόσταση ΑΓ είναι 350m να 
υπολογίσετε το µήκος του ΒΓ.

7. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Αν το ύψος
Α∆ που φέρνουµε από την κορυφή Α προς την υποτείνουσα ΒΓ είναι 4cm,
να υπολογίσετε την υποτείνουσα ΒΓ του τριγώνου.

8. Στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο 
έχουµε

Να αποδείξετε ότι σηµείο Ν είναι το 
µέσο του ΚΛ.

9. Σε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆, η διαγώνιος ΑΓ σχηµατίζει
µε την πλευρά ΑΒ γωνία και η περίµετρος του ΑΒΓ∆ είναι 19cm,
να υπολογίσετε το εµβαδόν του ορθογωνίου.
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10. Στο διπλανό σχήµα είναι Α∆ = ∆Γ. 
Να βρείτε τη σχέση που συνδέει την εφω 
µε την εφθ.

2.2  ΗΜΙΤΟΝΟ ΚΑΙ ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΟ 
ΟΞΕΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ

• Ηµίτονο οξείας γωνίας

Ηµίτονο µιας οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου 
τριγώνου λέγεται ο λόγος της απέναντι κάθετης 
πλευράς προς την υποτείνουσα του τριγώνου.

απέναντι κάθετη πλευρά

υποτείνουσα

Έχουµε ή

ή  

• Συνηµίτονο οξείας γωνίας

Συνηµίτονο µιας οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου 
τριγώνου λέγεται ο λόγος της προσκείµενης 
κάθετης πλευράς προς την υποτείνουσα 
του τριγώνου.

προσκείµενη κάθετη πλευρα

υποτείνουσα

Έχουµε  ή

ή  
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Παρατηρήσεις - Σχόλια
1) Επειδή σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι κάθετες πλευρές είναι µικρότερες
από την υποτείνουσα, ισχύουν ότι:

0 < ηµω < 1 και  0 < συνω < 1
για οποιαδήποτε οξεία γωνία ω.

2) Ισχύει η σχέση  για οποιαδήποτε οξεία γωνία ω.

Απόδειξη

Έχουµε

3) Ισχύει η σχέση  για οποιαδήποτε οξεία γωνία ω.

Απόδειξη

Έχουµε 

(β2 + γ2 = α2 απο το Πυθαγόρειο Θεώρηµα).

4) Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ισχύει:

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο  

να υπολογίσετε τα ηµίτονα 

και τα συνηµίτονα των γωνιών και 

Λύση

Πρέπει αν υπολογίσουµε πρώτα το ΑΒ. Απο το Πυθαγόρειο Θεώρηµα
έχουµε:
BΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2

152 = ΑΒ2 + 92
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225 = ΑΒ2 + 81
ΑΒ2 = 225 – 81
ΑΒ2 = 144

Οπότε 

2) Αν για µια οξεία ω ισχύει να υπολογίσετε το συνηµίτονο και 

την εφαπτοµένη της γωνίας ω.

Λύση

Απο τη σχέση ηµ2ω + συν2ω = 1  έχουµε

ή ή 

Οπότε

3) Να κατασκευάσετε µια οξεία γωνία φ, 

µε συνφ 

Λύση

Σχεδιάζουµε µια ορθή γωνία 

και στην πλευρά Αx παίρνουµε τµήµα 
ΑΒ = 4cm. Με κέντρο το Β και ακτίνα 5cm, 
γράφουµε κύκλο που τέµνει την Αy στο Γ. 
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Οπότε στο τρίγωνο ABΓ έχουµε

Άρα η ζητούµενη γωνία φ είναι η γωνία του 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο είναι:

α) 

β) 

γ) 

δ) 

2) Αν τότε εφω =

3) Να βάλετε ένα x στο τετραγωνάκι που βρίσκεται δίπλα από τους αριθµούς
που δεν µπορούν να εκφράζουν το ηµίτονο ή το συνηµίτονο µιας οξείας γω-
νίας:
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α) ε)   1,01

β) στ) 

γ) ζ)   

δ) η)   

4) Να χαρακτηρίσετε µε Σ (σωστή) ή Λ (λανθασµένη) της παρακάτω σχέ-
σεις:

α) Αν τότε  Σ Λ

β) Αν τότε  Σ Λ

γ) Σ Λ

δ) Σ Λ

ε) Σ Λ

στ) Σ Λ

5)Με βάση το διπλανό τρίγωνο να 
συµπληρώσετε τις παρακάτω σχέσεις:
α) ηµ2Μ + ... = 1
β) συν2Μ + συν2Λ = ...
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γ) ηµΛ =
δ) συνΛ = 

ε) 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.Να υπολογίσετε τα ηµίτονα και τα συνηµίτονα των οξείων γωνιών στα πα-
ρακάτω ορθογώνια τρίγωνα.
α) β)

γ)

2. Για µια οξεία γωνία ω ισχύει ότι Να υπολογίσετε το ηµω και
την εφω.

3. Για µια οξεία γωνία ω ισχύει ότι Να υπολογίσετε το συνω και
την εφω.

4. Να αποδείξετε ότι για κάθε οξεία γωνία ω, ισχύει:
α) 5 – 3 ηµω > 2
β) 7ηµω + 4 συνω < 11
γ) 6 +3 συνω < 9
δ) 2ηµω + 3συνω + 5 < 10
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5. Στο διπλανό σχήµα είναι:

AΒ = 8cm,  και  Α∆ = 10cm.
Να υπολογίσετε τις πλευρές 

του τριγώνου Β∆Γ.

6. Αν στο οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι υ το ύψος που φέρνουµε από την κο-

ρυφή Α προς την πλευρά ΒΓ, να αποδείξετε ότι 

2.3 ΜΕΤΑΒΟΛΗ ΗΜΙΤΟΝΟΥ, ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΟΥ 
ΚΑΙ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ

• Έστω µια ορθή γωνία Με κέντρο  

το 0 και ακτίνα ρ γράφουµε έναν κύκλο  

και έστω Α, Β, Γ τυχαία σηµεία πάνω  

στον κύκλο. Σχηµατίζουµε τα ορθογώνια 

τρίγωνα ΟΑ∆, ΟΒΕ και ΟΓΖ, που έχουν 

ίσες υποτείνουσες ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ = ρ 

και θεωρούµε τρεις γωνίες ω < φ < θ.

Έχουµε ότι Α∆ < ΒΕ < ΓΖ, οπότε αν διαιρέσεουµε µε ρ παίρνουµε

δηλαδή ηµω < ηµφ < ηµθ.

Άρα, όταν αυξάνεται µια οξεία γωνία, αυξάνεται και το ηµίτονό της.

Παρατηρούµε ότι Ο∆ > ΟΕ > ΟΖ, οπότε αν διαιρέσουµε µε ρ παίρνουµε

δηλαδή συνω > συνφ > συνθ.

Άρα, όταν αυξάνεται µια οξεία γωνία, ελαττώνεται το συνηµίτονό της.

• Στο διπλανό σχήµα έχουµε τα ορθογώνια 

τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΑΓ, ΟΑ∆ µε σταθερή τη  

µία κάθετη πλευρά ΟΑ. Παρατηρούµε ότι 

ΑΒ < ΑΓ < Α∆, οπότε αν διαιρέσουµε 

µε ΟΑ έχουµε
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δηλαδή

εφω < εφφ < εφθ

Άρα, όταν αυξάνεται µια οξεία γωνία, αυξάνεται και η εφαπτοµένη της.

Παρατηρήσεις - Σχόλια
Αν δύο οξείς γωνιές έχουν ίσα ηµίτονα ή ίσα συνηµίτονα ή ίσες εφαπτόµενες,
τότε οι γωνίες αυτές είναι ίσες.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο διπλανό σχήµα είναι: 
ΑΓ = 5cm,   ΒΓ = 3cm και ΑΕ = 12cm. 
Να υπολογίσετε την απόσταση ∆Ε.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγ. ΑΒΓ έχουµε και στο ορθογώνιο τρίγ. Α∆Ε

έχουµε 

Άρα ισχύει ή  ή 5 ˆ ∆Ε = 3 ˆ 12  ή  5 ˆ ∆Ε = 36  ή

∆Ε =

2) Το συνηµίτονο της γωνίας που σχηµατίζει 

η σκάλα µε το δάπεδο είναι 
Αν η απόσταση της βάσης της σκάλας από 
τον τοίχο είναι ΑΒ = 1,4cm, να βρεθεί 
το µήκος της σκάλας ΒΓ.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγ. ΑΒΓ έχουµε:
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ή ή ή  ΒΓ =  3,5m.

3) Ένας άνθρωπος βλέπει την κορυφή 
του φανοστάτη ΑΒ υπο γωνία 12˚, ενώ 
βλέπει τη βάση του υπο γωνία 42˚. 
Αν η απόσταση του ανθρώπου από τον 
φανοστάτη είναι 2m, να υπολογίσετε το 
ύψος του φανοστάτη ΑΒ.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγ. Γ∆Β έχουµε 

Από τους πίνακες των τριγωνοµετρικών αριθµών έχουµε εφ12˚ = 0,212

Άρα επειδή Γ∆ = 2m οπότε Β∆ = 2 ˆ 0,212 = 0,424m

Στο ορθογώνιο τρίγ. Γ∆Α έχουµε 

Από τους πίνακες των τριγωνοµετρικών αριθµών έχουµε εφ42˚ = 0,9

Άρα ή  ∆Α = 2 ˆ 0,9 = 1,8m

Άρα το ύψος του φανοστάτη είναι ΑΒ = ∆Α + ∆Β = 1,8 + 0,424 = 2,24m.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σ (σωστό) ή Λ (λανθα-
σµένο).
α) ηµ 65˚ < ηµ 42˚ Σ Λ
β) ηµ 18˚ < ηµ 72˚ Σ Λ
γ) συν 23˚ < συν 20˚ Σ Λ
δ) εφ 56˚ < εφ 55˚ Σ Λ
ε) συν 42˚ < συν 67˚ Σ Λ
στ) εφ 81˚ < εφ 85˚ Σ Λ

2) Να κυκλώσετε τις σωστές απαντήσεις που αφορούν τις γωνίες των παρα-
κάτω ορθογωνίων τριγώνων.
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α) Α: ω < φ         Β: ω > φ         Γ: ω = φ

β) Α: θ < x B: θ = x Γ: θ>x

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε τα x, y, ω, z στα παρακάτω τρίγωνα:
α) β)

γ) δ)

2. Να διατάξετε από τον µικρότερο στον µεγαλύτερο τους παρακάτω τριγω-
νοµετρικούς αριθµούς.
α) συν 73˚  συν 45˚  συν 11˚  συν 81˚  συν 34˚  
β) ηµ 24˚    ηµ 7˚   ηµ 78˚   ηµ 59˚   ηµ 62˚   
γ) εφ 83˚     εφ 5˚  εφ 18˚  εφ 49˚  εφ 50˚  

3. Αν ω είναι οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου, να αποδείξετε ότι:

α) 
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β)

γ) συν2ω + εφ2ω + ηµ2ω = 

δ) (1 – συν2ω) (1 + εφ2ω) = εφ2ω

4.Ένα αεροπλάνο ανεβαίνει υπο γωνία 20˚ 
ως προς την οριζόντια διεύθυνση. Σε τι ύψος 
θα έχει φτάσει όταν θα έχει διανύσει µήκος 
1500m;

5. Στο διπλανό σχήµα είναι µια κερα-
µοσκεπή από ένα κιόσκι. Να βρείτε 
πόσο είναι το πλάτος από το κιόσκι.

6.Μια γέφυρα που ενώνει τις όχθες 
ενός ποταµού έχει µήκος 150m και 
σχηµατίζει γωνία 70˚ µε τις όχθες, 
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 
Ποιό είναι το πλάτος του ποταµού;

7. Μια πόρτα ενός γκαράζ έχει δύο φύλλα που το καθένα έχει µήκος 1,5m
και όταν ανοίγουν σχηµατίζουν γωνία 75˚. Ποιό είναι το πλάτος του ανοίγ-
µατος που δηµιουργούν τα δύο φύλλα όταν είναι ανοικτά;
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8.Ένας τοπογράφος έκανε τις παρακάτω 
µετρήσεις σε ένα τριγωνικό αγροτεµάχιο 
ΑΒΓ που φαίνονται στο διπλανό σχήµα. 
Να βρείτε το ύψος υ και το εµβαδόν 
του αγροτεµαχίου.

9. Ένας δορυφόρος Β απέχει από την 
επιφάνεια της Γης απόσταση υ = 500Km. 
Αν η γωνία και ΓΑ η ακτίνα 
της Γης, να υπολογίσετε την ακτίνα 
της Γης ΑΓ = R.

10. ∆ύο παρατηρητές Β και Γ βρίσκονται 
στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο απέχουν δε 
µεταξύ τους 1000m και µετρούν την ίδια 
χρονική στιγµή µ’ ένα γωνιόµετρο τις 
γωνίες φ και ω µε τις οποίες βλέπουν 
το αεροπλάνο Α, και 
Να βρεθεί το ύψος h που βρίσκεται 
το αεροπλάνο, αν τα γωνιόµετρα 
βρίσκονται σε ύψος 1,6m.

2.4  ΟΙ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
ΤΩΝ ΓΩΝΙΩΝ 30 ,̊ 45 ,̊ 60˚

• Οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί της γωνίας 45˚

Θεωρούµε ένα ορθογώνιο και ισοσκελές 
τρίγωνο ΑΒΓ µε κάθετες πλευρές 
ΑΒ = ΑΓ = 1m. Επειδή το τρίγωνο 
είναι ισοσκελές έχουµε
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Απο το Πυθαγόρειο Θεώρηµα έχουµε:
BΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2

ΒΓ2 = 12 + 12

ΒΓ2 = 2

Άρα 

• Οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των γωνιών 30˚ και 60˚

Θεωρούµε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ 
µε πλευρές ΑΒ = ΑΓ = ΒΓ = 2cm,
οπότε όλες οι γωνίες του είναι ίσες µε 60˚. 
Φέρνουµε το ύψος Α∆ που είναι ταυτό-
χρονα διάµεσος και διχοτόµος. Άρα 
Β∆ = ∆Γ = 1cm και 
Απο το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο τρίγωνο 
ΑΒ∆ έχουµε:

ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2 ή    22 = Α∆2 + 12 ή    Α∆2 = 4 – 1
Α∆2 = 3    ή    

Άρα 

και  
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Έτσι έχουµε τον παρακάτω πίνακα:

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να αποδείξετε ότι ισχύει η ισότητα:  συν245˚ + συν60˚ = 1.

Λύση

Ξέρουµε ότι και Οπότε έχουµε:

2) Nα υπολογιστεί η τιµή της παράστασης:
A = 2συν45˚ – 3εφ45˚ + 4ηµ30˚ + 6ηµ45˚ – 3εφ30˚

Λύση

A = 2συν45˚ – 3εφ45˚ + 4ηµ30˚ + 6ηµ45˚ – 3εφ30˚
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3) Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο είναι Να δείξετε ότι 

Λύση

Έχουµε ή 

ή

ή   2ΑΒ = ΒΓ

4)Να βρείτε για ποιές τιµές της οξείας γωνίας x ενός ορθογωνίου τριγώνου
έχει νόηµα αριθµού η παράσταση

Λύση

Η παράσταση έχει νόηµα αριθµού όταν:

Άρα x ≥ 60˚, αφού όσο αυξάνει η γωνία, αυξάνει και το ηµίτονό της.

5) Αν x είναι µια οξεία γωνία ορθογωνίου τριγώνου, να προσδιορίσετε τη
γωνία x, αν είναι γνωστό ότι ικανοποιεί τη σχέση. 2συν2x – συνx = 0 

Λύση
2συν2x – συνx = 0
συνx (2συνx – 1) = 0
συνx = 0                        ή     2συν – 1 = 0
αδύνατη                                2συνx = 1
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γιατί συνx >0       και

για κάθε οξεία γωνία x       Άρα x = 60˚ γιατί 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σ (σωστή) ή Λ (λανθα-
σµένη).
α) 2ηµ60˚ =ηµ45˚ Σ Λ
β) 2ηµ30˚ – 1 =0 Σ Λ
γ) 3εφ30˚ =εφ60˚ Σ Λ

δ) Σ Λ

ε) Σ Λ

στ) Σ Λ

2) Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση:

α) Αν τότε η γωνία ω ισούται µε:

Α. 30˚      Β. 60˚      Γ. 45˚      ∆. 90˚

β) Αν τότε η γωνία ω ισούται µε:

Α. 60˚      Β. 30˚      Γ. 90˚      ∆. 45˚

γ) Αν τότε η γωνία ω ισούται µε:

Α. 90˚      Β. 45˚      Γ. 60˚      ∆. 30˚

δ) Αν όπου ω οξεία γωνία, τότε:

Α. 60˚      Β. 30˚      Γ. 45˚      ∆. 90˚

3) Να βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση:

α) Αν όπου θ και ω οι γωνίες του παρακάτω σχήµατος, τότε:
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε τα x και y στα παρακάτω ορθογώνια τρίγωνα:
α) β)

2. Να αποδείξετε τις παρακάτω ισότητες:
α) συν60˚ = συν230˚ – ηµ230˚
β) ηµ60˚ = 2ηµ30˚ ˆ συν30˚
γ) εφ345˚ = εφ30˚ ˆ εφ60˚
δ) ηµ30˚ – εφ45˚ = – συν60˚
ε) συν60˚ + 2ηµ230˚ = 1
στ) συν245˚ + 2ηµ260˚ = 2

3. Αν ισχύει η σχέση ηµ245˚ + εφ230˚ =  x ̂  ηµ45˚ ̂  συν45˚ ̂  εφ60˚, να βρείτε
την τιµή του x.

4. Nα βρείτε για ποιές τιµές της οξείας γωνίας x ενός ορθογωνίου τριγώνου
έχουν νόηµα αριθµού οι παραστάσεις.

α) 

β)
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5. Αν x είναι µια οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου, να προσδιορίσετε
τη γωνία x, αν είναι γνωστό ότι ικανοποιεί τις σχέσεις:

6. Να υπολογίσετε το εµβαδόν 
του διπλανού αγροτεµαχίου ΑΒΓ.

7. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
τα µήκη x και y.

8. Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει και υποτεί-
νουσα ΒΓ = 6cm. Να υπολογίσετε τις κάθετες πλευρές του ΑΒ και ΑΓ.

9. Nα υπολογίσετε την κάθετη πλευρά 
ΑΒ και τις γωνίες στο διπλανό 

ορθογώνιο τρίγωνο 

10. Το τελεφερίκ ενός χιονοδροµικού κέντρου, αναχωρεί από υψόµετρο
1.500m και φτάνει σε υψόµετρο 2.400m. Κινείται µε ταχύτητα 3m\s. Το συρ-
µατόσχοινο του τελεφερίκ σχηµατίζει µε το οριζόντιο επίπεδο γωνία 30˚.
Να βρεθεί πόσα λεπτά διαρκεί η διαδροµή.

11. Το παρακάτω σχήµα δείχνει την πορεία ΛΜΝ ενός πλοίου, που ξεκίνησε
από το λιµάνι Λ.
Να υπολογίσετε:
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α) Πόσα Km βόρεια του λιµανιού 
Λ ήταν στη θέση Ν.

β) Πόσα Km ανατολικά του λιµανιού 
Λ ήταν στη θέση Ν.

12. Να βρείτε τις γωνίες x, y στα πάρακάτω σχήµατα και µετά υπολογίστε τα
µήκη α και β.

13. Ο Πέτρος παρατηρώντας την 
σκάλα του σπιτιού του, διαπίστωσε 
ότι αποτελείται από 14 σκαλοπάτια 
που το καθένα έχει ύψος 18cm και 
πλάτος 30cm. Να υπολογίσετε:
α) Το ύψος ΑΓ της σκάλας του σπιτιού.
β) Την απόσταση ΑΒ της αρχής 
της σκάλας από το σπίτι.
γ) Την κλίση της σκάλας και τη γωνία ω.

14. Να βρείτε το εµβαδό παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ που έχει πλευρές 
ΑΒ = 20cm, ΒΓ = 30cm και γωνία 

15. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ). Αν και το ύψος
Α∆ = 5cm, να υπολογίσετε τις πλευρές και τις γωνίες του τριγώνου.

Μέρος 

Β΄

182

45˚

10,8Km
30˚

12,6Km

Λ

ΜΚ

Ρ Ν

Β

∆ Α

Ν

16cm

y

25cm
β

28m

α

x

56m

Α

Γ

Β

ω

i) ii)



16. Το τετράπλευρο του διπλανού 
σχήµατος είναι τραπέζιο. Να υπολο-
γίσετε το εµβαδόν του.

17. Το διπλανό παραλληλόγραµµο 

έχει περίµετρο 42m και 
Να υπολογίσετε το εµβαδόν του.

18. Να υπολογίσετε το βάθος του 
διπλανού κυλινδρικού πηγαδιού.

(ΑΒ = 1,8m, )

19. Στο διπλανό σχήµα το τρίγωνο ABΓ
είναι ισοσκελές µε ΑΒ = ΑΓ = 8 cm 
και Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν του ΑΒΓ
β) την περίµετρο του ΑΒΓ.

20. Ένας βαρκάρης ξεκίνησε από το 
σηµείο Α της όχθης ε

1
του ποταµού 

για να φτάσει στην απέναντι όχθη ε
2
. 

Το ρεύµα του ποταµού παρέσυρε τη 
βάρκα, και έτσι έφτασε απέναντι 
στο σηµείο Β. Να υπολογίσετε την 
απόσταση ΑΒ.
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u ttt2.5  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ

Μονόµετρα µεγέθη
Μονόµετρο µέγεθος λέγεται κάθε µέγεθος που καθορίζεται µόνο µε την
αριθµητική τιµή του.
Τέτοια µεγέθη είναι η θερµοκρασία, το µήκος, ο χρόνος κ.α.

∆ιανυσµατικά µεγέθη
∆ιανυσµατικό µέγεθος λέγεται κάθε µέγεθος που για να καθοριστεί χρειά-
ζεται εκτός της αριθµητικής τιµής του, η διεύθυνση και η φορά του.
Τέτοια µεγέθη είναι η ταχύτητα ενός κινητού, η δύναµη που ασκείται σε ένα
σώµα, το βάρος ενός σώµατος κ.α.
Η παράσταση ενός διανυσµατικού µεγέθους γίνεται µε το διάνυσµα.

∆ιάνυσµα
∆ιάνυσµα λέγεται ένα ευθύγραµµο τµήµα στο οποίο το ένα άκρο καθορίζε-
ται ως αρχή του και το άλλο ως πέρας του διανύσµατος.
Ένα διάνυσµα µε αρχή το Α και πέρας 
το Β το σχεδιάζουµε όπως στο διπλανό 
σχήµα και το συµβολίζουµε µε Μπο-
ρούµε ακόµα να συµβολίζουµε ένα διάνυ-
σµα µε ένα µικρό γράµµα κ.λ.π.

Χαρακτηριστικά ενός διανύσµατος
• Ένα διάνυσµα χαρακτηρίζεται από:

Τη διεύθυνσή του, που είναι η ευθεία που ορίζουν τα άκρα Α και Β του δια-
νύσµατος ή οποιαδήποτε άλλη ευθεία παράλληλη προς αυτή. Για να δηλώ-
σουµε ότι δύο διανύσµατα και έχουν την ίδια διεύθυνση, γράφουµε 

ενώ όταν δεν έχουν την ίδια διεύθυνση, γράφουµε

• Τη φορά του που καθορίζεται από την κίνηση από την αρχή Α προς το
πέρας Β.

Τα διανύσµατα στο διπλανό σχήµα 

έχουν την ίδια φορά ενώ το έχει 

αντίθετη φορά µε το και το και γράφουµε

, και 
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• To µέτρο του που είναι µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ και το συµ-
βολίζουµε µε .Το µέτρο είναι πάντοτε ένας αριθµός θετικός ή µηδέν.

Ίσα διανύσµατα
∆ύο διανυσµατα τα οποία έχουν ίδια διεύθυνση, ίδια φορά και ίσα µέτρα
λέγονται ίσα.

Αντίθετα διανύσµατα
∆ύο διανύσµατα τα οποία έχουν ίδια διεύθυνση, ίσα µέτρα και αντίθετη
φορά λέγονται αντίθετα.

Παρατηρήσεις - Σχόλια
1) Το αντίθετο του διανύσµατος είναι το και ισχύει 

2) Η ισότητα γεωµετρικά µας  
λέει ότι το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο,  
διότι ΑΒΓ∆ και
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο ορθογώνιο παραλληλόγραµµο 
του διπλανού σχήµατος, ποιό από τα 

διανύσµατα 

α) έχουν ίσα µέτρα;
β) είναι ίσα;
γ) είναι αντίθετα;

Λύση

α) Ξέρουµε ότι στο ορθογώνιο παραλληλόγραµµο οι απέναντι πλευρές του
είναι ίσες, οι διαγώνιες του είναι ίσες και διχοτοµούνται.
Άρα:

β) Ίσα είναι τα διανύσµατα:

γ) Αντίθετα είναι τα διανύσµατα:

2) Nα βρείτε το µέτρο των διανυσµάτων του σχήµατος.

Λύση

Από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο 

ορθογώνιο τρίγωνο 

έχουµε: BΓ2 =ΑΒ2 + ΑΓ2

ΒΓ2 =32 + 42

ΒΓ2 = 9 + 16   ή   ΒΓ2 =25   ή   
ή    ΒΓ =5

Άρα 

Από το σχήµα έχουµε: 
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Από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο

έχουµε: ZE2 = Ζ∆2 + ∆Ε2

ΖΕ2 = 32 + 22 ή   ΖΕ2 = 9 +4   ή   ΖΕ2 = 13

Άρα      

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Το διπλανό σχήµα ΑΒΓ∆ είναι 
τετράγωνο. Ποιές από τις παρακάτω 
ισότητες είναι σωστές;

α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

στ) 

2) Στο διπλανό σχήµα ΑΒΓ∆ είναι 
τραπέζιο και τα Κ και Λ είναι τα µέσα 
των Α∆ και ΒΓ αντίστοιχα. Να συµπλη-
ρώσετε τις παρακάτω ισότητες:

α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

στ) 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Στο διπλανό κανονικό εξάγωνο 
να γράψετε διανύσµατα που:
α) είναι ίσα
β) είναι παράλληλα
γ) είναι αντίθετα
δ) έχουν ίσα µέτρα.

2. Απο τα διανύσµατα που είναι σηµειωµένα στο παραλληλεπίπεδο, το οποίο
έχει βάσεις τετράγωνα, να βρείτε εκείνα που:

α) έχουν ίδιο µήκος µε το διάνυσµα 

β) έχουν ίδια διεύθυνση µε το 

γ) έχουν ίδια φορά µε το 

δ) είναι ίσα µε το 

ε) είναι αντίθετα µε το 

3. Στο διπλανό σχήµα να βρείτε: 
α) ίσα διανύσµατα
β) αντίθετα διανύσµατα
γ) διανύσµατα µε ίσα µέτρα.

4. Να βρείτε το µέτρο των διανυσµάτων

και του διπλανού σχήµατος.

5. Σε ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆ να σχεδιάσετε µε αρχή το Β, ένα διάνυσµα 

αντίθετο του και στη συνέχεια να σχεδιάσετε το διάνυσµα Να απο

δείξετε ότι 

6. ∆ίνονται τρία σηµεία Α, Β, Γ τα οποία δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία.
α) Πόσα διανύσµατα σχηµατίζουµε µε αρχή το Α;
β) Πόσα διανύσµατα σχηµατίζουµε µε τα σηµεία αυτά;
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u ttt2.6  ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΚΑΙ ∆ΙΑΦΟΡΑ 
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

∆ιαδοχικά διανύσµατα
∆ύο ή περισσότερα διανύσµατα λέγονται διαδοχικά διανύσµατα όταν το
πέρας καθενος διανύσµατος είναι η αρχή του εποµένου.

Τα διανύσµατα του παραπάνω σχήµατος λέγονται δια-
δοχικά.

Άθροισµα διαδοχικών διανυσµάτων
Άθροισµα των διαδοχικών διανυσµάτων

ονοµάζεται το διάνυσµα 

και γράφεται 

Το ίδιο ισχύει και για περισσότερα από 

δύο διαδοχικά διανύσµατα, δηλαδή

Άθροισµα µη διαδοχικών διανυσµάτων
Για να προσθέσουµε δύο µη διαδοχικά διανύσµατα σχεδιάζουµε 

τα διανύσµατα οπότε 
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Παρατηρήσεις - Σχόλια
1) Το άθροισµα των διαδοχικών διανυσµάτων είναι το διάνυσµα 
που έχει αρχή την αρχή του πρώτου και πέρας το πέρας του τελευταίου.

2)Ένας άλλος τρόπος για να προσθέσουµε δύο διανύσµατα είναι 
ο κανόνας του παραλληλογράµµου. 

Μεταφέρουµε τα διανύσµατα
έτσι ώστε να έχουν κοινή αρχή και 
σχηµατίζουµε το παραλληλόγραµµο 
που έχει πλευρές τα διανύσµατα 

Η διαγώνιος του 
παραλληλογράµµου είναι το άθροισµα 
των διανυσµάτων 

3)Ένα διάνυσµα του οποίου τα άκρα (η αρχή και το πέρας) συµπίπτουν λέ-
γεται µηδενικό διάνυσµα και συµβολίζεται µε 
To µηδενικό διάνυσµα παριστάνει ένα σηµείο, δεν έχει συγκεκριµένη διεύ-
θυνση και φορά, και το µέτρο του είναι 0, δηλαδή 

Αφαίρεση διανυσµάτων
∆ιαφορά του διανύσµατος από το διάνυσµα συµβολίζει µε και 

ορίζεται ως το άθροισµα του µε το αντίθετο διάνυσµα του 

∆ιαφορά δύο διανυσµάτων µε κοινή αρχή
Έστω τα διανύσµατα 
µε κοινή αρχή το 0.
Έχουµε 

διότι

Ο

Α

Β
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Παρατηρήσεις - Σχόλια
1) Η διαφορά του διανύσµατος από το διάνυσµα όπου τα

έχουν κοινή αρχή, είναι το διάνυσµα που έχει αρχή το πέρας του δεύτερου
διανύσµατος και πέρας το πέρας του πρώτου διανύσµατος.

2) Από τον κανόνα του παραλληλογράµµου έχουµε:

3) Το άθροισµα δύο αντίθετων διανυσµάτων είναι το µηδενικό διάνυσµα

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο διπλανό παραλληλόγραµµο να υπολογίσετε τα αθροίσµατα:

Λύση

ttttt
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2) ∆ίνεται ένα παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ 
και ένα τυχάιο σηµείο Μ. Να αποδείξετε 

ότι: 

Λύση

Θέλουµε να δείξουµε ότι

Έχουµε 

οπότε ή

που ισχύει.

3) Στο διπλανό τρίγωνο ΑΜ 
είναι διάµεσος. Να αποδείξετε ότι:  

Λύση

Έχουµε    

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ του 
διπλανού σχήµατος, να συµπληρώσετε 
τις παρακάτω ισότητες.

ttttt



∆

ΓΑ

Β

∆ Γ

Α Β

∆ Γ

Α Β

∆ Γ

Α Β

α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

στ) 

2) ∆ίνεται ότι το διπλανό τετράπλευρο 
ΑΒΓ∆ είναι ρόµβος. Να χαρακτηρίσετε 
τις παρακάτω ισότητες µε Σ (σωστή) ή 
Λ (λανθασµένη).

α) Σ Λ

β) Σ Λ

γ) Σ Λ

δ) Σ Λ

ε) Σ Λ

στ) Σ Λ

3) Να αντιστοιχίσετε το άθροισµα του κάθε σχήµατος της στήλης
Α µε το ίσο του στη στήλη Β.
Τα σχήµατα ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνα.  

Στήλη Α Στήλη Β
1. α. 

β.
2.  

γ. 
3.

δ. 193
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4) ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε κέντο 0.
Να συµπληρώσετε τις φράσεις:

α) Τα διανύσµατα είναι............

β) Τα διανύσµατα είναι............

γ) Τα διανύσµατα είναι............

5) ∆ίνεται το τυχαίο τετράπλευρο ΑΒΓ∆
του διπλανού σχήµατος. Να κυκλώσετε τη
σωστή απάντηση.

Α: 

Β: 

Γ: 

∆: 

Ε: 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ∆ίνονται τα διανύσµατα του παρακάτω σχήµατος.
Να σχεδιάσετε τα διανύσµατα.

α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

2. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ του  
διπλανού σχήµατος το Ο είναι το σηµείο τοµής
των διαγωνίων του. Να βρείτε τα διανύσµατα:

α) 

β) 

γ) 

δ) 

Μέρος 
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3. Σε τρίγωνο φέρνουµε τη διάµεσο ΑΜ και την προεκτείνουµε κατά
τµήµα Μ∆ =ΑΜ. Να αποδείξετε ότι:

α) 

β) 

γ) 

4. Σε ισόπλευρο τρίγωνο να βρείτε: 

α) 

β) 

γ) 

5. Σε τρίγωνο ΑΒΓ, παίρνουµε τυχαίο σηµείο Ο εσωτερικό του. Να αποδεί-
ξετε: 

α) 

β) 

6. Να εκφράσετε το διάνυσµα σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα ως
συνάρτηση των άλλων διανυσµάτων που δίνονται: 
α) β)

7. Οι δυνάµεις ασκούνται στο σώµα Σ. Να σχεδιάσετε τη
συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σώµα Σ.

Κεφάλαιο 
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8. Αν για τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ και Ε ισχύει να αποδεί-
ξετε ότι το τετράπλευρο Β∆ΓΕ είναι παραλληλόγραµµο.

9. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆. Αν Μ, Λ είναι τα µέσα των ΑΒ, Γ∆ αντί-
στοιχα, να δείξετε ότι:

10. Με τη βοήθεια του παρακάτω σχήµατος να υπολογίσετε: (ΑΒΓ∆, Β∆ΕΓ
ορθογώνια).

α) 

β) 

γ) 

δ) 

11. Σε ένα σώµα Σ ασκείται µια οριζόντια δύναµη 15Ν και κατακόρυφα το
βάρος του 20N.
α) Να σχεδιάσετε τις δύο δυνάµεις.
β) Να σχεδιάσετε την διεύθυνση της δύναµης που ασκείται συνολικά στο

σώµα.
γ) Να βρείτε το µέτρο της δύναµης αυτής.

12. Στο διπλανό σχήµα είναι 
Να δείξετε ότι:

α) 

β) 

γ) 

2.7  ANAΛΥΣΗ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ 
ΣΕ ∆ΥΟ ΚΑΘΕΤΕΣ ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΙΣ

Για να αναλύσουµε ένα διάνυσµα σε δύο κάθετες συνιστώσες κά-
νουµε τα εξής:
Σχηµατίζουµε ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων, µε άξονες x΄x και y΄y και κέ-
ντρο το σηµείο Α (την αρχή Α του διανύσµατος ). Απο το πέρας Β φέρ-
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νουµε δύο κάθετες, τη ΒΓ κάθετη στον x΄x
και τη Β∆ κάθετη στον y΄y. Τότε το ΑΓΒ∆ 
είναι ορθογώνιο και ισχύει: 

Τα διανύσµατα και ονοµάζονται 

συνιστώσες του 

Μέτρα συνιστωσών
Αν θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα µε τον οριζόντιο άξονα 

x΄x, τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε: (σχήµα 1).

ή οπότε

και

ή ή

οπότε 

Γενικότερα, αν είναι µια δύναµη και είναι οι δύο κάθετες συ-

νιστώσες της τότε για τα µέτρα των ισχύει ότι:

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 

τα µέτρα όταν 

Λύση

Έχουµε ότι 

Κεφάλαιο 
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και

2) Ένα κιβώτιο βάρους 200Ν βρίσκεται 

σε κεκλιµένο επίπεδο µε γωνία κλίσης 25˚. 

Το διάνυσµα του βάρους του αναλύεται 

σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες, 

από τις οποίες η είναι παράλληλη στο κεκλιµένο επίπεδο και η κά-

θετη στο κεκλιµένο επίπεδο. (Το σχηµατίζει µε το γωνία 65˚). Να

βρείτε τα µέτρα των 

Λύση

Έχουµε ή ή

και

ή ή

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Ένα διάνυσµα µε µέτρο 

αναλύεται σε δύο κάθετες συνιστώσεις 

Αν τότε το µέτρο είναι:

Μέρος 

Β΄

198

25˚

ttttt



Α: 5       Β: 4       Γ: 8        ∆: 6
Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

2) Μια δύναµη αναλύεται σε δύο 

κάθετες µεταξύ του συνιστώσες 

και µε µέτρα 8Ν και 15Ν αντίστοιχα. 

Τότε το είναι:

Α: 17      Β: 7      Γ: 23      ∆: 13

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να αναλύσετε τα παρακάτω διανύσµατα σε άθροισµα δύο κάθετων συνι-
στωσών.

2. Σε µία σήραγγα ενός ορυχείου το βαγόνι µεταφοράς υλικού σύρεται σε
ράγες που σχηµατίζουν µε το οριζόντιο έδαφος γωνία 45˚. Το βαγόνι ζυγίζει
3000Ν γεµάτο. Να βρείτε πόση δύναµη ασκεί το συρµατόσκοινο στο βαγόνι
για να κινείται µε σταθερή ταχύτητα προς τα πάνω.

3. Ένα ταχύπλοο έλκει ένα άνθρωπο δεµένο µε αλεξίπτωτο µε δύναµη
µέτρου 2000Ν. Αν η γωνία που σχηµατίζει το σκοινί µε την επιφάνεια της
θάλασσας είναι 52˚, να υπολογίσετε τις κάθετες συνιστώσες της δύναµης

Κεφάλαιο 
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4. Ένας ελαιοχρωµατιστής για να βάψει το ταβάνι ενός σπιτιού ανέβηκε σε
µία ξύλινη σκάλα όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Αν το βάρος του
ελαιοχρωµατιστή είναι 500Ν, να βρείτε ποιό είναι το µέτρο της δύναµης που
δέχεται κάθε πλευρά της σκάλας από το βάρος του ελαιοχρωµατιστή.

5. Ένα κοµµάτι πάγου βάρους 320Ν γλυστράει πάνω σε ένα κεκλιµένο επί-
πεδο µε γωνία κλίσης 35˚. Να βρείτε το µέτρο της δύναµης που το κάνει και
κινείται.



30˚

8cm
x

45˚
x

60˚

x
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
α) Πως ορίζονται το ηµίτονο και το συνηµίτονο µιας οξείας γωνίας ενός ορ-
θογωνίου τριγώνου;
β) Να αποδείξετε ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ισχύει η
ισότητα:

ηµ2Β + συν2Β = 1

Θέµα 2
Να υπολογίσετε το x στα παρακάτω ορθογώνια τρίγωνα:
α) β)

γ)

Θέµα 3
Αν η κλίση του δρόµου ∆Ε, στο παρακάτω σχήµα, είναι 15% να υπολογιστεί
πόσα µέτρα είναι ψηλότερα το σηµείο Ε από το σηµείο Ζ.

Θέµα 4
Ένα πλοίο έχει ρίξει την άγκυρά του όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα.
Αν η δύναµη που ασκεί το πλοίο στην άγκυρα είναι να βρείτε
τις δύο κάθετες συνιστώσες 

ttttt
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1

α) Πώς ορίζεται η εφαπτοµένη µιας οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώ-
νου;
β) Να αποδείξετε ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ισχύει η
ισότητα:

γ) Να βάλετε το κατάλληλο σύµβολο (=, >, <) στις παρακάτω σχέσεις:
i) εφ 37˚ ....... εφ 43˚
ii) εφ 56˚ ....... εφ 16˚
iii) συν 17˚ ....... συν 52˚
iv) ηµ 89˚ ....... ηµ 1˚
v) ηµ 40˚ ....... συν 50˚

Θέµα 2
Να υπολογίσετε τα x, y, z και ω στο παρακάτω σχήµα:

Θέµα 3
Η κλίση ενός ανηφορικού δρόµου ΑΒ είναι 10%. Αν το σηµείο Β είναι ψη-
λότερο από το σηµείο Α κατά 70m, να βρείτε τα µήκη ΑΓ και ΑΒ.

Θέµα 4
Σε ένα αεροπλάνο τη στιγµή της απογείωσης από το έδαφος, οι κινητήρες
του ασκούν δύναµη µε γωνία κλίσης ως προς τον διάδροµο 

απογείωσης 30˚. Να βρείτε τις δύο κάθετες συνιστώσες 

ttttt
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 3

Θέµα 1
Να συµπληρώσετε τον πίνακα: 

Θέµα 2
Αν ισχύει 5ηµΒ – 4 = 0, όπου µια οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου  

να υπολογίσετε και την 

Θέµα 3
Θεωρούµε έναν κύκλο µε κέντρο 0 και ακτίνα ρ = 5cm. Από ένα σηµείο Μ
εκτός του κύκλου φέρνουµε την εφαπτοµένη ΜΑ = 12cm.
α) Να υπολογίσετε την απόσταση ΜΟ.
β) Να υπολογίσετε τις γωνίες 

γ) Να βρείτε ένα σηµείο Β του κύκλου έτσι ώστε

Θέµα 4
Η Άννα κάνει τσουλήθρα, όπως φαίνεται 
στο διπλανό σχήµα. Αν το βάρος της 
Άννας είναι 250Ν, να βρείτε τις δύο 

κάθετες συνιστώσες 

ttttt
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3.1  ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΕΣ ΓΩΝΙΕΣ

Εγγεγραµµένη γωνία στον κώνο (Ο,ρ) λέγεται η γωνία που έχει την
κορυφή της στον κύκλο και οι πλευρές της Αχ και Αy τέµνουν τον κύκλο. 
Το τόξο του κύκλου (Ο,ρ) που 
περιέχεται στην εγγεγραµµένη 
γωνία λέγεται αντίστοιχο τόξο της 
εγγεγραµµένης γωνίας. Ακόµα, 
λέµε ότι η εγγεγραµµένη γωνία

βαίνει στο τόξο 

Σχέση επίκεντρης και εγγεγραµµένης γωνίας
Κάθε εγγεγραµµένη γωνία ισούται 
µε το µισό της επίκεντρης που έχει 
το ίδιο αντίστοιχο τόξο. ∆ηλαδή

ή 

Παρατηρήσεις- Σχόλια
• Κάθε εγγεγραµµένη γωνία που 
βαίνει σε ηµικύκλιο είναι ορθή
Ισχύει 

• Οι εγγεγραµµένες γωνίες ενός 
κύκλου που βαίνουν στο ίδιο τόξο 
είναι ίσες.
Ισχύει 

• Αν δύο εγγεγραµµένες γωνίες είναι ίσες, τότε και τα τόξα στα οποία
βαίνουν είναι ίσα.
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• Κάθε εγγεγραµµένη γωνία έχει 
µέτρο ίσο µε το µισό του µέτρου 
του αντίστοιχου τόξου της 

Έχουµε 

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.

Λύση

Επειδή η γωνία είναι εγγεγραµµένη και βαίνει στο τόξο 

έχουµε:

Ακόµα η γωνία είναι εγγεγραµµένη και βαίνει στο τόξο 

οπότε 

Επειδή το άθροισµα των γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ είναι 180˚, ισχύει
=180˚ – (75˚+ 41˚) = 180˚ – 116˚= 64˚

2) Να υπολογίσετε τις γωνίες 
στο διπλανό σχήµα.

Λύση

Επειδή έχουµε

100˚+50˚+70˚+ =360˚

220˚+ =360˚

=140˚
208

A

ΓB
80˚

40˚

A

Γ

B

82˚

150˚

A

Γ

B

100˚

70˚ 50˚

∆ ω

x
y

ttttt



Κεφάλαιο 
3Άρα ως εγγεγραµµένη που βαίνει στο τόξο

ως εγγεγραµµένη

που βαίνει στο τόξο 

και ως εγγεγραµµένη 

που βαίνει στο τόξο 

3) Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 

τις γωνίες 

Λύση

Έχουµε 

Από το τρίγωνο ΑΒΜ έχουµε: ΑΒΜ =180˚ – (25˚+ 15˚) = 180˚ – 40˚=

140˚
Επειδή ισχύει

4) Στο διπλανό σχήµα η ηµιευθεία Αx
είναι εφαπτοµένη του κύκλου. 
Να υπολογίσετε τη γωνία 

Λύση

Η γωνία είναι ορθή, γιατί είναι εγγεγραµµένη που βαίνει σε ηµικύκλιο.

Οπότε από το τρίγωνο ABΓ έχουµε:

=180˚ – (90˚+ 32˚) = 180˚ – 122˚= 58˚
Επειδή η εφαπτοµένη Αχ είναι κάθετη στην ακτίνα ΟΑ, έχουµε:

+ = 90˚

58˚+ = 90˚

= 90˚ – 58˚

=32˚
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Στα παρακάτω να επιλέξετε τη σωστή 
απάντηση, µε βάση το διπλανό σχήµα.
α) Το µέτρο της γωνίας x είναι: 
Α: 110˚   Β: 60˚ Γ: 55˚     ∆: 220˚
β) Το µέτρο της γωνίας y είναι: 
Α: 55˚     Β: 110˚ Γ: 220˚   ∆: 50˚
γ) Το µέτρο της γωνίας ω είναι: 
Α: 35˚     Β: 55˚ Γ: 45˚     ∆: 25˚

2) Στα παρακάτω να επιλέξετε τη σωστή 
απάντηση, µε βάση το διπλανό σχήµα.
α) Το µέτρο του τόξου είναι: 
Α: 30˚      Β: 40˚ Γ: 50˚     ∆: 60˚
β) Το µέτρο της γωνίας είναι: 
Α: 120˚    Β: 60˚ Γ: 240˚    ∆: 110˚
γ) Το µέτρο της γωνίας είναι: 
Α: 230˚    Β: 110˚ Γ: 115˚   ∆: 100˚
δ) Το µέτρο της γωνίας είναι: 
Α: 90˚      Β: 130˚ Γ: 40˚     ∆: 65˚

3)Να χαρακτηρίσετε µε Σ (σωστή) ή Λ (λανθασµένη) τις παρακάτω προτάσεις:
α) Κάθε εγγεγραµµένη γωνία ενός κύκλου είναι διπλάσια 
από την αντίστοιχη επίκεντρη που βαίνει στο ίδιο τόξο. Σ Λ

β) Η εγγεγραµµένη γωνία ενός κύκλου που βαίνει 
σε ηµικύκλιο είναι 90˚. Σ Λ

γ) ∆ύο κάθετες διάµετροι του κύκλου χωρίζουν 
τον κύκλο σε τέσσερα ίσα τόξα. Σ Λ

δ) Οι εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν σε τόξα 
µε ίσα µέτρα, είναι ίσες. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε τις γωνίες x, y και ω στα παρακάτω σχήµατα.
α) β) γ)
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2. Στο διπλανό σχήµα το ΑΒΓ 
είναι ισόπλευρο τρίγωνο και Μ 
ένα σηµείο του τόξου 

Να υπολογίσετε τη γωνία 

3. Στο διπλανό σχήµα η ΑΓ είναι 
διάµετρος του κύκλου. Να υπολογίσετε 
τα τόξα 

4. Να υπολογίσετε τις γωνίες 
στο διπλανό σχήµα.

5. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
τις γωνίες x, y και ω.

6. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
τις γωνίες x και y.

7. Σε κύκλο θεωρούµε τρία διαδοχικά τόξα = 150˚, = 70˚ και
= 80˚. Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆.

8. Στο διπλανό σχήµα η ηµιευθεία Βy
είναι εφαπτοµένη του κύκλου. 
Να υπολογίσετε τη γωνία 
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Α

yB
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Γ

xΟ
∆

Α

B

Γ

Ο Z

60˚ 60˚

60˚

9. Να υπολογίσετε τις γωνίες 
στο διπλανό σχήµα.  

10. Σε έναν κύκλο να πάρετε δύο διαδοχικά τόξα = 76˚ και = 124˚ 

και τη διχοτόµο της γωνίας που τέµνει τον κύκλο στο σηµείο ∆. Να

υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆.

11. Σε έναν κύκλο να πάρετε τα διαδοχικά τόξα Να υπο-

λογίσετε τα αθροίσµατα των απέναντι γωνιών του

τετραπλεύρου ΑΒΓ∆. Τι παρατηρείτε;

12. Στο διπλανό σχήµα, το Β∆ είναι 
ύψος του τριγώνου και η ΑΟΖ είναι 
διάµετρος του κύκλου. Να δείξετε 

ότι ΓΖΒ∆.

3.2 ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ

• Ένα πολύγωνο λέγεται κανονικό, όταν όλες οι πλευρές του είναι µεταξύ
τους ίσες και όλες οι γωνίες του είναι µεταξύ τους ίσες. 
Παραδείγµατα κανονικών πολυγώνων.

Ισόπλευρο τρίγωνο Τετράγωνο Κανονικό εξάγωνο

• Κατασκευή κανονικών πολυγώνων
Για να κατασκευάσουµε ένα κανονικό πολύγωνο µε ν πλευρές (κανονικό
ν – γωνο) κάνουµε τα εξής βήµατα:

ttt

∆



Κεφάλαιο 
31ο βήµα: Υπολογίζουµε τη γωνία

2ο βήµα: Σχηµατίζουµε διαδοχικά ν επίκεντρες γωνίες ίσες µε τη γωνία
οι οποίες χωρίζουν τον κύκλο σε ν τόξα.

3ο βήµα: Ενώνουµε µε διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα τα άκρα των τόξων.

Παράδειγµα
Για να κατασκευάσουµε ένα κανονικό πεντάγωνο κάνουµε τα εξής:

Υπολογίζουµε τη γωνία 

Σχηµατίζουµε στον κύκλο (Ο,ρ) διαδοχικά πέντε επίκεντρες γωνίες ίσες µε
72˚ η καθεµία, δηλαδή 

Ενώνουµε τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆, Ε 
και σχηµατίζουµε το κανονικό 
πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε.

Ο κύκλος (Ο,ρ) που περνά από τις κορυφές του κανονικού πολυγώνου
λέγεται περιγεγραµµένος κύκλος του πολυγώνου ή λέµε ότι το πολύγωνο
είναι εγγεγραµµένο στον κύκλο (Ο,ρ).

Κεντρική γωνία και γωνία κανονικού πολυγώνου
• Καθεµία από τις ίσες επίκεντρες γωνίες µε τις οποίες χωρίζουµε τον
κύκλο σε ν ίσα τόξα λέγεται κεντρική γωνία του κανονικού ν – γώνου και
ισχύει:

ή 

• Καθεµία από τις ίσες γωνίες του ν – γώνου λέγεται γωνία του πολύγωνου
και συµβολίζεται µε Ισχύει: 

ή 

Άρα οι γωνίες και είναι παραπληρωµατικές 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να βρείτε τη γωνία και την κεντρική γωνία του κανονικού οκταγώνου.

Λύση

Για τη γωνία φ του κανονικού οκταγώνου έχουµε:

Οπότε για την κεντρική γωνία του κανονικού οκταγώνου έχουµε: 

2) Να βρείτε ποιο κανονικό πολύγωνο έχει γωνία 144˚.

Λύση

Ισχύει: οπότε

ή ή

ή ή

Άρα το κανονικό δεκάγωνο έχει γωνία φ = 144˚.

3) Να κατασκευάσετε ένα κανονικό εννιάγωνο.

Λύση

Υπολογίζουµε τη γωνία 

Γράφουµε κύκλο (Ο,ρ) και σχηµατίζουµε 
µία επίκεντρη γωνία 

Σχεδιάζουµε διαδοχικά τόξα ίσα µε το

και φέρνουµε τις χορδές των παραπάνω τόξων.

4) Να σχεδιάσετε σε ένα κύκλο ένα 
τετράγωνο και ένα κανονικό οκτάγωνο.

Λύση 

Η κεντρική γωνία του τετραγώνου είναι 

οπότε σχεδιάζουµε 214
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δύο κάθετες διαµέτρους ΑΒ και Γ∆ και τα άκρα τους είναι οι κορυφές του
τετραγώνου ΑΓΒ∆. Επειδή η κεντρική γωνία του οκταγώνου είναι 

παίρνουµε τα µέσα Ε, Ζ, Η, Θ των τόξων 

αντίστοιχα και τότε το ΑΕΓΖΒΗ∆ΘΑ είναι κανονικό οκτάγωνο.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση
1. Η κεντρική γωνία κανονικού δεκαγώνου είναι:
Α. 30˚       Β. 72˚       Γ. 10˚        ∆. 36˚

2. Η γωνία του κανονικού εξαγώνου είναι:
Α. 30˚       Β. 36˚       Γ. 150˚      ∆. 120˚

3. Η κεντρική γωνία κανονικού δεκαπενταγώνου είναι:
Α. 24˚       Β. 15˚       Γ. 156˚      ∆. 30˚

4. Ένα κανονικό πολύγωνο έχει κεντρική γωνία 12˚. Το πλήθος των
πλευρών του είναι:
Α. 15        Β. 6           Γ. 30         ∆. 60

5. Ένα κανονικό πολύγωνο έχει γωνία 60˚. Το πλήθος των πλευρών του είναι:
Α. 6          Β. 3           Γ. 9           ∆. 12

6. Ένα κανονικό πολύγωνο έχει κεντρική γωνία 45˚. η γωνία του πολύγωνου
είναι:
Α. 135˚     Β. 90˚        Γ. 45˚       ∆. 55˚

7.Ένα κανονικό πολύγωνο έχει γωνία 108˚. Η κεντρική γωνία του
πολυγώνου είναι:
Α. 42˚       Β. 92˚       Γ. 72˚        ∆. 108˚

8. Ένα κανονικό πολύγωνο έχει γωνία 90˚. Η κεντρική γωνία του
πολυγώνου είναι:
Α. 110˚     Β. 45˚        Γ. 70˚       ∆. 90˚

9. Να χαρακτηρίσετε µε Σ (σωστή) ή Λ (λανθασµένη) τις παρακάτω
προτάσεις: 215
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α) Υπάρχει κανονικό πολύγωνο που να έχει οξεία γωνία. Σ Λ
β) Στο κανονικό εξάγωνο η πλευρά του είναι ίση µε την 
ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου. Σ Λ

γ) Ο ρόµβος είναι κανονικό πολύγωνο. Σ Λ
δ) Η κεντρική γωνία του κανονικού εξαγώνου είναι διπλάσια
από την κεντρική γωνία του κανονικού τριγώνου. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

2. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

3. Σε κανονικό πολύγωνο η γωνία του είναι πενταπλάσια της κεντρικής του
γωνίας. Να βρείτε τον αριθµό των πλευρών του πολυγώνου.

4. Η κεντρική γωνία ενός κανονικού πολυγώνου είναι τα της ορθής. Να
βρείτε τον αριθµό των πλευρών του πολυγώνου.

5. Να κατασκευάσετε κανονικό δεκάγωνο.

6. Να εξετάσετε αν υπάρχει κανονικό πολύγωνο:
216

Πλήθος πλευρών
κανονικού πολυγώνου

Γωνία πολυγώνου Κεντρική γωνία

4

5

8

12

Γωνία κανονικού πολυγώνου Κεντρική γωνία

120˚

20˚

108˚

40˚
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α) µε κεντρική γωνία 

β) µε γωνία 

7. Να σχεδιάσετε σε ένα κύκλο ένα κανονικό εξάγωνο και ένα ισόπλευρο
τρίγωνο.

8. Να αποδείξετε ότι κάθε διαγώνιος ενός κανονικού πεντάγωνου είναι
παράλληλη προς µία πλευρά του.

9. ∆ίνεται κανονικό πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε και ΑΚ η διχοτόµος της γωνίας

Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΑΕ και ΑΚ είναι κάθετες.

3.3  ΜΗΚΟΣ ΚΥΚΛΟΥ

Ο λόγος του µήκους L ενός κύκλου (ο,ρ) προς τη διάµετρο του δ είναι στα-

θερός και συµβολίζεται µε το Ελληνικό γράµµα π. 

∆ηλαδή 

Ο αριθµός π είναι ένας άρρητος αριθµός, δηλαδή είναι ένας δεκαδικός µε
άπειρα δεκαδικά ψηφία. Στις ασκήσεις θα παίρνουµε για τον π την
προσεγγιστική τιµή 3,14.

Από τη σχέση έχουµε L = π ˆ δ   ή   L = 2πρ

Άρα:
Μήκος κύκλου: L = 2πρ   ή   L=π ˆ δ

Παρατηρήσεις - Σχόλια
• Το µήκος ενός κύκλου ονοµάζεται και περίµετρος του κύκλου

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Αν το µήκος ενός κύκλου είναι 15,7 cm, να βρείτε την ακτίνα του κύκλου.

Λύση

Έχουµε: L=2π ˆ ρ
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15,7 = 2 ˆ 3,14 ˆ ρ    ή   15,7 = 6,28 ˆ ρ   ή   ρ = ή  ρ = 2,5 cm.

2) Σε ένα ποδήλατο οι τροχοί του έχουν ακτίνα 30cm. Να υπολογίσετε πόσες
στροφές θα κάνουν οι τροχοί του αν διανύσει µια απόσταση 942 m.

Λύση

Οι τροχοί του ποδήλατου σε κάθε στροφή καλύπτουν απόσταση
L = 2π ˆ ρ = 2 ˆ 3,14 ˆ 30 = 188,4cm = 1,884m

Άρα για να διανύσει την απόσταση των 942 m πρέπει να κάνουν 
942 : 1,884 = 500 στροφές

3) Στο διπλανό σχήµα το ΑΒ είναι 
διάµετρος του κύκλου και ΓΑ=6cm
και ΓB=8cm.
Να υπολογίσετε το µήκος του κύκλου.

Λύση

Η εγγεγραµµένη γωνία βαίνει σε ηµικύκλιο, οπότε είναι = 90˚

και το τρίγωνο ΑΓΒ είναι ορθογώνιο.
Εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώρηµα:
ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΓΒ2

ΑΒ2 = 62 + 82

ΑΒ2 = 36 + 64
ΑΒ2 =100
ΑΒ = = 10cm, δηλαδή δ = 10cm.
Άρα το µήκος του κύκλου είναι:
L= δ ˆ π = 10 ˆ 3,14 = 31,4 cm.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

2. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σ (σωστό) ή Λ (λάθος).218

Α B

Γ

0

6cm 8cm

Ακτίνα ρ 6 cm 8 cm

Μήκoς κύκλoυ L 5,024m 113,04m
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α) το µήκος του κύκλου είναι L = π ˆ ρ Σ Λ
β) αν διπλασιάσουµε την ακτίνα ενός κύκλου (Ο,ρ) τότε 
το µήκος του διπλασιάζεται Σ Λ

γ) αν το µήκος ενός κύκλου είναι π cm, τότε η ακτίνα του 
είναι 2cm. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να βρείτε το µήκος κύκλου µε διάµετρο 18cm.

2.Αν το µήκος ενός κύκλου είναι 81,64 cm, να βρείτε την ακτίνα του κύκλου.

3. Οι περίµετροι δύο κύκλων έχουν διαφορά 26cm. Να βρείτε πόσο
διαφέρουν οι ακτίνες των κύκλων.

4. Οι διάµετροι δύο κύκλων έχουν διαφορά κατά 8cm. Να βρείτε πόσο
διαφέρουν:
α) οι ακτίνες τους
β) οι περίµετροί τους.

5. Οι τροχοί ενός αυτοκινήτου έχουν διάµετρο 68cm και έκαναν 3.500
στροφές. Να υπολογίσετε πόση απόσταση διάνυσε το αυτοκίνητο.

6. Στο διπλανό σχήµα η ΑΒ είναι 
διάµετρος ΜΑ = 12cm και 
ΜΒ = 16cm.
Να βρείτε το µήκος του κύκλου.

7. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
το µήκος του κύκλου, αν 
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8. O ωροδείκτης ενός ρολογιού έχει µήκος 1,2 cm και ο λεπτοδείκτης 2 cm.
Να βρείτε το διάστηµα που διανύει το άκρο κάθε δείκτη σε 24 ώρες.

9. Ένα κινητό κινείται σε ένα κύκλο διαµέτρου 70m. Να υπολογίσετε πόσες
στροφές θα κάνει σε δύο ώρες αν κινείται µα ταχύτητα 110 Km/h.

3.4  ΜHΚΟΣ ΤOΞΟΥ 

Το µήκος L ενός τόξου µ˚ ενός κύκλου µε ακτίνα ρ ισούται: 

ή

Ακτίνιο ή rad 
Το ακτίνιο ή rad είναι µονάδα µέτρησης τόξων ενός κύκλου και ισούται
µε το τόξο που έχει το ίδιο µήκος µε την ακτίνα του κύκλου.

Στο διπλανό σχήµα το µήκος του τόξου 
είναι ρ, όσο και η ακτίνα του κύκλου. 

Λέµε τότε ότι το τόξο είναι 1 rad.

Αν ένας κύκλος µετρηθεί σε rad, τότε το µήκος του είναι 2π rad. Το µήκος
ενός τόξου α rad ισούται µε 

Σχέση µοιρών και ακτινίων
Αν ένα τόξο είναι µ˚ και συγχρόνως α rad, τότε ισχύει η σχέση:

Παρατηρήσεις - Σχόλια
• Αν σε ένα κύκλο πάρουµε δύο κάθετες 
διαµέτρους ΑΒ ⊥ Γ∆, τότε ο κύκλος 
χωρίζεται σε τέσσερα ίσα τόξα που το 

καθένα έχει µέτρο 90˚ ή rad, και 

ονοµάζεται τεταρτοκύκλιο.220
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• ∆ύο τόξα µε ίσα µήκη είναι ίσα, όταν ανήκουν στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους
κύκλους.

Στο διπλανό σχήµα τα τόξα 
έχουν το ίδιο µήκος

παρόλα αυτά δεν είναι ίσα αφού ανήκουν σε κύκλους

µε διαφορετικές ακτίνες.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1)Ένας κύκλος έχει µήκος 100,48cm. Μα βρείτε το µήκος τόξου 45˚.

Λύση

Το µήκος του κύκλου είναι L = 2π ˆ ρ   οπότε 
100,48 = 2 ˆ 3,14 ˆ π    ή   100,48 = 6,28 ˆ ρ   ή    ή    ρ = 16 cm.
Άρα το µήκος τόξου 45˚ είναι:

2) Να συµπληρώσετε τον διπλανό πίνακα: 

Λύση

Στην πρώτη στήλη έχουµε: 

Στη δεύτερη στήλη έχουµε: 

Στην τρίτη στήλη έχουµε: οπότε

221

Ακτίνα ρ 6cm 10cm

Τόξο σε µοίρες 60˚ 90o 30o

Μήκος τόξου 6,28cm

B

0A
ρ κ ρ
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ή ή

ή ή

Άρα

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Να αντιστοιχήσετε τα µέτρα των τόξων της στήλης Α από µοίρες σε ακτίνια
της στήλης Β.

Στήλη Α Στήλη Β

30˚ • •       

60˚ • •       

90˚ • •       

120˚ • •       

135˚ • •       

150˚ • •       

240˚ • •       
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Ακτίνα ρ 6cm 10cm 12cm

Τόξο σε µοίρες 60˚ 90o 30o

Μήκος τόξου 6,28cm 15,7cm 6,28cm
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2) Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση στις παρακάτω προτάσεις:

α) αν το µήκος ενός τόξου µ˚ είναι ίσο µε το του µήκους του κύκλου στον
οποίο ανήκει, τότε:
Α: µ= 45˚ Β: µ=60˚ Γ: µ=90˚ ∆: µ=30˚
β) Αν το µήκος ενός τόξου µ˚ είναι L, τότε το τόξο 2µ˚ έχει µήκος:

Α: Β: L Γ: 2L ∆: 4L

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα: 

2. Σε έναν κύκλο µε µήκος 50,24cm να βρείτε:
α) την ακτίνα του
β) το µήκος τόξου 90˚.

3. Να συµπληρώσετε τον πίνακα:

4. Να βρείτε το µήκος του τόξου που αντιστοιχεί στην πλευρά ισόπλευρου
τριγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας 30cm.

5. Ένα τόξο 40˚ έχει µήκος 8,37m. Nα βρείτε την ακτίνα του κύκλου.

223

Τόξο σε µοίρες 45˚ 75˚ 330˚

Τόξο σε ακτίνια π/12 4π/15 5π/4

Ακτίνα ρ 4cm 5m

Τόξο σε µοίρες µ˚ 30o 270˚

Τόξο σε ακτίνια α π/4

Μήκος τόξου L 6πcm
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6. Να βρείτε το µήκος ενός τόξου 50˚, που βρίσκεται στον κύκλο µε διάµετρο
που είναι η λύση της εξίσωσης 6(χ – 2) + 3 = 4x – 1.

7. Να βρείτε την περίµετρο του παρακάτω σχήµατος   

ΑΒ = 4cm
ΒΓ = 2cm

8. Ο ωροδείκτης ενός ρολογιού έχει µήκος 5cm και ο λεπτοδείκτης 8cm. Να
βρείτε το συνολικό διάστηµα που διανύουν οι άκρες των δεικτών από τι 3µµ.
έως τις 6µµ.

3.5  ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΚΥΚΛΙΚΟΥ ∆ΙΣΚΟΥ

Το εµβαδόν κυκλικού δίσκου ή το εµβαδόν κύκλου ακτίνας ρ, ισούται µε 

Ε = π ˆ ρ2

Παρατηρήσεις - Σχόλια 
Κυκλικός δακτύλιος λέγεται το µέρος 
του επίπεδου που περικλείεται από 
δύο οµόκεντρους κύκλους, που έχουν 
διαφορετικές ακτίνες. Το εµβαδόν του 
δακτυλίου ισούται µε Ε

κ.δ.
= ή

Ε
κ.δ. 

=

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Ένα σύρµα έχει µήκος 94,2cm και το λυγίζουµε ώστε να σχηµατιστεί
κύκλος. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του κύκλου.

Λύση

Από τον τύπο του µήκους κύκλου L = 2πρ έχουµε

94,2 = 2 ˆ 3,14 ˆ ρ   ή    94,2 =6,28 ˆ ρ   ή   ρ = ή    ρ = 15cm
224
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Άρα το εµβαδόν του κύκλου είναι Ε = π ˆ ρ2 = 3,14 ˆ 152 = 3,14 ˆ 225 =
706,5cm2.

2) To εµβαδόν ενός κυκλικού δίσκου είναι 50,24cm2. Να βρείτε την ακτίνα
του και το µήκος του κύκλου.

Λύση

Από τον τύπο του εµβαδού κύκλου έχουµε:

E = π ˆ ρ2 ή   50,24 = 3,14 ˆ ρ2 ή     ρ2 = ή     ρ2 = 16

Ρ = ή     ρ = 4cm.
Οπότε για το µήκος του κύκλου έχουµε:
L= 2π ˆ ρ = 2 ˆ 3,14 ˆ 4 = 25,12cm.

3) Μια κυκλική πλατεία έχει διάµετρο 50m. 
στο κέντρο της υπάρχει νησίδα πράσινου 
µε ακτίνα 4m. Να υπολογίσετε πόσα m2

είναι ελεύθερα για να περπατήσουν οι 
άνθρωποι.

Λύση

Το µέρος που µένει ελεύθερο είναι κυκλικός δακτύλιος  µε ρ
1

= 4m και
δ

2
=50m ή    ρ

2=25m

Οπότε   Ε
κ.δ.

= 

Ε
κ.δ.

= 3,14 ˆ (252-42)

Ε
κ.δ.

= 3,14 ˆ (225 – 16)=3,14 ˆ 209=656,26m2

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

2) Έστω Ε το εµβαδόν ενός κύκλου µε ακτίνα ρ. Αν διπλασιάσουµε την
ακτίνα του κύκλου, τότε το εµβαδόν γίνεται: 225

25m

4m

Ακτίνα ρ κύκλου 2cm

Μήκος L κύκλου 25,12cm

Εµβαδόν Ε κύκλου 153,86cm2
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Α: 2Ε         Β: 4Ε            Γ: 8Ε          ∆: Ε
Να κυκλώσετε την σωστή απάντηση.

3) Αν το µήκος ενός κύκλου είναι L, τότε το εµβαδόν του είναι: 

Α:                  Β:                   Γ:                   ∆:  

Να κυκλώσετε την σωστή απάντηση.

4) Ένας κύκλος έχει διάµετρο 4 cm, τότε ισχύει:
Α: Ε = 2 ˆL Β: Ε = 4L Γ: E = L ∆: Ε = 
Να κυκλώσετε την σωστή απάντηση.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε το µήκος ενός κύκλου που έχει εµβαδόν 1256 cm2.

2. Υπολογίσετε το εµβαδόν ενός κύκλου που έχει µήκος 81,64m.

3. Ένας κύκλος (Ο,ρ) έχει ακτίνα ρ = 3 cm. Να βρείτε την ακτίνα του κύκλου
που έχει οκταπλάσια επιφάνεια από τον κύκλο (Ο,ρ).

4. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του 
κυκλικού δακτυλίου που φαίνεται 
στο διπλανό σχήµα.

5. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
το µήκος και το εµβαδόν του κύκλου.
(ΜΑ=4 cm και ΜΒ= 3 cm)

6. Ένα τετράγωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο έχει εµβαδόν 32cm2. Να βρείτε
το µήκος και το εµβαδόν του κύκλου.
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7. Ένας κύκλος είναι εγγεγραµµένος σε τετράγωνο µε πλευρά 16cm. Να
υπολογίσετε το µήκος και το εµβαδόν του κύκλου.

8. Ένας κύκλος µε εµβαδόν 615,44cm2 είναι εγγεγραµµένος σε τετράγωνο.
Να υπολογίσετε την περίµετρο του τετράγωνου.

9. Το εµβαδόν ενός κυκλικού δακτυλίου 
ισούται µε το εµβαδόν του µικρού κύκλου. 
Αν η ακτίνα του µικρού κύκλου είναι

να βρεθεί η ακτίνα R
του µικρού κύκλου.

10. Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
την ακτίνα ρ του µικρού κύκλου αν είναι 
γνωστό ότι το εµβαδόν του είναι ίσο µε το 
εµβαδόν του δακτυλίου.

3.6  ΕΜΒΑ∆OΝ ΚΥΚΛΙΚΟY ΤΟΜEΑ

Κυκλικός τοµέας είναι το µέρος ενός 
κυκλικού δίσκου που περικλείεται από 
ένα τόξο και τις ακτίνες ΟΑ και 
ΟΒ που καταλήγουν στα άκρα του τόξου.

Το εµβαδόν Ε
κ.τ.
κυκλικού τοµέα γωνίας µ˚ κύκλου ακτίνας ρ είναι:

Αν το τόξο είναι µετρηµένο σε ακτίνια α rad τότε είναι:
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κ.τ. =



Μέρος 

Β΄

Κυκλικό τµήµα
Κυκλικό τµήµα είναι το µέρος του 
κυκλικού δίσκου που περικλείεται 
από ένα τόξο και την αντίστοιχη 
χορδή του ΑΒ.
Για να βρούµε το εµβαδόν του κυκλικού 
τµήµατος τ, αφαιρούµε από το εµβαδόν του 
κυκλικού τοµέα το εµβαδόν του 

τριγώνου ΟΑΒ

Ε
κυκλικού τµήµατος

= Ε
κυκλικού τοµέα

–Ε
τριγώνου  

ή 

τ = Ε – Ε

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Σε έναν κύκλο που έχει µήκος 94,2 cm, να βρείτε να βρείτε το εµβαδόν
κυκλικού τοµέα γωνίας 120˚.

Λύση

Από τον τύπο του µήκους κύκλου έχουµε:
L = 2π ˆ ρ   ή   94,2 = 2 ˆ 3,14 ˆ ρ   ή   94,2 = 6,28 ˆ ρ  ή

ρ = ή   ρ = 15cm

Οπότε το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα είναι:

Ε
κ.τ.

= 

2) Στο διπλανό σχήµα να υπολογίσετε 
το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος που 
περικλείεται από το τόξο και τη 
χορδή ΑΒ.

Λύση

Έχουµε: Ε
κυκλικού τµήµατος

= Ε
κυκλικού τοµέα

– Ε
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= 78,5 – 50
= 28,5cm2

3) Χωρίο του διπλανού σχήµατος 
αποτελείται από δύο ηµικύκλια και 
ένα ισοσκελές τραπέζιο. Να υπολο-
γίσετε το εµβαδόν του γραµµοσκια-
σµένου σχήµατος.

Λύση

Επειδή ΑΒ =12 cm, η ακτίνα του ηµικύκλιου Ε
1
είναι 6 cm οπότε

Ακόµα Γ∆ = 6cm, άρα η ακτίνα του ηµικυκλίου Ε
2
είναι 3cm οπότε

Το εµβαδόν του τραπεζίου Ε
3
ισούαι µε

Άρα E
γραµµοσκιασµένου

= Ε
1

+ Ε
2

+ Ε
3

= 56,52 + 14,13 + 108 = 178,65 cm2.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Η διάµετρος ενός κύκλου είναι 16cm. Ένας κυκλικός τοµέας γωνίας 45˚
έχει εµβαδόν:
Α: 8π (cm2)      B: 16π (cm2)      Γ: 24π (cm2)      ∆: 32π (cm2)
Να κύκλώσετε τη σωστή απάντηση.

2) Αν το εµβαδόν κυκλικού τοµέα είναι 4,71cm2 και η ακτίνα του κύκλου
είναι 3cm, τότε η γωνία µ˚ είναι:
Α: 90˚      Β: 45˚      Γ: 60˚      ∆: 120˚
Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση

3) Αν διπλασιάσουµε τη γωνία µ˚ ενός κυκλικού τοµέα, τότε το εµβαδόν του
Ε γίνεται:
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Α: 4Ε      Β: Γ: Ε      ∆: 2Ε

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση

4)Με βάση το διπλανό σχήµα να 
χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λάθος 
(Λ) καθεµιά από τις παρακάτω ισότητες.

α) Ε – Ε Σ Λ

β) Ε – Ε Σ Λ

γ) Ε – Ε Σ Λ

δ) ε
1

=    ε
2

Σ Λ

ε) Ε – Ε Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Ένας κυκλικός τοµέας έχει εµβαδόν ίσο µε του εµβαδού του κύκλου.
Να βρείτε τη γωνία του κυκλικού τοµέα.

2. Το εµβαδόν ενός κυκλικού τοµέα 120˚ είναι 84,78cm2. Να υπολογίσετε
την ακτίνα ρ του κύκλου και την ακτίνα του αντίστοιχου τόξου.

3. Το εµβαδόν ενός κυκλικού δίσκου είναι 1519,76cm2. Να υπολογίσετε το
εµβαδόν ενός κυκλικού τοµέα γωνίας 72˚.

4. Το µήκος ενός τόξου 30˚ ενός κύκλου είναι L Να υπολογίσετε 

την ακτίνα του κύκλου και το εµβαδόν του αντίστοιχου κυκλικού τοµέα.

5. Σε έναν κύκλο µε ακτίνα 12 cm να πάρετε 
ένα τόξο = 60˚. Nα υπολογίσετε:

α) Το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα 

β) Το εµβαδόν του τριγώνου 

γ) Το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος τ.
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6. Στο διπλανό σχήµα έχουµε κύκλο 
(Ο,10cm) και εγγεγραµµένη γωνία 

= 60˚. Να βρείτε το εµβαδόν 

του κυκλικού τοµέα 

7. ∆ύο οµόκεντροι κύκλοι έχουν ακτίνες 
ρ

1
= 5cm και ρ

2
= 12cm. Να υπολογίσετε 

την περίµετρο και το εµβαδόν του χωρίου 
ΑΒ∆Γ.

8. Να βρεθεί το εµβαδόν και η 
περίµετρος του γραµµοσκιασµένου 
σχήµατος.(AΓ = 10cm, ΒΓ = 4cm).

9. Να υπολογίσετε το εµβαδόν της 
γραµµοσκιασµένης επιφάνειας του 
σχήµατος εάν το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο 
πλευράς 

10. Υπολογίσετε το εµβαδόν της 
γραµµοσκιασµένης επιφάνειας του 
σχήµατος, εάν γνωρίζετε ότι το τρίγωνο 
ΑΒΓ είναι ισόπλευρο πλευράς 10 cm.

11. Στο διπλανό σχήµα το τρίγωνο 
ΑΒΓ είναι ορθογώνιο ( = 90˚) 
και ΑΒ = ΑΓ = 6 cm. Να υπολογίσετε
την περίµετρο και το εµβαδόν του
γραµµοσκιασµένου χωρίου.

Κεφάλαιο 
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12.Ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆ είναι 
εγγεγραµµένο και περιγεγραµµένο 
σε δύο οµόκεντρους κύκλους 
όπως φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα. Αν η πλευρά του τετράγωνου 
είναι να υπολογίσετε:
α) Τις ακτίνες των δύο κύκλων.
β) Το εµβαδόν των δύο κύκλων.
γ) Το εµβαδόν του δακτυλίου που 
σχηµατίζουν οι δύο κύκλοι.

13. Να βρείτε το εµβαδόν του 
γραµµοσκιασµένου σχήµατος.

14. Να βρεθεί το εµβαδόν του 
γραµµοσκιασµένου σχήµατος 
εάν γνωρίζετε ότι το ΑΒΓ∆ 
είναι τετράγωνο πλευράς 8 cm.

15. Στο ισοσκελές τρίγωνο 

(ΑΒ = ΑΓ) είναι = 120˚, το Α∆ 
είναι ύψος του και ΑΕ = 3 cm. 
Με κέντρο το Α και ρ = Α∆ 
γράφουµε κύκλο.
α) Να υπολογίσετε το µήκος του ∆Γ.
β) Αν να υπολογίσετε 
το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου 

χωρίου. 
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1 
α) Ποια γωνία ονοµάζεται εγγεγραµένη;
β) Ποια σχέση συνδέει µια εγγεγραµµένη και µια επίκεντρη γωνία, που
βαίνουν στο ίδιο τόξο;

γ) Να κάνετε την αντιστοίχηση στα τόξα και τις αντίστοιχες επίκεντρες
γωνίες:
Τόξο Επίκεντρη γωνία
Ηµικύκλιο 90˚
Τεταρτοκύκλιο 360˚
Κύκλος 180˚

του κύκλου 60˚

45˚

Θέµα 2 
Στο διπλανό σχήµα η ΑΓ είναι 
διάµετρος. Να υπολογίσετε τις γωνίες 
του τετράπλευρου ΑΒΓ∆.

Θέµα 3 
Ένα τετράγωνο έχει περίµετρο 62,8 cm. Το ίδιο ισχύει και για το µήκος ενός
κύκλου. Ποιο από τα δύο σχήµατα έχει µεγαλύτερο εµβαδόν;

Θέµα 4 
Στο διπλανό σχήµα το ΑΒΓ∆ 
είναι τετράγωνο πλευράς 12cm. 
Να υπολογίσετε να υπολογίσετε 
την περίµετρο και το εµβαδόν της 
γραµµοσκιασµένης επιφάνειας.
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α) Πιο πολύγωνο ονοµάζεται κανονικό;
β) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

Θέµα 2
Να υπολογίσετε τις γωνίες x, y, z και ω στα παρακάτω σχήµατα:

Θέµα 3
Η επιφάνει που φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα θα σπαρθεί µε σπόρους εκτός 
του κυκλικού δίσκου. Πόσα κιλά 
σπόροι απαιτούνται, αν για κάθε 
10m2 χρειαζόµαστε 1 κιλό;

Θέµα 4
∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α= 6 cm. Με κέντρα τις κορυφές
του τριγώνου και ακτίνα 6 cm σχηµατίζουµε τα τόξα όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 234
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α) Να υπολογίσετε το µήκος των 
τόξων 

β) Να υπολογίσετε την περίµετρο 
και το εµβαδόν του καµπυλόγραµµου 
τριγώνου ΑΒΓ.

γ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του
γραµµοσκιασµένου χωρίου.
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� ���4.1  ΕΥΘΕΙΕΣ ΚΑΙ ΕΠΙΠΕ∆Α ΣΤΟ ΧΩΡΟ

•   Η επιφάνεια του µαυροπίνακα, 
ενός τραπεζιού, ενός λείου πατώµατος 
µας δίνουν την αίσθηση του επιπέδου. 
Το επίπεδο επεκτείνεται απεριόριστα 
και για να το παραστήσουµε σχεδιάζουµε 
ένα παραλληλόγραµµο που το ονοµάζουµε 
µε ένα από τα µικρά του αγγλικού αλφαβήτου 
(p, q, r).

•  Όπως ξέρουµε από δύο σηµεία Α και Β 
διέρχεται µοναδική ευθεία ε. Αν θεωρήσουµε 
ένα τρίτο σηµείο Γ που δεν ανήκει στη 
ευθεία ε, τότε τα τρία σηµεία Α, Β και Γ 
ορίζουν ένα επίπεδο p.

Από τρία διαφορετικά σηµεία που δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία,
διέρχεται µόνο ένα επίπεδο.

•  Σχετικές θέσεις δύο επιπέδων
– ∆ύο επίπεδα λέγονται παράλληλα

όταν δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο.

– Όταν δύο επίπεδα τέµνονται, τότε 
όλα τα κοινά σηµεία τους βρίσκονται 
σε µια ευθεία που λέγεται τοµή των 
δύο επιπέδων.

Οι δυνατές θέσεις δύο διαφορετικών επιπέδων είναι:
•  Να είναι παράλληλα .
•  Να τέµνονται κατά µία ευθεία.

•  Σχετικές θέσεις δύο ευθειών στο χώρο
Όταν έχουµε δύο διαφορετικές ευθείες ε

1 
και ε

2 
, οι µόνες δυνατές θέσεις

που µπορούν να έχουν είναι:
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– Να είναι παράλληλες, δηλαδή 
να ανήκουν στο ίδιο επίπεδο και 
να µην έχουν κανένα κοινό σηµείο. 
Στο διπλανό σχήµα έχουµε ε

1
//ε

2
.

– Να τέµνονται, δηλαδή να έχουν 
ένα µόνο κοινό σηµείο.

– Να είναι ασύµβατες, δηλαδή να ανήκουν
σε διαφορετικά επίπεδα και να µην 
έχουν κανένα κοινό σηµείο. Στο διπλανό 
σχήµα οι ευθείες ε

1 
και ε

2 
είναι ασύµβατες.

•  Σχετικές θέσεις ευθείας και επιπέδου
Όταν έχουµε µία ευθεία ε και ένα επίπεδο q, οι δυνατές θέσεις είναι:

– Η ευθεία να περιέχεται στο επίπεδο, 
δηλαδή όλα τα σηµεία της ευθείας ε στο 
ανήκουν επίπεδο q.

– Η ευθεία να είναι παράλληλη στο 
επίπεδο, δηλαδή να µην έχει κανένα 
κοινό σηµείο µε το επίπεδο q.

– Η ευθεία να τέµνει το επίπεδο σε 
ένα σηµείο, που ονοµάζεται ίχνος
της ευθείας ε στο επίπεδο q.

•  Ευθεία κάθετη σε επίπεδο
Μια ευθεία είναι κάθετη σε ένα 
επίπεδο, όταν είναι κάθετη σε δύο 
ευθείες του που διέρχονται από το 
ίχνος της.

•  Απόσταση σηµείου από επίπεδο
Απόσταση ενός σηµείου Α από ένα 
επίπεδο q, ονοµάζεται το κάθετο
ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, που φέρουµε 
από το Α στο επίπεδο q. Το ευθύγραµµο 
τµήµα ΑΒ είναι µικρότερο από κάθε 
πλάγιο ευθύγραµµο τµήµα ΑΓ.
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•  Απόσταση παράλληλων επιπέδων
Απόσταση των παράλληλων επιπέδων 
p και q, ονοµάζεται η απόσταση 
οποιουδήποτε σηµείου του επιπέδου 
p από το επίπεδο q.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Στο διπλανό ορθογώνιο παραλλη-
λεπίπεδο να υπολογίσετε το ΑΗ.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΘΗ εφαρµόζουµε το Πυθαγόρειο θεώρηµα, οπότε
ΕΗ2 = ΕΘ2 + ΘΗ2

ΕΗ2 = 62 + 42

ΕΗ2 = 36 + 16
ΕΗ2 = 52
ΕΗ = 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΗ εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώρηµα, οπότε 
ΑΗ2=ΑΕ2+ΕΗ2

ΑΗ2=32+
ΑΗ2=9+52
ΑΗ2=61
ΑΗ=

2) Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο να υπολογιστεί:
α) το ΕΗ
β) το ΑΗ
γ) η γωνία 

Λύση

α) Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΘΗ, έχουµε:
ΕΗ2 = ΕΘ2 + ΘΗ2 ή   ΕΗ2 = 82 + 62 ή   ΕΗ2 = 64 + 36
ΕΗ2 = 100   ή   ΕΗ= ή   ΕΗ = 10cm.

β) Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΗ έχουµε:
ΑΗ2 = ΑΕ2 + ΕΗ2 ή   ΑΗ2 = 52 + 102 ή   ΑΗ2 = 25 + 100

ΑΗ2=125 ή ΑΗ= 11,18 cm.
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γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΗ έχουµε:

Από τους τριγωνοµετρικούς πίνακες έχουµε ότι 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις Σ (σωστή) ή Λ (λανθασµένη):
1) Από τρία διαφορετικά σηµεία που δε βρίσκονται στην 

ίδια ευθεία διέρχεται µόνο ένα επίπεδο. Σ Λ
2) Από δύο διαφορετικά σηµεία διέρχονται δύο µόνο επίπεδα. Σ Λ
3) Υπάρχει περίπτωση µία ευθεία και ένα επίπεδο να έχουν 

ακριβώς δύο κοινά σηµεία. Σ Λ
4) Μια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο, αν είναι κάθετη 

σε δύο ευθείες του επιπέδου, που διέρχονται από το ίχνος της. Σ Λ
5) Απόσταση δύο παραλλήλων επιπέδων ονοµάζουµε το 

µήκος του ευθύγραµµου τµήµατοςπου έχει τα άκρα του 
στα δύο επίπεδα. Σ Λ

6) ∆ύο ευθείες που βρίσκονται σε παράλληλα επίπεδα 
είναι παράλληλες. Σ Λ

7) ∆ύο ευθείες που είναι κάθετες προς µία ευθεία ενός 
επιπέδου p, είναι µεταξύ τους παράλληλες. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο 
να βρείτε ευθείες που είναι:
α) παράλληλες στην ΑΒ
β) κάθετες στη ∆Γ
γ) ασύµβατες µε τη ΑΕ.

2. Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο 
να υπολογίσετε το ∆Η και το ΑΗ.
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3. Οι αποστάσεις των σηµείων Κ, Λ 
από το επίπεδο q είναι ΚΚ΄=17 cm και
ΛΛ΄=12cm. Αν Κ΄Λ΄=12 cm, 
να υπολογίσετε το ΚΛ.

4. Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλε-
πίπεδο να υπολογίσετε:
α) το ΖΘ
β) το ΒΘ
γ) τη γωνία 

5.  Το διπλανό σχήµα δείχνει ένα µέρος 
από την οροφή ενός κτιρίου. 
Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι κάθετο 
στο επίπεδο ΒΓ∆Ε.
Να υπολογίσετε τα ευθύγραµµα
τµήµατα ΑΓ, Α∆, και ΑΕ.

6. Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο 
να υπολογίσετε τη γωνία αν Μ είναι 
το µέσο του Α∆. 
(ΑΒ = 18cm, ΒΖ = 10cm, Α∆ = 28cm)

4.2  ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΚΑΙ ΕΜΒΑ∆ΟΝ 
ΠΡΙΣΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΥ 

•  Ορθό πρίσµα ονοµάζεται το στερεό που έχει δύο έδρες παράλληλες, που
είναι ίσα πολύγωνα, και τις άλλες έδρες ορθογώνια παραλληλόγραµµα
και ονοµάζονται παράπλευρες έδρες. Οι δύο παράλληλες έδρες του
λέγονται βάσεις του πρίσµατος,
Οι παράπλευρες έδρες σχηµατίζουν την παράπλευρη επιφάνεια του
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πρίσµατος. Τα ύψος µιας παράπλευρης έδρας ή αλλιώς η απόσταση των
δύο βάσεων, λέγεται ύψος του πρίσµατος.
Οι πλευρές των εδρών του πρίσµατος ονοµάζονται ακµές.
Αν οι βάσεις του πρίσµατος είναι τρίγωνο, τετράγωνο, πεντάγωνο κ.ο.κ.
τότε αντίστοιχα το πρίσµα λέγεται τριγωνικό, τετραπλευρικό,
πενταγωνικό κ.ο.κ.

Τριγωνικό πρίσµα                       Πενταγωνικό πρίσµα

Εµβαδόν επιφάνειας πρίσµατος 
•  Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός πρίσµατος ισούται µε το

γινόµενο της περιµέτρου της βάσης του επί το ύψος του πρίσµατος.

Ε
π 

= (περίµετρος βάσης) · (ύψος)

•  Το ολικό εµβαδόν ενός πρίσµατος είναι το άθροισµα του εµβαδού της
παράπλευρης επιφάνειας και των εµβαδών των δύο βάσεων.

Ε
ολ 

= Ε
π 

+ 2Ε
β

Κύλινδρος 
Ένας κύλινδρος µπορεί να προκύψει από 
την περιστροφή ενός ορθογωνίου ΟΟΆ΄Α 
γύρω από µια πλευρά του, την ΟΟ΄. Οι κυκλικοί 
δίσκοι που δηµιουργούνται από την περιστροφή 
των ΟΑ και Ο΄Α΄ λέγονται βάσεις του κυλίνδρου. 
Η περιστροφή της ΑΆ δηµιουργεί την κυρτή 
επιφάνεια του κυλίνδρου. Η πλευρά ΑΆ  λέγεται 
γενέτειρα του κυλίνδρου και ισούται µε το ύψος
του, δηλαδή την απόσταση των δύο βάσεων.
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Εµβαδόν επιφάνειας κυλίνδρου
Αν ρ είναι η ακτίνα των βάσεων και υ το ύψος 
του κυλίνδρου, τότε το εµβαδόν της παράπλευρης 
επιφάνειας του κυλίνδρου είναι:

Επ = 2πρ · υ

Το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας του κυλίνδρου 
είναι:
Ε

ολ 
= Ε

π 
+ 2Ε

β
ή

Ε
ολ 

= 2πρ · υ = 2πρ2

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να υπολογίσετε το εµβαδόν της 
ολικής επιφάνειας του διπλανού 
τριγωνικού πρίσµατος ΑΒΓΕΖΗ, 
όταν ΑΒ=9 cm, ΑΓ=12cm και το 
ύψος του είναι ίσο µε 10cm.

Λύση

Εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο
και έχουµε:
ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2

ΒΓ2 = 92 + 122

ΒΓ2 = 81 + 144
ΒΓ2 = 225
ΒΓ = 15 cm
Οπότε: Ε

π 
= (περίµετρος βάσης) · (ύψος)

Ε
π 
= (9+12+15) · 10

Ε
π 
= 36 · 10 = 360 cm2

και
Ε

ολ 
= Ε

π 
+ 2Ε

β 
= 360 + 2 · = 360 + 108 = 468 cm2.
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2) Στο διπλανό σχήµα έχουµε 
ένα κυλινδρικό ρολό βαψίµατος. 
Να βρείτε πόση επιφάνεια βάφει 
σε µια πλήρη περιστροφή και 
πόσες περιστροφές τουλάχιστον 
θα κάνει για να βάψει ένα τοίχο 
µε διαστάσεις 5m και 3m.

Λύση

Σε µια πλήρη περιστροφή το ρολό βάφει επιφάνεια όση είναι η παράπλευρη
επιφάνειά του, οπότε:

Ε
π 
= 2πρ · υ = 2 · 3,14 · 5 · 30 = 942cm2 = 0,0942m2

Η επιφάνεια του τοίχου είναι: Ε = 5 · 3 = 15m2

Άρα οι περιστροφές τουλάχιστον που θα κάνει για να βάψει τον τοίχο είναι:
15 : 0,0942 ≅ 159 στροφές.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση σε καθεµιά από τις παρακάτω προτάσεις:
1) Ένα πρίσµα µε βάση τρίγωνο έχει:
α)    Α: 5 έδρες            Β: 6 έδρες Γ: 7 έδρες
β)    Α: 8 κορυφές       Β: 6 κορυφές Γ: 9 κορυφές
γ)    Α: 12 ακµές         Β: 9 ακµές Γ: 6 ακµές

2) Σε ένα ορθό πρίσµα η βάση του είναι ορθογώνιο µε µήκος 8cm και πλάτος
5cm. Αν το ύψος του πρίσµατος είναι 9cm, τότε:
α) Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του είναι:

Α: 117cm2 Β: 162cm2 Γ: 234cm2

β) Το ολικό εµβαδόν του είναι:
Α: 314cm2 Β: 242cm2 Γ: 157cm2

3) Ένας κύλινδρος έχει ακτίνα βάσης 10cm και ύψος 10cm.
α) Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του είναι:

Α: 314cm2 Β: 942cm2 Γ: 628cm2

β) Το ολικό εµβαδόν του είναι:
Α: 1256cm2 Β: 628cm2 Γ: 1884cm2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να βρείτε την ολική επιφάνεια ενός κιβωτίου σχήµατος ορθογωνίου
παραλληλεπιπέδου που έχει διαστάσεις µήκος 80cm, πλάτος 40cm και ύψος
30cm.

2. Μια πισίνα έχει διαστάσεις 25m µήκος, 15m πλάτος και 2,5m ύψος. Να
βρείτε:
α) Την εσωτερική επιφάνεια της πισίνας
β) Πόσα τετραγωνικά πλακάκια πλευράς 25cm χρειαζόµαστε για να την

επενδύσουµε εσωτερικά και πόσο θα µας κοστίσει αν κάθε πλακάκι
στοιχίζει 0,30€.

3. Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός πρίσµατος µε βάση
ισόπλευρο τρίγωνο είναι Ε

π
=192cm2 και το ύψος του είναι 8cm. Να βρείτε

το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας του πρίσµατος.

4. Το σπιτάκι ενός σκύλου είναι 
κατασκευασµένο από ξύλο (µαζί µε 
το δάπεδο) όπως φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα. Πόσο κοστίζει η κατασκευή του, 
αν το 1m2   ξύλο κοστίζει 15€.

5. Να βρείτε το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας ενός κυλίνδρου που έχει
ύψος 16cm και ακτίνα βάσης 8cm.

6. Το µήκος της βάσης κυλίνδρου είναι 50,24cm και το ύψος του είναι 20cm.
Να υπολογίσετε το εµβαδόν της ολικής επιφάνειάς του.

7. Να υπολογίσετε πόσο πρέπει να πληρώσουµε, για να βάψουµε εξωτερικά
50 σωλήνες, που έχουν ο καθένας µήκος 1,50m και εξωτερική διάµετρο
0,20m εάν για το βάψιµο πληρώσουµε 3€ το 1m2.

8. Να βρεθεί το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας και το ολικό εµβαδόν
ενός κυλίνδρου, όταν:
α) Έχει ακτίνα βάσης 4m και ύψος 3m.
β) Έχει περίµετρο βάσης 37,68cm και ύψος 12cm.
γ) Έχει εµβαδόν βάσης 78,5 cm2 και ύψος 10cm.
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9. Θέλουµε να κατασκευάσουµε 1000 κυλινδρικά βαρέλια µε ύψος 1,2m και
διάµετρο 80cm. Πόσο θα µας κοστίσει, αν έχουµε κατά το κόψιµο της
λαµαρίνας απώλεια 10% και το 1m2 λαµαρίνας κοστίζει 1,5€;

10. Μια µηχανή που “κουρεύει” το χόρτο έχει κυλινδρικό σχήµα µε διάµετρο
βάσης 30cm και ύψος 60cm.
α) Να βρείτε πόση επιφάνεια χόρτου κουρεύει σε µια πλήρη περιστροφή.
β) Έχουµε ένα κήπο µε διαστάσεις 10m και 18m. Να βρείτε πόσες

περιστροφές τουλάχιστον θα κάνει για να κουρέψει το χόρτο του κήπου.

4.3 ΟΓΚΟΣ ΠΡΙΣΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΥ

Αν έχουµε ένα στερεό σώµα και ένα κύβο µε ακµή µήκους µία µονάδα, τότε
ο θετικός αριθµός που δηλώνει πόσες φορές ο κύβος ή µέρος του κύβου
χωράει στο στερεό σώµα λέγεται όγκος του σώµατος.

Μονάδες µέτρησης όγκου
Η κυριότερη µονάδα µέτρησης όγκου είναι το κυβικό µέτρο (m3), που είναι
ο κύβος µε ακµή 1m.
Έχουµε τον παρακάτω πίνακα:

Τον όγκο των υγρών συνηθίζουµε να τον µετράµε µε το λίτρο � (1L=1dm3)
και το χιλιοστόλιτρο m� (1ml=1cm3).

Όγκος πρίσµατος και κυλίνδρου
•  Ό όγκος ενός πρίσµατος ισούται µε το γινόµενο του εµβαδού της  βάσης

του επί το ύψος.

V= (Εµβαδόν βάσης) · (ύψος)

•  Ό όγκος ενός κυλίνδρου ισούται µε το γινόµενο του εµβαδού της  βάσης
του επί το ύψος.
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Υποδιαιρέσεις

του κυβικού

µέτρου

Κυβικό δεκατόµετρο dm3 1dm3 = 0,001m3

Κυβικό εκατοστόµετρο cm3 1cm3 = 0,000001m3

Κυβικό χιλιοστόµετρο mm3 1mm3 = 0,000000001m3



V
κ
= (Εµβαδόν βάσης) · (ύψος) ή V=π · ρ2  · υ

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να βρείτε τον όγκο ενός κυλίνδρου µε διάµετρο βάσης 8cm και ύψος
12cm.

Λύση

Επειδή η διάµετρος της βάσης είναι δ = 8cm, η ακτίνα είναι ρ = 4cm.
Έχουµε: 

V=πρ2  · υ = 3,14 · 42  · 12 = 602,88cm3.

2) Να βρείτε τον όγκο ενός κυλίνδρου µε περίµετρο βάσης 87,92 cm και ύψος
10cm.

Λύση

Από τον τύπο L = 2πρ έχουµε
87,92 = 2 · 3,14 · ρ    ή    87,92 = 6,28 · ρ    ή    ρ = =14cm.
Οπότε 

V = πρ2  · υ = 3.14 · 142  · 10 = 6.154,4cm3.

3) Ένα πρίσµα έχει βάση ορθογώνιο 
τρίγωνο µε ΑΒ = 6cm, 
ΑΓ = 8cm και είναι εγγεγραµµένο 
σε κύλινδρο µε ύψος 20cm. Να βρείτε:
α) την ακτίνα βάσης του κυλίνδρου
β) τον όγκο του κυλίνδρου
γ) τον όγκο του πρίσµατος
δ) τον όγκο που βρίσκεται έξω από το 
πρίσµα και µέσα στον κύλινδρο. 

Λύση

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο
θεώρηµα:
ΒΓ2  = ΑΒ2  + ΑΓ2 ή    ΒΓ2  = 62  + 82    ή    ΒΓ2  = 36 + 64
ΒΓ2  = 100    ή    ΒΓ = ή   ΒΓ = 10cm.

Επειδή η γωνία είναι εγγεγραµµένη γωνία του κύκλου, βαίνει σε 
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ηµικύκλιο, δηλαδή η ΒΓ είναι διάµετρος του κύκλου. Οπότε δ=ΒΓ=10 άρα
ρ=5cm.

β) Ο όγκος κυλίνδρου ισούται µε:
V

κ  
= π · ρ2  · υ = 3,14 · 52  · 20 = 1570 cm3.

γ) Ο όγκος του πρίσµατος ισούται µε:
V = (εµβαδόν βάσης) · (ύψος)

V= 

δ) Ο όγκος που βρίσκεται έξω από το πρίσµα και µέσα στον κύλινδρο
ισούται µε:

V = 1570 – 480 = 1090cm3.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα, που αναφέρεται στο εµβαδόν
βάσης, στο ύψος και στον όγκο πρίσµατος.

2) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα, που αναφέρεται στο εµβαδόν
βάσης, στο ύψος και στον όγκο κυλίνδρου.

3) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σ (σωστή) ή Λ
(λανθασµένη).
α) Αν διπλασιάσουµε το ύψος ενός κυλίνδρου τότε 

ο όγκος του διπλασιάζεται Σ Λ
β) Αν τριπλασιάσουµε την ακτίνα της βάσης ενός 

κυλίνδρου τότε ο όγκος τριπλασιάζεται Σ Λ 
γ) Ο όγκος ενός κυλίνδρου δίνεται από τον τύπο V = 2πρ · υ Σ Λ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ∆ίνεται πρίσµα µε βάση τετράγωνο. Αν γνωρίζετε ότι το ύψος του είναι
πενταπλάσιο από την πλευρά του τετραγώνου και ο όγκος του είναι 135cm3,
να υπολογίσετε:
α) την πλευρά του τετραγώνου
β) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειάς του.

2. Τριγωνικό πρίσµα µε βάση ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε κάθετες πλευρές
ΑΒ = 12cm και ΑΓ = 16cm έχει ύψος ίσο µε την υποτείνουσα ΒΓ του
τριγώνου ΑΒΓ. Να υπολογίσετε:
α) την πλευρά ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ
β) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας του πρίσµατος
γ) τον όγκο του πρίσµατος.

3. Στο διπλανό σχήµα έχουµε ένα 
µεταλλικό δοχείο που βάζουµε την 
τροφή των ζώων. Οι διαστάσεις του 
είναι ΑΘ = 2m, υ = 24cm, Α∆ = 50cm
και ΒΓ = 30cm. Να υπολογίσετε:
α) τις πλευρές ΑΒ και Γ∆ του 

ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓ∆
β) το εµβαδόν της ολικής 

επιφάνειάς του
γ) τον όγκο του.

4. ∆ίνεται τριγωνικό πρίσµα µε βάση ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ =
5cm) και το ύψος του ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσο µε 4cm. Αν το ύψος του
πρίσµατος είναι 15cm, να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειάς του
β) τον όγκο του.

5. Να βρείτε τον όγκο κυλίνδρου ο οποίος έχει:
α) ακτίνα βάσης 30 cm και ύψος 0,8m
β) περίµετρο βάσης 942mm και ύψος 0,4m.

6. Η παράπλευρη επιφάνεια ενός κυλίνδρου έχει εµβαδόν 452,16cm2 και το
ύψος του είναι 24cm. Να βρείτε τον όγκο του.

7. Μια µοτοσυκλέτα έχει δικύλινδρη µηχανή. Η εσωτερική διάµετρος κάθε
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κυλίνδρου είναι 70mm και το ύψος του κάθε κυλίνδρου είναι 100mm. Να
βρείτε τον κυβισµό της µοτοσυκλέτας, δηλαδή τον όγκο των δύο κυλίνδρων
µαζί.

8. Να βρείτε τον όγκο ενός κυλίνδρου, αν η ακτίνα της βάσης του είναι
διπλάσια του ύψους του και το εµβαδόν της κυρτής επιφάνειάς του ισούται
µε το εµβαδόν κύκλου ακτίνας 10cm.

9. Ένα πηγάδι κυλινδρικού σχήµατος έχει βάθος 8m. Να υπολογίσετε τον
όγκο της λιθοδοµής του, αν η εσωτερική διάµετρος του πηγαδιού είναι 3m
και το πάχος του 2,5dm.

4.4 OΓΚΟΣ ΠΡIΣΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΚΥΛIΝ∆ΡΟΥ

•  Πυραµίδα λέγεται το στερεό, που µία έδρα του είναι πολύγωνο και όλες
οι άλλες έδρες του είναι τρίγωνα µε κοινή κορυφή.

Τα στοιχεία της πυραµίδας
Στο διπλανό σχήµα έχουµε µια πυραµίδα µε µία έδρα το πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε.
•  Το πολύγωνο ΑΒΓ∆Ε ονοµάζεται βάση της πυραµίδας.
•  Τα τρίγωνα ΚΑΒ, ΚΒΓ, ΚΓ∆, Κ∆Ε και ΚΕΑ 

ονοµάζονται παράπλευρες έδρες της

πυραµίδας.
•  Κορυφή της πυραµίδας ονοµάζεται 

το κοινό σηµείο Κ των παράπλευρων εδρών.
•  Το ευθύγραµµο τµήµα ΚΖ ονοµάζεται 

ύψος της πυραµίδας και είναι η απόσταση 
της κορυφής από τη βάση.

•  Μια πυραµίδα που έχει ως βάση ένα 
τρίγωνο, λέγεται τριγωνική πυραµίδα και 
επειδή έχει τέσσερις τριγωνικές έδρες, 
τη λέµε και τετράεδρο.

•  Τετραπλευρική, πενταγωνική κτλ. Λέγεται η πυραµίδα που έχει βάση
τετράπλευρο, πεντάγωνο κτλ.

Κανονική πυραµίδα
Κανονική λέγεται µια πυραµίδα που η βάση της είναι κανονικό πολύγωνο,
οπότε η παράπλευρη επιφάνειά της αποτελείται από ίσα µεταξύ τους
ισοσκελή τρίγωνα, τα οποία έχουν όλα ίσες βάσεις και ίσα ύψη. Καθένα από
αυτά τα ύψη λέγεται απόστηµα της κανονικής πυραµίδας.
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Εµβαδόν επιφάνειας κανονικής πυραµίδας   
Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας κανονικής πυραµίδας ισούται µε:

Ε
π
= (περίµετρος βάσης) · (απόστηµα)

Οπότε το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας µιας πυραµίδας είναι

Ε
ολ  

= Ε
π  

+ Ε
β

Όγκος πυραµίδας
Ο όγκος της πυραµίδας ισούται µε:    V= (Εµβαδόν βάσης) · (ύψος)

Παρατηρήσεις - Σχόλια
Το ύψος µιας πυραµίδας µπορεί να 
βρίσκεται και εκτός της πυραµίδας, 
δηλαδή έξω από τη βάση της, όπως 
φαίνεται στο διπλανό σχήµα.

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Μια κανονική πυραµίδα έχει βάση κανονικό οκτάγωνο µε πλευρά 8cm.
Αν το απόστηµα της κανονικής πυραµίδας είναι 12cm, να βρείτε το εµβαδόν
της παράπλευρης επιφάνειάς της.

Λύση

Από τον τύπο Ε
π
= (περίµετρος βάσης) · (απόστηµα) έχουµε 

Ε
π
= (8 · 8) · 12=384cm2.

2) Να υπολογίσετε το εµβαδόν της 
ολικής επιφάνειας και τον όγκο της 
κανονικής τετραγωνικής πυραµίδας 
του διπλανού σχήµατος.
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Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο
θεώρηµα:
ΚΒ2  = ΚΖ2  + ΒΖ2

82  = ΚΖ2  + 2,52    ή    ΚΖ2  = 64 – 6,25   ή   ΚΖ2  = 57,75
ΚΖ = 

Οπότε το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ισούται µε:

Ε
π
= (περίµετρος βάσης) · (απόστηµα) = (4 · 5) · 7,6 = 76cm2.

Άρα το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας της πυραµίδας ισούται µε:
Ε

ολ 
= Ε

π 
+ Ε

β  
= 76 + 52  = 101cm2.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο
θεώρηµα:
ΑΓ2=ΑΒ2+ΒΓ2

ΑΓ2  = 52  + 52   ή    ΑΓ2  = 50    ή    ΑΓ = 

Οπότε ΑΗ= =3,55cm.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώ-

ρηµα:
ΑΚ2  = ΚΗ2  + ΑΗ2    ή    82  = ΚΗ2  + 3,552      ή
ΚΗ2  = 64 – 12,6025   ή   ΚΗ2  = 51,3975   ή   ΚΗ = 
Άρα ο όγκος της πυραµίδας ισούται µε:

V = (Εµβαδόν βάσης) · (ύψος)= · 52 · 7,2=60cm. 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σ (σωστή) ή Λ
(λανθασµένη).
α) Μια πενταγωνική πυραµίδα έχει πέντε έδρες. Σ Λ
β) Σε µία κανονική εξαγωνική πυραµίδα οι παράπλευρες 

έδρες είναι ισόπλευρα τρίγωνα. Σ Λ
γ) Σε µία κανονική πυραµίδα το ύψος βρίσκεται πάντα 

στην πυραµίδα. Σ Λ
δ) Το απόστηµα µιας πυραµίδας ισούται µε το ύψος της. Σ Λ
ε) Οι παράπλευρες έδρες µιας κανονικής πυραµίδας 

είναι ισοσκελή τρίγωνα. Σ Λ
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στ) Αν έχουµε µια πυραµίδα και ένα πρίσµα µε ίδια βάση 
και ίσα ύψη, τότε ο όγκος του πρίσµατος είναι  
τριπλάσιος από τον όγκο της πυραµίδας. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Μια κανονική πυραµίδα έχει βάση τετράγωνο µε πλευρά 15cm και ύψος
20cm. Να υπολογίσετε τον όγκο της.

2. Μια κανονική πενταγωνική πυραµίδα έχει βάση µε πλευρά 12cm και
απόστηµα 10cm. Να υπολογίσετε το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς
της.

3. Μια κανονική πυραµίδα έχει βάση τετράγωνο πλευράς 10cm και
απόστηµα 12cm. Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας
β) της ολικής επιφάνειας της πυραµίδας
γ) τον όγκο της.

4. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα που αναφέρεται στα στοιχεία
κανονικής τετραγωνικής πυραµίδας.

5. Να υπολογίσετε τον όγκο κανονικής τετραγωνικής πυραµίδας που έχει
πλευρά βάσης 16cm και παράπλευρη ακµή 17cm.

6. Μια κανονική τετραγωνική πυραµίδα έχει όλες τις ακµές της ίσες µε 5cm.
(Ένα τέτοιο σχήµα λέγεται κανονικό τετράεδρο). Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας
β) τον όγκο του κανονικού τετραέδρου, αν το ύψος του είναι 4,1cm.

7. ∆ύο κανονικές τετραγωνικές πυραµίδες έχουν το ίδιο ύψος και η πλευρά
βάσης της µίας είναι διπλάσια από την πλευρά βάσης της άλλης. Να βρείτε
το λόγο των όγκων της.

Ύψος 10cm

Πλευρά βάσης 8cm 12cm

Απόστηµα 10cm 12cm

Εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 240cm2

Όγκος 384cm3
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8. Μια κανονική εξαγωνική πυραµίδα έχει πλευρά βάσης 8cm και
παράπλευρη ακµή 10cm. Να υπολογίσετε:
α) το απόστηµά της
β) το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας της πυραµίδας
γ) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας της πυραµίδας
δ) τον όγκο της πυραµίδας.

9. Από έναν κύβο που έχει ακµή α = 12cm, 
αφαιρούµε µια πυραµίδα, όπως φαίνεται 
στο διπλανό σχήµα. Να υπολογίσετε την 
ολική επιφάνεια και τον όγκο του στερεού 
που αποµένει.

10. Πόσος είναι ο όγκος µιας κανονικής τετραγωνικής πυραµίδας αν
τριπλασιάσουµε:
α) το ύψος της
β)την πλευρά της βάσης.

4.5  Ο ΚΩΝΟΣ ΚΑΙ ΤΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΟΥ

•  Κώνος ονοµάζεται το στερεό που προκύπτει από την περιστροφή ενός
ορθογωνίου τριγώνου ΚΟΑ γύρω από µία κάθετη πλευρά του ΟΚ.

– Βάση του κώνου ονοµάζεται ο κυκλικός 
δίσκος που δηµιουργείται µε κέντρο 
το Ο και ακτίνα ΟΑ. Η ακτίνα ΟΑ = ρ 
λέγεται ακτίνα του κώνου.

– Ύψος του κώνου ονοµάζεται η απόσταση 
της κορυφής Κ του κώνου από τη βάση του, 
δηλαδή το ΚΟ.

– Η υποτείνουσα ΚΑ του ορθογωνίου τριγώνου λέγεται γενέτειρα του κώνου
και το µήκος της συµβολίζεται µε λ. Η περιστροφή της γενέτειρας ΚΑ δη-

µιουργεί την παράπλευρη επιφάνεια του κώνου. Ισχύει:  λ2  = υ2  + ρ2

Εµβαδόν επιφάνειας κώνου
Το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου ισούται µε :

Ε
π  

= π · ρ · λ
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•  Το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου ισούται µε:
Ε

ολ  
= Ε

π 
+ Ε

β
ή

Ε
ολ  

= π · ρ · λ + π · ρ2

Όγκος κώνου
•  Ο όγκος ενός κώνου ισούται µε: V= (εµβαδόν βάσης) · (ύψος)   ή 

V= πρ2υ

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να υπολογίσετε τον όγκο ενός κώνου µε γενέτειρα λ = 15cm και ύψος
9cm.

Λύση

Από τον τύπο του όγκου κώνου έχουµε: V= πρ2  · λ οπότε πρέπει να
υπολογίσουµε πρώτα την ακτίνα ρ.
Έχουµε λ2  = υ2  + ρ2 ή    152  = 92  + ρ2 ή    ρ2  = 152  – 92

ρ2  = 225 – 81   ή     ρ2  = 144   ή   ρ = = 12cm.

Οπότε: V = · 3,14 · 122  · 9 = 1.356,48cm3. 

2) Το εµβαδόν της βάσης ενός κώνου είναι 50,24cm2 και η γενέτειρά του
5cm. Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του
β) τον όγκο του.

Λύση

α) Έχουµε: Ε
β  

= πρ2   ή    50,24 = 3,14 · ρ2 ή    ρ2  = 16    ή    ρ = 4cm.
Από τον τύπο Ε

π  
= π · ρ · λ έχουµε

Ε
π  

= 3,14 · 4 · 5 = 62,8cm2

β) Από τον τύπο λ2  = υ2  + ρ2 προκύπτει
υ2  = λ2 – ρ2 ή    υ2  = 52 – 42 ή   υ2  = 25 – 16   ή   υ2  = 9
υ= =3cm.

Οπότε έχουµε: V= πρ2  · υ= · 3,14 · 42  · 3 = 50,24cm3.
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3) Στον κώνο του διπλανού σχήµατος 
η γωνία της κορυφής είναι ορθή και 
η γενέτειρα Να υπολογίσετε:
α) Την ακτίνα της βάσης του
β)  Το ύψος του
γ) Το εµβαδόν της ολικής  επιφάνειας
δ) Τον όγκο του κώνου.

Λύση

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΒ εφαρµόζουµε πυθαγόρειο θεώρηµα:

ΑΒ2 = ΟΑ2 + ΟΒ   ή   ΑΒ2 = ή   ΑΒ2 = 18 + 18

ΑΒ2 = 36   ή   ΑΒ = 6cm.  Άρα p =

β) Έχουµε λ2 = υ2 + p2 ή    = υ2 + 32 ή    υ2 = 18 – 9
υ2 = 9    ή    υ = 3cm

γ) Το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου είναι:

E
oλ

= Ε
Π

+ Ε
β

= πpλ + πp2 = 3,14 ˆ 3 ˆ + 3,14 ˆ 32 = 28,26ˆ +

28,26cm2     ή    Ε
ολ

= 28,26 ˆ 

δ) Ο όγκος του κώνου είναι:

V = πp2 ˆ υ = 3,14 ˆ 32 ˆ 3 = 28,26cm3.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ  

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε  Σ (σωστή) ή Λ (λάθος).
α) ισχύει η σχέση λ2 = υ2 – ρ2. Σ Λ
β) Η γενέτειρα του κώνου είναι πάντα µεγαλύτερη από 

το ύψος του κώνου. Σ Λ
γ) Ο όγκος του κώνου ισούται µε  V= πρ2υ. Σ Λ
δ) Αν τριπλασιάσουµε την ακτίνα βάσης ενός κώνου τότε 

ο όγκος του τριπλασιάζεται. Σ Λ
ε) Αν διπλασιάσουµε την ακτίνα βάσης ενός κώνου τότε 

το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας διπλασιάζεται. Σ Λ 
στ) Το ανάπτυγµα της παράπλευρης επιφάνειας ενός κύκλου 

είναι ένας κυκλικός τοµέας. Σ Λ
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ζ) Αν διπλασιάσουµε το ύψος ενός κώνου τότε ο όγκος 
του τετραπλασιάζεται. Σ Λ

η) Το ύψος ενός κώνου είναι πάντα µέσα στο κώνο. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας κώνου µε ύψος 8cm
και ακτίνα βάσης 6cm.

2. To εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου είναι 226,08 m2 και
η γενέτειρά του λ = 9 m. Να υπολογίσετε το εµβαδόν της βάσης του κώνου.

3. Να υπολογίσετε το εµβαδόν της ολικής 
επιφάνειας και τον όγκο του διπλανού κώνου.

4. Το µήκος του κύκλου της βάσηςενός κώνου είναι 18,84dm. Και η γενέτειρά
του λ = 5dm. Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειάς του
β) τον όγκο του.

5. Ένας κώνος της τροχαίας έχει το 
διπλανό σχήµα. Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειάς του
β) τον όγκο του.

6. Ένα δοχείο είναι κατασκευασµένο από 
έναν κύλινδρο και έναν κώνο όπως φαίνεται 
στο διπλανό σχήµα.
α) Να υπολογίσετε τον όγκο του δοχείου.
β) Αν το δοχείο είναι ανοιχτό από πάνω 
και το υλικό κατασκευής του κοστίζει 30€ το m2, 
να υπολογίσετε το κόστος για να κατασκευάσουµε 
50 δοχεία

7. Οι σκηνές των ινδιάνων έχουν σχήµα κώνου. Μια τέτοια σκηνή έχει όγκο
19,625m3 και ύψος 3 m. Να βρείτε πόσο ύφασµα χρειάζεται για την κα -
τασκευή της.
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8. Η γενέτειρα ενός κώνου είναι  τα της ακτίνας της βάσης του και η δια-

φορά τους είναι 9 cm. Να βρεθεί ο όγκος του κώνου σε λίτρα (dm3 ).

9. Ένα τετράγωνο πλευράς 20 cm
περιστρέφεται  γύρω από µια διαγώνιο 
του. Να βρείτε το εµβαδόν της επιφάνειας 
και τον όγκο του στερεού που παράγεται.

10. ∆ύο στερεοί κώνοι έχουν κοινή βάση µε ακτίνα 6 cm και ύψη 10cm και
15 cm αντίστοιχα. Να βρείτε τον όγκο του στερεού  που σχηµατίζεται.

4.6  Η ΣΦΑIΡΑ ΚΑΙ ΤΑ ΣΤΟΙΧΕIΑ ΤΗΣ 

•  Σφαίρα ονοµάζεται το στερεό σώµα 
που παράγεται, αν περιστρέψουµε 
έναν κυκλικό δίσκο (Ο,ρ) γύρω από 
µια διάµετρό του.

– Κέντρο της σφαίρας ονοµάζεται το 
κέντρο του κυκλικου δίσκου Ο.

– Η απόσταση ενός οποιουδήποτε 
σηµείου της επιφάνειας µιας σφαίρας 
από το κέντρο της Ο είναι ίση µε την ακτίνα ρ του κυκλικού δίσκου (Ο,ρ).
Η ακτίνα ρ ονοµάζεται ακτίνα της σφαίρας.

Σχετικές θέσεις επιπέδου και σφαίρας
•  Να µην τέµνονται µεταξύ τους

•  Να εφάπτονται σε ένα σηµείο Α 
που ονοµάζεται σηµείο επαφής

•  Να τέµνονται σε κύκλο
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Κάθε επίπεδο που τέµνει τη σφαίρα, την τέµνει κατά έναν κύκλο, ο οποίος
«µεγαλώνει» όσο το επίπεδο «πλησιάζει» στο κέντρο της σφαίρας. Όταν το
επίπεδο που τέµνει τον κύκλο διέρχεται από το κέντρο Ο της σφαίρας, τότε
ο κύκλος στον οποίο τέµνονται ονοµάζεται µέγιστος κύκλος της σφαίρας.

Εµβαδόν επιφανείας σφαίρας
Το εµβαδόν της επιφάνειας µιας σφαίρας ισούται µε το εµβαδόν τεσσάρων
µεγίστων κύκλων της.

E
σφ

= 4πp2

Όγκος της σφαίρας
Ο όγκος  της σφαίρας ισούται µε:

V
σφ

= π ˆ p3

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ   

1) Η διάµετρος µιας σφαίρας είναι δ = 10cm. Να υπολογίσετε το εµβαδόν
της επιφάνειάς του και τον όγκο της σφαίρας.

Λύση

Επειδή η διάµετρος είναι δ = 10cm, η ακτίνα είναι 

Έχουµε
Ε

σφ
= 4πp2 = 4 ˆ 3,14 ˆ 52 = 314cm2 και

V
σφ

= πp3 = ˆ 3,14 ˆ 53 = 523,33cm3

2) Να βρείτε το εµβαδόν της επιφάνειας µιας σφαίρας που έχει όγκο 305,08
cm3.

Λύση
Από τον τύπο του όγκου σφαίρας έχουµε:

ή ή  p3  = 729   ή   p3  = 93   ή   p = 9cm
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Οπότε το εµβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας ισούται µε:
Ε

σφ
= 4πp2 = 4 ˆ 3,14 ˆ 92 = 1017,36cm2.

3) Μια σφαίρα µε διάµετρο 12cm χωράει ακριβώς σε έναν κύβο.
Να βρεθεί το µέρος του κύβου που µένει άδειο.                                                                  

Λύση

Επειδή η σφαίρα έχει διάµετρο δ = 12cm, η ακτίνα της θα είναι 

και ο όγκος της θα είναι:

V
σφ

=

Η πλευρά του κύβου είναι ίση µε τη διάµετρο της σφαίρας, και ο όγκος του
είναι: V

κ
= 123 = 1728cm3

Άρα το µέρος του κύβου που µένει άδειο ισούται µε:
V = V

κ
– V

σφ
= 1728 – 904,32 = 823,68cm3.

4) Το εµβαδόν ενός µέγιστου κύκλου µιας σφαίρας είναι 153,86 cm2. Να
υπολογίσετε τον όγκο της σφαίρας αυτής.

Λύση

Από τον τύπο Ε
κ

= π ˆ p2 έχουµε: 153,86 = 3,14 ˆ ρ2 ή  ρ2 ή ρ2  =49

ή ρ =

Οπότε ο όγκος της σφαίρας ισούται µε:    

V
σφ

=

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σ (σωστή) ή Λ (λανθασµένη)
1) Η τοµή σφαίρας και επιπέδου είναι πάντα κύκλος. Σ Λ
2) Το εµβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας είναι τριπλάσιο 

από το εµβαδόν ενός µέγιστου κύκλου της.
Σ Λ

3) Ισχύει ο τύπος 
Σ Λ

4) Όταν µία σφαίρα ακτίνας ρ «εγγράφεται» σε κύλινδρο, 
τότε η επιφάνεια της σφαίρας είναι ίση µε την 
παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου. Σ Λ
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5) Αν διπλασιάσουµε την ακτίνα µιας σφαίρας, τότε ο όγκος 
της τετραπλασιάζεται. Σ Λ

6) Αν τριπλασιάσουµε την ακτίνα µιας σφαίρας, τότε η  
επιφάνεια της σφαίρας εννιαπλασιάζεται. Σ Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Η ακτίνα µιας σφαίρας είναι ρ = 8cm. Να υπολογίσετε το εµβαδόν της
επιφάνειας και τον όγκο της σφαίρας.

2. Το µήκος ενός µέγιστου κύκλου µιας σφαίρας είναι 50,24cm. Να βρείτε:
α) την ακτίνα της
β) το εµβαδόν της επιφάνειάς της
γ) τον όγκο της σφαίρας.

3. Να βρείτε το λόγο των εµβαδών των επιφανειών και το λόγο των όγκων
δύο σφαιρών µε ακτίνες 2cm και 3cm.

4. Μια σφαίρα έχει όγκο 113,04dm3. Nα βρείτε το εµβαδόν της επιφάνειάς
της.

5. Να βρείτε το κόστος κατασκευής µιας σφαιρικής µεταλλικής δεξαµενής
διαµέτρου 18m, αν το ένα m2 λαµαρίνας κοστίζει 5€.

6. Το εµβαδόν ενός µέγιστου κύκλου µιας σφαίρας είναι 1256cm2. Να βρείτε
τον όγκο της σφαίρας αυτής.

7. Ποιο είναι το εµβαδόν του υφάσµατος που χρειάζεται για να καλυφθεί
µια µπάλα του τένις που έχει ακτίνα 6cm.

8. Μια µπάλα ποδοσφαίρου έχει διάµετρο 30cm. Να βρείτε πόσα λίτρα αέρα
χωράει.

9. Ένα ηµισφαίριο έχει ακτίνα ρ = 25cm. Να βρείτε:
α) το εµβαδόν της επιφάνειάς του
β) τον όγκο του.

10. Μια σφαίρα διαµέτρου δ = 30cm χωράει ακριβώς σε κιβώτιο που έχει
σχήµα κύβου. Να βρείτε:
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α) τον όγκο της σφαίρας
β) τον όγκο του κιβωτίου
γ) το µέρος του κιβωτίου που µένει άδειο

11. Ένα επίπεδο τέµνει µια σφαίρα ακτίνας ρ = 8cm και διέρχεται από το
µέσο της ακτίνας της. Να βρείτε το εµβαδόν αυτής της τοµής.

4.7  ΓΕΩΓΡΑΦΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ 

Για να µπορέσουµε να βρούµε τη θέση ενός τόπου πάνω στη γη, έχουµε
χαράξει στην υδρόγειο ένα σύστηµα από γραµµές.
•  Οι γραµµές που είναι παράλληλες προς τον 

ισηµερινό λέγονται παράλληλοι κύκλοι. 
Από τον ισηµερινό χαράσσονται  90 
παράλληλοι κύκλοι προς το βόρειο πόλο 
και άλλοι 90 προς το νότιο πόλο της γης. 
Ο ισηµερινός χωρίζει τη γη σε δύο  
ηµισφαίρια το βόρειο (Ν) και το νότιο (S).

•  Οι γραµµές που ενώνουν τους πόλους 
λέγονται µεσηµβρινοί. Ο πρώτος µεσηµ-
βρινός (που περνά από το αστεροσκοπείο  
του Γκρίνουιτς της Μ. Βρετανίας) χωρίζει 
τη γήινη σφαίρα σε δύο ηµισφαίρια, το 
ανατολικό (Ε) και το δυτικό (W). Ξεκινώ- 
ντας από τον πρώτο µεσηµβρινό χαράσσο- 
νται σε ίση απόσταση 180 ηµικύκλια προς  
τα ανατολικά και 180 ηµικύκλια προς τα    
δυτικά. Έτσι σχηµατίζεται πάνω στην  
υδρόγειο σφαίρα ένα δίκτυο παραλλήλων  
και µεσηµβρινών κύκλων. Η απόσταση 
(το µήκος του τόξου) ενός τόπου από τον 
ισηµερινό λέγεται γεωγραφικό πλάτος.
Η απόσταση (το µήκος του τόξου) ενός 
τόπου από τον πρώτο µεσηµβρινό λέγεται 
γεωγραφικό µήκος. Το γεωγραφικό µήκος 
και το πλάτος ενός τόπου αποτελούν τις 
γεωγραφικές συντεταγµένες του τόπου 
αυτού. Ανάλογα µε τη θέση του τόπου, το  
γεωγραφικό µήκος χαρακτηρίζεται ως  
δυτικό (W) ή ως ανατολικό (Ε), και το  
γεωγραφικό πλάτος ως βόρειο (Ν) ή νότιο (S).

Μέρος 

Β΄

264



ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
α) Ποιές είναι οι σχετικές θέσεις ευθείας και επιπέδου.
β) Πότε µια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο.
γ) Τι ονοµάζεται απόσταση πεδίου από επίπεδο.

Θέµα 2
Στο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο του 
διπλανού σχήµατος να υπολογίσετε:
α) τη ΒΓ
β) τη γωνία 

Θέµα 3
Τριγωνικό πρίσµα µε βάση ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε κάθετες πλευρές ΑΒ
= 6cm και ΑΓ = 8cm έχει ύψος υ = 15cm. Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της ολικής επιφάνειάς του
β) τον όγκο του πρίσµατος. 

Θέµα 4
Μια κανονική τετραγωνική πυραµίδα έχει απόστηµα 15cm και πλευρά
βάσης 16cm. Να υπολογίσετε:
α) το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της
β) τον όγκο της πυραµίδας.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α) Ποιο στερεό ονοµάζεται πυραµίδα; Με τι ισούται ο όγκος της;
β) Ποιο στερεό ονοµάζεται κώνος;
γ) Να γράψετε τους τύπους του ολικού εµβαδού της επιφάνειας και του

όγκου ενός κώνου.
δ) Να γράψετε τους τύπους του εµβαδού επιφάνειας και του όγκου σφαίρας.

Θέµα 2
Ένας κορµός δέντρου θεωρούµενος ως κύλινδρος έχει µήκος 7m και ακτίνα
βάσης 0,4m. Να βρείτε πόσο αξίζει ο κορµός, αν η τιµή του ξύλου είναι 150€
ανά κυβικό µέτρο.
Θέµα 3
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Ένας κώνος έχει εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 502,4cm2 και γενέτειρα
µε µήκος 20cm. Να υπολογίσετε:
α) την ακτίνα της βάσης του
β) το ύψος του
γ) τον όγκο του. 

Θέµα 4
Σε κιβώτιο που έχει σχήµα κύβου χωράει ακριβώς µια σφαίρα µε διάµετρο
20cm. Να βρείτε το µέρος του κιβωτίου που µένει άδειο.
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ΛΥΣΕΙΣ - ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ





1.1

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1)  α  →  2 
β  →  4
γ → 6
δ  →  3

2)  α –  Λ,       β –  Σ,       γ –  Λ,       δ –  Λ,       ε –  Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) 5x + 7, όπου x ο αριθµός αυτός
β) Π = 4x και Ε = x2, όπου x η πλευρά του τετραγώνου
γ) 3 · x, όπου x η τιµή του κιλού
δ) 0,8 · x, όπου x η αρχική τιµή του προιόντος
ε) Π = 2x + 2(x – 5) = 4x – 10, όπου x το µήκος του

στ) x + 10, όπου x τα χρήµατα του Γιάννη

2.  α) 9x – 4y
β) 22α  –  27β
γ)  – 2ω + 3
δ) 3,1x – 2,8y
ε) x

3. α) Α = 5x – 12 + 6x + 8 + 4x =    15x – 4   για   x =  – 3
Α = 15 · ( – 3) – 4 =  – 49

β) Β = 7α – 14β – 6α – 6β + 5 = α – 20β + 5  για   α = 7   και   β =  – 1
Β = 7 – 20 · ( – 1) + 5 = 32

γ) Γ = 19 – 2α + 2β – 2β + x – α – 12 = – 3α + x + 7  για   x = 5   και 
α =  – 6
Γ = – 3 · (– 6) + 5 + 7 = 30

Λύσεις
Κεφαλαίου

1
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Λύσεις
Μέρους

Α~

4. α) Α = 5α – 10β – 6α + 9β + 7 =  – α – β + 7   για α + β =  – 8
Α =  – ( – 8) + 7 = 15

β) Β =  – x + 6x – 2y – 4y + 12 + x = 6x – 6y + 12 για   x – y =

Β = 6 · (x – y) + 12 = 6 · + 12 = 1 + 12 = 13

γ) Γ = 3 – α + β – x – y + α – β + 1 =  – x – y + 4   για   x + y =  – 11
Γ =  – (– 11) + 4 = 15

5.  Α = β – γ – 2β – βγ – αγ – βγ + βγ – 2

Α =  – 3β – γ – βγ – αγ   για   β = και   α · γ = 1   έχουµε

Α =  – 3 · ( ) – γ – ( ) · γ – 1

Α = –   γ

6. Β = 3x – 4y + 5x – 7y + 10 – 9x + 8y

Β =  – x – 3y + 10 x =  – 10,     y =

Β =  – ( – 10) – 3( ) + 10

Β = 21

7. α) – x = 20 – x β)  Ε = x(20 – x) = 20x – x2

8. Mήκος  = x – (x – α) – (x – β) = x – x + α – x + β = α + β – x

1.2

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1)  α) 8       β) 6       γ) 7       δ) 69       ε)  – 5       στ)  – 5
α) Λ β) Σ      γ) Λ      δ) Σ         ε) Σ          στ)Σ
α) →  iv
β) →  i
γ) →  v
δ) →  ii270

ttttt



Λύσεις
Κεφαλαίου

1

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) x = 4
β) x = 3
γ) x = 2
δ) x = 21

2.  α) x = 4
β) y = 1

γ) x = 

δ) ω =

3.  α) x – [3 + (x – x – 3)] = 5

x = 5
β) x – ( – 3x – 1 – 5) = –2x – 2

x + 3x + 1 + 5 =  – 2x – 2
6x =  – 8

x = 

γ)  – {2(x – 4) – 3(x + 1) + [10 – 2(x + 1) – 60]} = 15(x + 1)
– ( – 8 – 3x – 3 + 10 – – 2 – 60) = 15x + 15
8 + 3x + 3 – 10 + 2 + 60 = 15x + 15
3x – 15x = 15 + 10 – 8 – 3 – 2 – 60
– 12x =  – 48
x = 4

4.  α) 2(3x + 2) = 3(4x – 5) γ) 
6x + 4 = 12x – 15
– 6x = –19 21x + 63 – 15 = 10 – 40x

61x =  – 38

β)

– 15x + 15 = 12x – 8
– 27x =  – 23
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Λύσεις
Μέρους

Α~

5.

2(6x – 4) = 7(1 + 3x) – 14x 3(x + 3) – 6x + 30 = 2(2x + 2)
12x – 8 = 7 + 21x – 14x 3x + 9 – 6x + 30 = 4x + 4
5x = 15 – 7x =  – 35 
x = 3 x = 5

3x + 3 – 2x – 30 = 6x – 2 20x – 15 – 21x – 14 = 2 – x – 140
– 5x = 25 Οx =  – 109
x =  – 5 αδύνατη

4x – 2 – 5 = 4x + 4 – 11
0x = 0 ταυτότητα   ή   αόριστη 

6.

3 · (–3x + 3) + 2(2 – 2x) = 5x – 5 5(3y – 1) + 5 = 2(y – 2) + 5(2y + 5)
–9x + 9 + 4 – 4x = 5x – 5 15y – 5 + 5 = 2y – 4 + 10y + 25
–18x =  –18 3y = 21
x = 1 y = 7
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Λύσεις
Κεφαλαίου

1

3(1 – ω) + 4(2ω – 4) = 2(ω + 11) 3ω + 2(ω + 3)  = 5ω + 6
3 – 3ω + 8ω – 16 = 2ω + 22 3ω + 2ω + 6 = 5ω + 6
3ω = 35 Οω = ο αόριστη

ω = 

7.

144 – 4 · 2x = 9 · 15 – 18x – 12 · 4
144 – 8x = 135 – 18x – 48
10x =  – 57 ή x =  – 5,7

4 · 6 – 4ω + 5 – ω = ω + 2
24 – 4ω + 5 – ω = ω + 2
– 6ω =  – 27
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x – 10 – 45 – 300 = 60x – 1
– 59x = 354

x = –6

8.

2(6x – 18) = 30 + 3x – 12
12x – 36 = 30 + 3x – 12
9x = 54
x = 6

x – 3 – 9 = 27x + 40
– 26x = 52
x =  – 2
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1

120 – 3(5x – 1) – 2(x + 5) = 144 – 3(3x + 1) – 4(2x + 1)
120 – 15x + 3 – 2x – 10 = 144 – 9x – 3 – 8x – 4
0x = 24 αδύνατη

9.

15x – 15(2x – 1) =  – 10x + 6 · 2
15x – 30x + 15 =  – 10x + 12
–5x =  –3

ή                              ή                                ή  

ή

18 + 6ω = 34      ή   6ω = 16             ή       ω =

ή                                     ή                                     ή  

80x – 8 = 66 – 11x ή 91x = 72 ή x =
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7x – 3 – 36x + 12 = 3(7x – 15)
7x – 3 – 36x + 12 = 21x – 45
7x – 36x – 21x = 3 – 12 – 45
– 50x =  – 54

10. α) Α = Β   ή   ΕΠΚ = 20

4 · (2x – 6) – 20 = 5(3x – 6)
8x – 24 – 20 = 15x – 30
– 7x = 14
x =  – 2

β) Α = Β    ή

276



Λύσεις
Κεφαλαίου

1

4x – (5x – 12) = 12 – x
4x – 5x + 12 = 12 – x
Οx = Ο          αόριστη     ή      ταυτότητα

γ) Α = Β   ή

2 – x + 6x – 10 = 3x + 18 – 2x
4x = 26

x =

11. α) (5x – 7)(3x + 12) · (x – 2) = 0
5x – 7 = 0    ή    3x + 12 = 0    ή     x – 2 = 0

x = x =  – 4                  x = 2

β) ( – x + 3)( – 2x – 13)(7x + 3) = 0
– x + 3 = 0     ή     – 2x – 13 = 0    ή     7x + 3 = 0

x = 3                      x = x = 

γ) (x – 2) · (x2 + 5) = 0
x – 2 = 0      ή     x2 + 5 = 0

x = 2 x2 =  – 5 αδύνατη

12. λ(1 – x) + 3 = 2x + 5 + λ
α) Αν λ = 5 έχουµε: 5(1 – x) + 3 = 2x + 5 + 5

5 – 5x + 3 = 2x + 10
– 7x = 2

x = 

β) Αν η εξίσωση έχει λύση x =  – 3, τότε
λ (1 – ( – 3)) + 3 = 2( – 3) + 5 + λ 277
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λ + 3λ + 3 =  – 6 + 5 + λ
3λ =  – 4

λ = 

γ) Για λ =  – 2,     έχουµε
– 2(1 – x) + 3 = 2x + 5 – 2
– 2 + 2x + 3 = 2x + 3
0x = 2 αδύνατη

13. Έχουµε 7x + 5 = αx + β
(7 – α)x = β – 5

α) Για να είναι ταυτότητα πρέπει: α = 7   και   β = 5
β) Για να είναι αδύνατη πρέπει: α = 7      και   β = 5

14. α) λ = 2
β) λ = – 5
γ) λ = 1
δ) λ = 1

15. Πρέπει: οπότε 
3x + 10ο = 4x – 10ο ή    – x =  – 20ο ή     x ≠ 20ο

Άρα 

16. Πρέπει: ΑΒ = ∆Ε   ή   3y – 5 = 3 – y
4y = 8    ή    y = 2

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΓ εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώρηµα:
ΒΓ2 = ΒΕ2 +ΕΓ2      ή    102 = ΒΕ2 + 62 ή
ΒΕ2 = 100 – 36       ή    ΒΕ2 = 64    ή    ΒΕ = 8 cm
Οπότε 5x – 2 = 8

5x = 10
x = 10

1.3

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.

2. i)  ii) 278
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Κεφαλαίου

1

3. i) ii)

11. για     F = 73,4o έχουµε 

12.
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1.4

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Γ.
2) ∆.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Έστω x ο αριθµός αυτός, τότε: 5x – 5 = 4x + 9
x = 13

2.Έστω x ο πρώτος περιττός αριθµός, τότε:
x + (x + 2) + (x + 4) = 69
3x = 63
x = 21

Άρα οι αριθµοί είναι: 21, 23, 25

3. Έστω x ο αριθµός αυτός, τότε:

ΕΚΠ = 12

4x + 3x = 1092
7x = 1092
x = 156

4. Έστω x ο µικρότερος αριθµός, τότε x + 18 ο µεγαλύτερος, οπότε

ή     5x = 2x + 36      ή       3x = 36       ή       x = 12

Άρα οι αριθµοί είναι το 12 και το 18.

5.Έστω x ο αριθµός αυτός, τότε:
125 = x · 17 + 6     ή     17 · x = 125 – 6     ή      17 · x = 119

ή       x = 7
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Κεφαλαίου

1

6.Έστω x οι σωστές απαντήσεις, τότε οι λάθος απαντήσεις είναι
20 – x,  οπότε:  6x – 3(20 – x) = 75

6x – 60 + 3x = 75
9x = 135

x = 15

7. Έστω x η µία γωνία, τότε η άλλη θα είναι 4x, οπότε
x + 4x = 90ο ή     5x = 90ο ή      x = 18ο

Άρα η µία γωνία είναι 18ο και η άλλη 4 · 18ο = 72ο

8.Έστω x € τα χρήµατα της Μαρίας, τότε τα χρήµατα της Ελίνας είναι 3x και
τα χρήµατα της  Άννας είναι 2 · (3x) = 6x.
Οπότε:  6x + 3x + x = 400

10x = 400
x = 40

Άρα η Άννα έχει 6 · 40 = 240€, η Ελίνα 3 · 40 = 120€ και η Μαρία 40€.

9. Έστω x η γωνία της κορυφής, τότε οι 
γωνίες της βάσης είναι x + 27ο. οπότε:

x + (x + 27ο) + (x + 27ο) = 180ο

3x + 54ο = 180ο

3x = 126ο

x = 42ο

10. Έστω x η πλευρά του τετραγώνου , τότε:
(x + 2) · x = x2 + 50
x2 + 2x = x2 + 50
2x = 50
x = 25 cm

11. Έστω x το µήκος του ορθογωνίου , τότε 60 – x το πλάτος του, οπότε:
x(60 – x) = (x – 10)(60 – x + 10) – 100
60x – x2 = (x – 10) · (70 – x) – 100
60x – x2 = 70x – x2 – 700 + 10x – 100
– 20x =  – 800
x = 40
Άρα µήκος  = 40 cmκαι πλάτος  = 20 cm

x + 27˚   x + 27˚

x 

A 

B Γ
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12. Έστω x η ηλικία του πατέρα, τότε η ηλικία του γιού είναι 50 – x, οπότε:
x + 8 = 2(50 – x + 8)
x + 8 = 100 – 2x + 16
3x = 108
x = 36
Άρα η ηλικία του πατέρα είναι 36 χρονών και του γιού είναι 14 χρονών.

13. Έστω x τα χρόνια που θα περάσουν έτσι ώστε η ηλικία της µητέρας να
γίνει διπλάσια από την ηλικία της κόρης. Τότε 

48 + x = 2 · (18 + x)
48 + x = 36 + 2x
– x =  – 12
x = 12 χρόνια

14. Έστω x η ηλικία του Πέτρου και y η ηλικία του Γιάννη, τότε 

x – 5 = 2(y – 5)              και          (x + 10) = y + 10
x = 2y – 10 + 5
x = 2y – 5 5x + 50 = 7y + 70

Οπότε 2y – 5 = 

10y – 25 = 7y – 20
3y = 45
y = 15 και x = 2 · 15 – 5 = 25
Άρα ο Πέτρος είναι 25 χρονών και ο Γιάννης 15 χρονών.

15. Έστω x οι ώρες που κάνει για την ανάβαση, τότε 13 – x οι ώρες που κάνει
για την κατάβαση. Οπότε:

2,5x = 4(13 – x)
2,5x = 52 – 4x
6,5x = 52
x = 8 ώρες
Άρα το µήκος της διαδροµής είναι 8 · 2,5 = 20Km.

16. Έστω x οι ώρες που θα περάσουν µέχρι να συναντηθούν , τότε 
80 · (x + 1) = 100 · x
80x + 80 = 100 · x282
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1

20x = 80
x = 4 ώρες
Άρα θα συναντηθούν στη 1µ.µ. και σε απόσταση 512 – 400 = 112Km από
Αθήνα.

17. Έστω x το συνολικό ποσό , τότε:

x = 1.800€ το συνολικό ποσό που µοιράστηκαν

Άρα ο πρώτος πήρε 720€

Ο δεύτερος πήρε 630€

Και ο τρίτος πήρε 450€

18. Έστω x το µήκος του, τότε το πλάτος του είναι x – 7.
Οπότε:  2x + 2(x – 7) = 66

2x + 2x – 14 = 66
4x = 80
x = 20

Άρα µήκος = 20cm και    πλάτος = 13cm.

19. Έστω x η µικρή βάση του, τότε η µεγάλη βάση του είναι 3x.
Οπότε:

ή 240 = 4x · 10   ή  40x = 240   ή   x = 6cm

Άρα η µικρή βάση είναι 6cm και η µεγάλη βάση 3 · 6 = 18cm
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20.Έστω x τα δίκλινα δωµάτια, τότε τα τρίκλινα είναι 48 – x.
Οπότε:  2 · x + 3(48 – x) = 114

2x + 144 – 3x = 114
– x =  –30
x = 30 δίκλινα δωµάτια και 48 – 30 = 18 τρίκλινα.

21.Έστω x τα στυλό που αγόρασε ο Σπύρος, τότε 12 – x είναι τα τετράδια που
αγόρασε. Οπότε:

1,5 · x + 3 · (12 – x) = 30
1,5x + 36 – 3x = 36
– 1,5x =  – 6
x = 4
Άρα τα στυλό που αγόρασε είναι 4 και τα τετράδια είναι 12 – 4 = 8.

22. Έστω ότι οι γυναίκες  ήταν x, τότε οι άντρες ήταν 2x
Μετά που έφυγαν 6 άντρες µε τις συζύγους τους έχουµε:
2x – 6 = 3(x – 6)
2x – 6 = 3x – 18
x = 12
Άρα στην αρχή ήταν 12 γυναίκες και 24 άντρες.

23. Επειδή η πρώτη βρύση αδειάζει τη δεξαµενή σε 8 ώρες , σε 1 ώρα αδει-

άζει το της δεξαµενής.

Η δεύτερη βρύση γεµίζει τη δεξαµενή σε 6 ώρες , άρα σε µία ώρα γεµίζει 

το της δεξαµενής.

Έστω x οι ώρες που θα περάσουν ώστε να γεµίσει η δεξαµενή, τότε
ισχύει 

EKΠ = 24

4x – 3x = 24
x = 24 ώρες.

24. Έστω x οι ώρες που θα κάνουν οι τρεις βρύσες για να γεµίσουν τη
δεξαµενή, τότε ισχύει:
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1

x + 2x + 3x = 6
6x = 6
x = 1 ώρα.

25.Έστω x € πλήρωσε το κάθε ζευγάρι κάλτσες, τότε ισχύει
12(x + 0,5) = 14 · x + 1
12x + 6 = 14 · x + 1
2x = 5
x = 2,5€

26. Έστω x η περιεκτικότητα του µείγµατος σε καθαρό οινόπνευµα, τότε 

400 + 60 = 8x
460 = 8x
x = 57,5%

27. Έστω x οι µαθητές της τάξης, τότε:

ή   ή       x = 24

Άρα η τάξη έχει 24 µαθητές.

28.Έστω x οι ερωτήσεις που απάντησε σωστά ο Γιάννης, τότε οι ερωτήσεις
που απάντησε λάθος είναι 16 – x. Οπότε:

5 · x = 3 (16 – x)
5x = 48 – 3x
8x = 48
x = 6
Άρα ο Γιάννης απάντησε σε 6 ερωτήσεις σωστά.
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1.5

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1)  α) x – 2 <3
β) x + 3 ≥ 10
γ) 3x ≤ – 9
δ) –5x > –10

ε) 

στ) 

2)  α) Λ β) Σ γ) Λ δ) Σ ε) Σ στ) Λ      ζ) Λ      η) Σ      θ) Λ

3)  α. →  i
β. →  ii
γ) →  ii
δ) →  i

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) x ≥ 4

β) x < – 18

γ) x >3

δ) x ≤ 6

ε) x ≥ 

Λύσεις
Μέρους

Α~
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0 4

−∞ +∞

0 3

−∞ +∞

0

−∞ +∞

0–18

−∞ +∞

0 6

−∞ +∞
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2.  α) x >1

β) y > – 3

γ) ω ≤ 6

δ) x ≤ 3

ε) x ≤ 0

3. α) x<0

β) x ≥ 4

γ) x >3

δ) x ≤ 3

ε) x ≥ 8

στ) 

ζ) 

4. α)  – 3{x – 5[ – x – (x + 2)]} < 15( – x – 3)
– 3[x – 5( – x – x – 2)] < – 15x – 45
– 3(x + 5x + 5x + 10)< – 15x – 45

Λύσεις
Κεφαλαίου

1

287

0 1

−∞ +∞

0–3

−∞ +∞

0 6

−∞ +∞

0 3

−∞ +∞

0

−∞ +∞

0

−∞ +∞

0 4

−∞ +∞

0 3

−∞ +∞

0 3

−∞ +∞

0 8

−∞ +∞

0

−∞ +∞

0

−∞ +∞



– 3(11x + 10) < – 15x – 45
– 33x – 30 < – 15x – 45
– 18x < – 15
–33x+15x <30 – 45

β) 11x – {(8x + 23) – 2(x – 8)} ≥ 5(3x – 7)
11x – [8x + 23 – 2x + 16] ≥ 15x – 35
11x – 8x – 23 + 2x – 16 ≥ 15x – 35
11x – 8x + 2x – 15x ≥ 23 + 16 – 35
– 10x ≥ 4

γ)

x – 1 – 3(x – 1) < 2(3 – 2x)
x – 1 – 3x + 3 < 6 – 4x
2x < 4
x < 2

δ)

2(2x + 1) – 3(x – 1) ≥ 18
4x + 2 – 3x + 3 ≥ 18
x ≥ 13

Λύσεις
Μέρους
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0

−∞ +∞

0

−∞ +∞

0 2

−∞ +∞

0 13

−∞ +∞



ε)

6x + 2(2x – 5) > x + 2 · 3
6x + 4x – 10 > x + 6
9x > 16

5.  α) 

36x – 4(10x – 5) ≥ 3 · (15x + 15) – 24x
36x – 40x + 20 ≥ 45x + 45 – 24x
36x – 40x – 45x + 24x ≥ 45 – 20
– 25x ≥ 25
x ≤ – 1

β) 

2(2x + 30)  –  12x < 50 – 5x  –  3(x + 6)  + 54
4x + 60  –  12x < 50 – 5x  –  3x  –  18  +  54
4x – 12x + 5x + 3x < 50 – 18 + 54 – 60
0x < 26 αληθεύει για κάθε x.

Λύσεις
Κεφαλαίου

1
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0

−∞ +∞

0

−∞ +∞

–1

0

−∞ +∞



γ)

4ω  –  2(ω + 1)  –  8  –  3(3 – ω)> 0
4ω  –  2ω  –  2  –  8  –  3 + ω > 0
3ω > 13

δ) 

18 + 3(x – 2) + 2(x + 1) > 3(x + 5)
18 + 3x – 6 + 2x + 2 > 3x + 15
2x > 1

ε)

14(2x – 26)  –  21(3x + 5) ≤ 6 ·  (2x – 4)  –  210
28x  –  364  –  63x  –  105 ≤ 12x  –  24  –  210
28x  –  63x  –  12x ≤ 364 + 105 – 24 – 210
– 47x  ≤  235
x ≥ – 5

6. α) 

Λύσεις
Μέρους
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0

−∞ +∞

0

−∞ +∞

0–5

−∞ +∞



2(x + 1) + 5x ≤ 10x + 20 – (3x – 4)
2x + 2 + 5x ≤ 10x + 20  –  3x + 4
0x ≤ 22  αληθεύει για κάθε x.

β) 

5x + 1  –  3(3x – 1) ≥ 2(5 – 2x)
5x + 1  –  9x + 3 ≥ 10 – 4x
0x ≥ 6 αδύνατη.

γ) 

x + 2  –  4x >  –  (3x – 1)
x – 4x + 3x > 1 – 2
0x > – 1 αληθεύει για κάθε x.

δ) 

x – 3 + 4(x – 1) > 5(2 + x)
x – 3 + 4x – 4 > 10 + 5x
0x > 17 αδύνατη.

7.  α) x – 7 < 2   και   5 – x < 2
x < 9   και   x > 3

Κοινές λύσεις   3 < x < 9

β) 2(x + 3)  – 3(x + 1) ≥ – 2(x – 1) και      3(x – 3) + 7 < 2(x + 3)
2x + 6 – 3x – 3 ≥ – 2x + 2 3x – 9 + 7 < 2x + 6
x ≥ – 1 x < 8

Κοινές λύσεις   – 1 ≤ x < 8

γ) 2x + 3(x – 7) < 2(4 – x) – 1    και    2(3x – 1) + 5(3x – 8) > 3x – 24
2x + 3x – 21 < 8 – 2x – 1         και    6x – 2 + 15x – 40 > 3x – 24

Λύσεις
Κεφαλαίου

1
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0 3 9

−∞ +∞

0–1 8

−∞ +∞
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0 1 4

−∞ +∞

0–21 16

−∞ +∞

0 2 3

−∞ +∞

5

0 2–6

−∞ +∞

–3

0 3 9

7x < 28 18x > 18
x < 4                                                   x >1

Κοινές λύσεις  1 < x < 4

δ) 

4x – 8 + 14 < 3x – 15 9x – 10 >   8x + 6
x <  – 21 x > 16

∆εν έχουν κοινές λύσεις

ε) 3x – 2 < 13    και    2(x – 3) >  – 2    και   3x ≥ 5(x – 1) – 1
3x < 15 2x – 6 >  – 2 3x ≥ 5x – 5 – 1
x < 5 2x > 4 –2x ≥ – 6

x > 2 x ≤ 3

Κοινές λύσεις  3 ≤ x < 5

στ)

x > – 3     και     x ≥ – 6     και     x ≤ 2

Κοινές λύσεις   3 < x ≤ 2

8.  α) 11 ≤ 3x + 2 < 29
11 – 2 ≤ 3x < 29 – 2
9 ≤ 3x < 27
3 ≤ x < 9

+∞−∞



β)  – 2 < 3 – 5x < 18
– 5 <  – 5x < 15
1 > x >  – 3

γ) 9 ≤ 8x + 1 ≤ 13
8 ≤ 8x ≤ 12

1 ≤ x ≤

9.  Πρέπει  Α < 0    ή    5(λ – 2) – 30 < 0
5λ  – 10  –  30 < 0
5λ < 40

λ < 8

10. Για x = 4 έχουµε:  7 · 4  –  5α + 2 > α(4 – 2)
28  –  5α + 2 > 2α

– 7α >  – 30

11.Έστω x οι διαδροµές που πρέπει να κάνει κάποιος για να τον συµφέρει
οικονοµικά  η αγορά της κάρτας, τότε:

0,40 · x > 10
x > 25
Άρα πρέπει να κάνει τουλάχιστον 25 διαδροµές.

12. Έστω x ο αριθµός αυτός. Aπό τον τύπο της Ευκλείδειας διαίρεσης
έχουµε x  =  13 · π + 7 όπου π (πηλίκο) φυσικός αριθµός.
Πρέπει: 55 < x < 65

55 < 13 · π + 7 < 65
48 < 13π < 58

ή     3,692 < π < 4,46.  Άρα π = 4

οπότε x = 13 · 4 + 7 = 59.

13. Έστω x τα γραµµατόσηµα που έχει η Ελένη. τότε

3x > 750     και      

Λύσεις
Κεφαλαίου

1
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–3 0 1

0 1

−∞

−∞

+∞

+∞



x > 250 και x < 252
οπότε  250 < x < 252     ή    x  =  251
Άρα η Ελένη έχει 251 γραµµατόσηµα.

14. Έστω x ο βαθµός στα µαθηµατικά. Τότε

x  +  16  +  51  +  72  +  76  +  20 > 18  ·  14
x  +  235 > 252

x > 17

15. Έστω x τα χιλιόµετρα που πρέπει να κάνουν για να συµφέρει το 2ο

γραφείο ταξιδιών, τότε
100 +  0,5 · x >150 + 0,3 · x
0,5x  –  0,3x > 150  – 100
0,2x > 50

x > 250

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
Α. (Σχολικό βιβλίο)
Β. α) Λ      β) Λ      γ) Σ      δ) Σ

Θέµα 2
α) x  = β) x >  – 1       γ) όχι

Θέµα 3

Α. x > Β. 

Θέµα 4
Έστω x είναι η γωνία   τότε

οπότε ή   

Λύσεις
Μέρους
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5x  +  3x + x  =  5 · 180    ή    9x  =  900   ή    x  =  100ο

Άρα

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α) Λ         β) Λ         γ) Σ         δ) Σ         ε) Λ

Θέµα 2
Α. x = 7        Β. λ = 2

Θέµα 3

Α. Β. λ = 10 και     µ >5

Θέµα 4
Είχε 26 επιτυχείς χειρισµούς. 

Λύσεις
Κεφαλαίου

1

295
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2.1

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) α) Λ ,   β) Λ ,   γ) Σ ,   δ) Λ ,   ε) Σ ,   στ) Λ ,   ζ) Σ ,   η) Λ ,   θ) Σ ,   ι) Λ 

2)

3)  Γ
4)  Α
5)  Β
6)  Β

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. 

2. α) 24       β) 38       γ) δ) 19

3. Α = πρέπει     3x – 15 ≥ 0     ή     x ≥ 5

Β = πρέπει     2 – 6x ≥ 0     ή     x ≤ 1/3

Λύσεις
Κεφαλαίου

2

297

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο
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Γ = πρέπει     x – 5 ≥ 0   και   –6x+54 ≥ 0
x ≥ 5     και     x ≤ 9

Άρα     5 ≤ x ≤ 9

4.

5. x = 6,      y = 13,      z = 1,      α = 25,      β = 8

6. α)   x = –6   ή   x = 6

β)   x = ή   x = 

γ)   αδύνατη

δ)   x = –13   ή   x = 13

7. Από Πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε υ = 2 
8.  Από Πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε δ = 40m
9.  υ = 15cm   και   E = 120cm2 

10. Πλευρά = 17cm,   Περίµετρος = 4 · 17 = 68cm
11. Ύψος = 24cm   και   Ε = 1008cm2

12. Με το Πυθαγόρειο Θεώρηµα βρίσκουµε ότι ΑΒ = 24cm και Γ∆ = 26cm
13.Έστω x ο αριθµός αυτός ,  τότε:

x2 – 8 = ή   2x2 – 16 = x2 ή    x2 = 16    ή   x = 4

14. α = 3,       β = 4,       γ  = 8,       x = 6

2.2

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) α) Λ,       β) Σ,       γ) Λ,       δ) Σ,       ε) Σ

2) ρητοί :  

άρρητοι : 

Λύσεις
Μέρους

Α~
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. 

2. 

3.

4. α)   x =  ή   x =   β) αδύνατη        γ)  x = –1    ή    x = 1

δ)   x = ή   x =  

5.Έστω x cm το µήκος κάθε µίας από  τις ίσες κάθετες πλευρές.
Από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα έχουµε:

x2 + x2 = 82   ή    x2 = 32    ή    x = ή     x = 5,65cm

6. Πλευρά τετραγώνου  = Άρα Ε
τετρ.

= 18cm2

7.Ύψος = 6,92cm   και   E = 27,68 cm2

8. Επειδή η = 45ο το ορθογώνιο τριγ. 

είναι και ισοσκελές, 

δηλαδή ΑΒ = ΑΓ = 4cm
Έχουµε: ΒΓ2 = 42 + 42

ΒΓ2 = 32
ΒΓ = 5,65cm

Ε
τριγ.

= 

Λύσεις
Κεφαλαίου

2
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–1 0 1 2 3 4 5 6 7

Γ

Α Β

∆

45˚
4cm
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όµως 

Ετριγ. = ή     8 = ή   Α∆ = 2,83cm

9.Έχουµε ΚΑ2 = 62+122 ή     ΚΑ2 = 180   ή   ΚΑ = 13,41cm
Άρα διάµετρος δ = 2 · 13,41 = 26,82cm

10. Επειδή το τρίγωνο ΑΒ∆ είναι 

ισοσκελές και θα είναι και 
ισόπλευρο. Άρα Β∆ = 16cm

Στο ορθογώνιο τριγ. 
εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο Θεώρηµα
ΑΒ2 = ΑΟ2 + ΒΟ2

162 = ΑΟ2 + 82

ΑΟ2 = 192   ή   ΑΟ = = 13,85cm
Άρα ΑΓ = 2 · ΑΟ = 2 · 13,85 = 27,7cm

Eµ. = 

11. Αν α είναι η πλευρά ενός ισόπλευρου τριγώνου τότε ισχύει :

Άρα   α = 16cm και   

12. Από τον τύπο του εµβαδού του τραπεζίου

έχουµε

ή    υ= 6cm

Εφαρµόζοντας Πυθαγόρειο Θεώρηµα 

στο τρίγ. ΓΕΒ έχουµε:
ΒΓ2 = ΓΕ2 + ΕΒ2 οπότε    ΒΓ =  6,7cm
Άρα Περίµετρος = 6+6+9+6,7 = 27,7cm

Λύσεις
Μέρους

Α~
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Α

Β ∆

Γ

0

16cm
60˚

16cm

16cm16cm

∆

Α

Γ

ΒΕ

6m

18m

6m 3m



2.3

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.  ΑΒ = 8,696m

2.  x = 3cm (1η περίπτωση: υποτείνουσα 5cm)

x = (2η περίπτωση: κάθετες πλευρές 5cm και 4cm.

3. Β∆2 = ΒΕ2 – Ε∆2 ή    Β∆2 = 202-162 ή   Β∆2 = 144    ή   Β∆ = 12cm
AB2 = Α∆2 + Β∆2 ή   ΑΒ2 = 362+122 ή   ΑΒ2 = 1440   ή   ΑΒ = 37,947cm

4.  Έστω xcm η πλευρά του τετραγώνου ,  τότε η διαγώνιος είναι
οπότε x+ = 12,07     ή      2,41x = 12,07      ή       x = 5cm
Άρα περίµετρος = 20cm   και   Εµβαδόν = 52 = 25cm2

5.  Θα χρειαστούµε περίπου 10 λίτρα µπογιάς.

6. x2+(3x)2 = 302 ή    x2+9x2 = 900    ή   10x2 = 900    ή    x2 = 90
Εµ = 5 · x2 = 5 · 90 = 450cm2

7. Α∆2  = ∆Β2 – ΑΒ2      ή    Α∆2  = 292 – 212 ή    Α∆2  = 400   ή   Α∆ = 20cm
Άρα  Εµβ. = 21 · 20 = 420cm2

8.  ΑΒ2  = ΒΓ2  – ΑΓ2 ή   ΑΒ2  = 1296   ή   ΑΒ = 36cm. 

Όµως ή    ή    Α∆=21,6cm.

9. AB = 8 + 20 + 8 = 36cm
Α∆2  = 82  + 82    ή     
Α∆2  = 128
Α∆= ή  Α∆=11,31cm

Λύσεις
Κεφαλαίου

2
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∆

ΒA Ε

Γ20cm

8cm 8cm

8cm8cm Ζ

45˚ 45˚
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10. ΑΒ2  = 22  + 42 ή   ΑΒ2  = 20   ή   ΑΒ=

ΒΓ2  = 22  + 42 ή    ΒΓ2  = 20   ή   ΒΓ=

ΑΓ2  = 22  + 62 ή    ΑΓ2 = 40   ή   ΑΓ=
Επειδή ισχύει ΑΓ2  = ΑΒ2  + ΒΓ2 το τρίγ. είναι ορθογώνιο µε υποτείνουσα
την ΑΓ.

11. Ύψος υ=50m
Εµβ = β · υ = 150 · 50 = 7.500m2 ή   7,5 στρέµµατα.
Άρα χρειαζόµαστε 50 · 7,5 = 375 κιλά σπόρους.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
Α. (Σχολικό βιβλίο)

Β. i) ii) 

Γ. (Σχολικό βιβλίο)

Θέµα 2
α) x ≥ 3 β) x ≤ 4

Θέµα 3
α) Ύψος=8cm β) Ε=120cm2

Θέµα 4
Με Πυθαγόρειο θεώρηµα βρίσκουµε ότι ΛΜ = 15m
Περίµετρος =76m
Άρα η περίφραξη θα µας στοιχίσει 12 · 76 = 912 ευρώ.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α) Β. –7     β) Γ. 4     γ) Α. δ) Γ. 4     ε) ∆. 

Λύσεις
Μέρους

Α~

302
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Θέµα 2
α) 125   β) 23   γ) 153   δ) 

Θέµα 3
Πλευρά τετραγώνου =

Περίµετρος τετραγώνου = 

Θέµα 4
x = 4cm,   y = 6cm,   ω = 

Λύσεις
Κεφαλαίου

2

303





3.1

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) β) y = 1,1x
2) δ) y =x – 4000

3) γ)

4) δ) Ε = 20 + 5x

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. 

2.

3.

4. y = 1,19 ˆ x

5. y = 200 + 0.5 ˆ x

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο

x –1 0 1 3 4

y –2 1 4

x –2 –1 0 1 2

y 5 –1 –3 –1 5

x –3 –1 0 2 5

y 30 12 6 0 6

x 100 200 300 500

y 250 300 350 450

ttttt
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6. E = 4x2

7. α) y = 25 – x. Για x = 8 έχουµε y = 17

β) Για x = 15 έχουµε y = 16

8. α) y = 1,05 ˆ x

9. y = 2x – 3

10. α) S = 3 ˆ 450 = 1350 χιλιόµετρα
β) S =450 ˆ t
γ) 2.250 = 450 ˆ t    ή    t = 5 ώρες.

3.2

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Α (–3,4),      Β (0,–3),     Γ (4,3),      ∆ (–2–5),     Ε (1,–2)

2)

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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x 900 1000 1400 1500

y 945 1050 1470 1575

x 5 –2 2 6

y 7 –7 1 9

Σηµείο  Μ
Συµµετρικά του Μ

ως προς τον x΄x

Συµµετρικά του Μ

ως προς τον y΄y

Συµµετρικά του Μ

ως προς το 0

(3, 7) (3, –7) (–3, 7) (–3, –7)

(–5, 6) (–5, –6) (5, 6) (5, –6)

(–1, –4) (–1, +4) (1, –4) (1, 4)

(8, –10) (8, 10) (–8, –10) (–8, 10)

ttttt



3) α)   Α Β < ΑΓ

4)  α) Β: = 90ο

β) Β: εφθ=

γ) Β: εφφ=2
δ) Α: Ε

ΑΒΓ 
= 5 τ.µ.

5)  α) y = 4,     β) y = 2,     γ) y = 1,   δ) y = 0,   ε) y = –2,   στ) y = –3

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.

2. α) Α΄(7,2)         Β΄   

β) Α΄΄(–7,–2)    Β΄΄  

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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3

2

1

0

–1

–2

–3

–4

y΄

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4 5 6

y

x΄ x

E(3,5, –2,7)

Z(5,0)

Γ(0,2)

3,5

–2,7

Α(–4,2

ttttt



γ) Α΄΄΄(–7,2)     Β΄΄΄

3.

β) Ισχύει  ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2

20 = 10 + 10
20 = 20

Άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε υποτείνουσα ΑΓ
γ)

4. Απόσταση από x΄x Απόσταση από  y΄y
A (5,2) 2 µονάδες 5 µονάδες
Β (-2,4) 4  µονάδες 2 µονάδες
Γ (-1,0) 0  µοναδες 1 µονάδες

5. 

6. y = 2x2

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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x –2 –1 0 1 2

y 8 2 0 2 8



7. Για να ανήκει το ζεύγος (–3,–15) στη γραφική παράσταση της σύναρτησης 
y = –2x2 + λ            πρέπει:
–15 = –2(–3)2 + λ
–15 = –18 + λ

λ = 3

8.

Άρα το αεροπλάνο Α απέχει από το 
αεροδρόµιο Β, 500 χιλιόµετρα, οπότε 
500 : 400= 1,25 ώρες ή 1 ώρα και 1 
τέταρτο θα κάνει για να φτάσει στο Β.

9.  
α)

β) όταν είναι 10ο C τότε σε F είναι 50ο

γ) όταν είναι 77ο F τότε σε C είναι 25ο

Κεφάλαιο 
3
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Β 3

–4 Α(3,–4)

50

60

70

80

90

20

10

5 10 15 20 25 30 c

86

77

41
32

68

> > >

>
>

>
>

>
>>

>

>>
2

3

4

5

6

7

8

1

–1
–2 –1 1 2

y

y΄

x΄ x

2

3

4

5

6

7

8

1

–1
–2 –1 1 2

y

y΄

x΄ x

x ακέραιος x πραγµατικος

α) β)



10. 
α)

β) Το ιδανικό βάρος για  
έναν άντρα ύψους  175 cm
είναι 67,5 κιλά

γ) Το ύψος ενός άντρα µε 
ιδανικό βάρος 
76,5 είναι 185 cm.

3.3

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 

1) α) β) 

2) Γ:

3) ∆: y= –3x

4) α) → 2,       β) → 1,       γ) → 1,       δ) → 2,       ε) → 1 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) γ)

β) 

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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x 3 6 9 12

y 4 8 12 16

x 2 4 6 8

y 3 6 9 12 3

2 xx΄

y΄

y

63

67,5

72

76,5

81

90

160 170 180 190 200 210 x(cm)

>>

>
>

>
>

>
>

>

> > > >

185175

y(Kg)

>
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2.       y = 3x y = –5x y = –2x

3. 

y = 2x

Οι δύο ευθείες είναι κάθετες 
µεταξύ τους.

4. Η ευθεία είναι της µορφής y=αx, οπότε έχουµε

6 = α · (–4)    ή    α = η εξίσωση της ευθείας είναι y = 

5. y =

6. ε
1 
: y = και    ε

2 
:  y = 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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x 0 1

y 0 3

x 0 1

y 0 –5

x 0 1

y 0 –2

5

4

3

2

1

–1

–2

–3

–4

–5

–3 –2 –1 1 2 3 4

y

y΄

x΄ x

y = –2x

y = 3x

y = –5x

2

1

–1

–2

–3 –2 –1 1 2 3

y

y΄

x΄ x

y = 2x

x 0 1

y 0 2

x 0 2

y 0 –1



7.        S = 8 ⋅ t

8. Η ευθεία είναι της µορφής y=α · x και επειδή διέρχεται από το σηµείο Λ
(3,–6) ισχείει:
–6 = α · 3     ή      α = –2
Άρα η κλίση της ευθείας είναι α = –2

9. α) y=1,05 · x
β) Για x = 850 έχουµε y = 1,05 · 850=892,5 ευρώ
γ) Για y = 945 έχουµε 945=1,05 · x ή     x = 900 ευρώ 

10. α) y =5x
β) 52,5 ευρώ
γ) 9 λίτρα 

11. α) β) εφω = οπότε 

3.4

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) ∆: y = –7x + 3
2) Β: (3,0)
3) Α: (0,7)
4) ∆: 3x –2y = –6

5) α) Β: β) Γ: (6,0)    γ) Α: (0,–2)

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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t 0 1

S 0 8 24

16

8

2 31 t (ώρες)

S (µίλια)

S = 8 ⋅ t
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.

ε
1
: y = 2x

ε
2
: y = 2x + 3

ε
3
: y = 2x –2

2. α) β)

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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5

4

3

2

1

–1

–2

–3

–4

–5

–3 –2 –1 1 2 3 4

y

y΄

x΄ x

ε
2
: y = 2x+3

ε
1
: y = 2x

ε
3
: y = 2x –2

x 0 1

y 0 2

x 0

y 3 0

x 0 1

y –2 0

2

3

1

–1

–2

1 3

y

y΄

x΄ x

2

3

1

–1

–2

–3 –2 –1 1 2 3

y

y΄

x΄ x

y =–5x+3

(x πραγµατικός) (x ≤ 0)

ttttt



γ)

3. ε
1
: y = (5λ – 2)x + 3   και   ε

2
: y = (λ + 2)x – 9

Για να είναι παράλληλες πρέπει να έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης,
οπότε: 5λ –2 = λ + 2

4λ = 4

λ = 1

Λύσεις
Μέρους 

Α~

314

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

1

–1

–2

–3

–4

–5

–6

–7

–8

–9

–10

–11

–12

1 2 3

y

y΄

x΄ x
–1–2–3

(–3 ≤ x ≤ 3



4. ε: 

5. α)  Α (–2,1)     Β (2,4)

β) Για να ανήκει το σηµείο Α(–2,1) στην ευθεία –3x + 4y = 10 πρέπει:
–3(–2) + 4 · 1 = 10 που ισχύει
Άρα το σηµείο Α ανήκει στην ευθεία –3x + 4y = 10
Για ανήκει το σηµείο Β(2,4) στην ευθεία –3x + 4y = 10
πρέπει: –3 · 2 + 4 · 4 = 10
Άρα το σηµείο Β ανήκει στην ευθεία –3x + 4y = 10

6. Η ευθεία 4x –3y = 12 τέµνει τον άξονα x΄x
στο σηµείο Α(3,0) και τον άξονα y΄y
στο σηµείο Β(0,–4).

Ε

7. α)     2x + y = 4

β) κλίση = –2

γ) Ε

8. α) Κ(–5,–1)      Λ(2,–1)      Μ(2,3)      Ν(–5,3)

β) ΚΜ = 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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y

y΄

x΄ x

Β(0,–4)

0

Α(3,0)

x 0 2

y 4 0

y

y΄

x΄ x

Β

0 Α

2

4



9. Επειδή είναι παράλληλη στην ευθεία y = 5x–7, θα έχει τον ίδιο συντελεστή
διεύθυνσης, δηλαδή α = 5. Οπότε είναι της µορφής y = 2x + β     ή  y = 5x + β.
Αφού διέρχεται από το σηµείο Α(–3,1) ισχύει; 1 = 5(–3) + β   ή   β = 16.
Άρα η εξίσωση της ευθείας είναι y = 5x + 16.

10. α) y = 0,05x + 800
β) Για y = 1200 έχουµε: 1200 = 0,05 · x + 800

0,05x = 400
x = 8.000 ευρώ

γ)  

11. α) y = 80 · x –1200 β)

12. α) Για t = 0 έχουµε S=600 – 80 · 0 = 600Km
β) Για S = 0 έχουµε 0 = 600 – 80 · t    ή    t = 7, 5 ώρες
γ) 

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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1200

1600

800

400

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

y = 0,05x + 800

x΄ x

y

y΄

–400

400

–800

–1200

5 10 15 20 25

y = 80 · x – 1200

x΄
x

y

y΄

600

7,5 t

S

0



13. α) Επειδή διέρχεται από το σηµείο Α(2,–2) έχουµε:
–2 = (3α + 1) · 2 +   ή   –2 = 6α + 2 + 2   ή   6α = –6    ή    α = –1

β)  Για α = –1 έχουµε: y = –2x + 2

14. Επειδή η ευθεία (ε) είναι παράλληλη στην ευθεία y = –5x + 7 πρέπει να
έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης οπότε  2λ + 1 = –5    ή      λ = –3 
και επειδή διέρχεται από το σηµείο Β(–1,6) πρέπει:

6 = [2 · (–3) + 1] (–1) + 3µ –2
6 = –5 · (–1) + 3µ –2
3µ = 3
µ = 1
Άρα   λ = –3   και   µ = 1

3.5

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) α),   γ),    δ) είναι αντιστρόφως ανάλογα
2) α) Λ,       β) Σ,       γ) Σ,         δ) Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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x 0 1

y 2 0
2

1

–1

–2

–3 –2 –1 1 2 3

y

y΄

x΄ x

x –6 –3 –1 1 3 6

y –1 –3 3 1

ttttt
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β)

2.

Λύσεις
Μέρους 

Α~

318

3

2

1

–1

–2

–3

–3–4–5–6 –2 –1

1 2 3 4 5 6

y

y΄

x΄ x

x –5 –4 –2 2 4 5

y –2 –2,5 –5 5 2,5 2

x –5 –4 –2 2 4 5

y 2 2,5 5 –5 –2,5 –2

5

6

7

8

9

4

3

2

1

–1

–2

–3

–4

–5

–6

–7

–8

–9

–3–4–5–6–7–8–9 –2 –1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y

y΄

x΄ x



3.

4.  α)  Επειδή διέρχεται από το σηµείο Α ισχύει:

ή    –3 = 2λ–5    ή     2λ = 2   ή     λ = 1

β) Για λ = 1 έχουµε 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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x –4 –2 –1 1 2 4

y –1 2 –2 –1

x –4 –2 –1 1 2 4

y 1 2 4 –4 –2 –1

x –6 –4 –3 3 4 6

y 2 3 4 –4 –3 –2

0

y΄

y

x΄ x



5.  12 · (20 –5) = 10 · x ή     x = 18 ηµέρες

6.  150 · (10 –4) = (150 – x) · 9
900 = 1350 –9x ή    9x = 450   ή   x = 50 στρατιώτες πήραν µετάθεση.

7.  α) α= 

β)   

8.  α) 

β)  Για x = 4   έχουµε  12 ώρες

γ)  Για y = 6   έχουµε   6= ή   x = 8 εργάτες.

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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0

y΄

y

x΄ x

υ 80 60 40 20

α 3 4 6 12

8

12

6

4

10 20 30 40 50 60 70 800 (υ)

(α)

3



ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
α),    β)   (Σχολικό βιβλίο)

Θέµα 2
y =5x2   – 7     

Θέµα 3
Α (–1,3)     Β (7,9)

Θέµα 4
Για να ανήκει το ζεύγος (2,–2) στη γραφική παράσταση της y = –x2  + λ 

πρέπει:  ή     λ = 0

Για λ = 0 έχουµε  

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3

321

x 0 2 1 –4 5

y –7 13 –2 73 118

x –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

y –8 –2 0 –2 –8

1

–1

–2

–3

–4

–5

–6

–7

–8

–9

–3–4–5 –2 –1 1 2 3 4 5

y

y΄

x΄ x

ttttt



ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α),   β)   (σχολικό βιβλίο)

Θέµα 2
Η ευθεία είναι της µορφής y = αx και επειδή διέρχεται από το σηµείο
Α(–3,15) ισχύει: 15 = α · (–3)    ή     α = –5
Άρα y = –5x

Θέµα 3
α)  Τέµνει τον άξονα x΄x στο σηµείο Α (–3,0)   και τον άξονα y΄y στο σηµείο
Β (0,7)

β) Κλίση = 

γ) Ε

Θέµα 4
Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα, οπότε:
6 · 10 = x · 15
60 = 15 · x
x = 4 εργάτες

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 3

Θέµα 1
Α.   Β.   (Σχολικό βιβλίο)

Θέµα 2
α) y = 1,08 · x
β) Για x = 120 έχουµε:  y = 1,08 · 120 = 129,6 ευρώ
γ) Για y = 216 έχουµε: 216 = 1,08 · x ή     x = 200 ευρώ

Θέµα 3
α) Είναι της µορφής y = αx και επειδή διέρχεται από το σηµείο  

Λύσεις
Μέρους 

Α~

322
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ισχύει: ή    ή    

Άρα  

β) Έχουµε ότι οπότε 

Θέµα 4
Η εξίσωση της ευθείας είναι της µορφής y = αx + β και επειδή διέρχεται από 

το σηµείο Α(0,3), έχουµε 3 = α · ο + β     ή      β = ο

Επειδή διέρχεται και από το σηµείο Β(3,–12), έχουµε 

–12 = α · 3 + 0      ή      α =–4
Άρα y = –4x 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3

323





4.1

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. β)      2. γ)       3. δ)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) 130     β) 45     γ) 167      δ) 18      ε) 8
2. α) 3,5   β) 24   γ) 56   δ) 208   ε) 450
3. α) 40%      β) 400%      γ) 100%     δ) 80%
4. β) 165
5. Οι άνδρες είναι το 40% και οι γυναίκες το 60% του δείγµατος.

6.  Το ποσοστό του κόµµατος "Α" είναι: 0,3 ή 30%

Το ποσοστό του κόµµατος "Β" είναι: 0,45 ή 45%

Το ποσοστό του κόµµατος "Γ" είναι: 0,25 ή 25%

7.  α) Ποσοστό αγοριών: 0,7  ή  70%

β) Ποσοστό παιδιών που παίζουν µπάσκετ: 0,35 ή 35%

8.  Όχι. Έπρεπε να πάρει δείγµα από διάφορες ασφαλιστικές εταιρείες και
όχι µόνο από µία, για να βγάλει σωστά αποτελέσµατα.

9.  Ο πληθυσµός της έρευνας είναι όλα τα άτοµα που παρακολουθούν
τηλεόραση. Το δείγµα είναι οι 200 µαθητές του σχολείου του. Το δείγµα δεν
είναι αξιόπιστο.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4

325
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4.2

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. α) Γ. 100     β) Β. 20    γ) ∆. 65      δ) Α. 65      ε) Β. 0      στ) Α. 10%

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. α) Και τα πέντε έτη πουλήθηκαν: 4.000 + 4.500 + 3.5 00+ 7.000 + 6.000
= 25.000 αυτοκίνητα.

β) Το ποσοστό των πωλήσεων το έτος 2005 είναι: 0,28 ή 28%.

γ)

2. α) Υπολογίζουµε τις αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες:

ενοίκιο: 

φαγητό: 

ρούχα: 

διασκέδαση: 

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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2002 2003 2004 2005 2006

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

(Έτος)

(Π
ω
λή
σε
ις

 α
υτ
οκ
ιν
ήτ
ω
ν)

126˚

Φαγητό Ενοίκιο
72˚

∆
ια
σκ
έδ
ασ
η54˚

Ρούχα

108˚
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β) Ξοδεύει για ρούχα: ευρώ

3. (Ραβδόγραµµα)

Υπολογίζουµε τις επίκεντρες γωνίες:

Αλεύρι: (Κυκλικό διάγραµµα)

Ζάχαρη: 

Βούτυρο: 

Σοκολάτα: 

Άλλα υλικά: 

4.  α) 6 + 32 = 38 οικογένειες έχουν το πολύ ένα αυτοκίνητο
β) 10 οικογένειες έχουν 2 αυτοκίνητα
γ) 10 + 2 = 12 οικογένειες έχουν τουλάχιστον 2 αυτοκίνητα

δ) ή    64% έχουν ένα αυτοκίνητο

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4
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50

100

150

200

250(gr)
A
λε
ύρ
ι

Ζ
ά
χα
ρι

Β
ού
τυ
ρο

Σ
οκ
ολ
ά
τα

Ά
λλ
α

υλ
ικ
ά

180

40

50˚

75˚ 125˚Ζάχαρη

Αλεύρι

90˚
20˚

Βού
τυρο

Άλλα 
υλικά

Σοκολάτα



ε)

στ) 0 αυτοκίνητα: 

1 αυτοκίνητο: 

2 αυτοκίνητα: 

3 αυτοκίνητα: 

5. άζωτο: 90ο

Οξυγώνο: 270ο

4.3

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 

1) α) Β. 20      β) Α. 5      γ) Γ. δ) ∆. ε) Β. 

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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4

8

12

16

20

24

28

32

36

Α
ρι
θµ
ός

 ο
ικ
ογ
εν
ει
ώ
ν

0 1 2 3 Αριθµός αυτοκινήτων

2

6

10

230,4˚

1

72˚

2

14,4˚
3

43,2˚

0
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2) 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. 

2.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4

329

Κόµµα ψήφοι Σχετικές συχν. (%)

Α 40 25

Β 16 10

Γ 32 20

∆ 48 30

Ε 24 15

Σύνολο 160 100

Αριθµός Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

1 2 10

2 4 20

3 6 30

4 5 25

5 2 10

6 1 5

Σύνολο 20 100

Μάθηµα Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

Αρχαία Ελληνικά 6 15

Νέα Ελληνικά 2 5

Αγγλικά 8 20

Μαθηµατικά 10 25

Ιστορία 8 20

Γεωγραφία 6 15

Σύνολο 40 100

ttttt



3.  α) 

β) 3 + 2 + 1 = 6 τµήµατα έχουν τουλάχιστον 28 µαθητές
γ) 4 + 6 + 3 = 13 τµήµατα έχουν το πολύ 28 µαθητές

4.  α) 

β)

γ) 1+2+4+4=11 µαθητές βλέπουν το πολύ 3 ώρες τηλεόραση.

δ) ή 20% των µαθητών βλέπουν τουλάχιστον 5 ώρες 

τηλεόραση.

Λύσεις
Μέρους 

Α~

330

Αριθµός µαθητών Αρ. τµηµάτων Σχετική συχν. (%)

26 4 25

27 6 37,5

28 3 18,75

29 2 12,5

30 1 6,25

Σύνολο 16 100

Ώρες ∆ιαλογή Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

0 I 1 5

1 II 2 10

2 III 4 20

3 IIII 4 20

4 IIII 5 25

5 III 3 15

6 I 1 5

Σύνολο 20 100

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5 5

(Α
ρ.

 µ
α
θη
τώ
ν)

ώρες



5. α) 

β)

6.  φ + 2φ + 126ο + 

3φ + 126ο + 72ο = 360ο

3φ = 162ο

φ = 54ο

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4
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Χαρακτηρισµός 
πτυχίου

Συχνότητα Σχετική συχν. % Γωνία κυκλικού τοµέα

Καλώς 30 60 216ο

Λίαν καλώς 15 30 108ο

Άριστα 5 10 36ο

Σύνολο 50 100 360ο

5

10

15

20

25

30

Κ
α
λώ
ς

Λ
ία
ν 
κα
λώ
ς

Ά
ρι
στ
α0

(Α
ρ.

 φ
οι
τη
τώ
ν)

216˚

Καλώς

Μεταβλητή Συχνότητα Σχετική συχν. (%) Γωνία κυκλικού τοµέα

Α 40 20 72ο

Β 60 30 108ο

Γ 70 35 126ο

∆ 30 15 54ο

Σύνολο 200 100 360ο

Λίαν καλώς

108˚
Άριστα

36˚



7.

α) Τουλάχιστον δύο παιδιά έχουν: 28 οικογένειες  ή  ή  56%

β) Λιγότερα από τρία παιδιά έχουν: 40 οικογένειες  ή  ή  80%

γ) Ακριβώς ένα παιδί έχουν: 10 οικογένειες  ή  ή  20%

δ)Από 2 έως 3 παιδιά έχουν: 25 οικογένειες  ή  ή  50%

4.4

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 

1)  1. Γ. 4
2. Β. 14
3. ∆. 8
4. Α. 20%

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) Εύρος = 18 – 3 = 15

Πλάτος κλάσης = 

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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Αρ. παιδιών Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

0 12 24

1 10 20

2 18 36

3 7 14

4 3 6

Σύνολο 50 100

ttttt
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β) 

γ)

2. α) β)

γ) 33% + 15% = 48% των υπαλλήλων έχει ηλικία πάνο από 40 έτη.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4

333

Κλάσεις ∆ιαλογή Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

3 – 6 IIII 4 10

6 – 9 IIII III 8 20

9 – 12 IIII III 8 20

12 – 15 IIII IIII 10 25

15 – 18 IIII IIII 10 25

Σύνολο 40 100

2

4

6

8

10

Σ
υχ
νό
τη
τα

3 6 9 12 15 18

βαθµός

0

15

22

30

33

Α
ρι
θµ
ός

 ε
ργ
α
ζο

µέ
νω
ν

20 30 40 50

Ηλικίες σε έτη

0 60

Ηλικίες 

σε έτη

Συχνότητα 

Αρ. εργαζοµ.

Σχετική συχν. 

(%)

20 – 30 22 22

30 – 40 30 30

40 – 50 33 33

50 – 60 15 15

Σύνολο 100 100



3. α) 

β)

4. α) 

β) 64 + 20 = 84 µαθητές ξοδεύουν 
πάνω από 100 ευρώ.

γ) 30 + 86 + 64 = 180 µαθητές
ξοδεύουν το πολύ 150 ευρώ.

Λύσεις
Μέρους 

Α~

334

Κλάσεις (ώρες) ∆ιαλογή Συχνότητα Σχετική συχν. (%)

50 – 55 III 3 15

55 – 60 IIII 4 20

60 – 65 IIII II 7 35

65 – 70 IIII I 6 30

Σύνολο 20 100

2

3

4

6

7

8

Σ
υχ
νό
τη
τα

50 55 60 65

ώρες

0 70

10

15

20

30

35

40

Σ
χε
τ.

 σ
υχ
νό
τη
τα

 %

50 55 60 65

ώρες

0 70

Ποσό (ευρώ) 0 – 50 50 – 100 100 – 150 150 – 200

Σχετ. συχνότητα % 15% 43% 32% 10%

Συχνότητα 30 86 64 20

20

30

40

60

64

80

86

Σ
υχ
νό
τη
τα

 (
µα
θη
τέ
ς)

0 50 100 150

ευρώ

0 200



5.  α) 8 + 12 + 14 + 10 + 6 = 50 µαθητές

β) ή   12% πήρε πάνω από 16

γ) ή   54% πήρε κάτω από τη βάση.

4.5

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Γ. 6 2) Β. 567 3) α) Α. 25   β) Γ. 27  γ) ∆. 23
4) Α. 24 5) Β. 360˚ · f

i

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. 

2. 

3.Έστω x ο ένας, τότε ο άλλος θα είναι 2x, οπότε έχουµε

35 = 29 + 3x ή    3x = 6     ή     x = 2
Άρα ο ένας είναι το 2 και ο άλλος το 4.

4.  α) 

β) Έχουµε: 172, 175, 177, 183, 189, 190, 193, 195

γ) 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4
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5.

Σύνολο

Μέση τιµή 

6. Έχουµε:

7. Έχουµε: 

1.150 (v + 5) = 1.200v + 5.000
1.150v + 5.750 = 1.200v + 5000
50v = 750
Ν = 15 εργαζόµενοι.

8. Πρέπει y – 2 = 14    ή       y = 16

και 

126 = 19x + 88    ή    19x = 38     ή        x = 2

Λύσεις
Μέρους 

Α~

336

Επισκέψεις Κέντρα κλάσης
Συχνότητα
Αρ. µαθητών

(Κέντρο κλάσης) ·
(Συχνότητα)

0 – 2 1 8 8

2 – 4 3 12 36

4 – 6 5 10 50

6 – 8 7 6 42

8 – 10 9 4 36

Σύνολο 40 172



9. α) 

β) έτη

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
α),    β) (Σχολικό βιβλίο)

Θέµα 2

α) ή   56,25% ποσοστό κοριτσιών.

β) ή   33,33% ποσοστό παιδιών Β΄ γυµνασίου.

Θέµα 3
α)

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4

337

Ηλικίες ∆ιαλογή
Κέντρο 

κλάσης
Συχνότητα Σχετ. συχν. %

(Κέντρο

κλάσης) · 

(συχνότητα)

20 – 30 IIII  IIII  IIII 25 15 30 375

30 – 40
IIII  IIII  IIII

IIII
35 20 40 700

40 – 50 IIII  IIII 45 10 20 450

50 – 60 IIII 55 5 10 275

Σύνολο 50 100 1800

Βαθµοί Συχνότητα Σχετ. συχν. %

13 2 10

14 1 5

15 3 15

16 3 15

17 4 20

18 2 10

19 3 15

20 2 10

Σύνολο 20 100

ttttt



β)

γ) 2 + 1 + 3 + 3 = 9 µαθητές πήραν το πολύ 16.
δ) 20% + 10% + 15% + 10% = 55% των µαθητών πήραν τουλάχιστον 17.

Θέµα 4

α) 

β) Βάζουµε σε αύξουσα σειρά τους αριθµούς και έχουµε:
168, 169, 170, 171, 172, 175, 175, 177, 180, 183

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α),    β) (Σχολικό βιβλίο)

Θέµα 2

έτη

Θέµα 3

α) ταινίες 

β) + 9 + 4 = 19 µαθητές παρακολούθησαν τουλάχιστον 5 ταινίες.

Λύσεις
Μέρους 

Α~
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1

2

3

4

5

13 14 15 16 17 18 19 19

(Α
ρ.

 µ
α
θη
τώ
ν)

(βαθµός)
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Θέµα 4
α) Έχουµε: f

1 
+ f

2 
+ 0,3 + f

4 
= 1   και   f

2 
= 2f

1
και   f

1 
= 2f

4

οπότε 2f
4 
+ 4f

4 
+ 0,3 + f

4 
= 1

7f
4 
= 0,7

f
4 
= 0,1. Άρα f

1 
= 0,2   και   f

2 
= 0,4 

β) 167 · 0,2 + 173 · 0,4 + 179 · 0,3 + 185 · 0,1 =
= 33,4 + 69,2 + 53,7 + 18,5
=174,8cm.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4
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1.1

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1.  á) Ó
1
= 36 Ó

2
=42

â) Ó
1
=18 Ó

2
=21

ã) Ó
1
= 9 Ó

2
=10,5

2.

3. 

1.2

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1)  1. B. 450mm2

2. B. 51000cm2

3. Ã. 0,00039dm2

4. Ä. 0,072m2

2)  1. 2,7Km2  = 2.700.000m2 = 2.700 óôñÝììáôá
2. 46m2  = 4.600dm2 = 460.000cm2 = 46.000.000mm2

3. 528dm2 = 5,28m2 = 0,00528 óôñÝììáôá
4. 7903mm2 = 79,03cm2 = 0,7903dm2 0,007903m2

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. 25m2 = 250.000cm2

2,16 Km2 = 21.600.000.000cm2

Λύσεις
Κεφαλαίου 

1

341

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο
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143dm2 = 14.300cm2

5779mm2 = 57,79cm2

712m2 = 7.120.000cm2

2.  498cm2 = 0,0498m2

111dm2 = 1,11m2

12,7Km2 = 12.700.000m2

13.534mm2 = 0,013534m2

607dm2 = 6,07m2

3. 456m2 = 456.000.000mm2

82,7dm2 = 827.000mm2

0,571cm2 = 57,1mm2

0,0025m2 = 2.500mm2

4. 914m2 = 0,000914Km2

4832dm2 = 0,00004832Km2

17075m2 = 0,017075Km2

103 óôñÝììáôá = 0,103Km²

5.  72564m² = 72,564 óôñÝììáôá
3,4Km² = 3400 óôñÝììáôá
137920dm² = 1,3792 óôñÝììáôá
45m² = 0,045 óôñÝììáôá

6. 

Λύσεις
Μέρους 
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m² dm² cm² mm²

98,3 9.830 983.000 98.300.000

7,56 756 75.600 7.560.000

3,2103 321,03 32103 3.210.300

0,738019 73,8019 7380,19 738.019



1.3

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1) 1. Â 2. Á 3. Ã 4. Â 5. Á 6. Â 7. Ã 8. Ã
2) 1. Ó 2. Ë 3. Ó 4. Ó 5. Ë

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Áðü ôïí ôýðï Åì. ôåôñ. = á² Ý÷ïõìå:
144 = á²     Þ     122 = á²     ή     á = 12cm
Οðüôå ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôåôñÜãùíïõ åßíáé:  4 · 12 = 48cm.

2. ¸óôù xm ôï ðëÜôïò, ôüôå 2x m ôï ìÞêïò. Áðü ôïí ôýðï ôçò ðåñéìÝôñïõ
Ý÷ïõìå:
2 · x + 2 · 2x = 162     Þ    2x + 4x = 162     Þ     6x = 162    ή    x =27
Οðüôå ôï ðëÜôïò åßíáé 27m êáé ôï ìÞêïò 2 · 27 = 54m.
¢ñá  Åìâ. = (ìÞêïò) · (ðëÜôïò) = 54 · 27 = 1458m².

3. ÅðåéäÞ êÜèå öýëëï Ý÷åé äýï åðéöÜíåéåò, ç åðéöÜíåéá êÜèå öýëëïõ åßíáé:
Åì. öýëïõ = 2 · 16 · 25 = 800cm²
¢ñá ôá 127 öýëëá Ý÷ïõí åðéöÜíåéá:  127 · 800 = 101.600cm².

4. Åì. ïñèïãùíßïõ = 46 · 20 = 920m²
÷ñåéÜæïíôáé 300 · 920 = 276.000g = 276Kg.
èá ìáò êïóôßóåé 2 · 276 = 552 åõñþ.

5. Åì. ïñèïãùíßïõ = 8 · 7 = 56cm² = Åì. ðáñáëëçëüãñáìïõ
Ðåñßìåôñïò ïñèïãùíßïõ = 2 · 8 + 2 · 7 = 30cm = Ðåñ. ðáñáëëçëüãñáììïõ.
Áðü ôïí ôýðï ôçò ðåñéìÝôñïõ ðáñáëëçëüãñáììïõ Ý÷ïõìå
2 · 10 + 2 · x = 30    Þ    2x = 10     Þ     x= 5cm ç Üëëç ðëåõñÜ ôïõ
ðáñáëëçëüãñáììïõ
Áðü ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý ðáñáëëçëüãñáììïõ Ý÷ïõìå
10 · υ

1
= 56        êáé        5 · υ

2
= 56

υ
1

= 5,6cm                      υ
2

= 11,2cm.

6. ¸óôù x ç ìéêñÞ âÜóç ôïõ ôñáðåæßïõ, ôüôå 2x ç ìåãÜëç âÜóç ôïõ Ý÷ïõìå: 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

1
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Þ     3x · 6 = 72     Þ      3x = 12      Þ       x = 4

ÌéêñÞ âÜóç = 4cm,  ÌåãÜëç âÜóç = 8cm.

7. Åìâ. ôåôñáãþíïõ (ÁÂÃÄ) = 18² = 324cm²

Å
(ÁÊÂ)

= · 324 = 81cm, üìùò Å
(AKB) 

= Þ    81 = 

Þ   18 · x = 162     Þ     x = 9cm

E
(ÄÊË)

= · 324 = 54cm, üìùò Å
(ÄÊË)

= Þ   54 = 

Þ   18 · y  = 108     Þ     y = 6cm

Å
(ÂÃËÊ)

= Å
(ÁÂÃÄ)

– Å
(ÁÂÊ)

– Å
(ÄÊË)

= 324 – 81 – 54 =189cm².

8. Å
(ÅÆÇÈ)

= Å
(ÁÂÃÄ)

– 4 · Å
(ÁÅÈ)

= 32 · 18 – 4 · = 576 – 288 = 288cm².

9. á) Éó÷ýåé: ÁÌ = ÌÂ êáé υ
1

= υ
2

¢ñá Å
(ÁÌÄ)

= = Å
(ÌÂÃ)

â) ÅðåéäÞ ÃÄ = ÁÂ = ÁÌ=ÌÂ

êáé υ
3

= υ
1

= υ
2

Ý÷ïõìå
Å

(ÌÄÃ)  
= Å

(ÁÌÄ)
= Å

(ÂÌÃ)

¢ñá  Å
(ÌÄÃ)

= Å
(ÁÂÃÄ)

10. á)  x² = 81       Þ      x = 9cm
â) 5 · x = 60     Þ      x = 12cm

ã) = 24   Þ      x = 6cm

ä) = 32   Þ       x² = 64      Þ      x = 8cm

Λύσεις
Μέρους 
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11. á) 24,5cm²       â) 300cm²       ã) 228cm²       ä) 70cm²      å) 169cm²

12. Å
(ÁÂÃÄ)

= 

Å
(ÅÆÇÈ)

= 4 · 30 = 120m²

¢ñá áðïìÝíïõí 975 – 120 = 855m²

13. Å
(ÁÂÃÄ)

= 1024   Þ    ÂÃ² = 1024    Þ    ÂÃ = 32cm
Å

(ÂÇÆÅ)
= 676     Þ    ÂÅ² = 676     Þ    ÂÅ = 26cm

E
(ÃÅÆ)

= 

(ÅÆ = ÂÅ= 26cm   êáé   ÅÆ = ÂÃ – ÂÅ = 32 – 26 = 6cm). 

14. Å
(ÁÂÅÆÇÈ)

= Å
(ÁÂÃÄ)

– Å
(ÃÅÆ)

– E
(ÄÇÈ)

= 80² – = 6400 – 300 – 300 = 5.800m²

Þ      5,8 óôñÝììáôá
¢ñá ç áîßá ôïõ ÷ùñáöéïý åßíáé: 5,8 · 12.000 = 69.600 åõñþ.

15. á) Å = = 9 + 2,25 = 11,25cm²

â) Å
(ÁÅÆÇÈ)

= Å
(ÁÂÃÄ)

– Å
(ÁÄÅ)

– Å
(ÈÂÇ)

– Å
(ÃÆÇ)

=

= 8 · 5 – =

= 40 – 6,25 – 5 – 5,25
= 23,5cm²

16. Å
(ÂÌÃ)

= (ÂÃ) · (ÌÅ)   êáé

Å
(ÁÂÃÄ)

= (ÂÃ) · (ÌÅ)

¢ñá   Å
(ÂÌÃ)

= Å
(ÁÂÃÄ)

ÅðåéäÞ ôï åìâáäüí ôïõ åßíáé ôï ìéóü ôïõ åìâáäïý ôïõ ðáñáëëç ëü ãñáì-

ìïõ ÁÂÃÄ, ôá åìâáäÜ  ôùí êáé èá åßíáé ôï Üëëï ìéóü ôïõ

åìâáäïý ÁÂÃÄ.
¢ñá  Å

(ÂÌÃ)
= Å

(ÁÌÂ)
+ Å

(ÄÌÃ)

Λύσεις
Κεφαλαίου 

1
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1.4

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1) 1. Â(x = 6cm)       2. A(x = 13cm)       3. Ä(x = 24cm)
2) 1. Ó 2. Ë 3. Ó 4. Ó 5. Ó

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. á) 26² =242 + 10² â) 29²=20² + 21² ã) 6² = 5² + 4²
676 = 576 + 100 841 = 400 + 441 36 = 25 + 16
676 = 676 éó÷ýåé 841 = 841 éó÷ýåé 36 = 41 äåí éó÷ýåé
Εßíáé ïñèïãþíéï Εßíáé ïñèïãþíéï ∆åí åßíáé ïñèïãþíéï

2.  ä² =12² + 9²
ä² = 144 + 81
ä² = 225
ä = =15cm
Å

ôåôñÜãùíïõ 
= ä² = 15² =225cm

3.  Áðü Ð.È. Ý÷ïõìå
8² = υ² + 4²
64 = υ² + 16
υ² = 64 – 16
υ²= 48
Å

ôåôñÜãùíïõ
= υ² = 48cm² 

4.  á) Áðü ôï Ð.È. óôï ôñßã. Ý÷ïõìå:
ÃÄ² = 40² + 30²
ÃÄ² = 2500
ÃÄ = 50m
Ðåñßìåôñïò = 4 · 50 = 200m

â) Ç ðåñßöñáîç êïóôßæåé 
15 · 200 = 3000 åõñþ

Λύσεις
Μέρους 
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12cm

δ 9cm

8cm8cm

4cm 4cm

υ

Α
0

∆

Γ

Β

30m30m
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40m
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5. ËÊ² = 21² + 20²   Þ   ËÊ² = 441 + 400   Þ   ËÊ² = 841   Þ   ËÊ = 29Km

6.  AB² = 8² + 15²
AB² = 64 + 225
AB² = 289
AB² = 17²
AB = 17cm

7.  Ãéá íá åßíáé ôÝëåéï ïñèïãþíéï ðñÝðåé íá éó÷ýåé Ð.È., äçëáäÞ
150² = 75² + 130²
22500 = 5625 + 16900
22500 = 22525 äåí éó÷ýåé

¢ñá êáëÜ Ýêáíå ãéáôß äåí åßíáé ôÝëåéï ïñèïãþíéï.

8.  á) ÄÃ² = 10² – 8²   Þ   ÄÃ² = 100 – 64
ÄÃ² = 36    Þ   ÄÃ = 6
Οðüôå  ÂÄ = 21 – 6 = 15
¢ñá  x² = 8² + 15²

x² = 289
x= 17

â) Áðü Ð.È. Ý÷ïõìå:
ÃÄ² = ÁÄ² + ÁÃ²
10² = ÁÄ² + 8²
ÁÄ² = 100 – 64
ÁÄ² = 36     Þ     ÁÄ= 6
ÁÂ = ÁÄ + ÄÂ = 6+9 = 15
¢ñá  x² = ÁÂ² + ÁÃ²

x²= 15² + 8²
x² = 289   Þ  x = 17

ã) Áðü Ð.È. Ý÷ïõìå:
ÁÂ² = ÄÂ² + ÁÄ²
10² = ÄÂ²+ 8²
ÄÂ² = 36    Þ    ÄÂ = 6
Áêüìá  ÁÃ² = ÁÄ² + ÄÃ²
17² = 8² + ÄÃ²
ÄÃ² = 289 – 64
ÄÃ² = 225     Þ     ÄÃ = 15
¢ñá x = 6 + 15 = 21

Λύσεις
Κεφαλαίου 

1
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8cm

6cm

15cm

6cm

Α

8cm Β

10x

21

8

Α

Β Γ∆

9

x

10
8

Α Β

Γ

∆

x

817 10

Α

ΒΓ ∆



9.  á) ÁÂ = ÁÃ = = 40cm

â) Áðü Ð.È. Ý÷ïõìå:
ÁÃ² = ÁÄ² + ÃÄ²
40² = υ² + 24²
1600 = υ² + 574
υ² = 1600 – 574
υ² = 1024   Þ   υ = 32cm

ã) Å(ÁÂÃ) = = 768cm²

ä) Å(ÁÂÃ) = Þ 768 = Þ  40 · ÂÆ = 1536 Þ  ÂÆ = 38,4cm

10. ¸óôù ÂÊ = xcm,  ôüôå ÃÊ = 8 – x cm

Áðü Ð.È. óôï :  ÁÊ² = ÁÂ² + ÂÊ²
ÁÊ² = 9² + x²
ÁÊ² = 81 + x² (1)

Áðü Ð.È. óôï :   ÄÊ² = ÄÃ² + ÃÊ²
ÄÊ² = 7² + (8 – x)²
ÄÊ² = 49 + (8 – x)²             (2)

ÅðåéäÞ ÁÊ = ÄÊ áðü  (1) κáé Ý÷ïõìå:
81 + x² = 49 + (8–x)²
81 + x² = 49 + (8–x) · (8–x)
81 +x² = 49 + 64 + 8x – 8x + x²
16x = 32
x = 2cm.  Άρα ΒΚ = 2cm.

11. Αðü Ð.È. óôï ÊËÌ: ÊÌ² = ÌË² + ÊË²
10² = ÌË² + 8²
ÌË² = 36   Þ    ÌË = 6cm

Οðüôå ÅË = =3cm

Áðü Ð.È. óôï Ý÷ïõìå:
ÊÅ² = 8² + 3²    Þ    ÊÅ² = 73

¢ñá Å
ôåôñÜãùíïí

= ÊÅ² = 73cm²

12. Å
(ÅÆÇÈ)

= ÅÆ²    Þ   136 = ÅÆ²

Áðü Ð.È. óôï ôñéã. EBZ Ý÷ïõìå:
ÅÆ² = ÅÂ² + ÂÆ²

Λύσεις
Μέρους 
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40cm40cm

24cm 24cm

υ

Α

Β Γ
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∆

Ζ
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Λ
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136 = 6² + x²
x² = 100
x = 10cm

Οðüôå ç ðëåõñÜ ôïõ ôåôñÜãùíïõ ÁÂÃÄ åßíáé 10 + 6 = 16cm
¢ñá Å

(ÁÂÃÄ)
= 16² = 256cm².

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Èέµα 1
Á.   Â. (ó÷ïëéêü âéâëßï)

Èέµα 2
ÌÞêïò = 20cm êáé   Åìâ. = 20 · 14 = 280cm²

Èέµα 3
á) Äåí åßíáé ïñèïãþíéï
â) Åßíáé ïñèïãþíéï
ã) Åßíáé ïñèïãþíéï

Èέµα 4 
á) 16cm        â) υ = 20cm        ã) 240cm²        ä) υ

1
= 15cm

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Èέµα 1 
Á. (ó÷ïëéêü âéâëßï)
Â. á) x = 5cm      â) x = 7cm

Èέµα 2
Ç Üëëç ðëåõñÜ ôïõ ðáñáëëçëüãñáììïõ åßíáé 27 – 15 = 12cm
Áðü ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý Ý÷ïõìå:

υ
1

= = 20cm    êáé    υ
2

= = 25cm

Èέµα 3
á) ΠñÝðåé (7 x–2)+(6x–4) + 4x = 96

17x = 102
x = 6

Λύσεις
Κεφαλαίου 

1

349

ttttt

ttttt



Ïðüôå: ËÌ = 40cm,  KM = 32cm    êáé    ËÊ = 24cm
â) Έ÷ïõìå ËÌ² = ÊÌ² + ËÊ²

40² = 32² + 24
1600 = 1600 éó÷ýåé Ð.È., ¢ñá ôï ôñßã. ΛKM åßíáé ïñèïãþíéï

Èέµα 4
Óôï ôñéã. 
åöáñìüæïõìå Ð.È.:
ÁÄ² = ÁÅ² + ÄÅ²
17² = υ² + 8²
υ² = 289 – 64
υ² = 225
υ = 15cm
¢ñá Å

ôñáðåæßïõ
= = 270cm²

Λύσεις
Μέρους 
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8cm 8cm

Α Β

Γ∆
10cm

26cm

17cm 17cm

10cm

υ υ

Ε Ζ



2.1

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) 1. Β        2. ∆        3. Α        4. Β        5. Α        6. ∆        7. Γ
2) 1. Λ        2. Λ        3. Σ        4. Λ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. α) εφ40 ο = ή     0,839 = ή      x = 0,839 · 5      ή      x = 4,195cm

β) εφ50ο = ή     1,192 = ή      x = ή      x = 5 cm

γ) εφ48ο = ή     1,111 = ή       x =  ή

δ) εφ60ο = ή     1,732 = ή       x = 1,732 · 15    ή    x = 25,98cm

2. Σχεδιάζουµε µια ορθή γωνία
και στην πλευρά Οx παίρνουµε τµήµα 
OA = 5cm και στην πλευρά oy
παίρνουµε τµήµα ΟΒ = 3cm. Άρα στο 
ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΒ έχουµε 

εφω =

3. εφ20ο = ή    0,364 =  ή   ΑΓ =     ή    ΑΓ ≅ 13,736 cm.

εφ50ο = ή    1,192 = ή    Γ∆ ≅ 16,37 cm

Άρα x = ΒΓ + Γ∆ = 5 + 16,37 = 21,37cm.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

2

351

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο

ω
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B
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4. εφ25ο = ή   0,466 = ή    ΑΓ = ή   ΑΓ ≅ 25,75m.

εφ42ο= ή    0,9 = ή     ΒΓ = ή     ΒΓ ≅ 13,33m.

Άρα ΑΒ = ΑΓ – ΒΓ = 25,75 – 13,33 = 12,42m.

5. εφ23ο= ή    0,424 = ή    ΒΓ = 0,424 · 30   ή   ΒΓ = 12,72m.

εφ41ο= ή    0,869 = ή    Β∆= 0,869 · 30   ή   Β∆= 26,07m.

Άρα x = Β∆ – ΒΓ = 26,07 – 12,72 = 13,35m.

6. εφω = = 0,08. Οπότε

εφω = ή   0,08 = ή

ΒΓ = 0,08 · 350
ΒΓ = 28m.

7. Επειδή έχουµε 

Οπότε ή

ή  ή Γ∆ ≅ 1,95 cm.

εφ26ο= ή  0,487 = ή  ∆Β = ή  ∆Β ≅ 8,21 cm.

Άρα ΒΓ = 1,95 + 8,21 = 10,16 cm.

8. και  Επειδή = 2εφθ έχουµε 

ή   ΚΛ = 2 · ΚΝ, άρα Ν µέσο του ΚΛ.

Λύσεις
Μέρους 
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9. Περίµετρος = 2x + 2y
19 = 2x + 2y
9,5 = x + y (1)

Έχουµε εφ42ο = ή   0,9 =   ή    y = 0,9 x (2)

Από (1) και (2) έχουµε
9,5 = x + 0,9 x ή    9,5 = 1,9x   ή    x = ή    x = 5 cm.
Οπότε y = 0,9 · 5 = 4,5 cm.
Άρα Ε ορθογωνίου = x · y = 5 · 4,5 = 22,5 cm2

10. εφω = 

άρα εφθ = 2 · εφω.

εφθ = 

2.2

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) α) Β β) Γ          γ) Α            δ) ∆

2) Γ: 

3) β),  δ),  ε),  η) δεν µπορούν να εκφράζουν το ηµίτονο ή το συνηµίτονο µιας
οξείας γωνίας.
4) α) Σ,        β) Λ,        γ) Σ,        δ) Λ,        ε) Λ,         στ) Λ
5) α) ηµ2Μ + συν2Μ = 1
β) συν2Μ+ συν2Λ = 1

γ) ηµΛ =  δ) συνΛ =  ε) = εφΜ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) Πρώτα βρίσκουµε την πλευρά ΕΖ µε Π.Θ.
ΕΖ2 = ∆Ζ2 – ∆Ε2 ή   ΕΖ2 = 2,52   – 1,52     ή     ΕΖ2 = 6,25 – 2,25
ΕΖ2 = 4   ή    ΕΖ = 2 cm.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

2
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Έχουµε

β) ΑΓ2 = 212 + 202    ή   ΑΓ2 = 841    ή    ΑΓ = 29cm

γ) ΘΗ2 =202 – 162    ή    ΘΗ2 = 144    ή    ΘΗ = 12cm

2. Από τη σχέση ηµ2ω + συν2ω =1 έχουµε

ηµ2ω =  ή     ηµω =    ή     συνω =       

Οπότε εφω =

3. Από τη σχέση ηµ2ω + συν2ω = 1 έχουµε συνω = και εφω =

Λύσεις
Μέρους 
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4. α) 5 – 3 ηµω > 2 ή –3ηµω > –3 ή ηµω < 1 που ισχύει
β) ηµω < 1 ή 7 ηµω < 7                  άρα 7 ηµω + 4 συνω < 11
συνω < 1 ή 4 συνω < 4

γ) 6 + 3 συνω < 9   ή   3 συνω < 3 ή συνω < 1 που ισχύει
δ) ηµω < 1 ή 2 ηµω < 2                       άρα 2 ηµω + 3 συνω < 5  και
συνω < 1   ή   3 συνω <3 2 ηµω +3 συνω +5 < 10

5. Εφαρµόζουµε Π.Θ. στο τρίγωνο 
Α∆2 = ΑΒ2 + Β∆2

102 = 82 + Β∆2 ή   Β∆2  = 100 – 64   ή   Β∆2  = 36   ή   Β∆ = 6cm.

Έχουµε εφω = και εφω = οπότε

ή   ή    8 · ∆Γ = 36   ή     ∆Γ = 4,5cm

Ακόµα συνω και συνω οπότε

ή ή     8 · ΒΓ = 60    ή     ΒΓ = 7,5 cm.

6. Στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Β έχουµε: 

ή   Α∆ = ΑΒ · ή

υ = ΑΒ · 

Οπότε:

Ε
τριγ. 

ΒΓ · ΑΒ · .

2.3

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) α) Λ, β) Σ, γ) Σ,       δ) Λ,        ε) Λ,          στ) Σ
2) α) Α : ω < φ β) Β : θ = x

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) ηµ36ο= ή    0,587 = ή    x = 0,587 · 20    ή    x = 11,74cm.

β) συν20ο= ή   0,939 = ή    y = ή      y = 53,24 cm.

γ) εφ40ο= ή    0,839 = ή    ω= 0,839 · 15   ή   ω= 12,585 cm. 

δ) ηµ50ο= ή    0,766 = ή    z = ή     z = 13,05 cm.

2. α) συν81ο< συν73ο< συν45ο< συν34ο< συν11ο

β) ηµ7ο< ηµ24ο< ηµ59ο< ηµ62ο< ηµ78ο

γ) εφ5ο< εφ18ο< εφ49ο< εφ50ο< εφ83ο

3. α) συνω · εφω =

β) ηµω · συνω · εφω + ηµω · συνω · 

ηµ2ω+ συν2ω= 1

γ) συν2ω+ εφ2ω+ ηµ2ω=  

δ) (1 – συν2ω) · (1 + εφ2ω) = ηµ2ω · (1 + ) = ηµ2ω · 

= ηµ2ω · 

4.  ηµ20ο= ή    0,342 = ή     h = 0,342 · 1500   ή   h = 513 m

Λύσεις
Μέρους 
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5.  συν28ο = ή    0,882 = ή    x = 0,882 · 5    ή     x = 4,41 m

Άρα τα πλάτος από το κιόσκι είναι 2 · 4,41 = 8,82 m

6. ηµ70ο= ή    0,939 = ή    x = 0,939 · 150    ή    x = 140,85 m

7. συν75ο = ή    0,258 = ή     x = 0,258 · 1,5    ή     x = 0,387 m

Άρα το πλάτος του ανοίγµατος είναι: 3 – 2 · (0,387) = 3 – 0,774 = 2,226 m

8. εφ70ο = ή    2,747 = ή    Β∆ = (1)

εφ48ο = ή  1,11 = ή  150 + Β∆= ή   Β∆=  –150  (2)

Από (1) και (2) έχουµε: =

ή 

1,63υ = 3,04917 · 150     ή    υ = ή      υ ≅ 280m

9. ηµ68ο= ή    0,927 = ή   0,927 · R + 0,927 · 500 = R

0,073R = 463,5    ή    R = 6.350 km.

10. εφ68ο= ή   2,475 = ή    2,475 · x = h - 1,6 ή

h = 2,475x + 1,6  (1)

εφ80ο= ή   5,671 = ή    5671 – 5,671x = h - 1,6

h = 5.672,6 - 5,671x (2)
Από (1) και (2) έχουµε: 2,475x + 1,6 = 5.672,6 – 5,671 · x

8,146x = 5.671   ή   x = 696,17m
Από την (1) έχουµε: h = 2,475 · 696,17 + 1,6 = 1.724,62m.

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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2.4

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) α) Λ,      β) Σ,      γ) Σ,      δ) Σ,      ε) Λ,      στ) Σ
2) α) Β,      β) Α,      γ) ∆,      δ) Γ
3) α) Α,      β) Β,      γ) Β,      δ) Γ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) συν60ο=  ή    ή     x = 8 cm 

εφ60ο= ή ή     y = 

β) ηµ45ο= ή   ή    2y = 4   ή   y = 2 cm  και x = 2cm.

2. α) συν60ο= συν230ο – ηµ230ο

ή   ή    ισχύει.

β) ηµ60ο= 2ηµ30ο · συν30ο

ή    ισχύει.

γ) εφ345ο= εφ30ο · εφ60ο

ή    1 = 1 ισχύει.

δ) ηµ30ο – εφ45ο= –συν60ο

ή    ισχύει.

ε) συν60ο+ 2ηµ230ο = 1

ή  ή   ή    1 = 1 ισχύει.

στ) συν245ο+ 2ηµ260ο = 2

Λύσεις
Μέρους 
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ή    ή    2 = 2 ισχύει.

3. ηµ2 45ο + εφ2 30ο  = x · ηµ45ο · συν45ο · εφ60ο

ή ή  

ή ή 

4. α) Α = πρέπει

ή    ή   ή    

β) πρέπει

ή    ή   ή    

5. α) 

ηµx (2ηµx ) = 0

ηµx = 0    ή     2ηµx – = 0

αδύνατη          ηµx = ή    x = 60o

β) εφ2x  – εφx = 0 
εφx (εφx  – 1) = 0
εφx = 0   ή   εφx = 1
αδύνατη       x = 45o

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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6. ηµ60ο = ή   ή   Α∆ = 

Ε
ΑΒΓ

7. ηµ30ο=  ή    ή    ΒΓ = 10cm

εφ45ο= ή    1 = ή     x = 10cm

ηµ45ο = ή   ή   = 20   ή   ή   

8.Έχουµε 

οπότε ΑΒ = 3 cm και ΑΓ = 

9. Από το Π.Θ. έχουµε: ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2

122 = ΑΒ2 + 62

ΑΒ2 = 144 – 36
ΑΒ2 = 108   ή   ΑΒ = ή    ΑΒ = 

ηµΒ = άρα  

ηµΓ =  άρα  

10.Έχουµε ηµ30ο = ή     ή     x = 1.800m

Οπότε 1.800 : 3 = 600 sec   ή   10 λεπτά.

11. α) συν45ο = ή     ή     

συν30ο =  ή     ή     

Λύσεις
Μέρους 
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Άρα στη θέση Ν ήταν = 8,9 + 9,35 = 18,25Km βόρεια.

β) ηµ45ο = ή     ή     

ηµ30ο = ή     ή     

Άρα στη θέση Ν ήταν + 5,4 = 14,3Km ανατολικά.

12. i) ηµx = ή ηµx = ,  άρα  x = 30ο

συν30ο = ή     ή     

ii) συνy = ή συνy =0,64,  άρα  y = 50ο

ηµ50ο =  ή     ή     

13. α) ΑΓ = 14 · 18 = 252 cm       β) ΑΒ = 14 · 30 = 420 cm

γ) κλίση = εφω =  = 0.6    ή    60%

14. ηµ30ο = ή   

ή    υ = 10 cm
Ε
ΑΒΓ∆

= ΒΓ · ΑΕ = 30 · 10 = 300cm2

15.Έχουµε 

ηµ30ο = ή     ή     

ΑΒ = 10 cm και   ΑΓ = 10 cm

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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συν30ο = ή     ή   Άρα ΒΓ = 2 · Β∆ =

16. ηµ60ο = ή     ή     

εφ30ο = ή     ή     ΖΒ = 6cm

συν60ο = ή     ή      ΑΕ = 2cm

Οπότε ΑΒ = ΑΕ + ΕΖ + ΖΒ = 2 + 3 + 6 = 11 cm

Άρα Ε
ΑΒΓ∆ 

=

17.  2 · Α∆ = 42 – 2 · ∆Γ   ή   2 · Α∆ = 42 – 30  ή   2 · Α∆ = 12   ή  Α∆ = 6 cm

ηµ45ο= ή     ή     

Άρα Ε
ΑΒΓ∆

=

18. Έχουµε εφ78ο = ή  ή  ΑΓ = 4,704 · 1,8  ή  ΑΓ = 8,46m

19. Επειδή = 150ο η γωνία είναι 30ο.

α) ηµ30ο ή   ή    Γ∆ = 4cm

Ε
ΑΒΓ

= = 16cm2

β) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε = 150ο, άρα = 15ο. Στο 

τρίγωνο Β∆Γ ισχύει: ηµ15ο = ή    ή 

ή   ΒΓ ≅ 15,5cm

Λύσεις
Μέρους 
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εφ15ο = ή     ή     ή    Β∆ = 14,98cm

Περίµετρος = Β∆ + Γ∆ + ΒΓ = 14,98 + 4 + 15,5 = 34,48cm.

20. ηµ(180ο – 120ο) = ή   ηµ30ο = ή    ή   ΑΒ = 400m.

2.5

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

α) Λ,     β) Σ,     γ) Σ,     δ) Λ,     ε) Σ,     στ) Λ

α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

στ) 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. α) 

β) 

γ) 

δ) Όλα τα διανύσµατα του σχήµατος έχουν ίσα µέτρα.

2.  α) 

β) 

γ) 

δ) 

ε) 

Λύσεις
Κεφαλαίου 

2
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3.  α) 

β) 

γ) 

4. 

5. Επειδή το τετράπλευρο 
ΑΒΕΓ είναι παραλληλόγραµµο, άρα 

6. α) ∆ύο 

β) Έξι 

2.6

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1)  α) 2) α) Σ,   β) Λ,   γ) Λ,   δ) Λ

β) ε) Σ,   στ) Σ

γ) 

δ) 3)  

ε) 

στ) 

4) α) αντίθετα
β) ίσα 
γ) αντίθετα

5) Σωστή Β: γιατί γράφετε

Λύσεις
Μέρους 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.

2. α) 

β) 

γ) 

δ) 

3.  α) Επειδή ΑΜ = Μ∆ και ΒΜ = ΜΓ 
το τετράπλευρο ΑΒ∆Γ είναι 

παραλληλόγραµµο. Άρα 

β) 

γ) Έχουµε                                 όµως άρα

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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4.  α) 

β) 

γ) 

5. α) 

β) 

6. α) β) 

7. Η συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σώµα Σ είναι η επειδή

8. Έχουµε 

άρα το Β∆ΓΕ είναι παραλληλόγραµµο.

9. Έχουµε 
(+) άρα

και 

αντίθετο µε και 

αντίθετο µε 

10. α) 

β)  

γ)  

δ)  

Λύσεις
Μέρους 

B~

366

A

B

Γ∆

Μ

Λ

>>

>

>

>

}
>

>



11. α),  β)                                                  γ) 

12. α) 

β) 

γ) (1)

ή     (2)
Προσθέτουµε τις (1) και (2) κατά µέλη και έχουµε

2.7

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Γ: 8
2) Α: 17

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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2. Αναλύουµε το βάρος σε δύο κάθετες συνιστώσες, µία παράλληλη στο

συρµατόσκοινο τη και µία κάθετη στο επίπεδο τη 

Έχουµε 

Άρα η δύναµη που ακεί το συρµατόσκοινο στο βαγόνι είναι 

3. Είναι

και 

4. Είναι 

και 

5. Είναι · συν35ο = 320 · 0,819 = 262,08Ν

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Θέµα 1
α),   β) (Θεωρία)

Θέµα 2
α) ηµ30ο = ή    ή    x = 4cm

β) συν45ο  = ή    ή     x = 3 cm

γ) εφ60ο  = ή    ή     x = 15 cm

Θέµα 3

εφω =  ή    ή    ΕΖ = 0,15 · 520    ή    ΕΖ = 78m

Λύσεις
Μέρους 
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Θέµα 4

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Θέµα 1
α),   β) (Θεωρία)
γ)  i) εφ37ο  < εφ43ο

ii) εφ56ο  > εφ 16ο

iii) συν17ο  > συν52ο

iv) ηµ89ο > ηµ1ο

v) ηµ40ο = συν50ο

Θέµα 2

Έχουµε ηµ30ο = ή    ή    x = 75cm

συν30ο = ή      ή     

ηµ45ο = ή    ή    

και     

Θέµα 3

εφω = ή    ή    ΑΓ = 700m

Από Π.Θ. έχουµε ΑΒ2  = ΑΓ2 + ΒΓ2

ΑΒ2  = 7002 + 702

ΑΒ2  = 490000 + 4900
ΑΒ2  = 494.900

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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Θέµα 4

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 3

Θέµα 1
(Θεωρία)

Θέµα 2
Έχουµε 5ηµΒ – 4 = 0   ή   Από τον τύπο ηµ2Β + συν2Β = 1

+ συν2Β = 1

+ συν2Β = 1

συν2Β = 1 

συν2Β = 

συνΒ = και       εφΒ =

Θέµα 3
α) Π.Θ. στο τρίγωνο :
ΟΜ2 = 52 + 122

ΟΜ2 = 25 + 144
ΟΜ2 = 169   ή   ΟΜ = 13cm

Λύσεις
Μέρους 
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β) εφ άρα και 

γ) Με κέντρο το Α και άνοιγµα του διαβήτη όσο η ακτίνα ΟΑ = 5cm
σχηµατίζουµε ένα τόξο που τέµνει τον κύκλο στο σηµείο Β. 
Το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισόπλευρο, άρα 

Θέµα 4

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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3.1

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) á) Ã: 55ï,   â) Â: 110ï,    ã) Á: 35ï

2) á) Â. 40ï,   â) Á. 120ï,    ã) Ã. 115ï,    ä) Ä. 65ï

3) á) Ë, â) Ó,      ã) Ó,      ä) Ó

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. 

2.

3. ¸÷ïõìå 6x – 10°+ 2x +30° = 180°   Þ   8x = 160°   Þ    x = 20°

¢ñá

4.

5.

6.

7.

8. Åßíáé

άñá 

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο
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9. 

10. άρα  

11. Πáñáôçñþ üôé ïé áðÝíáíôé ãùíßåò åíüò
åããåãñáììÝíïõ ôåôñÜðëåõñïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

12. ÅðåéäÞ ÁÏÆ åßíáé äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ, Ý÷ïõìå δçëáäÞ 
ÃÆ ⊥ ÁÃ. Áêüìá ÂÄ åßíáé ýøïò Üñá ÂÄ ⊥ ÁÃ
¢ñá ÂÄ ÃÆ

3.2

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ  

1. Ä. 36° 9. á)  Ó
2. Ä. 120° â)  Ó
3. Α. 24° ã)  Ë
4. Ã. 30° ä)  Ë
5. Â. 3°
6. Á. 135°
7. Ã. 72°
8. Ä. 90°

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. 

Λύσεις
Μέρους 

B~
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ÐëÞèïò ðëåõñþí
êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ

Ãùíßá ðïëõãþíïõ ÊåíôñéêÞ ãùíßá

4 90° 90°

5 108° 72°

8 135° 45°

12 150° 30°
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2.

3. ¸÷ïõìå ïðüôå

Þ       Þ
¢ñá ï áñéèìüò ôùí ðëåõñþí ôïõ ðïëõãþíïõ åßíáé

= 12 ðëåõñÝò

4. Åßíáé ¢ñá v = ðëåõñÝò

5. Õðïëïãßæïõìå ôçí êåíôñéêÞ ãùíßá 

ΓñÜöïõìå ôïí êýêëï 

(O,ñ) êáé ó÷çìáôßæïõìå ìéá åðßêåíôñç 
ãùíßá ó÷åäéÜæïõìå äéáäï÷éêÜ 

ôüîá ßóá ìå ôï êáé öÝñíïõìå ôéò ÷ïñäÝò 

ôùí ðáñáðÜíù ôüîùí.

6. á) v = áäýíáôï (∆åí õðÜñ÷åé)

â) Áí ôüôå = 180° – 140° = 40°   êáé  v = = 9

¢ñá õðÜñ÷åé êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå ãùíßá ôï  κανονικό åííéÜãùíï.

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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Ãùíßá κανονικού
ðïëõãþíïõ

ÊåíôñéêÞ ãùíßá

120° 30°

160° 20°

108° 72°

140° 40°

Α

B

Γ

Η

Ζ

∆
Ε

Θ Ι

40˚
O



7. Ç ðëåõñÜ ôïõ êáíïíéêïý åîáãþíïõ 
åßíáé ßóç ìå ôçí ακτίνα ôïõ êýêëïõ. 
¢ñá ôï ÁÂÃÄÅÆ åßíáé êáíïíéêü åîÜãùíï 
êáé ôï ÁÄÅ éóüðëåõñï ôñßãùíï.

8. Ç êåíôñéêÞ ãùíßá åíüò êáíïíéêïý 

ðåíôáãþíïõ åßíáé 

Άñá êÜèå Ýíá áðü ôá 5 ßóá ôüîá 
ðïõ ïñßæïíôáé óôïí êýêëï (Ο,ñ) åßíáé 72°. 
ΦÝñíïõìå ôéò äéáãþíéåò ÃÁ êáé ÃÅ. 
Έ÷ïõìå ùò åããåãñáììÝíåò
ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå ôüîá 72°. ¢ñá 
ÁÃ ÄÅ äéüôé ïé åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò 
åßíáé ßóåò.

9. ¸÷ïõìå 

ùò åããåãñáììÝíç ãùíßá ôïõ êýêëïõ ðïõ 
âáßíåé óôï ôüîï Áêüìá 

ùò åããåãñáìÝíç ãùíßá 

ôïõ êýêëïõ ðïõ âáßíåé óôï ôüîï 

¢ñá = 18° +72° = 90°
ÄçëáäÞÁÊ ⊥ ÁÅ.

3.3

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1.

2. á) Ë,       â) Ó,      ã) Ë

Λύσεις
Μέρους 
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Α

B

Γ

Ζ

∆

Ε

Α

B

Γ

72˚

72˚

72˚

72˚

72˚

∆

Ε

72˚
0

1

1

Α

B

Γ

72˚

36˚

72˚

72˚

72˚

∆

Ε

72˚18˚
18˚

36˚

Ακτίνα ρ 6cm 0,8m 8cm 18cm

Μήκoς κύκλoυ L 37,68cm 5,024m 50,24cm 113,04m
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. L = 56,52 cm
2. p = 13 cm
3. L

1
– L

2
= 26   Þ   2ðñ

1
– 2ð · ñ

2
= 26   Þ   (ñ

1
– ñ

2
) = 26

Þ    ñ
1

– ñ
2

= Þ   ñ
1

– ñ
2

= Þ    ñ
1

– ñ
2
≅ 4,14cm.

4. á) ä
1

– ä
2

= 8    Þ    2 ñ
1

– 2ñ
2

= 8    Þ    ñ
1

– ñ
2

= 4cm
â) L

1
– L

2
= ä

1
· ð – ä

2
ð = ð ·( ä

1  
– ä

2
) = 3,14 · 8 = 25,12cm

5. L = 3,14 · 68 = 213,52cm = 2,1352m  ç ìßá óôñïöÞ ôïõ ôñï÷ïý.
¢ñá ôï áõôïêßíçôï äéÜíõóå 3.500 · 2,1352 = 7.473,2m = 7,4732Κm.

6. Áðü Ð.È. Ý÷ïõìå: ÁÂ² = ÌÁ² + ÌÂ²
ÁÂ² = 12² + 16²    Þ    ÁÂ² = 400    Þ   ÁÂ = 20cm

¢ñá L = 3,14 · 20 = 62,8cm.

7. Åßíáé = 2 · = 2 · 45° = 90o ùò åããåãñáììÝíç êáé åðßêåíôñç
ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï. Ïðüôå ôï ôñßãùíï AOB åßíáé ïñèïãþíéï.
Áðü Ð.È. Ý÷ïõìå: ÁÂ² = ÏÁ² + ÏÂ²

= ñ
2 + ñ2 Þ     2ñ2 = 18    Þ     ñ2 = 9     Þ     ñ = 3cm.

¢ñá L = 3,14 · 2 · 3=18,84cm.

8. Óå 24 þñåò ï ùñïäåßêôçò êÜíåé ìßá óôñïöÞ åíþ ï ëåðôïäåßêôçò 24
óôñïöÝò. ¸÷ïõìå:
L ùñïäåßêôç =  2 · 3,14 · 1,2 = 7,536cm    και
L ëåðôïäåßêôç = 2 · 3,14 · 2 = 12,56cm

9. L = 3,14 · 70 = 219,8m
Óå äýï þñåò äéáíýåé 2 · 110 = 220Κm = 220.000m
¢ñá èá êÜíåé 220.000 : 219,8 ≅ 1000 óôñïöÝò.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3
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3.4

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ  

1.   30° → 2. á) Â: ì = 60°

60° → 

90° →   â) Ã: 2L

120° → 

135°→  

150° →

240°→  

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. 

2. á) L = 2ðñ    Þ    50,24 = 2 · 3,14 · ñ    Þ    ρ = Þ     ñ = 8 cm.

â) L = = 12,56 cm.

Λύσεις
Μέρους 

B~

378

Τόξο σε µοίρες 45˚ 30° 75˚ 48° 225° 330˚

Τόξο σε ακτίνια

ttttt
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3. 

4. 62,8 cm.

5. Þ     Þ     ñ ≅ 12 cm.

6. ¸÷ïõìå  6(x-2) + 3 = 4x – 1     Þ     6x – 12 + 3 = 4x – 1    Þ    2x = 8

Þ    x = 4cm. Oðüôå ä = 4cm   êáé    ñ = 2cm

¢ñá  

7. ¸÷ïõìå: L = = 6,28cm  

L = = 3,14 cm  

L = = 9,42 cm

¢ñá ðåñßìåôñïò =L + L + L = 6,28 + 3,14 + 9,42 = 18,84cm

8. ¸÷ïõìå L ùñïäåßêôç =  = 7,85 cm    êáé

L ëåðôïäåßêôç = 3 ˆ (2 ˆ 3,14 ˆ 8)  = 150,72 cm
¢ñá ôï óõíïëéêü äéÜóôçìá åßíáé 7,85 + 150,72 = 158,57 cm.

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3

379

Ακτίνα ρ 4cm 5m 4cm

Τόξο σε µοίρες µ˚ 30o 45o 270˚

Τόξο σε ακτίνια α

Μήκος τόξου L 2,09cm 3,925m 6πcm



3.5

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ  

1)

2) Â: 4Å

3) Á: Å = 

4) Ã: Å = L

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Áðü ôïí ôýðï Å = ð · ñ² Ý÷ïõìå: 1256 = ð · ñ2 Þ

ñ² = Þ     ñ² = 400     Þ     ρ = 20 cm

¢ñá  L = 2 · 3,14 · 20 = 125,6 cm

2. Áðü ôïí ôýðï L = 2ðñ Ý÷ïõìå: 81,64 = 2 · 3,14 · ñ   Þ   ñ = 13 m
¢ñá Å = ð · ñ² = 3,14 · 13² = 530,66 m².

3. ¸÷ïõìå Å
1

= ð · ñ²
1

= 3,14 · 3² = 28,26 cm², ïðüôå ç åðéöÜíåéá Å
2

ôïõ
äåýôåñïõ êýêëïõ åßíáé Å

2
= 8 · Å

1
= 8 · 28,26 = 226,08 cm²

¢ñá Å
2

= ð · ñ
2
²   Þ   226,08 = 3,14 · ñ

2
²   Þ   ñ

2
²= 72   Þ   ñ

2
= 

4. E
êõêë.äáêôõëßïõ

= 3,14 · (52 – 32) = 3,14 · 16 = 50,24 cm².

5. Áðü Ð.È. Ý÷ïõìå ÁÂ² = ÌÂ² + ÌÁ²
ÁÂ² = 3² + 4²    Þ   ÁÂ² = 25    Þ    ÁÂ = 5 cm

¢ñá L = 2 · 3,14 · 5 = 31,4 cm   êáé    Å = ð · 5² = 3,14 · 25 = 78,5 cm².

Λύσεις
Μέρους 

B~

380

Ακτίνα κύκλου ρ 2cm 4cm 7cm

Μήκος L κύκλου 12,56cm 25,12cm 43,96cm

Εµβαδόν Ε κύκλου 12,56cm2 50,24cm2 153,86cm2
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6. Áðü ôïí ôýðï Å
ôåôñáã.

= á² Ý÷ïõìå 
32 = á²

Óôï ïñè. ôñéã. ΒΑ∆ åöáñìüæïõìå Ð.È.
ÄÂ² = ÁÂ² + ÁÄ²
ä² = á² + á²
ä²= 32 + 32
ä² = 64    Þ    ä = 8cm   êáé  ñ = 4cm
¢ñá L = 8 · 3,14 = 25,12cm   êáé   
Å = 3,14 · 4² = 50,24cm².

7. Åßíáé ä = 16 cm   êáé   ñ = 8cm
¢ñá L= 16 · 3,14 = 50,24cm   êáé   Å = 3,14 · 8² = 200,96cm².

8. Áðü ôïí ôýðï Å = ð · ñ²  Ý÷ïõìå:
615,44 = 3,14 · ñ²    Þ    ñ² = 196   Þ   ñ = 14cm
Ïðüôå ç ðëåõñÜ ôïõ ôåôñÜãùíïõ åßíáé 2 · ñ = 2 · 14 = 28cm
¢ñá ðåñßìåôñïò ôåôñáãþíïõ = 4 · 28 = 112cm.

9. Éó÷ýåé: Å
äáêôõëßïõ

= π ·(R² – ñ²)   Þ   Å
äáêôõëßïõ

= π · R² – ð · ñ²

êáé Å
äáêôõëßïõ

= Å
ìéêñïý êýêëïõ

= ð · ñ² = 3,14 · (5 )² = 157cm²

¢ñá   157 = π · R² – 157   Þ   3,14 · R² = 314   Þ   R² = 100   Þ   R = 10cm.

10. Éó÷ýåé Å
ìéêñïý êýêëïõ 

= Å
äáêôõëßïõ

êáé Å
äáêôõëßïõ

= Å
ìåãÜëïõ äáêôõëßïõ

– Ε
ìéêñïý êýêëïõ

Οðüôå 2 · Å
ìéêñïý êýêëïõ

= Å
ìåãÜëïõ êýêëïõ

2 · 3,14 · ñ² = 3,14 · 4²
ñ² = 8
ñ = 

3.6

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1) Á: 8π (cm²)
2) Ã: 60°
3) Ä: 2Å
4) á) Ó,        â) Ë,        ã) Ó,        ä) Ó,        å) Ó

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3

381

Α

B

Γ

α
∆

α

α

αρ
0

ρ
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. ì = 36°

2. Áðü ôïí ôýðï Å
ê.ô.

= Þ    84,78 = Þ

ñ² = 81   Þ    ñ = 9cm
¢ñá L = 2ðñ = 2 · 3,14 · 9 = 56,52cm.

3. Áðü ôïí ôýðï Å = ðñ²  Ý÷ïõìå  1519,76 = 3,14 · ñ²    Þ
ñ² = 484     Þ     ñ = 22cm

¢ñá  Å
ê.ô.

= = 303,952cm²

4. Áðü ôïí ôýðï L = Ý÷ïõìå

Þ    ñ = 4cm

¢ñá Å
ê.ô.

= ≅ 4,18cm²

5. á) Ε = = 75,36cm²

â) Ìå ôï Ð.È. õðïëïãßæïõìå ôï ýøïò ôïõ éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ OAB:
122 = υ2 + 36    Þ    144 = υ2 +36    Þ   υ2 = 108    Þ    υ = 

Ïðüôå Ε = 

ã) ô = Å
ê.ô. 

– Å = 75,36 – = 75,36 – 62,35 = 13,01cm²

7. Å = = 104,66cm²

8. Å
(ÁÂÃÄ)

= Ε – Ε = =

= 75,36 – 13,08 = 62,28 cm²

Λύσεις
Μέρους 

B~

382

ttttt



9. Å
ãñáìì.

= = 39,25 – 14,13 – 6,28 = 18,84cm²

Ð
ãñáìì.

= 3,14 · 5 + 3,14 · 3 + 3,14 · 2 = 3,14 · (5 + 3 + 2) = 3,14 · 10
= 31,4cm

10. Ìå ôï Ð.È. õðïëïãßæïõìå ôç äéáãþíéï ÂÄ ôïõ   ôåôñÜãùíïõ ÁÂÃÄ.
ÂÄ² = ÂÃ² + ÄÃ²

ÂÄ²= Þ        ÂÄ² = 10cm

Ïðüôå ç áêôßíá ôùí êõêëéêþí ôïìÝùí åßíáé ñ = = 5cm.
¢ñá Å

ãñáìì. 
= Å

ôåôñáã.
– 2 Å

ê.ô.

Å
ãñáìì. 

= = 50 – 39,25 = 10,75cm².

11. Ìå ôï Ð.È. õðïëïãßæïõìå  ôï ýøïò ÁÄ.
ÁÃ² = ÁÄ² + ÄÃ²
10² = ÁÄ² + 5²   Þ   ÁÄ² = 75   Þ   Á∆ = = 8,66cm

¢ñá Å
ãñáìì. 

= Å – 2 · Å
ê.ô.

12. Ôï ôñßãùíï ABΓ åßíáé ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò ( = 90° êáé ÁÂ= ÁÃ)

άñá = 45°

Ε = = 14,13cm²

Å = = 18cm2

¢ñá Å
ãñáìì.

= 18 – 14,13 = 3,87cm²

Ìå ôï Ð.È. õðïëïãßæïõìå ôçí ðëåõñÜ ÂÃ:
ÂÃ² = ÁÂ² + ÁÃ²
ÂÃ² = 6² + 6²   Þ    ÂÃ² = 72    Þ    ÂÃ = ≅ 8,48cm

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3

383



¸÷ïõìå L = = 4,71cm

¢ñá Ð
ãñáìì.

= ÁÂ + ÂÄ +L = 6 + (8,48 – 6) + 4,71 = 13,19cm

13. á) H áêôßíá ôïõ ìéêñïý êýêëïõ åßíáé 

Må ôï Ð.È. ôçí äéáãþíéï ÁÃ.
(AΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2 ή    ΑΓ2 = (10 )2 + (10 )2 ή

ÁÃ² = 400   Þ    ÁÃ = Þ    ÁΓ = 20cm

Ïðüôå ç áêôßíá ôïõ ìåãÜëïõ êýêëïõ åßíáé R = = 10cm

â) Å
ìéêñïý êýêëïõ

= 3,14 · = 157cm²

Å
ìåãÜëïõ êýêëïõ

= 3,14 · 102  = 314cm²

ã) Å
äáêôõëßïõ

= 314 – 157 = 157cm²

14. Å
ãñáìì.

= 10² – 4 · = 100 – 78,5 = 21,5cm²

15. Å
ãñáìì.

= Å
ôåôñáãþíïõ

– 2 · Å
çìéêýêëéïõ

+ 2 Å
êõêëéêïý ôìÞìáôïò

• Å
ôåôñÜãùíïõ

= 8² = 64cm²

• Å
çìéêýêëéïõ

= = 25,12cm²

• Å
êõêëéêïý ôìÞìáôïò

= Å
κõêëéêïý ôïìÝá

– Å
ôñéãþíïõ

= 33,49 – 27,71 = 5,78cm²
¢ñá Å

ãñáìì.
= 64 – 2 · 25,12 + 2 · 5,78 = 25,32cm²

16. á) ¸÷ïõìå Οðüôå ή

ή   

â) Å
ãñáìì. 

= Å – Å
ê.ô.

7,65 – 4,71 = 2,94cm²

Λύσεις
Μέρους 

B~

384



ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Èέµα 1 
á),  â)  (èåùñßá)
ã)  Çìéêýêëéï → 180°

Ôåôáñôïêýêëéï → 90°
êýêëïò → 360°

êýêëïõ → 45°

Èέµα 2 
ÐñÝðåé 2x + 10° = 90°   Þ   x = 40°. Ïðüôå = 60°, = 120°,

= 50° êáé = 130°. ¢ñá = 85°, = 90°, = 95° êáé = 90°.

Èέµα 3
Ðåñßìåôñïò ôåôñÜã. = 4 · á   Þ   62,8 = 4 · á   Þ   á = 15,7 cm
Ïðüôå Å

ôåôñÜãùíïõ
= á² = 15,7² = 246,49 cm²

¸÷ïõìå L = 2ðñ   Þ   62,8 = 2 · 3,14 · ñ   Þ   ñ = 10 cm
Ïðüôå Å

êýêëïõ
= ðñ² = 3,14 · 10² = 314 cm²

¢ñá ï êýêëïò Ý÷åé åìâáäüí ìåãáëýôåñï áðü ôï åìâáäüí ôïõ ôåôñáãþíïõ.

Èέµα 4
Ð

ãñáìì.
= 4 · 12 +2 = 48 + 37,68 = 85,68cm²

Å
ãñáìì.

= 2 (Å
ôåôñÜãùíïõ

– Å
ôåôåñôïêýêëéïõ

) = 2 · = 61,92 cm².

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Èέµα 1
á) (Èåùñßá)   â)

Λύσεις
Κεφαλαίου 

3

385

v 3 5 6 9

φ 60˚ 108˚ 120˚ 140˚

ω 120˚ 72˚ 60˚ 40˚
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Èέµα 2 

á) = 110°,   = 50°,   = 60°   êáé   = 70°

â) = 20°,  = 25°,  = 135°   êáé   = 45°

Èέµα 3
Åìâ. = 50 · 30 – 3,14 · 5² = 1500 – 78,5 = 1421,5cm²
¢ñá ÷ñåéáæüìáóôå 1421,5 : 10 = 142,15 êéëÜ óðüñïõò

Èέµα 4

á) L = L = L = =  6,28cm

â) Ðåñßìåôñïò = L + L + L = 3 · 6,28 = 18,84cm

Å
êáìðõëüãñáììïõ ôñéãþíïõ

= Ε
ôñéã.

+ 3 · Å
êõêëéêïý ôìÞìáôïò

=

= 15,3 + 3(18,84 – 15,3) = 15,3 + 3 · 3,54 = 25,92 cm²
ã) Å

ãñáìì. 
= 25,92 – 15,3 = 10,62 cm².

Λύσεις
Μέρους 

B~

386



4.1

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1) Ó,       2) Ë,       3) Ë,       4) Ó,       5) Ë,       6) Ë,       7) Ë

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. á) ÄÃ,  ÇÈ,  ÅÆ
â) ÁÄ,  ÄÈ,  ÂÃ,  ÃÇ
ã) ÂÃ,  ÆÇ,  ÄÃ,  ÇÈ

2. ÄÇ² = 3² + 4²   Þ   ÄÇ² = 25   Þ   ÄÇ = 5cm
ÁÇ² = ÁÄ² + ÄÇ²   Þ  ÁÇ² = 12² + 5²   Þ   ÁÇ² = 144 + 5   Þ   ÁÇ² = 169  
Þ ÁÇ = 13 cm

3. ÊË² = 12² + (17 – 12)² = 144 + 5² = 144 + 25 = 169
¢ñá ÊË = 13 cm

4.  á) ÆÈ²= ÆÇ² + ÇÈ²   Þ   ÆÈ² = 12² + 9²   Þ   ÆÈ² = 144 +81   Þ
ÆÈ² = 225   Þ   Æè = 15cm

â) ÂÈ² = ÂÆ² + ÆÈ²   Þ   ÂÈ² = 8² + 15²   Þ   ÂÈ² = 64 + 225   Þ
ÂÈ² = 289   Þ   ÂÈ = 17 cm

ã) åö = = 0,533,  Üñá

5. ÁÃ² = ÁÂ² + ÂÃ²  Þ  ÁÃ² = 6² + 4²  Þ  ÁÃ² = 52  Þ  ÁÃ =

ÁÄ²= ÁÃ² + ÃÄ²   Þ   ÁÄ² = 52 + 25  Þ   ÁÄ² =77   Þ  ÁÄ = 

AE² = ÁÂ² + BE²   Þ   ÁÅ² = 6² + 5²   Þ   ÁÅ² = 61   Þ   ÁÅ = 

6. ÂÌ² = ÁÂ² + ÁÌ²   Þ   ÂÌ² = 18² + 14²   Þ   ÂÌ²= 520   Þ   ÂÌ ≅ 22,8cm.

åö = 0,438,  Üñá =24°

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4

387

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο
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4.2

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1) á) Á: 5 Ýäñåò        â) â: 6 êïñõöÝò        ã) Â: 9 áêìÝò
2) á) Ã: 234 cm² â) Á:314 cm²
3) á) Ã: 628 cm² â) Á: 1256 cm²

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Å
ολ

= Å
ð

+ 2 · Å
â

= (2 · 80 +2 · 40) · 30 + 2 · 80 · 40 = 13.600cm²

2.  á) Å =  Å
ð

+ Å
â

= (2 · 25 + 2 · 15) · 2,5 + 25 · 15 = 575m²
â) Å

ðëáêéäßïõ
= 25² = 625 cm² = 0,0625 m²

Ïðüôå ÷ñåéáæüìáóôå 575 : 0,0655 = 9.200 ðëáêÜêéá
¢ñá èá ìáò êïóôßóåé 9.200 · 0,30 = 2760 åõñþ

3. Áðü ôïí ôýðï Å
ð

= (ðåñßìåôñïò âÜóçò) · (ýøïò) Ý÷ïõìå

192 = 3 · á · 8    Þ    á = Þ    á =8cm

Åìâ. éóüðëåõñïõ ôñéã. 

¢ñá Å
ïë

= Åð + 2 · Åâ  = 192 + 2 · 27,71 = 247,42cm²

4. Å
âÜóçò

= 

Å
ïë

= Å
ð

+ 2 Å
â

= (0,8 + 0,6 + 0,45 + 0,45 + 0,6) · 1,2 + 2 · 0,56 = 4,6m²
Οπότε η κατασκευή κοστίζει 4,6 · 15 = 69ευρώ.

5. Å
ïë

= 2 · 3,14 · 8 · 16 + 2 · 3,14 · 8² = 1205,76cm²

6. Å
ð

= 50,24 · 20 = 1004,8 cm²
Áðü ôïí ôýðï L = 2ðñ Ý÷ïõìå

50,24 = 2 · 3,14 · ñ   Þ   ñ = 8cm
Å

ïë
= Å

ð
+ 2 · Å

â
= 1004,8 + 2 · 3,14 · 8² = 1406,72 cm²

Λύσεις
Μέρους 

Β~

388
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7. Å
ð

= 2 · 3,14 · 0,10 · 1,50 = 0,942 m²
¸÷ïõìå  50 · 0,942 = 47,1 m²
¢ñá èá ðëçñþóïõìå  3 · 47,1 = 141,3 åõñþ.
8. á) Å

ð
= 2 · 3,14 · 4 · 3 = 75,36 m²

Å
ïë

= 75,16 + 2 · 3,14 · 4² = 175,64 m²
â) ñ = 6cm     Å

ð
= 452,16 cm²     Å

ïë
= 678,24 cm²

ã) ñ = 5 cm    Å
ð

= 314  cm²         Å
ïë

= 471 cm²

9. Å
ïë 

= Å
ð

+ 2 · Å
â

= 2 · 3,14 · 0,4 · 1,2 + 2 · 3,14 · 0,4² = 4,0192m²
Ãéá 1000 âáñÝëéá èÝëïõìå 1000 · 4,0192 = 4019,2m²
ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå áðþëåéá 10% ÷ñåéáæüìáóôå

4019,2 : 0,9 = 4465,77m²
¢ñá èá ìáò êïóôßóåé 1,5 · 4.465,77 = 6698,65 åõñþ.

10. á) Å
ð

= 2 · 3,14 · 0,15 · 0,6 = 0,5652m² êïõñåýåé óå êÜèå óôñïöÞ.
â) Å

êÞðïõ
= 10 · 18 = 180 m²

Ïðüôå èá êÜíåé 180 : 0,5652 = 319 óôñïöÝò.

4.3

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1)

2)

3) á) Ó,        â) Ë,        ã) Λ

Λύσεις
Κεφαλαίου 

4

389

Εµβαδόν βάσης 25cm2 16cm2 32dm

Ύψος 4cm 9cm 50cm

Όγκος 100cm2 144cm3 160dm3

Εµβαδόν βάσης 25π cm2 49π cm2 78,5cm2

Ύψος 8 6cm 4cm

Όγκος 200π cm3 294 π cm3 314cm3
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1.  á) ̧ óôù á ç ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ, ôüôå áðü ôïí ôýðï ôïõ üãêïõ Ý÷ïõìå: 
V = á² · υ Þ     V = á² · 5á     Þ     V = 5á3

Þ   135 = 5 · á3    Þ    á3 = 27    Þ    á3 = 33    Þ    á = 3cm.

â) Å
ïë

= Å
ð

+ 2 · Å
â

= 4á · 5á + 2 · á2 = 20 · 32 + 2 · 32 = 198cm2

2. á) ÂÃ² = ÁÂ² + ÁÃ²   Þ   ÂÃ² = 12² +16²   Þ   ÂÃ² = 400   Þ   ÂÃ =20 cm
â) Å

ïë
= Å

ð
+ 2 · Å

â
= 4

ã) V = (¸ìâáóçò) · (ýøïò) = · 20 = 1.920cm3

3.  á) Ìå ôï Ð.È. âñßóêïõìå: ÁÂ² = 24² + 10²   Þ  ÁÂ² = 676   Þ  ÁÂ = 26cm.
Ïðüôå ÁÂ = ÃÄ = 26 cm.

â) Å
ïë

= (2 · 0,26 + 0,3)· 2 + 2 · = 1,832m²

ã) V = · 2 = 0,192m3

4.  á) Åöáñìüæïõìå Ð.È. óôï ôñéã. Α∆Γ
êáé Ý÷ïõìå:
ÄÃ² = ÁÃ² – ÁÄ²    Þ
ÄÃ² = 5² – 4²   Þ    ÄÃ² = 9  Þ  ÄΓ = 3cm.
Ïðüôå ÂÃ = 2 · 3 = 6cm
Å

ïë
= Å

ð
+ 2 · Å

â
= (5 + 5 + 6) · 15 + 2 · = 264cm²

â) V = · 15 = 180cm3

5.  á) V = 3,14 · 0,32 · 0,8 = 0,22608m3 = 226,08dm3

â) ñ = 150mm = 0,15m êáé V = 3,14 · 0,15² · 0,4 = 0,02826m3 = 28,26dm3

6. ¸÷ïõìå  Å
ð

= 2ð · ñ · υ Þ   452,16 = 2 · 3,14 · ñ · 24    Þ

ñ = Þ      ñ = 3cm.

¢ñá  V = ðñ² · υ = 3,14 · 3² · 24 = 678,24cm3.

Λύσεις
Μέρους 

Β~

390

Α

Β Γ∆

4cm

5cm5cm
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7. V êõëßíäñïõ = 3,14 · 3,5² · 10 = 384,65cm3

Ïðüôå V
ïë

= 2 · 384,65 = 769,3cm3

8. Å
êýêëïõ

= ð · ñ
1
² = 3,14 · 10² = 314 cm2

Áðü ôï ôýðï ôïõ åìâáäïý êõñôÞò åðéöÜíåéáò êõëßíäñïõ Ý÷ïõìå

Åð = 2ðñ · υ Þ    314 = 2 · 3,14 · Þ

ñ² = 100    Þ    ñ = 10cm.
¢ñá V

ê
= 3,14 · 10² · 5 = 1570 cm3

9. V = V åîùôåñéêïý – V åóùôåñéêïý = 3,14 · 1,75² · 8 – 3,14 · 1,5² · 8 = 20,41m3

4.4

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1) á) Ë,      â) Ë,       ã) Ó,       ä) Ë,       å) Ó,       óô) Ó

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. V = · 15² · 20 = 1500cm3

2. Åð = · (ðåñßìåôñïò âÜóçò) · (áðüóôçìá)

= · 5 · 12 · 10 · = 300cm²

3.  á) Åð = · (4 · 10) · 12 = 240 cm²

β) Åïë = Åð + Åâ = 240 + 10² = 340 cm²

ã) Åöáñìüæïõìå Ð.È. óôï ôñéã. ΟΚΕ
êáé Ý÷ïõìå:
ÏÅ² = ÏÊ² + ÊÅ²

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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12² = υ² + 5² 
υ² = 144 – 25
υ² = 119

υ =  

¢ñá  V = · 10² · 10,9 = 545cm3

4.

5. Ìå ôï Ð.È. âñßóêïõìå ðñþôá ôá áðüóôçìá (á) êáé ôï Ýðåéôáé ôï ýøïò (υ)
17² = á² + 8²   Þ   á² = 289 – 64 Þ   á² = 225   Þ   á = 15cm

êáé   15² = υ² + 8²   Þ   υ² = 225 – 64   Þ   υ²= 161   Þ  

¢ñá  V = · 16² · 12,68 = 1623,04cm3

6. á) Áðü ôï Ð.È. Ý÷ïõìå:
5² = á² + 2,5²
á² = 18,75

á =

Ïðüôå  Å
ð

= (3 · 5 ) · 4,33 = 32,475cm2

â) V = (åìâ. âÜóçò) · (ýøïò) = 4,1 = 14,79cm3

7.  Þ   V
2

= 4 · V
1

Λύσεις
Μέρους 
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Α

∆ Γ

Β

Ε

Ο

κ

10cm

10cm

υ

Ύψος 9,16cm 8cm 10cm

Πλευρά βάσης 8cm 12cm 13,26cm

Απόστηµα 10cm 10cm 12cm

Εµβαδόν παράπλ. επιφ. 160cm2 240cm2 318,24cm2

Όγκος 195,41cm3 384cm3 1758,276cm3

Β Γ∆

α

5cm5cm

5cm

Α



8. á) á² = 10² – 4²    Þ    á² = 84   Þ   á = 9,16cm

â) Åð = · (6 · 8) · 9,16 = 219,84cm2

ã) Ìå ôï Ð.È. âñßóêïõìå ôï áðüóôçìá ôçò âÜóçò, ðïõ åßíáé êáíïíéêü
åîÜãùíï.

á² = 8² – 4²   Þ   á = 64 – 16   Þ   á² = 48   Þ   á =

Å
êáíïíéêïý åîÜãùíïõ

= 166,08cm2

Ïðüôå Å
ïë

= Å
ð

+ Å
â

= 219,84 + 166,08 = 385,92cm2

ä) υ² = 10² – 8²   Þ   υ² = 36   Þ   υ = 6cm

¢ñá  V =  · 166,08 · 6 = 332,16cm3.

9. Âñßóêïõìå ôï áðüóôçìá ìå ôï Ð.È. 
á² = 8² + 6²   Þ   á² = 100   Þ   á = 10cm (áðüóôçìá)

Ïðüôå Å
ïë

= 5 · 12² +  (4 ·12) · 10 = 960cm2

V
ïë

= V
êýâïõ

– V
ðõñáìßäáò

= 123 – · 12² · 8 = 1344cm3

10. á) ôñéðëáóéÜæåôáé
â) åííéáðëáóéÜæåôáé

4.5

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1) á) Ë, â) Ó, ã) Ë, ä) Ë, å) Ó, óô) Ó,     æ) Ë, ç) Ó

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Å
ïë

= ðñ · ë + ð · ñ²          (ë² = υ² + ñ² = 8² + 6² = 100   Þ   ë = 10cm)
Å

ïë
= 3,14 · 6 · 10 + 3,14 · 6² = 301,44cm2

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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2. Åð = ð · ñ · ë    Þ    226,08 = 3,14 · ñ · 9    Þ    ñ = 8cm
Ïðüôå Å

â
= ð · ñ² = 3,14 · 8² = 200,96cm2

3. ¸÷ïõìå çì30° =  Þ   Þ   ë = 6cm

êáé óõí30° = ή    ή   

¢ñá Å
ïë

= ð · ñë + ðñ² = 3,14 · 3 · 6 + 3,14 · 3² = 84,78cm2.

êáé  V = ðñ²· υ = · 3,14 · 3² · 5,19 = 48,89cm3

4. á) ¸÷ïõìå L= 2ðñ    Þ    18,84 = 2 · 3,14 · ñ    Þ   ñ = 3dm.
Å

ïë
= 3,14 ·3 · 5 + 3,14 · 3² = 75,36 cm2

â) Áðü ôïí ôýðï ë² = υ² + ñ²   Þ   5² = υ² + 3²   Þ
υ² = 25 – 9   Þ   υ² = 16   Þ   υ = 4dm

V = · ðñ² · υ = · 3,14 · 3² · 4 = 37,68dm3

5.  á) ¸÷ïõìå ë² = υ² + ñ²    Þ    ë² =50² + 10²  Þ
ë² = 2500 + 100    Þ    ë² = 2.600   Þ   ë = 

Ïðüôå Å
ðáñ.åðéö.êþíïõ

= ð · ñ · ë = 3,14 · 10 · 51 = 1601,4 cm2

Áêüìá Å
ðáñ.åðéö.êõëßíäñïõ

= 2ðñ · υ = 2 · 3,14 · 12,5 · 5 = 392,5cm2

¢ñá Å
ïë

= 1601,4 + 392,5 + (3,14 · 12,5² – 3,14 · 10²) =
= 1993,9 + 3,14 · (156,25 – 100) = 1993,9 + 176,625=
= 2170,525cm2

â) V êþíïõ = ðñ² · υ = · 3,14 · 10² · 50 = 5233,33cm3

V
êõëéíäñïõ

= ðñ² · υ = 3,14 · 12,5² · 5 = 2453,125cm3

V
ïë

= 5233,33 + 2453,125 = 7686,455cm3.

6.  á) V
êþíïõ

= ðñ² · υ = · 3,14 · 10² ·10 =1046,66cm3

V
êõëßíäñïõ

= ðñ² · υ = 3,14 · 10² · 12 = 3768cm3

V
ïë

= 1046,66 + 3768 = 4814,66 cm3.
â) Å

ðáñ.åðéö.êõëßíäñïõ
= 2ðñ · υ = 2 · 3,14 · 10 · 12 = 753,6 cm2

¸÷ïõìå ë² = υ² + ñ²   Þ    ë² = 10² + 10²    Þ   ë² = 200   Þ    

ë = 14,1cm

Λύσεις
Μέρους 
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Å
ðáñ.åðéö.êþíïõ

= ð · ñ · ë = 3,14 ·10 · 14,1 = 442,74cm2

Å
ïë

= 753,6 + 442,74 = 1196,34 cm2

Ãéá 50 äï÷åßá ÷ñåéáæüìáóôå  50 · 1196,34 = 59817 cm2 = 
= 5,9817 m²

¢ñá ôï êüóôïò åßíáé 30 · 5,9817 = 179,451 åõñþ.

7. Áðü ôïí ôýðï Ý÷ïõìå

19,625 = 3,14 · ñ² · 3   Þ   ñ² = 6,25   Þ

ή   ρ = 2,5m
Ïðüôå Å

ð
= ð · ñ · ë  (ë² = υ² + ñ²  Þ  ë² = 3² + 2,52 Þ  ë² = 15,25  Þ  ë = 3,9m)

Å
ð

= 3,14 · 2,5 · 3,9 = 30,615 m² ýöáóìá.

8. ¸÷ïõìå ë = êáé ë – ñ =9, ïðüôå

– ñ = 9    Þ    29 · ñ – 20 · ñ = 180    Þ    9ñ = 180

Þ    ñ = 20cm    êáé    ë = 29cm
Áðü ôïí ôýðï   ë² = υ² + ñ²   Þ   29² = υ² + 20²   Þ

υ² = 841 – 400   Þ   υ² = 441   Þ   υ = 21cm

¢ñá V = · ðñ² · υ = · 3,14 · 20² · 21 = 8792cm3 = 8,792dm3 (ëßôñá)

9. Ìå ôï Ð.È. õðïëïãßæïõìå ôç äéáãþíéï ôïõ ôåôñáãþíïõ:

ä² =20² + 20²   Þ   ä² = 800   Þ   ä = 

Ïðüôå ç áêôßíá ôïõ êýêëïõ åßíáé  ñ = = 14,14cm

Å
ïë

= 2 · E
ð

= 2 · ð · ñ · ë = 2 · 3,14 · 14,14 · 20 = 1775,984cm²

V
ïë

= 2 · V
êþíïõ

= 2 · ð · ñ² · υ = 2 · · 3,14 · 14,14² · 14,14 = 5918,15cm3

V = V
1

– V
2

= · 3,14 · 6² · 15 – · 3,14 · 6² · 10 =  188,4cm3.

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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4.6

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1) Ó,      2) Ë,      3) Ó,      4) Ó,     5) Ë,      6) Ó

ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Å
óö

= 4ðñ² = 4 · 3,14 · 8² = 803,84cm²

V
óö

= 

2.  á) ¸÷ïõìå   L = 2ðñ    Þ   50,24 = 2 · 3,14 · ñ     Þ     ñ = 8cm
â) Å

óö
= 803,84cm²

ã) V
óö

= 2143,57cm3

3.

4. Áðü ôïí ôýðï V
óö

= Ý÷ïõìå:

113,04 = · 3,14 · ñ3 Þ      ñ3 = 27     Þ      ñ3 = 33 Þ     ñ = 3cm

¢ñá Å
óö

= 4 · ð · ñ² = 4 · 3,14 · 3² = 113,04cm²

5. Å
óö

= 4ðñ² = 4 · 3,14 · 9² = 1017,36m²

¢ñá êïóôßæåé 5 · 1017,36 = 5086,8 åõñþ.

6. Áðü ôïí ôýðï Å = ð ·ñ² Ý÷ïõìå 1256 = 3,14 · ñ²   Þ
ñ² = 400     Þ     ñ = 20cm.

Λύσεις
Μέρους 
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¢ñá V
óö

= π · ρ3 = · 3,14 · 203 ≅ 33493,33cm3.

7. Å
óö

= 4ðñ² = 4 · 3,14 · 6² = 452,16cm2.

8. V
óö

= ð · ñ3 = · 3,14 · 153 = 14130cm3 = 14,13 λίτρα.

9. á) Å
çìéóöáßñéïõ

= + ð · ñ² = 3ðñ² = 3 · 3,14 · 25² = 5887,5cm²

â) V
çìéóöáßñéïõ

= · 3,14 · 253 = 32708,33cm3

10. á) Vóö = ðñ3 = · 3,14 · 153 = 14130cm3

â) V êéâùôßïõ = á3 = 303 = 27000cm3

ã) V = 27000 – 14130 = 12870 cm3

11. ¸óôù ñ
1

ç áêôßíá ôïõ êýêëïõ ôïìÞò, ôüôå áðü ôï Ð.È. Ý÷ïõìå

8² =ñ
1
² + 4²    Þ    ñ

1
² = 64 – 16    Þ    ñ

1
² = 48    Þ   ñ

1
= 

E
êýêëïõ

= ð · ñ
1
² = 3,14 · 48 = 150,72cm².

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 1

Èέµα 1
á),    â),    ã), (Èεωρία)

Èέµα 2 
á) ÂÃ² = 4² + 3²   Þ   ÂÃ² = 25   Þ   ÂÃ = 5cm

â) åöx = άρα  

Èέµα 3
á) ¸÷ïõìå ÂÃ² = ÁÂ² + ÁÃ²   Þ   ÂÃ² = 6² + 8²   Þ   ÂÃ² = 100  Þ  ÂÃ = 10cm.

Λύσεις
Κεφαλαίου 
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Å
ïë

= E
ð

+ 2 · Å
â

= (6 + 8 + 10) · 15 + 2 · = 408cm²

â) V = · 15 = 360cm3

Èέµα 4 

á) E
ð

= (4 · 16) · 15 = 480cm²

â) Ìå ôï Ð.È. âñßóêïõìå ôï ýøïò ôçò ðõñáìßäáò:
15² = υ² + 8²    Þ    υ² = 15² – 8²    Þ
υ² = 225 – 64    Þ    υ² = 161    Þ    υ = 12,68cm
¢ñá V = 16² · 12,68 = 3246cm²

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 2

Èέµα 1
á),    â),    ã),     ä) (Θåùñßá)

Èέµα 2
V = ð · ñ² · υ = 3,14 · 0,4² · 7 = 3,5168m3

¢ñá ç áîßá ôïõ êïñìïý åßíáé 150 · 3,5168 = 527,52 ευρώ.

Èέµα 3
á) E

ð
= ð · ñ · ë    Þ    502,4 = 3,14 · ñ · 20    Þ     ñ = 8 cm

â) ë² = υ² + ñ²    Þ    20² = υ² + 8²    Þ    υ² = 400 – 64   Þ    υ² = 336

υ = 18,33cm

ã) V = · ð · ñ² · υ = · 3,14 · 8² · 18,33 = 1227,86cm3

Èέµα 4
V = V

êéâùôßïõ
– V

óö
= 203 – · 3,14 · 103 = 8000 – 4186,66 = 3813,34cm3.

Λύσεις
Μέρους 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 
ΚΑΙ ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

ΤΟΥ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

∫∂º∞§∞πO 1o 

ª ∂ ƒ O ™  ∞ �

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

1.1   H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ - ∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

1.2   ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·� ‚·ıÌÔ‡

1.

1.

2.

3.
4.
5.

6.

7.

1.
3.

2.

2. 3.

ŒÛÙˆ ŒÛÙˆ
ŒÛÙˆ

ŒÛÙˆ ŒÛÙˆ
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∞™∫∏™∂π™

ÔfiÙÂ

1.

2.

3.

4.

5.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

6.

7.

8.

9.
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¿Ú· Ë ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË.

ÔfiÙÂ

ÔfiÙÂ

¿Ú· Ë ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó· ·‰‡Ó·ÙË.

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

1.3   ∂›Ï˘ÛË Ù‡ˆÓ

10.

11.

1.

1. 2. 3.

2. 3. 4.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

∂ÓÒ,

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏

18

–5+x x+7

–5 x 7

1

7+x 2x+9

5 2+x x+7

3 2 x 7

4. 5.

6.

7.

8.

9.

10. 11.

12.

13.

14.
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∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

1.4   ∂›Ï˘ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ

ÙfiÙÂ

ÙfiÙÂ

ÙfiÙÂ

ÔfiÙÂ

Œ¯Ô˘ÌÂ

Œ¯Ô˘ÌÂ

Œ¯Ô˘ÌÂ

1.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

2.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ



407

∫∂º∞§∞πO 1Ô

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

1.5   ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜ ·� ‚·ıÌÔ‡

ŒÛÙˆ

·ÁÒÓ·˜ ÎÔÏ‡Ì‚ËÛË˜ ·ÁÒÓ·˜ Ô‰ËÏ·Û›·˜ ·ÁÒÓ·˜ ‰ÚfiÌÔ˘
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13
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0

Á)

22
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110

‰)

2.

3.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

0
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ÛÙ)

0
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5.

6.

7.

8.

9.

10.

0 43

Â)

–1

–1 0 9

ÛÙ)

1

–4

·)

9

–1

‚)

1

2
5

Á)

7
5

¶Ú¤ÂÈ

¶Ú¤ÂÈ

Œ¯Ô˘ÌÂ

ÙfiÙÂ

ÏÂÙ¿.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

11.

∫∂º∞§∞πO 2o

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.1   ∆ÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ıÂÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡

1.

1.

2.

3.

4.

5.

2.

3.

4.

5.

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ¶.£. ¤¯Ô˘ÌÂ:
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6.

7.

8.

9.

10.

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ¤¯Ô˘ÌÂ:

¤¯Ô˘ÌÂ:

(x > 0).

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ

ªÂ ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ ¤¯Ô˘ÌÂ

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

11.

12.

13.

14.

1.

2.

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏
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∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.2.   ÕÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› - ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

1.

2.

1.

2.

3.

4.

5.

6. ∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

2.3.   ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·

1.

2.

3.

∞™∫∏™∂π™
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4.

5.

6.

7.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

8.

9.

1. 2.

1.

2.

5.

3.

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ

·Ó·ÛÙÚÔÊ‹.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

3.1   ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

4.

∫∂º∞§∞πO 3o
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3.

4.

5.

6.

8.

1.

2.

3.

4.

5.

7.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

3.2 ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ - 
°Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

∞fi

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

21

1.

2.

3.

4.

5.

6.

∞™∫∏™∂π™
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7.

8.

9.

10.
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

1.

1. 2.

3.

4.

2. 3.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

3.3   ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x

∞™∫∏™∂π™
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5.

6.

7.

8.

9.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

25

1. 2.

2.

3.
4. 5.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

3.4   ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x+‚

∞™∫∏™∂π™

1.
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3.

4.

5.

6.

7.

8.

∂ÂÈ‰‹ ¤¯ÂÈ ÎÏ›ÛË
Â›Ó·È

∂ÂÈ‰‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

27

1.

9.

10.

1.

2. 3.

2. 3.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

3.5   ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x - ∏ ˘ÂÚ‚ÔÏ‹

∞™∫∏™∂π™
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4.

5.

1. 2.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

4.1   µ·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹˜: ¶ÏËı˘ÛÌfi˜-¢Â›ÁÌ·

1. 2. 3.

∫∂º∞§∞πO 4o

ÌÂÁ¤ıË

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

4.2   °Ú·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

1.

1.

2.

¿ÙÔÌ·

ÂÂÈ‰‹
Ô·‰Ô›

OÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙË˜ µ� °˘ÌÓ·Û›Ô˘ Èı·ÓfiÓ Ó· ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ÌÔ˘ÛÈÎ¤˜ ÚÔÙÈ-
Ì‹ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÚÔÙÈÌÔ‡Ó ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ ÙÚ·ÁÔ˘‰ÈÛÙ¤˜. ∞ÍÈfiÈÛÙÔ Û˘Ì¤Ú·-
ÛÌ· ı· ·›ÚÓ·ÌÂ ·Ó ÚˆÙÔ‡Û·ÌÂ ¿ÙÔÌ· ‰È·ÊfiÚˆÓ ËÏÈÎÈÒÓ Î·È ‰È·ÊfiÚˆÓ
ÂÚÈÔ¯ÒÓ.
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2.

3.

4. ∞Ô˘Û›·Û·Ó 4 ËÌ¤ÚÂ˜: , ‰ËÏ·‰‹

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô


      
                

5.

6.

1.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.3   ∫·Ù·ÓÔÌ‹ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ Î·È Û¯ÂÙÈÎÒÓ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ

ŒÛÙˆ  = 1 ÁÚ¿ÌÌ·. ∆fiÙÂ
ºˆÓ‹ÂÓÙ·:       
™‡ÌÊˆÓ·:                 

∞ÁfiÚÈ·:

∆Ô˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 1,5 ÒÚÂ˜: 33+30+12+5=80%

∆Ô ÔÏ‡ 2 ÒÚÂ˜: 6+14+33+30=83%

∫ÔÚ›ÙÛÈ·:

∆Ô˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 1,5 ÒÚÂ˜: 27+33+16+8=84%

∆Ô ÔÏ‡ 2 ÒÚÂ˜: 4+12+27+33=76%
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2.

1.

2.

20
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20
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20
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20
04

∞™∫∏™∂π™

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

3.

4.
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5.

6.

7.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

8.

1.

2.

1.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.4   OÌ·‰ÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂˆÓ

∞™∫∏™∂π™
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2.

3.

4.

5.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

37

1. 2. 3. 4. 5.

1.

2.

3.

4.

5.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.5   ª¤ÛË ÙÈÌ‹ - ¢È¿ÌÂÛÔ˜

∞™∫∏™∂π™

OfiÙÂ
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6.

7.

8.

38

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

∫∂º∞§∞πO 1o 

ª ∂ ƒ O ™  µ �

∞™∫∏™∂π™

1.1   ∂Ì‚·‰fiÓ Â›Â‰Ë˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜

1.

2.

3.

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏

∞ = 39 �,   µ = 39 �,   ° = 39 �

ÕÚ· Ù· ÙÚ›· Û¯‹Ì·Ù· ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ÂÌ‚·‰fiÓ.



438

1.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

2.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

1.2   ªÔÓ¿‰Â˜ Ì¤ÙÚËÛË˜ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ

∞™∫∏™∂π™

1.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

1.3   ∂Ì‚·‰¿ Â›Â‰ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ

·) 12 m2 = 120.000 cm2, ‚) 175 dm2 = 17.500 cm2, Á) 456 m2 = 4.560.000 cm2,
‰) 136 m2 = 1.360.000 cm2, Â) 3 km2 = 30.000.000.000 cm2, 
ÛÙ) 1750 m2 = 17,5 cm2, ˙) 256 km2 = 2.560.000.000.000 cm2

·) 12 km2 = 12.000.000.000.000 mm2, ‚) 431 m2 = 431.000.000 mm2, 
Á) 17 dm2 = 170.000 mm2, ‰) 236 cm2 = 23.600 mm2

·) 7233 mm2 = 0,000000007233 km2, ‚) 4321 cm2 = 0,0000004321 km2, 
Á) 6322 dm2 = 0,00006322 km2, ‰) 14632 mm2 = 0,000000014632 km2

Â) 560 m2 = 0,00056 km2, 

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

∞™∫∏™∂π™

∞ µ ∂

x

xx

x

x

¢ °
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

17.

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏

∞ÚÈÛÙÂÚ¿ Â›Ó·È ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ 400 cm2.
™ÙË Ì¤ÛË Â›Ó·È ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÌÂ ÂÌ‚·‰fiÓ 200 cm2

Î·È ‰ÂÍÈ¿ Â›Ó·È ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÌÂ ÂÌ‚·‰fiÓ 100 cm2.

1. 2. 3. 4.

1.

2.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

1.4   ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ·

∞™∫∏™∂π™
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3.

4.

5.

6.

7.

8. ∆Ô

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 1Ô

9. ∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ
Î·È

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏
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1. 2. 3.

1.

2.

3.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.1   ∂Ê·ÙÔÌ¤ÓË ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜

∫∂º∞§∞πO 2o

7 cm

10 cm

ˆ

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

4.

5.

6.

7.
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1. 3. 4. 5.

6.

2.

7.

1.

2.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.2   ∏Ì›ÙÔÓÔ Î·È Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜

ŒÛÙˆ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° 

ÌÂ Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿ ∞µ = 3cm 

Î·È ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û· µ° = 5 cm. 

∞fi ÙÔ ¶.£. ¤¯Ô˘ÌÂ:

µ°2 = ∞µ2 + ∞°2 ‹  ∞°2 = 52 – 32 ‹

∞°2 = 16  ‹  ∞° = 4 cm.

ÕÚ· ËÌˆ = ∞°
µ°

= 4
5

Œ¯Ô˘ÌÂ:

Œ¯Ô˘ÌÂ:

Œ¯Ô˘ÌÂ:

5 cm

3 cm

ˆ

∞ µ

°

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

1. 2.

2.

1.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.3   ªÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ËÌÈÙfiÓÔ˘, Û˘ÓËÌÈÙfiÓÔ˘ Î·È ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜
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3.

4.

5.

6.

7.

8.

‹ °™ =   6.371
0,0166

‹ °™ � 383.795 km.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

51

1. 2.

3. 4.

1.

2.

3.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.4   OÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ 30Æ, 45Æ Î·È 60Æ
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4.

5.

6.

7.

8.

OfiÙÂ:

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

53

9.

10.

11.

12.

2Ô˜ fiÚÔÊÔ˜

1Ô˜ fiÚÔÊÔ˜

12m

15m

30Æ

45Æ

Z

∂¢

∞µ

°
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1. 2. 3.

4.

1.
2.
3.
4.

5.

6.

7.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.5   ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜

ÁÈ·Ù›

ÁÈ·Ù›

∂ÂÈ‰‹                        ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ

∞µ°¢ Â›Ó·È ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ.

ÕÚ· 

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

1. 2.

4.3.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.6   ÕıÚÔÈÛÌ· Î·È ‰È·ÊÔÚ¿ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ

·) ‚)

Á)

·

·

‚

‚

‚ Á

Á

· + ‚

‚ + Á

· + ‚ + Á

2.

3.

4.

5.

ÂÂÈ‰‹

F1 
F2 

F3 

F
2  + F

3 F
1  + F

2  + F
3 

1.

55

6.
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8.

9.

10.

A

∂

∑

¢

µ

°

7.

∞£ = 0 

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 2Ô

1. 2. 3.

1.

2.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

2.7   ∞Ó¿Ï˘ÛË ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÛÂ ‰‡Ô Î¿ıÂÙÂ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜

3.

4.
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5.
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

1.
2.
4. 5.

3.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

3.1   ∂ÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜ ÁˆÓ›Â˜

∫∂º∞§∞πO 3o

∂ÂÈ‰‹

OfiÙÂ

¤¯Ô˘ÌÂ

Î·È

∞ªµ

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ
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1. 2.

3.

7.

8.

9.

1.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

3.2   ∫·ÓÔÓÈÎ¿ ÔÏ‡ÁˆÓ·

∂ÂÈ‰‹

∂ÂÈ‰‹

OfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

¤¯Ô˘ÌÂ

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

2.

3.

4.

5.

6.

7.

Œ¯Ô˘ÌÂ

ÕÚ· Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· 

∞Oµ Î·È ∞O∑  Â›Ó·È ÈÛfiÏÂ˘Ú·, 

ÔfiÙÂ 

ÕÚ· 

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Î‡ÎÏÔ (O, Ú) Î·È Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÌÈ· Â›ÎÂÓÙÚË ÁˆÓ›· 

ªÂ ÙÔ ‰È·‚‹ÙË ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÙfiÍ· ›Û· 

ÌÂ ÙÔ       .º¤ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ¯ÔÚ‰¤˜ ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ ÙfiÍˆÓ, 
Î·È Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Î·ÓÔÓÈÎfi ÔÎÙ¿ÁˆÓÔ.

Ê = 60Æ + 60Æ = 120Æ

Ê + ˆ  = 120Æ + 60Æ = 180Æ.

∞Oµ = 360Æ

8
 = 45Æ.

AB.

¤¯ÂÈ ÁˆÓ›· ›ÛË ÌÂ ÙËÓ

ÎÂÓÙÚÈÎ‹ ÙÔ˘ ÁˆÓ›·.
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8.

1.

2.

3.

1.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

3.3   ª‹ÎÔ˜ Î‡ÎÏÔ˘

Ú2 – Ú1 =  10
3,14

‹  Ú2 – Ú1 =  10


cm.

OfiÙÂ:

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

1.

2.
3.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

3.4   ª‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘
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1.

2.

3.

4.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

∞™∫∏™∂π™

3.5   ∂Ì‚·‰fiÓ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ‰›ÛÎÔ˘

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

5.

1.

2.

3.

4.

5.

∞™∫∏™∂π™

‹ Ú2 = 14,14 cm. OfiÙÂ Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ Î‡ÎÏÔ ÌÂ ·ÎÙ›Ó· 14,14 cm.

ÂÂÈ‰‹ ‚·›ÓÂÈ

OfiÙÂ

7.

6.

65
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8.

1.

2. 3. 4. 5.

3.6   ∂Ì‚·‰fiÓ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ÙÔÌ¤·

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

1.

2.

3.

4.

∞™∫∏™∂π™

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 3Ô

5.

6.

7.

8.

Ù1 + Ù2 = 2Ù1 =

Ù1

Ù1

Ù1

Ù1

Ù2
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1. 2. 3. 4.

5. 6. 7. 8. 9.

1.
2.

3.

4.

5.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

∞™∫∏™∂π™

4.1   ∂˘ıÂ›Â˜ Î·È Â›Â‰· ÛÙÔ ¯ÒÚÔ

∫∂º∞§∞πO 4o

20cm
14cm

8cm

8cm

A

°

A’ B’

B

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

6.

7.

1. 2. 3.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.2   ™ÙÔÈ¯Â›· Î·È ÂÌ‚·‰fiÓ Ú›ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘

∞™∫∏™∂π™

2°∫2 = 122 ‹  2°∫2 = 144  ‹  °∫2 = 72  ‹  °∫ =         ‹  °∫ = 72 6 2 cm.

1.

2.

3.

4.

5.
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6.

7.

8.

9.

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

1.

3.

1.

2.

2.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.3   ŸÁÎÔ˜ Ú›ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘

∞™∫∏™∂π™

3.
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4.

5.

6.

7.

1.

4.

7.

2.

5.

8.

3.

6.

9.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.4   ∏ ˘Ú·Ì›‰· Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

∞™∫∏™∂π™

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.
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10.

1.

1.

2.

2. 3. 4. 5.

6. 7. 8. 9. 10.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.5   O ÎÒÓÔ˜ Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘

∞™∫∏™∂π™

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.
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1.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

2. 3. 4. 5.

6. 7. 8. 9. 10.

∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞∆∞¡O∏™∏™

4.6   ∏ ÛÊ·›Ú· Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜

∞™∫∏™∂π™

∞¶∞¡∆∏™∂π™ ™∆π™ ∂ƒø∆∏™∂π™ ∫∞π §À™∂π™ ∆ø¡ ∞™∫∏™∂ø¡ ∆OÀ ™ÃO§π∫OÀ µπµ§πOÀ
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∫∂º∞§∞πO 4Ô

7.

8.

9.

4.7   °ÂˆÁÚ·ÊÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏

ñ ™ÙÔ µfiÚÂÈÔ ¶fiÏÔ.

ñ

ñ ™ÙÔ µfiÚÂÈÔ ¶fiÏÔ.
ñ ∂›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ ÁÈ·Ù› ÔÈ ·ÙÔ‡ÛÂ˜ Î·È ÙÔ ÎÂÊ¿ÏÈ ‰È·ÁÚ¿ÊÔ˘Ó ÙfiÍ· Î‡ÎÏˆÓ ÌÂ

‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ·ÎÙ›ÓÂ˜.
ñ ÕÛÚË, ÂÂÈ‰‹ Ë ‰È·‰ÚÔÌ‹ Ô˘ ·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ ÌfiÓÔ ÛÙÔ µfi-

ÚÂÈÔ ¶fiÏÔ, ÔfiÙÂ Â›Ó·È ÔÏÈÎ‹ ·ÚÎÔ‡‰·.
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