


�

�



�

�



�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Στην�κόρη�µου�Μαρία-Άννα�που�ξεκινάει�ως�φοιτήτρια�
τον�όµορφο�δρόµο�των�µαθηµατικών�σπουδών!�

�

�



�

�

Xaralampos
Typewriter
Μια φιλική γνωριμία με το βιβλίο



Φίλε µαθητή! 

Αυτή�η�στιγµή�που�κρατάς�στα�χέρια�σου�τούτο�το�βιβλίο�µπορεί�να�είναι�ένας�
σταθµός�για�τα�µαθητικά�σου�χρόνια.�Κάθισε�σε�µια�γωνιά�και�διάβασε�µε�προ-�
σοχή,�αργά�και�ήρεµα,�όσα�γράφονται�σ’�αυτόν�τον�πρόλογο.�

� Λοιπόν,�είσαι�στην�Α΄�Γυµνασίου,�είσαι�καλός�µαθητής�και�–το�σπουδαιότερο–�
σου�αρέσουν�τα�µαθηµατικά.�Κάνεις�ήδη�όνειρα�για�το�µέλλον.�Το�ίδιο�και�οι�γο-�
νείς�σου�που�βλέπουν�ότι�έχεις�δυνατότητες.�Θέλεις� ίσως�να�γίνεις�ένας�εξαιρετι-�
κός�επιστήµονας,�µηχανικός,�γιατρός,�οικονοµολόγος,�στρατιωτικός,�µαθηµατικός�
ή�φυσικός.�Πιθανόν�να�θέλεις�να�γίνεις�ερευνητής,�να�κάνεις�σπουδές�στο�εξωτε-�
ρικό�και�να�διδάξεις�σε�µεγάλα�πανεπιστήµια�του�κόσµου.�

� Ίσως�όµως,�απλά,�να�σου�αρέσουν�τα�µαθηµατικά�και�να�θέλεις�να�περνάς�δη-�
µιουργικά�την�ώρα�σου,�ξεφυλλίζοντας�µε�ευχαρίστηση�το�απόγευµα�ή�τα�Σαββα-�
τοκύριακα�ένα�βιβλίο�µε�όµορφα�µαθηµατικά�προβλήµατα,�να�λύνεις�γρίφους�ή�
σπαζοκεφαλιές�και�να�ακονίζεις�το�µυαλό�σου.�

� Ίσως�πάλι� να�σου� είπαν�στο�σχολείο�ότι� γίνεται�κάποιος�ωραίος�διαγωνισµός�
στα�µαθηµατικά�και�εσύ,�κουβεντιάζοντας�µε�τους�φίλους�σου�ή�τους�γονείς�σου,�
αποφάσισες�να�πάρεις�µέρος�για�να�µετρήσεις�τις�δυνάµεις�σου.�Θέλεις�όµως�στο�
χρονικό�διάστηµα�που�αποµένει�µέχρι�τη�µέρα�του�διαγωνισµού�να�ρίξεις�µια�µα-�
τιά�και�να�µάθεις�τι�είναι�αυτός�ο�διαγωνισµός,�πώς�περίπου�είναι�τα�θέµατα,�να�
δεις�ορισµένα�από�αυτά�µε�τις�λύσεις�τους�και�να�φρεσκάρεις�κάποιες�από�τις�γνώ-�
σεις�σου�ή�να�τις�βελτιώσεις�ή�να�τις�εµπλουτίσεις.�

� Σε�όποια�κατηγορία�και�να�ανήκεις,� το�βιβλίο�που�έχεις�µπροστά�σου�θα�σου�
προσφέρει�σηµαντική�βοήθεια�και�ευχάριστες�στιγµές.�Περιέχει�µεγάλο�πλήθος�από�
προβλήµατα�και�παρατηρήσεις,�χωρισµένα�σε�µεγάλες�ενότητες,�άλλα�µε�τις�λύ-�
σεις�τους�και�άλλα�για�εξάσκηση�(όλα�όµως�λυµένα�στο�τέλος�του�βιβλίου!).�Τα�
περισσότερα�από�αυτά�τα�προβλήµατα�έχουν�δοθεί�σε�διαγωνισµούς�στην�Ευρώ-�
πη,�στην�Αµερική�ή�στην�Αυστραλία�και�σε�παιδιά�πάνω�–�κάτω�της�ηλικίας�σου.�
Είναι�ωραία� προβλήµατα,� άλλα� απλά� και� έξυπνα,� άλλα� πιο� δύσκολα� που� διαφέ-�
ρουν�όµως�από�αυτά�που�συναντάς�στο�σχολείο.�∆ιεγείρουν�το�ενδιαφέρον,�τη�φα-�
ντασία�και�σε�κάνουν�να�περνάς�ένα�ολόκληρο�απόγευµα�σκυµµένος�πάνω�στο�χαρ-�
τί,�να�περνούν�οι�ώρες�και�συ�να�µην�λες�να�…�ξεκολλήσεις!�

� Μπορείς�να�χρησιµοποιείς�το�βιβλίο�αυτό,�όπως�εσύ�νοµίζεις:�άλλοτε�να�διαβά-�
ζεις� τα� λυµένα� θέµατα,� άλλοτε� να� παίρνεις� χαρτί� και� να� προσπαθείς�µόνος�σου,�
άλλοτε�να�λύνεις�παρέα�µε�τους�φίλους�σου,�άλλοτε�να�µοιράζεσαι� την�προσπά-�
θεια�και�τη�χαρά�µε�τους�γονείς�σου.�∆εν�είναι�απαραίτητο�να�το�λύσεις�όλο!�Αυτό�



είναι�σχεδόν�αδύνατο.�Μπορείς�όµως�να�λύσεις� ένα�µεγάλο�µέρος�στις�διακοπές�
των�Χριστουγέννων,�του�Πάσχα�ή�στις�καλοκαιρινές�σου�διακοπές.�

� Α!�Πρέπει�να�σου�τονίσω�ότι�το�βιβλίο�αυτό�δεν�είναι�εύκολο!�«Καθετί�ωραίο�
είναι�σπάνιο�και�δύσκολο»�έλεγε�ένας�σοφός.�Έτσι�είναι!�Όµως�ποτέ�να�µην�απο-�
γοητευτείς!�Ακόµα�κι�αν�κάποιο�πρόβληµα�δεν�µπορέσεις�να�το�λύσεις�ή�δεν�κατα-�
λάβεις� τη� λύση� του,�µην� εγκαταλείψεις.�Πρέπει� να� επιµείνεις.� Ρώτα� το� δάσκαλό�
σου�ή�κάποιον�που�νοµίζεις�ότι�µπορεί�να�σου�απαντήσει.�Προχώρα�αν�θέλεις�σε�
άλλο�πρόβληµα.�Γύρνα�πάλι�πίσω�και�πάρε�ένα�πιο�απλό.�Ένας�µεγάλος�µαθηµα-�
τικός�έλεγε:�«Αν�δεν�µπορείς�να�λύσεις�κάποιο�πρόβληµα,�υπάρχει�κάποιο�ευκολό-�
τερο�που�δεν�έχει�λύση.�Βρες�το!»�Αυτή�την�παραίνεση�να�µην�την�ξεχνάς�ποτέ.�
Όσο� περισσότερο� ασχολείσαι,� τόσο� ευκολότερες� θα� σου� φαίνονται� οι� ασκήσεις.�
Στο�τέλος�της�χρονιάς�θα�κοιτάζεις�τις�ασκήσεις�που�στην�αρχή�σε�δυσκόλεψαν�και�
θα�λες:�«Μα�αυτή�ήταν�πολύ�εύκολη!�Γιατί�δεν�µπορούσα�τότε�να�τη�λύσω;»�
Η�αλήθεια�όµως�είναι�ότι�η�άσκηση�δεν�ήταν�και�τόσο�εύκολη,�αλλά�ότι�εσύ�έγινες�
καλύτερος.�Κι�όταν�αρχίσεις�να�το�νιώθεις�αυτό,�τότε�αυτό�το�βιβλίο�θα�έχει�πετύ-�
χει�τον�σκοπό�του.�Κι�εγώ�θα�µπορώ�να�σε�κοιτάξω�νοερά�και�να�χαµογελώ�από�
ικανοποίηση�που�έγινες�κιόλας�ένας�µικρός,�ανήσυχος�µαθηµατικός!�Ένας�µικρός�
Αϊνστάιν!�

� Αυτό� το� βιβλίο� είναι� αποτέλεσµα� πολύχρονης� προσπάθειας� και� αναζήτησης.�
Αναµφίβολα� διαφέρει� από� άλλα� βιβλία� που� έχεις� συναντήσει� µέχρι� τώρα.�Όµως�
και�συ�είσαι�ένα�ξεχωριστό�παιδί,�όχι�γιατί�θέλεις�να�ξεχωρίζεις,�αλλά�γιατί�αγαπάς�
τη�θετική�σκέψη�και�τη�µαθηµατική�δηµιουργία.�Πρέπει�όµως�τώρα�που�το�βιβλίο�
έχει�τελειώσει�να�µην�ξεχάσουµε�να�πούµε�µια�απλή�λέξη,�ένα�ευχαριστώ,�σε�όσους�
έχουν�µε�οποιοδήποτε�τρόπο�βοηθήσει�για�τη�δηµιουργία�του.�

� Θα�ήθελα�λοιπόν�να�ευχαριστήσω�τη�Γιάννα�Στεργίου,�τον�Χρήστο�Νάκη,�τον�
Τάκη�Χρονόπουλο,� τον�∆ηµήτρη�Γιαννόπουλο,� καθώς� και� την� πολύ� καλή�φίλη�
και�συνάδελφο�Μυρτώ�Λιάπη�που�επιµελήθηκε�µε�εξαιρετικό�ζήλο�το�βιβλίο�αυτό.�
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�

�



Περιεχόµενα 

Εισαγωγή.................................................................................................................. 9�

Ενότητα�1�
Οι�αριθµοί,��Οι�πράξεις�της�αριθµητικής,��Κλάσµατα�-�∆εκαδικοί�αριθµοί........... 35�

Ενότητα�2�
Προβλήµατα�των�τεσσάρων�πράξεων..................................................................... 69�

Ενότητα�3�
Μεταβλητές�-�Εξισώσεις ......................................................................................... 89�

Ενότητα�4�
Βασικά�στοιχεία�από�τους�αριθµούς ..................................................................... 103�

Ενότητα�5�
Γεωµετρία�–�Παίζοντας�µε�τα�σχήµατα................................................................ 127�

Ενότητα�6�
Ο�µέσος�όρος,��Αριθµοί�µε�την�ίδια�διαφορά ....................................................... 167�

Ενότητα�7�
Ανάλογα�ποσά,��Αντιστρόφως�ανάλογα�ποσά,��Ποσοστά .................................... 173�

Ενότητα�8�
Μέθοδοι�επίλυσης�προβληµάτων.......................................................................... 187�

Ενότητα�9�
Απαρίθµηση,��Μαθηµατικά�παιγνίδια,��Σπαζοκεφαλιές ....................................... 213�

Ενότητα�10�
Οι�ρητοί�αριθµοί.................................................................................................... 223�

Ενότητα�11�
Αποδεικτική�Γεωµετρία ........................................................................................ 283�

Ενότητα�12�
Αφιέρωµα�στα�προβλήµατα.................................................................................. 311�

Ενότητα�13�
Επαναληπτικά�θέµατα........................................................................................... 381�

1.� Αριθµοί�-�Πράξεις�-�∆ιαιρετότητα ..................................................................................381�

2.� Κλάσµατα�-�∆εκαδικοί�αριθµοί ......................................................................................384�



3.� Εξισώσεις�-�Μεταβλητές�-�Προβλήµατα ........................................................................388�

4.� Ποσοστά�-�Ανάλογα�ποσά ..............................................................................................389�

5.� Ρητοί�αριθµοί�-�∆υνάµεις................................................................................................390�

6.� Γεωµετρία .......................................................................................................................393�

7.� Γρίφοι�-�Προβλήµατα�-�Σπαζοκεφαλιές..........................................................................397�

8.� Ασκήσεις�και�προβλήµατα�που�ξεχωρίζουν ...................................................................398�

9.� Προβλήµατα�-�Θέµατα�από�διαγωνισµούς .....................................................................401�

10.�Θέµατα�διαγωνισµού�Καγκουρό ....................................................................................405�

11.�Θέµατα�διαγωνισµού�Πυθαγόρας...................................................................................412�

12.�Προβλήµατα�για�υποτροφίες ..........................................................................................416�

Υποδείξεις�-�Απαντήσεις ..................................................................................... 419�

�

�



9�

�

�

�

�

Α. Γιατί γίνονται µαθηµατικοί διαγωνισµοί 

Σε�όλον�τον�κόσµο�και�ειδικότερα�στις�αναπτυγµένες�χώρες�γίνονται�πολλοί�µαθη-�
µατικοί�διαγωνισµοί�και�µάλιστα�σε�όλες�τις�βαθµίδες.�Οι�περισσότεροι�διαγωνι-�
σµοί�ξεκινάνε�από�την�Ε΄�και�την�ΣΤ΄�τάξη�του�∆ηµοτικού.�

� Στην�ηλικία�αυτή�οι�µαθητές�έχουν�ήδη�γνωρίσει�ένα�σηµαντικό�κοµµάτι�από�
τις�µαθηµατικές�έννοιες�και�έχουν�µάθει�να�χρησιµοποιούν�στην�καθηµερινή�τους�
ζωή�πολλά�πράγµατα,�από�αυτά�που�ονοµάζουµε�µαθηµατικά.�Ξέρουν�για�παρά-�
δειγµα�να�βρίσκουν�την�περίµετρο�και�το�εµβαδόν�της�αυλής�του�σπιτιού�τους�ή�
του�σχολείου�τους,�γνωρίζουν�να�χρησιµοποιούν�τις�µονάδες�βάρους�και�χρόνου,�
να�εκτελούν�σύνθετους�λογαριασµός�µε�το�ευρώ�και�τις�υποδιαιρέσεις�του,�να�προ-�
γραµµατίζουν�µε�τους�γονείς�τους�τα�έξοδα�των�διακοπών�και�να�υπολογίζουν�πό-�
σα�χιλιόµετρα�είναι�το�µήκος�µιας�διαδροµής�που�θα�κάνουν�το�Σαββατοκύριακο.�
Με�άλλα�λόγια�τα�παιδιά�στην�ηλικία�των�11�–�12�χρονών�είναι�ικανά�να�σκέφτο-�
νται�µε�µαθηµατικό� τρόπο,� αυτόµατα�βέβαια,� αλλά�και� να� κάνουν�πολύπλοκους�
σχετικά�συλλογισµούς�που�οι�µεγαλύτεροι�δυσκολεύονται�να�κάνουν.�

� Η�µεγάλη�τεχνολογική�ανάπτυξη�και�το�γεγονός�ότι�η�ανάπτυξη�αυτή�γεννήθη-�
κε� και� συντηρείται� από�ανθρώπους� που� γνωρίζουν�µαθηµατικά,� είτε� είναι�µηχα-�
νικοί,�είτε�επιστήµονες,�είτε�στρατιωτικοί�είτε�οικονοµολόγοι�καθιστά�ακόµη�µεγα-�
λύτερη� την� ανάγκη� να� εντοπίσουµε� από� µικρή� ακόµα� ηλικία� τα� παιδιά� που� δεί-�
χνουν�έφεση�στα�µαθηµατικά�και�να�τα�ενισχύσουµε�αρκετά�µε�ειδικά�µαθήµατα�
ή�να�τα�εντάξουµε�σε�µαθηµατικά�σχολεία,�ώστε�να�αξιοποιήσουν�στο�µέγιστο�την�
κλίση�τους�αυτή.�Ο�καλύτερος�τρόπος�για�τον�εντοπισµό�αυτών�των�µαθητών,�εί-�
ναι� η� διεξαγωγή� τοπικών,� περιφερειακών� ή� εθνικών� µαθηµατικών� διαγωνισµών.�
Με�τη�συµµετοχή�τους�σε�αυτούς�τους�διαγωνισµούς�πολλοί�µαθητές�είτε�ανακα-�
λύπτουν� το� ταλέντο� τους,� είτε� γοητεύονται�από� τη�µορφή�των�προβληµάτων�και�
αλλάζουν�στάση�απέναντι�στα�µαθηµατικά�και�στη�γνώση�γενικότερα.�Από�αυτή�
τη�σκοπιά�οι�διαγωνισµοί�προβάλλουν�τα�µαθηµατικά�σε�πλατιά�στρώµατα�του�πλη-�
θυσµού�και�συνεισφέρουν�στο�να�αποβάλλουν�ενήλικες�και�παιδιά�το�φόβο�για�τα�
µαθηµατικά,�ο�οποίος�κατέχει�το�µεγαλύτερο�ποσοστό�των�ανθρώπων.�

� Σε� κάθε� περίπτωση� λοιπόν,� η� προσφορά� των� διαγωνισµών� στην� καλλιέργεια�
µαθηµατικής�παιδείας�είναι�πολύτιµη�και�αναντικατάστατη.�Η�κοινωνία,�µε�τον�
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ορθολογισµό�και� την�κριτική�σκέψη�που�καλλιεργούν�τα�µαθηµατικά,�µπορεί�να�
επιλύσει�καλύτερα�τα�πολυσύνθετα�προβλήµατα�που�καθηµερινά�ανακύπτουν�σε�
κάθε�τοµέα�του�επιστηµονικού�και�κοινωνικού�στίβου.�

Β. Το πνεύµα των … προβληµάτων 

Στους�µαθηµατικούς�διαγωνισµούς�δεν�ελέγχεται�τόσο�η�ποσότητα�των�γνώσεων�
αλλά� η� ποιότητά� τους.� Αυτό� σηµαίνει� ότι� για� τη� λύση� των� προβληµάτων� δεν�
απαιτούνται�πολλές�γνώσεις�αλλά�καλός�συνδυασµός�απλών�πράξεων�και�έξυπνη�
εφαρµογή�των�πιο�στοιχειωδών�γνώσεων.�Φυσικά,�µέσα�στις�20�έως�30�ερωτήσεις�
του�φύλλου�ερωτήσεων,�σίγουρα�υπάρχουν�και�αρκετές�ερωτήσεις�που�είναι�απλές�
και� εξετάζουν� αν� ο� µαθητής� κατέχει� τις� τελείως� απαραίτητες� γνώσεις,� όπως� για�
παράδειγµα�η�εκτέλεση�πράξεων,�ο�υπολογισµός�εµβαδού�βασικών�σχηµάτων,�ο�χει-�
ρισµός�και�η�µετατροπή�των�µονάδων�χρόνου,�µήκους,�µάζας,�επιφάνειας�κ.λπ.�Οι�
τελευταίες� όµως� ασκήσεις� σε� κάθε� διαγωνισµό� έχουν� αυτό� που� λέµε� ολυµπιακό�
πνεύµα�και�διεγείρουν�τη�φαντασία�των�µαθητών.�Οι�ερωτήσεις�αυτές�συγκεντρώ-�
νουν�και�τις�περισσότερες�µονάδες�και�έτσι�οι�µαθητές�που�τις�απαντούν�είναι�εκεί-�
νοι�που�παίρνουν�τις�διακρίσεις.�

� ∆ίνουµε�παρακάτω�ορισµένα�προβλήµατα�που�έχουν�τεθεί�συχνά�σε�µαθηµατι-�
κούς�διαγωνισµούς.�Μελετώντας�τα�θα�αντιληφθείτε�αµέσως�ότι�αυτά�διαφέρουν�
αρκετά�από�τα�συνηθισµένα�προβλήµατα�της�σχολικής�τάξης.�Περισσότερα�όµως�
τέτοια�προβλήµατα,�και�µάλιστα�αρκετά�από�αυτά�µε�τις�λύσεις�τους�θα�βρείτε�στην�
ενότητα�10�του�βιβλίου.�

�

Πρόβληµα	1ο	

Στο διπλανό διάγραµµα βλέπετε έναν πίνακα που 
δείχνει τις χιλιοµετρικές αποστάσεις µεταξύ των 
πόλεων Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ και Η και οι οποίες βρί- 
σκονται µε αυτή τη σειρά κατά µήκος της εθνικής 
οδού. Στον πίνακα αυτόν βλέπετε ήδη ορισµένες 
αποστάσεις. Για παράδειγµα ο αριθµός 23 δείχνει 
ότι οι πόλεις Α και ∆ απέχουν 23 χιλιόµετρα, 
αφού πάνω από τον αριθµό 23 βρίσκεται η πόλη 
Α και δεξιά από το 23 βρίσκεται η πόλη ∆. Ο 
αριθµός 30 δείχνει ότι οι πόλεις Β και Ε απέχουν 
30 χιλιόµετρα. Να βρεθεί η απόσταση ΕΖ των 
πόλεων Ε και Ζ.      (Αγγλία) 
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 ΛΥΣΗ  

Υπάρχουν�πολλοί�τρόποι.�Ένας�από�αυτούς�είναι�ο�εξής:�

Να�παρατηρήσουµε�ότι:�

♦� ΑΓ�=�ΑΖ�−�ΓΖ�=�58�−�40�=�18�

♦� Β∆�=�ΒΗ�−�∆Η�=�68�−�53�=�15�

♦� ∆Ε�=�ΒΕ�−�Β∆�=�30�−�15�=�15�

♦� ∆Ζ�=�ΑΖ�−�Α∆�=�58�−�23�=�35�

♦� ΕΖ�=�∆Ζ�−�∆Ε�=�35�−�15�=�20�

�
Προτείνουµε�να�συµπληρώσετε�τον�πίνακα�µε�όλες�τις�αποστάσεις.�

�

Πρόβληµα	2ο	

 

Στο διπλανό σχήµα το τετράγωνο Ι έχει περί- 
µετρο 16 και το τετράγωνο ΙΙ έχει περίµετρο 24. 
Πόση είναι η περίµετρος του τετραγώνου ΙV; 

 

 ΛΥΣΗ  

Αφού�το�τετράγωνο�ΑΒΓ∆�έχει�περίµετρο�16,�η�

κάθε�πλευρά�του,�είναι��16�:�4�=�4.��Είναι�δηλαδή:�

ΑΒ�=�ΒΓ�=�Γ∆�=�∆Α�=�4�

Όµοια,�αφού�η�περίµετρος�του�τετραγώνου�ΙΙ�

είναι� 24,� η� κάθε� πλευρά� του� θα� είναι� � 24� :� 4�=�

=�6.��Είναι�δηλαδή:�

ΓΕ�=�6�

Αφού��ΓΕ�=�6��και��ΓΒ�=�4,��θα�είναι��ΒΕ�=�6�+�4�=�10.�

Εποµένως:�

ΕΖ�=�ΕΒ�=�10��και��ΗΖ�=�ΗΕ�+�ΕΖ�=�6�+�10�=�16.�

Η�περίµετρος�λοιπόν�του�τετραγώνου�IV�είναι��4�⋅�16�=�64.�

(Από�το�διαγωνισµό�«Math�Kangarro».)�
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Πρόβληµα	3ο	

Ο µέγας ταχυδακτυλουργός έχει στο καπέλο του 14 γκρι, 8 άσπρα και 6 µαύρα 
ποντίκια! Πόσα τουλάχιστον ποντίκια πρέπει να βγάλει στην τύχη από το κα- 
πέλο, ώστε να είναι απόλυτα σίγουρος ότι έχει βγάλει ένα τουλάχιστον ποντίκι 
από το κάθε χρώµα; 

 ΛΥΣΗ  

Σκεφτόµαστε�ως�εξής:�Με�14�ποντίκια�δεν�µπορεί�να�είναι�σίγουρος,�διότι�όλα�αυ-�
τά�µπορεί�να�είναι�γκρι.�

Αν�βγάλει��14�+�1�=�15,��τότε�θα�έχει�σίγουρα�δύο�ποντίκια�µε�διαφορετικό�χρώµα.�

Αν�βγάλει�µέχρι��14�+�8�=�22,��τότε�σίγουρα�δύο�τουλάχιστον�έχουν�διαφορετικό�
χρώµα,�αλλά�δεν�είναι�σίγουρος�ότι�θα�έχει�και�από�τα�τρία�χρώµατα�(διότι�µπορεί�
να�υπάρχουν�σε�αυτά�14�γκρι�και�8�άσπρα).�

Αν�όµως�βγάλει�23�ποντίκια,�τότε�σίγουρα�θα�έχει�ένα�τουλάχιστον�ποντίκι�από�το�
κάθε�χρώµα.�

(Από�τον�διαγωνισµό�Kangaroo,�2002.)�

�

Πρόβληµα	4ο	

Σε µια τάξη της ΣΤ΄ ο δάσκαλος έπαιξε µε τα παιδιά το εξής παιχνίδι: Εκείνος 
φώναζε αργά τους αριθµούς 1, 2, 3, , 99, 100 και οι µαθητές χτυπούσαν µια 
φορά παλαµάκια (ένα χτύπηµα), όταν ο αριθµός που άκουγαν ήταν πολλαπλά- 
σιο του 3 ή τελείωνε σε 3. Πόσες φορές χτύπησε παλαµάκια ο Λεωνίδας, αν 
δεν έκανε ούτε ένα λάθος στο παιχνίδι αυτό; 

 ΛΥΣΗ  

Επειδή�η�διαίρεση� �100� :�3� �δίνει�πηλίκο�33,�τα�πολλαπλάσια�του�3�
που� είναι� ανάµεσα� στο� 1� και� το� 100� είναι� 33.� Σίγουρα� λοιπόν� θα�
γίνουν�33�παλαµάκια�για�τα�πολλαπλάσια�του�3.�

Οι�αριθµοί�που�τελειώνουν�σε�3�είναι�οι:�

3,��13,��23,��33,��43,��53,��63,��73,��83,��93�

Από�αυτούς�όµως�οι�αριθµοί�3,�33,�63,�93�είναι�ήδη�πολλαπλάσια�του�3�και�δεν�
πρέπει�να�τους�ξαναµετρήσουµε.�

Άρα�θα�ακουστούν�ακόµα��10�−�4�=�6�παλαµάκια.�

Συνολικά�λοιπόν�ο�Λεωνίδας�χτύπησε:�

33�+�6�=�39��φορές�παλαµάκια�
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Πρόβληµα	5ο	

Ένα τετράγωνο λέγεται µαγικό, αν το άθροισµα των τριών 
αριθµών κάθε γραµµής, στήλης ή διαγωνίου είναι το ίδιο. Να 
βρεθεί ο αριθµός που λείπει από το κουτάκι µε το γράµµα Χ, 
ώστε το τετράγωνο αυτό να είναι µαγικό. 

 ΛΥΣΗ  

Ας� υποθέσουµε� ότι� το� πρώτο� κουτάκι� της� 2ης� γραµµής� έχει� τον�
άγνωστο� αριθµό� α.�Αφού� το� άθροισµα� των� αριθµών� της� πρώτης�
στήλης�και�το�άθροισµα�των�αριθµών�της�1ης�διαγωνίου�είναι�το�
ίδιο,�πρέπει:�

Χ�+�α�+�9�=�Χ�+�10�+�7�

Η�ισότητα�αυτή�µας�δίνει� �α�+�9�=�17,� �διότι�ο�αριθµός�Χ�που�βρίσκεται�και�στα�
δύο�µέλη�διαγράφεται.�Εποµένως:�

α�+�9�=�17���ή���α�=�17�–�9���ή���α�=�8�

Αφού�λοιπόν��α�=�8,��το�άθροισµα�των�στοιχείων�της�2ης�γραµµής�
είναι:�

8�+�10�+�12�=�30�

Από�την�πρώτη�στήλη�και�αφού��8�+�9�=�17,��συµπεραίνουµε�ότι:�

Χ�=�30�−�17�=�13�

�
Μπορούµε�να�συµπληρώσουµε�εύκολα�όλα�τα�κουτάκια.�Προκύ-�
πτει�τότε�το�διπλανό�µαγικό�τετράγωνο�µε�µαγικό�αριθµό�το�30.�

�

Πρόβληµα	6ο	

Ένας κυνηγός διασχίζει ένα τούνελ. Ενώ βρίσκεται στα 
2

5
 του τούνελ ακούει 

πίσω του να έρχεται ένα τραίνο µε ταχύτητα 60 χιλιόµετρα την ώρα. Αν ο κυ- 

νηγός προχωρήσει µπροστά ή γυρίσει πίσω, µόλις που προλαβαίνει το τραίνο 
στην έξοδο ή την είσοδο του τούνελ αντίστοιχα. Με ποια ταχύτητα βαδίζει ο 
κυνηγός; 

 ΛΥΣΗ  

Ας�υποθέσουµε�ότι�το�µήκος�του�τούνελ�είναι�500�µέτρα.�
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�

Τη�στιγµή�που�ο�κυνηγός�έχει�διασχίσει�τα�
2

5
�του�τούνελ,�θα�έχει�αποµακρυνθεί:�

2
500
5

�=�200�µέτρα�

από�την�είσοδο�Α�του�τούνελ�και�θα�χρειάζεται�ακόµα:�

500�−�200�=�300�µέτρα�

µέχρι�να�φτάσει�στην�έξοδο�Β.�

♦� Αν�ο�κυνηγός,�ακούγοντας�το�τρένο�να�σφυρίζει,�γυρίσει�προς�την�είσοδο�Α�του�

� τούνελ,�µόλις� που� προλαβαίνει� το� τρένο.�Αυτό�σηµαίνει� ότι� όταν� το� τρένο�Τ�

� διανύει�την�απόσταση�ΤΑ,�τότε�ο�κυνηγός�διανύει�την�απόσταση�ΚΑ,�δηλαδή�

� 200�µέτρα.�

♦� Ας�πάρουµε�τώρα�την�περίπτωση�που�ο�κυνηγός�κινείται�προς�το�Β.�Όπως�εί-�

� δαµε�στην�προηγούµενη�περίπτωση,�µέχρι�να�φτάσει�το�τρένο�Τ�στην�είσοδο�Α,�

� ο� κυνηγός� µπορεί� να� περπατήσει� 200� µέτρα.�Άρα� τη� στιγµή� ακριβώς� που� το�

� τρένο�βρίσκεται�στην�είσοδο�του�τούνελ,�ο�κυνηγός�απέχει�από�την�έξοδο�Β:�

300�−�200�=�100�µέτρα�

Αλλά�ο�κυνηγός�και�το�τρένο�θα�βγουν�την�ίδια�στιγµή�από�το�τούνελ.�Εποµένως,�

στο� χρόνο�που� χρειάζεται� ο� κυνηγός� για� να� διανύσει� τα�100�µέτρα,� το� τρένο� θα�

διασχίσει�όλο�το�τούνελ,�δηλαδή�500�µέτρα.�Αυτό�σηµαίνει�ότι�το�τρένο�έχει�πε-�

νταπλάσια�ταχύτητα�από�τον�κυνηγό��(500�:�100�=�5).��Αφού�το�τραίνο�τρέχει�µε�τα-�

χύτητα�60�χιλιόµετρα�την�ώρα,�ο�κυνηγός�τρέχει�µε�ταχύτητα��60�:�5�=�12�χιλιό-�

µετρα�την�ώρα.�

�
Με� τους�παραπάνω�συλλογισµούς�µπορούµε�να�φτάσουµε�στο� ίδιο�αποτέλεσµα,�

χωρίς�την�υπόθεση�ότι�το�µήκος�του�τούνελ�είναι� �500�m.��Την�υπόθεση�αυτή�την�

κάναµε�για�να�προσεγγίσουµε�καλύτερα�το�πρόβληµα.�
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Είδαµε�ότι�µέχρι�να�φτάσει�το�τρένο�στο�Α,�ο�κυνηγός�διανύει�απόσταση�
2

5
�του�

τούνελ.�Έτσι,�όταν�ο�κυνηγός�τρέχει�προς�το�Β�και�το�τρένο�φτάνει�στο�Α,�αυτός�

έχει�διανύσει�την�απόσταση��ΚΚ1�=�
2

5
��του�τούνελ.�

�

Μένει�λοιπόν�να�διανύσει�ακόµα�την�απόσταση�Κ1Β�που�είναι��Κ1Β�=�ΚΒ�−�ΚΚ1�,��

δηλαδή:�
3 2 1

5 5 5
− = �του�τούνελ�

Εποµένως,�το�χρόνο�που�θέλει�ο�κυνηγός�για�να�διανύσει�το�
1

5
�του�τούνελ,�χρειάζε-�

ται�το�τραίνο�για�να�διανύσει�όλο�το�τούνελ,�δηλαδή�τα�
5

5
.�

Άρα�το�τραίνο�κινείται�µε�πενταπλάσια�ταχύτητα�από�τον�κυνηγό�και�αφού�το�τραίνο�

τρέχει�µε�ταχύτητα�60,�ο�κυνηγός�τρέχει�µε�ταχύτητα��60�:�5�=�12�χιλιόµετρα�την�

ώρα.�

Άλλος τρόπος 

Ας�δούµε�και�µια�λύση�µε�χρήση�µεταβλητών.�

Αφού�δεν�δίνεται�το�µήκος�του�τούνελ,�ας�υποθέσουµε�ότι�αυτό�είναι�5�χιλιόµετρα�

και�ότι�ο�κυνηγός�έχει�διανύσει�ήδη�2�χιλιόµετρα�(στο�σχήµα�ο�κυνηγός�βρίσκεται�

στο�σηµείο�Κ).�

�
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Ονοµάζουµε�Χ�την�ταχύτητα�του�κυνηγού�και�α�την�απόσταση�του�τραίνου�Τ�από�

την�είσοδο�Α.�Τα�ποσά�απόσταση�και�ταχύτητα�είναι�ανάλογα.�

♦� Έστω�ότι�ο�κυνηγός�πάει�προς�την�έξοδο�Β.�Τότε�αυτός�θα�διανύσει�3�χιλιόµε-�

� τρα�και�το�τραίνο��α�+�5,��οπότε�πρέπει:�

3 α 5

x 60

+
= ���ή���x(α�+�5)�=�3�⋅�60���ή���αx�+�5x�=�180��������(1)�

♦� Έστω�ότι�ο�κυνηγός�γυρίζει�προς�την�είσοδο�Α�του�τούνελ.�Τότε�ο�κυνηγός�θα�

� διανύσει�2�χιλιόµετρα�και�το�τραίνο�α�χιλιόµετρα.�Πρέπει�εποµένως:�

x 60

2 α
= ���ή���αx�=�120��������(2)�

Επειδή��αx�=�120��η�ισότητα�(1)�γίνεται:�

120�+�5x�=�180���ή���5x�=�180�−�120���ή���5x�=�60���ή�

x�=�60�:�5���ή���x�=�12�

Άρα�ο�κυνηγός�βαδίζει�µε�ταχύτητα�12�χιλιόµετρα�την�ώρα.�

�

Πρόβληµα	7ο	

Τρεις φοιτητές –ο Α, ο Β και ο Γ– παίζουν ένα παιχνίδι µαθηµατικών γνώσεων 
µε την εξής συµφωνία: Θα ξεκινήσει ο καθένας µε ένα τυχαίο ποσό χρηµάτων, 
όχι υποχρεωτικά ίδιο µε το ποσό των άλλων. Όµως κάθε φορά, εκείνος που θα 
χάνει, θα διπλασιάζει τα χρήµατα που έχουν µπροστά τους οι άλλοι δύο. Παί- 
χτηκαν τρία παιχνίδια. Πρώτος έχασε ο Α, δεύτερος ο Β και τρίτος ο Γ. Στο 
τέλος βρέθηκαν όλοι να έχουν από 24 ευρώ. Πόσα χρήµατα είχε ο καθένας 
στην αρχή του παιχνιδιού; 

 ΛΥΣΗ  

Πρέπει�να�σκεφτούµε�αντίστροφα,�δηλαδή�από�το�τέλος�προς�την�αρχή.�Έτσι�προ-�

κύπτει�ο�παρακάτω�πίνακας.�Πρώτα�συµπληρώθηκε�η�3η�γραµµή,�µετά�η�2η�και�

µετά�η�1η.�

� Α� Β� Γ�

1ο� 39� 21� 12�

2ο� 6� 42� 24�

3ο� 12� 12� 48�

ΤΕΛΟΣ� 24� 24� 24�
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Ας�δούµε�όλους�τους�συλλογισµούς.�

♦� Στην�αρχή�του�τρίτου�παιχνιδιού�οι�Α,�Β�είχαν�από��24�:�2�=�12,��οπότε�αφού�ο�

� Γ�διπλασίασε�τα�χρήµατά�τους�πλήρωσε��12�+�12�=�24�ευρώ.��Άρα�στην�αρχή�

� του�3ου�παιχνιδιού�είχε��24�+�24�=�48�ευρώ.�

♦� Στην�αρχή�του�δεύτερου�παιχνιδιού�οι�Α,�Γ�είχαν�από:�

12�:�2�=�6���και���48�:�2�=�24�

� οπότε�αφού�ο�Β�διπλασίασε�τα�χρήµατά�τους�πλήρωσε��6�+�24�=�30�ευρώ.��Άρα�

� στην�αρχή�του�2ου�παιχνιδιού�είχε��30�+�12�=�42�ευρώ.�

♦� Στην�αρχή�του�πρώτου�παιχνιδιού�οι�Β,�Γ�είχαν�από:�

42�:�2�=�21���και���24�:�2�=�12�

� οπότε� αφού� ο�Α� διπλασίασε� τα� χρήµατά� τους� πλήρωσε� � 21�+� 12�=� 33� ευρώ.�

� Άρα�στην�αρχή�του�1ου�παιχνιδιού�είχε��33�+�6�=�39�ευρώ.�

�

Πρόβληµα	8ο	

Σε καθένα από τα εννέα µικρά τετράγωνα του διπλανού σχή- 
µατος θα µπει ένας από τους αριθµούς 1, 2, 3 µε τέτοιον τρόπο 
ώστε κάθε γραµµή και κάθε στήλη να περιέχει ένα «1», ένα 
«2» και ένα «3». Πόσο είναι το άθροισµα  Μ + Ν; 

 ΛΥΣΗ  

Ας� υποθέσουµε� ότι� το� πρώτο� κουτάκι� της� 2ης� γραµµής� έχει� τον�
αριθµό�α.�Θα�υπολογίσουµε�το�α.�Το�α,�αφού�βρίσκεται�στην�1η�
στήλη,�δεν�µπορεί�να�είναι�ίσο�µε�1�διότι�το�1�βρίσκεται�ήδη�στο�
3ο�κουτάκι�της�στήλης�αυτής.�Επίσης�το�α�δεν�µπορεί�να�είναι�ίσο�

µε�2,�διότι�το�2�βρίσκεται�ήδη�στην�2η�γραµµή.�Άρα��α�=�3.�

Αφού�όµως��α�=�3,��το�πρώτο�κουτάκι�της�1ης�στήλης�περιέχει�τον�
αριθµό�2�(µια�και�οι�αριθµοί�1,�3�έχουν�ήδη�τοποθετηθεί�στην�1η�
στήλη).�

Ο�αριθµός�Ν�είναι�εποµένως�ο�1�(διότι�στην�2η�γραµµή�οι�αριθµοί�
3�και�2�έχουν�ήδη�τοποθετηθεί).�

Αφού��Ν�=�1,��το�Μ�δεν�µπορεί�να�είναι�1�αλλά�ούτε�και�2�(διότι�η�1η�γραµµή�έχει�

ήδη�το�2).�Εποµένως��Μ�=�3��και�έτσι:�

Μ�+�Ν�=�3�+�1�=�4�
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�
Έχοντας�ήδη�βρει� τους�αριθµούς�Μ�και�Ν,�µπορούµε� εύκολα� να�
βρούµε� όλους� τους� αριθµούς� που� λείπουν� από� τα� υπόλοιπα� κου-�
τάκια.�

�

Πρόβληµα	9ο	

Μιάµιση γάτα τρώει ενάµιση ποντίκι 
σε µιάµιση ώρα. 

Πόσα ποντίκια θα φάνε 15 γάτες σε 
15 ώρες; 

 ΛΥΣΗ  

Το�περίεργο�αυτό�ερώτηµα�ήταν�θέµα�5�µονάδων,�δηλαδή�αυξηµένης�δυσκολίας.�
Τα�ποσά�ποντίκια�-�ώρες�είναι�ανάλογα.�Άρα:�

♦� 1,5�γάτα�τρώει�1,5�ποντίκι�σε�1,5�ώρα�

♦� 1,5�γάτα�τρώει�1�ποντίκι�σε�1�ώρα�

Τα�ποσά�γάτες�-�ποντίκια�είναι�ανάλογα.�Άρα:�

♦� 1,5�γάτα�τρώει�1�ποντίκι�σε�1�ώρα�

♦� 2�⋅�1,5�=�3�γάτες�τρώνε��2�⋅�1�=�2�ποντίκια�σε�1�ώρα�

♦� Οι��5�⋅�3�=�15�γάτες�τρώνε��5�⋅�2�=�10�ποντίκια�σε�1�ώρα.�

♦� Οι�15�γάτες�τρώνε��10�⋅�15�=�150�ποντίκια�σε��1�⋅�15�=�15�ώρες.�

Άρα�οι�15�γάτες�σε�15�ώρες�τρώνε�150�ποντίκια.�

�

Πρόβληµα	10ο	

Μια επιτροπή µουσικών βαθµολογεί τους διαγωνιζόµενους τραγουδιστές µε 
ακέραιο βαθµό από 1 έως 10. Ένας διαγωνιζόµενος συγκέντρωσε µέση βαθ- 
µολογία 7,2. Πόσα τουλάχιστον µέλη έχει η επιτροπή αυτή; 

 ΛΥΣΗ  

Από�µια�πρώτη�µατιά�το�πρόβληµα�αυτό�δείχνει�πολύ�δύσκολο.�Πώς�θα�µπορού-�
σαµε�άραγε�από�τη�µέση�βαθµολογία,�δηλαδή�από�το�µέσο�όρο�των�βαθµών�που�
έδωσαν�τα�µέλη�στον�τραγουδιστή,�να�βρούµε�πόσα�τουλάχιστον�µέλη�έχει�η�επι-�
τροπή;�
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Η�µέση�βαθµολογία�βρίσκεται�όµως�ως�εξής:�

µέση�βαθµολογία�=�
άθροισµα όλων�των�βαθµών

πλήθος�των�µελών
�

Η�µέση�βαθµολογία�πρέπει�λοιπόν�να�γραφεί�ως�κλάσµα,�αφού�το�πλήθος�των�µε-�

λών�είναι�ο�παρονοµαστής�του�παραπάνω�κλάσµατος.�Είναι:�

7,2�=�
72 2 36 36

10 2 5 5

⋅

= =

⋅

�

Το�κλάσµα�λοιπόν��
36

5
,��που�δεν�απλοποιείται�περισσότερο,�µας�δίνει�την�απάντη-�

ση�στο�πρόβληµά�µας:��Η�επιτροπή�έχει�τουλάχιστον�5�άτοµα!�Φυσικά,�αν�δεν�έχει�

5�µέλη,�τότε�θα�έχει�10�ή�15�κ.λπ.�Αλλά�το�ερώτηµα�ήταν�να�βρούµε�το�ελάχιστο�

πλήθος�και�έτσι�η�απάντηση�5�είναι�πλήρως�δικαιολογηµένη.�

�

Πρόβληµα	11ο	

Στο διπλανό µαγικό τετράγωνο οι αριθµοί 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9 θα µπουν στα εννέα κουτάκια έτσι, ώστε το 
άθροισµα των τριών αριθµών σε κάθε γραµµή, κάθε 
στήλη και κάθε διαγώνιο να είναι το ίδιο. Ποιος αριθµός 
θα µπει στο τετραγωνάκι που βρίσκεται στο κέντρο του 
τετραγώνου; 

 ΛΥΣΗ  

Ας� βάλουµε� τον� αριθµό� α� στο� µεσαίο� τετραγωνάκι.�

Επειδή��1�+�2�+�3�+�…�+�9�=�45��και�το�άθροισµα�των�
τριών�αριθµών�κάθε�γραµµής�είναι�το�ίδιο,�το�άθροι-�
σµα�αυτό�θα�είναι�ίσο�µε:�

45�:�3�=�15�

Αν�προσθέσουµε�λοιπόν�την�µεσαία�στήλη,�τη�µεσαία�
γραµµή�και�τις�δύο�διαγώνιες�θα�βρούµε�άθροισµα:�

4�⋅�15�=�60�

Αλλά�προσθέτοντας�τη�µεσαία�στήλη,�τη�µεσαία�γραµ-�
µή�και�τις�δύο�διαγώνιες,�έχουµε�σχηµατίσει�το�ά-�
θροισµα:�

1�+�2�+�3�+�4�+�5�+�6�+�7�+�8�+�9�+�3α�=�45�+�3α�
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διότι�το�α�το�έχουµε�πάρει�4�φορές�και�τη�µία�φορά�από�αυτές�το�κρατάµε�έτσι,�

ώστε�µε�τους�άλλους�8�αριθµούς�να�σχηµατίσουµε�το�άθροισµα��1�+�2�+�3�+�…�+�9.�
Πρέπει�λοιπόν�να�είναι:�

45�+�3α�=�60���ή���3α�=�60�–�45���ή���3α�=�15,���οπότε���α�=�15�:�3�=�5�

Άρα�ο�αριθµός�που�θα�µπει�στο�µεσαίο�(κεντρικό)�τετραγωνάκι�είναι�ο�αριθµός�5.�
(Από�τον�αγγλικό�διαγωνισµό�Junior�Mathematical�Challenge,�2002.)�

Γ. ∆ιαγωνισµοί της ΕΜΕ 

Μέχρι�στιγµής�δεν�έχει�καθιερωθεί�αυστηρός�πανελλαδικός�διαγωνισµός�από�την�
ΕΜΕ�(Ελληνική�Μαθηµατική�Εταιρεία)�µε�κοινά�θέµατα�για�την�Α΄�Γυµνασίου,�µε�
εξαίρεση�τον�νέο�διαγωνισµό�«Πυθαγόρας»,�άλλης�όµως�µορφής�και�δυσκολίας.�

� Υπάρχουν�όµως�µερικοί�νοµοί,�στους�οποίους�τα�τοπικά�παραρτήµατα�της�ΕΜΕ�
διοργανώνουν�διαγωνισµό�για�τους�µαθητές�αυτούς.�Τα�θέµατα�στους�διαγωνι-�
σµούς�αυτούς�επιλέγονται�από�τα�αντίστοιχα�παραρτήµατα�και�παρουσιάζουν�
ιδιαίτερο�ενδιαφέρον.�Τέτοιοι�διαγωνισµοί�είναι�οι�εξής:�Ν.�Νικολάου�(Καρδίτσα),�
Ε.�Σταµάτης�(Βοιωτία),�Επιµενίδης�(Ηράκλειο),�αλλά�και�άλλοι.�

� Θεωρούµε�ότι�οι�διαγωνισµοί�της�ΕΜΕ�στο�Γυµνάσιο,�ανάµεσά�τους�και�ο�
«Πυθαγόρας»,�θα�αγαπηθούν�και�θα�διαδοθούν�ακόµα�πιο�πολύ,�γιατί�η�σηµασία�
τους�στην�καλλιέργεια�της�θετικής�σκέψης�και�στην�απόκτηση�µαθηµατικής�παι-�
δείας�είναι�µεγάλη.�Αυτό�όµως�θα�γίνει�αν�οι�διαγωνισµοί�αυτοί�συνοδεύονται�και�
από�το�κατάλληλο�εκπαιδευτικό�υλικό,�όπως�η�έκδοση�βιβλίων�µε�θέµα�τους�δια-�
γωνισµούς,�η�διοργάνωση�οµιλιών�στα�σχολεία�και�γενικότερα�η�προβολή�της�αξίας�
των�µαθηµατικών�στον�σύγχρονο�κόσµο.�

∆. ∆ιαγωνισµός ΚΑΓΚΟΥΡΟ 

Ο�διεθνής�διαγωνισµός�«Καγκουρό»�είναι�ο�µεγαλύτερος�εκπαιδευτικός�διασκεδα-�
στικός�διαγωνισµός�στον�κόσµο,�µε�συµµετοχή�4�εκατοµµυρίων�µαθητών�από�
39�χώρες.�Η�ιδέα�ξεκίνησε�το�1993�όταν�εκπρόσωποι�από�την�Γαλλία,�Ρωσία,�Ουγ-�
γαρία,�Λευκορωσία,�Ολλανδία,�Πολωνία,�Ρουµανία�και�Ισπανία,�µε�µεγάλη�πείρα�σε�
διεθνείς�µαθηµατικούς�διαγωνισµούς,�αποφάσισαν�να�διοργανώσουν�έναν�διαγωνι-�
σµό�ο�οποίος�θα�απευθυνόταν�σε�όλους�τους�µαθητές�και�όχι�µόνο�σε�εκείνους�που�
έχουν� ιδιαίτερη� κλίση�στα�µαθηµατικά.�Η�αρχή�µε� την� οποία� κινήθηκαν�ήταν� η�
διαπίστωση�ότι�τα�µαθηµατικά�είναι�µία�κουλτούρα�η�οποία�πρέπει�να�παρέχεται�
σε�όλους.�Ειδικά,�επειδή�τα�µαθηµατικά�καλλιεργούν�την�σκέψη�και�φέρνουν�πνευ-�
µατική�ικανοποίηση,�δεν�πρέπει�να�απευθύνονται�µόνο�σε�λίγους.�
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� Ένα�χρόνο�αργότερα,�το�1994,�οι�πρώτοι�εκπρόσωποι�ίδρυσαν�τον�∆ιεθνή�Ορ-�
γανισµό�Kangourou�Sans�Frontières�(Καγκουρό�Χωρίς�Σύνορα)�µε�έδρα�το�Παρί-�
σι.�Ο�βασικός�στόχος�του�οργανισµού�ήταν�η�προώθηση�των�µαθηµατικών�µε�δια-�
σκεδαστικό�τρόπο,�χωρίς�φυλετικές�ή�κοινωνικές�διακρίσεις.�Συγχρόνως�οργάνω-�
σαν�έναν�µαθηµατικό�διαγωνισµό�κατά�τα�πρότυπα�ενός�επιτυχηµένου�εθνικού�δια-�
γωνισµού�στην�Αυστραλία,�µε� το� όνοµα�Kangaroo� (από�όπου�και� το� όνοµα� του�
νέου�τότε�Οργανισµού).�Η�Ελλάδα�έγινε�µέλος�τον�Οκτώβριο�του�2006.�Σήµερα�
είναι�µέλη�σχεδόν�όλες�οι�Ευρωπαϊκές�χώρες,�οι�ΗΠΑ,�και�χώρες�της�Ασίας�και�της�
Λατινικής�Αµερικής.�

� Το�Καγκουρό,�όµως,�δεν�είναι�µόνο�ένας�ετήσιος�διαγωνισµός.�Με�αφορµή�τον�
διαγωνισµό�παράγεται�ενδιαφέρον�εκπαιδευτικό�υλικό�που�προάγει�την�γνώση,�δια-�
χέει�την�πληροφορία�και�καλλιεργεί�την�σκέψη.�Οι�διάφορες�χώρες�που�συµµετέ-�
χουν�δεν�ανταγωνίζονται�µεταξύ�τους,�ούτε�γίνονται�συγκρίσεις�των�αποτελεσµά-�
των.�Ωστόσο,�τα�θέµατα�κατασκευάζονται�από�κοινού�από�τους�εκπροσώπους�των�
χωρών�µελών,� κατά� την� ετήσιά� τους�συνάντηση.�Οι� διαγωνιζόµενοι� γράφουν�σε�
κοινά� θέµατα�µε�µικρές�µόνο� διαφορές,� οι� οποίες� οφείλονται� στις� εκπαιδευτικές�
ιδιαιτερότητες�κάθε�χώρας�µέλους.�Το�σηµαντικό�είναι�ότι�γίνεται�προσπάθεια�να�
επιβραβεύεται�µεγάλος�αριθµός�διαγωνιζόµενων,�και�όλοι�οι�µαθητές�να�λαµβά-�
νουν�δώρα�µε�ενδιαφέρον�εκπαιδευτικό�περιεχόµενο.�Επίσης,�κάποια�από�τα�βρα-�
βεία�του�διαγωνισµού�δίνουν�την�ευκαιρία�στους�µαθητές�να�ταξιδέψουν�στο�εξω-�
τερικό�για�να�συναντήσουν�τους�οµόλογούς�τους�από�άλλες�χώρες,�και�παρέχεται�η�
δυνατότητα�συµµετοχής�σε�θερινά�σχολεία�και�κατασκηνώσεις.�

� Στον� ετήσιο�µαθηµατικό� διαγωνισµό�«Καγκουρό»�µπορούν� να�λάβουν�µέρος�
όλοι�οι�µαθητές�από�την�Γ΄�∆ηµοτικού�µέχρι�την�Γ΄�Λυκείου,�ανεξάρτητα�από�τον�
τύπο�ή�τη�µορφή�του�σχολείου�τους� (∆ηµόσιο,� Ιδιωτικό,�κ.λπ.).�Υπάρχουν�πέντε�
διαφορετικά� επίπεδα�θεµάτων,� ανάλογα�µε� την� τάξη� του�µαθητή.�Αυτά� είναι�ως�
εξής:�

•� Επίπεδο�1:�απευθύνεται�σε�µαθητές�της�Γ΄�και�∆΄�τάξης�∆ηµοτικού,�

•� Επίπεδο�2:�απευθύνεται�σε�µαθητές�της�Ε΄�και�ΣΤ΄�τάξης�∆ηµοτικού,�

•� Επίπεδο�3:�απευθύνεται�σε�µαθητές�της�Α΄�και�Β΄�τάξης�Γυµνασίου,�

•� Επίπεδο�4:�απευθύνεται�σε�µαθητές�της�Γ΄�Γυµνασίου�και�Α΄�τάξης�Λυκείου,�

•� Επίπεδο�5:�απευθύνεται�σε�µαθητές�της�Β΄�και�Γ΄�τάξης�Λυκείου.�

� Ο�διαγωνισµός�διαρκεί�1�ώρα�και�30�λεπτά�και�είναι�σε�µορφή�πολλαπλής�επι-�
λογής.�Τα�θέµατα�είναι�γενικά�βατά.�Υπάρχουν�30�ερωτήσεις�(εκτός�από�το�Επί-�
πεδο�1�όπου�οι�ερωτήσεις�είναι�24)�κλιµακούµενης�δυσκολίας.�Το�πρώτο�ένα�τρίτο�
των�ερωτήσεων�(που�βαθµολογούνται�από�3�µονάδες�η�καθεµία)�είναι�ιδιαίτερα�εύ-�
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κολες.�Το�επόµενο�ένα�τρίτο�(που�βαθµολογούνται�από�4�µονάδες�η�καθεµία)�είναι�
επίσης�αρκετά�εύκολες,�και�το�τελευταίο�ένα�τρίτο�(που�βαθµολογούνται�από�5�µο-�
νάδες�η�καθεµία)�κατά�τι�δυσκολότερες.�Οι�περισσότερες�ερωτήσεις�είναι�πρωτό-�
τυπες�και�πολλές�διατυπώνονται�µε�διασκεδαστικό�τρόπο.�∆εν�απαιτούνται�ειδικές�
γνώσεις�για�να�απαντηθούν�οι�ερωτήσεις.�Οι�γνώσεις�των�µαθητών�µέσα�στην�τά-�
ξη�τους,�ο�κοινός�νους�και�η�αγάπη�για�τα�Μαθηµατικά�είναι�αρκετά�εφόδια�για�
τον�διαγωνισµό.�

Ε. Οδηγίες προς τον καθηγητή 

Οι�συνάδελφοι�µαθηµατικοί�µπορούν�να�βρουν�στο�βιβλίο�αυτό�πλήθος�από�πρω-�
τότυπα�προβλήµατα�που�κεντρίζουν�την�περιέργεια�των�παιδιών�αυτής�της�ηλικίας�
και�τα�βοηθούν�να�ασχοληθούν�πιο�συστηµατικά�µε�τα�µαθηµατικά.�Ανάλογα�µε�
τη�διδακτική�ενότητα�που�αναπτύσσουν�στο�σχολείο,�µπορούν�να�επιλέξουν�µερι-�
κά�προβλήµατα�και�είτε�να�τα�δώσουν�για�εξάσκηση�στο�σπίτι�είτε�να�τα�παρου-�
σιάσουν�στην�τάξη.�Στη�δεύτερη�περίπτωση�και�επειδή�τα�περισσότερα�προβλήµα-�
τα�είναι�έξυπνα,�προτείνουµε�τα�εξής:�

♦� να�διαβάσουν�προσεκτικά�την�εκφώνηση�και�να�εξετάσουν�µήπως�αυτή�θέλει�
� επαναδιατύπωση,�ώστε�να�γίνει�πιο�σαφής,�

♦� να�λύσουν�µόνοι�τους�το�πρόβληµα�και�σε�συνδυασµό�µε�τη�λύση�του�βιβλίου�
� να�εντοπίσουν�τις�προαπαιτούµενες�γνώσεις,�

♦� να�διασπάσουν,�αν�το�θεωρούν�σκόπιµο,�το�πρόβληµα�σε�επιµέρους�ερωτήµα-�
� τα,�ώστε�ο�µαθητής�να�οδηγηθεί�βαθµιαία�στη�λύση,�

♦� να�δώσουν�για�το�σπίτι�ένα�παρόµοιο�πρόβληµα,�ώστε�να�προτρέψουν�το�µαθη-�
� τή�να�µελετήσει�ξανά�το�λυµένο�παράδειγµα.�

Εφαρµογή 

Ας�πούµε�ότι�στο�βιβλίο�συναντάµε�το�πρόβληµα:�

« Να γράψετε τον µικρότερο φυσικό αριθµό που το άθροισµα των ψηφίων του 
είναι  30. » 

Το�πρόβληµα�αυτό�είναι�προτιµότερο,�σε�πρώτη�φάση,�να�το�δώσουµε�στην�τάξη�
µε�την�εξής�µορφή:�

α) Γράψτε το µικρότερο και το µεγαλύτερο τριψήφιο φυσικό αριθµό, που τα 
ψηφία τους είναι οι αριθµοί  3, 7, 1. 
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β) Γράψτε το µεγαλύτερο και το µικρότερο φυσικό αριθµό που δεν περιέχουν 
το ψηφίο 0 και τα ψηφία τους έχουν άθροισµα: 

i) 10        ii) 11        iii) 12 

γ) Γράψτε το µικρότερο φυσικό αριθµό που το άθροισµα των ψηφίων του είναι 
30. 

Με�αυτόν� τον� τρόπο�οι�µαθητές�θα�δοκιµάσουν�στο� ερώτηµα� (α)� τις� θέσεις� των�
ψηφίων�και�θα�διαπιστώσουν�ότι:�

♦� για�να�είναι�αριθµός�µεγάλος,�πρέπει�ή�τα�ψηφία�των�µονάδων�µεγάλης�τάξης�
� να�είναι�µεγάλα�ή�το�πλήθος�των�ψηφίων�να�είναι�όσο�γίνεται�µεγαλύτερο.�

♦� για�να�είναι�ένας�αριθµός�µικρός,�πρέπει�ή�το�πλήθος�των�ψηφίων�να�είναι�όσο�
� γίνεται�µικρότερο�ή�τα�ψηφία�των�µονάδων�µεγάλης�τάξης�να�είναι�όσο�γίνεται�
� µικρότερα.�

Είναι�σχεδόν�βέβαιο�ότι�οι�µαθητές�θα�βρουν�γρήγορα�τους�αριθµούς�137�και�731.�

Στο�ερώτηµα�(β),�(i)�πάλι�µε�δοκιµή�θα�φτάσουν�στους�αριθµούς��

10 ψηφία

111 1
−

…

���

��και��19.�

Για�να�πετύχουν�το�µικρότερο�αριθµό,�πρέπει�να�ελαχιστοποιήσουν�το�πλήθος�των�ψη-�

φίων.�Άρα,�πρέπει�όσο�γίνεται�περισσότερα�ψηφία�να�είναι�ίσα�µε�9.�Αλλά��10�=�9�+�1�
και�έτσι�ο�µικρότερος�αριθµός�που�ζητάµε�είναι�ο�19.�Φυσικά,�ο�καθηγητής,�µε�τις�
παρεµβάσεις� του�και�µε�κατάλληλες� ερωτήσεις�θα�οδηγήσει� το�µαθητή�εκεί�που�
πρέπει.�

Έτσι,�µια�εύστοχη�ερώτηση,�στην�αρχή�του�ερωτήµατος� (β),� (i)� είναι�να�ζητηθεί�
από�τους�µαθητές�να�γράψουν�το�10�ως�άθροισµα�δύο�ψηφίων,�µε�όλους�τους�δυ-�
νατούς�τρόπους:�

10�=�1�+�9�=�2�+�8�=�3�+�7�=�4�+�6�=�5�+�5�

Άρα�για�παράδειγµα�οι�διψήφιοι�αριθµοί�µε�άθροισµα�ψηφίων�ίσο�µε�10�είναι�οι:�

19,��28,��37,��46,��55,��64,��73,��82,��91�

Αν�θέλουµε�να�µπούµε�βαθύτερα�στο�πρόβληµα,�η�πρώτη�ερώτηση�θα�ήταν:�

«Μπορεί�ο�µικρότερος�αριθµός�µε�άθροισµα�ψηφίων�10�να�είναι�µονοψήφιος;»�

Η�απάντηση�θα�είναι�προφανώς�όχι.�Η�συνέχεια�θα�είναι:�

«Μπορεί�ο�µικρότερος�αριθµός�µε�άθροισµα�ψηφίων�10�να�είναι�διψήφιος;»�

Εδώ�είναι�που�οι�µαθητές�θα�πρέπει�να�φτάσουν�−µε�δοκιµές�βέβαια−�στο�γεγονός�ότι:�

10�=�1�+�9�=�2�+�8�=�3�+�7�=�4�+�6�=�5�+�5�

και�να�βρουν�το�µικρότερο�αριθµό�που�ζητάµε.�
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Για�το�αρχικό�ερώτηµα,�όπου�το�άθροισµα�των�ψηφίων�είναι�30,�πρέπει�να�βάλου-�

µε��3��φορές�το��9��και�το�ψηφίο��3,�αφού��30�−�3�⋅�9�=�30�−�27�=�3.��Θα�δούµε�ότι�ο�
αριθµός�που�ψάχνουµε�είναι�ο��3999.�

Ο� προηγούµενος� προβληµατισµός� θέλει� να� δείξει� ότι� η� συµβολή� των� δασκάλων�
στην�πορεία�επίλυσης�ενός�προβλήµατος�είναι�καθοριστική�και�αναντικατάστατη.�
Είµαστε� σίγουροι,� ότι� οι� δάσκαλοί� µας,� µε� την� παιδαγωγική� τους� αρτιότητα,� θα�
µπορέσουν�να�αξιοποιήσουν�µε�τον�καλύτερο�τρόπο�πολλά�από�τα�προβλήµατα�
του�βιβλίου�αυτού�για�να�αυξήσουν�το�ενδιαφέρον�και�την�αγάπη�των�µαθητών�
τους�προς�τα�µαθηµατικά.�Αυτός�είναι�άλλωστε�και�ο�σκοπός�που�γράφτηκε�αυτό�
το�βιβλίο.�

ΣΤ. ∆ιαγνωστικό κριτήριο 

Πριν�προχωρήσετε�στην�ενδοχώρα�αυτού�του�βιβλίου,�σας�δίνουµε�την�ευκαιρία�να�
αξιολογήσετε�σε�πρώτο�επίπεδο�τις�µαθηµατικές�σας�ικανότητες.�Για�το�λόγο�αυτό�
συντάξαµε�το�επόµενο�ερωτηµατολόγιο.�

� Να�αφιερώσετε�µία�το�πολύ�ώρα�και�να�προσπαθήσετε�να�απαντήσετε�σε�όλα�
τα� ερωτήµατα.� Όλα� είναι� µε� το� σύστηµα� των� πολλαπλών� επιλογών.� Στο� τέλος�
δίνουµε�τον�πίνακα�µε�τις�σωστές�απαντήσεις�και�µια�πρόταση�µε�τις�απαραίτητες�
οδηγίες�για�να�συνεχίσετε�τη�µελέτη�αυτού�του�βιβλίου.�

――― ∆ιαγνωστικό κριτήριο ―――
 

Ερωτηµατολόγιο�-�Θέµατα�

 1. ��Αυτή�τη�στιγµή�ο�αδερφός�µου�βρίσκεται�πάνω�σε�µία�µεγάλη�σκάλα.�Αν�ανέ-�
βει�7�σκαλιά�θα�βρεθεί�στην�κορυφή.�Αν�κατέβει�13�σκαλιά�θα�πατήσει�στο�πάτωµα.�
Πόσα�σκαλιά�έχει�η�σκάλα;�

Α.�20�� � � Β.� 21�� � � Γ.� 25�� � � ∆.� 28�� � � Ε.� 33�
�

 2. ��Οι� δύο� γωνίες� ενός� τριγώνου� είναι� 78°�και� 52°.�Πόσες�µοίρες� είναι� η�άλλη�
γωνία�του;�

Α.�40°� � � Β.� 53°� � � Γ.� 60°� � � ∆.� 50°� � � Ε.� 70°�
�

 3. ��Ένα�καγκουρό�κάνει�5�άλµατα�σε�3�δευτερόλεπτα.�Πόσα�άλµατα�θα�κάνει�σε�
ένα�λεπτό;�

Α.�80�� � � Β.� 90�� � � Γ.� 100� � � ∆.� 110� � � Ε.� 150�



25�

 4. ��Να�γράψετε�τον�πιο�µεγάλο�αριθµό�που�έχει�τα�ίδια�ψηφία�µε�τον�αριθµό�2008.�
Τίνος�αριθµού�από�τους�παρακάτω�είναι�πολλαπλάσιο�ο�αριθµός�αυτός;�

Α.�3� � � � Β.� 77�� � � Γ.� 200� � � ∆.� 1000� � � Ε.� 4000�
�

 5. ��Ένα� ορθογώνιο� έχει� εµβαδόν� 84� τετραγωνικά� εκατοστά.�Η�µία� πλευρά� του�
είναι�12�εκ.�Πόσο�είναι�η�άλλη�πλευρά�του;�

Α.�24�� � � Β.� 16�� � � Γ.� 16�� � � ∆.� 6� � � � Ε.� 7�
�

 6. ��Να�βρείτε�την�τιµή�της�παρακάτω�παράστασης:�

Κ�=�(2008�+�2008�+�2008�+�2008�+�2008�+�2008)�:�(2008+�2008)�

Α.�1� � � � Β.� 2� � � � Γ.� 3� � � � ∆.� 4� � � � Ε.� 5�
�

 7. ��Ο�παππούς�έδωσε�στον�εγγονό�του�ένα�χαρτονόµισµα�για�να�αγοράσει�παγω-�
τά� για� την� οικογένεια.�Ο� εγγονός,� όταν� πήγε� στο� περίπτερο,� παρατήρησε� ότι� αν�
πάρει�6�ίδια�παγωτά�θα�πάρει��2�€��ρέστα,�ενώ�αν�δώσει�ακόµα��1�€,��θα�πάρει�7�ίδια�
παγωτά.�Πόσα�χρήµατα�έδωσε�ο�παππούς�στον�εγγονό;�

Α.�5� � � � Β.� 10�� � � Γ.� 20�� � � ∆.� 50�� � � Ε.� 100�
�

 8. ��Πάνω�µου�έχω��30�€��περισσότερα�από�σένα.�Αν�σου�δώσω��8�€,��πόσα�ευρώ�
παραπάνω�θα�έχω�από�σένα;�

Α.�22�� � � Β.� 16�� � � Γ.� 15�� � � ∆.� 13�� � � Ε.� 14�
�

 9. ��Να�υπολογίσετε�την�αριθµητική�παράσταση:�

Κ�=�
997 998 999 1001 1002 1003

497 498 499 501 502 503

+ + + + +

+ + + + +

�

Α.�997� � � Β.� 497� � � Γ.� 1003� � � ∆.� 503� � � Ε.� 2�
�

 10. ��Ο�Γιάννης�έχει�κίτρινες,�πράσινες�και�µπλε�µπάλες.�Συνολικά�έχει�20�µπά-�
λες.�Οι�δεκαεφτά�απ’�αυτές�δεν�είναι�πράσινες�και�οι�12�δεν�είναι�κίτρινες.�Πόσες�
µπλε�µπάλες�έχει�ο�Γιάννης;�

Α.�3� � � � Β.� 7� � � � Γ.� 9� � � � ∆.� 9� � � � Ε.� 29�
�

 11. ��Το�διπλανό�τετράγωνο�έχει�χωριστεί�σε�δύο�µικρό-�
τερα�τετράγωνα�και�δύο�ορθογώνια.�Το�ένα�απ’�αυτά�τα�τε-�
τράγωνα�έχει�εµβαδόν��25�cm2,��ενώ�το�ένα�απ’�τα�ορθογώνια�
έχει� εµβαδόν� � 10� cm2.� � Πόση� είναι� η� πλευρά� του� µεγάλου�
(αρχικού)�τετραγώνου;�

Α.�5� � � Β.� 7� � � Γ.� 8� � � ∆.� 9� � � Ε.� 10�
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 12. ��Αν�είναι:�

α�=�
2008-προσθεταίοι

2007 2007 2007 2007+ + +…+
�������������

���και���β�=�
2007-προσθεταίοι

2008 2008 2008 2008+ + +…+
�������������

�

να�βρείτε�τον�αριθµό�
α

β
.�

Α.�2007� � � Β.� 2008� � � Γ.� 4015� � � ∆.� 1� � � � Ε.� 2�
�

 13. ��Στο�διπλανό�σχήµα�βλέπουµε�το�ανάπτυγµα�ενός�
κύβου.�Αν�διπλώσουµε�αυτό�το�σχήµα,�όπως�δείχνουν�οι�
γραµµές,�θα�πάρουµε�έναν�κύβο.�Απέναντι�από�το�2�βρί-�
σκεται�ο�αριθµός�α�και�απέναντι�από�το�3�βρίσκεται�ο�α-�
ριθµός�β.�Πόσο�είναι�το��α�+�β;�

Α.�6� � � � Β.� 11�� � � Γ.� 9�

∆.� 10�� � � Ε.� 7�
�

 14. ��Να�βρείτε�το�αποτέλεσµα��Α�=�
7 5 3 1

10000 1000 100 10
+ + + .�

Α.�7531� � � Β.� 7,531�� � Γ.� 0,7531� � ∆.� 0,1357� � Ε.� 13,57�
�

 15. ��Το�άθροισµα�των�ψηφίων�ενός�αριθµού�είναι�100.�Πόσα�ψηφία�έχει�ο�µι-�
κρότερος�αριθµός�µε�αυτή�την�ιδιότητα;�

Α.�9� � � � Β.� 10�� � � Γ.� 11�� � � ∆.� 12�� � � Ε.� 13�
�

 16. ��Η�διαγώνιος�ενός�τετραγώνου�έχει�µήκος��8�cm.��Να�βρείτε�το�εµβαδόν�του�
τετραγώνου:�

Α.�64�� � � Β.� 32�� � � Γ.� 40�� � � ∆.� 56�� � � Ε.� 16�
�

 17. ��Ποιο�ψηφίο�θα�βάλουµε�στο�κουτάκι��,�ώστε�αν�έχουµε��357��€��να�µπο-�
ρούµε�να�τα�µοιράσουµε�ακριβώς�σε�9�άτοµα;�

Α.�το�9� � � Β.� το�5� � � Γ.� το�3� � � ∆.� το�1� � � Ε.� το�6�
�

 18. ��Στο�διπλανό�σχήµα�υπάρχουν�7�τετράγω-�
να,� τα� οποία� όλα�µαζί� σχηµατίζουν� ένα� ορθο-�
γώνιο.�Να�βρείτε� το� εµβαδόν� των� τετραγώνων�
Α�και�Β.�Πόσο�είναι�το�άθροισµα��Α�+�Β;�

Α.�26�� � � Β.� 30�� � � Γ.� 32�

∆.� 42�� � � Ε.� 20�
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 19. ��Με�ποιον�αριθµό�ισούται�η�παρακάτω�παράσταση:�

Α�=�
2 22 222

33 333 3333
11 111 1111
⋅ + ⋅ + ⋅ �

Α.�738� � � Β.� 569� � � Γ.� 937� � � ∆.� 699� � � Ε.� 4321�

�

 20. ��Το�µεγάλο�τετράγωνο�αποτελείται�από�ένα�άσπρο�τετρά-�
γωνο�και�τέσσερα�ορθογώνια�γκρι�παραλληλόγραµµα.�Τα�γκρι�
ορθογώνια�έχουν�περίµετρο��40�cm��το�καθένα.�Πόσα�εκατοστά�
είναι�η�µία�πλευρά�του�µεγάλου�τετραγώνου;�

Α.�30�� � � Β.� 35�� � � Γ.� 20�

∆.� 45�� � � Ε.� 25�
�

Ερωτηµατολόγιο�-�Λύσεις�

 1. 		Αυτή	τη	στιγµή	ο	αδερφός	µου	βρίσκεται	πάνω	σε	µία	µεγάλη	σκάλα.	Αν	
ανέβει	7	σκαλιά	θα	βρεθεί	στην	κορυφή.	Αν	κατέβει	13	σκαλιά	θα	πατήσει	στο	
πάτωµα.	Πόσα	σκαλιά	έχει	η	σκάλα;	

Α.	20		 	 	 Β.	21		 	 	 Γ.	 25		 	 	 ∆.	 28		 	 	 Ε.	 33	

 ΛΥΣΗ  

Η�σκάλα�έχει��7�+�13�+�1�=�21�σκαλιά.�

Σωστή�απάντηση:�το�Β�

�

 2. 		Οι	δύο	γωνίες	ενός	τριγώνου	είναι	78°	και	52°.	Πόσες	µοίρες	είναι	η	άλλη	
γωνία	του;	

Α.	40°	 	 	 Β.	53°	 	 	 Γ.	 60°	 	 	 ∆.	 50°	 	 	 Ε.	 70°	

 ΛΥΣΗ  

Το�άθροισµα�των�γωνιών�είναι�180°.�Όµως:�

78°�+�52°�=�130°���και���180°�−�130°�=�50°�

Σωστή�απάντηση:�το�∆�

�

 3. 		Ένα	καγκουρό	κάνει	5	άλµατα	σε	3	δευτερόλεπτα.	Πόσα	άλµατα	θα	κάνει	
σε	ένα	λεπτό;	

Α.	80		 	 	 Β.	90		 	 	 Γ.	 100	 	 	 	 ∆.	 110	 	 	 	 Ε.	 150	
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 ΛΥΣΗ  

Στο�1�δευτερόλεπτο�θα�κάνει�
5

3
�άλµατα�και�στα�60�δευτερόλεπτα�θα�κάνει:�

5
60

3
⋅ �=�100�άλµατα�

Σωστή�απάντηση:�το�Γ�

�

 4. 		Να	γράψετε	τον	πιο	µεγάλο	αριθµό	που	έχει	τα	ίδια	ψηφία	µε	τον	αριθµό	
2008.	Τίνος	αριθµού	από	τους	παρακάτω	είναι	πολλαπλάσιο	ο	αριθµός	αυτός;	

Α.	3	 	 	 	 Β.	77		 	 	 Γ.	 200	 	 	 	 ∆.	 1000	 	 	 	 Ε.	 4000	

 ΛΥΣΗ  

Ο�πιο�µεγάλος�αριθµός�που�έχει�τα�ίδια�ψηφία�µε�τον�αριθµό�2008�είναι�ο�8200.�

Από�τους�δοσµένους�αριθµούς,�ο�αριθµός�8200�είναι�πολλαπλάσιο�του�200�(8200�=�

=�200�⋅�41).�

Σωστή�απάντηση:�το�Γ�

�

 5. 		Ένα	ορθογώνιο	έχει	εµβαδόν	84	τετραγωνικά	εκατοστά.	Η	µία	πλευρά	του	
είναι	12	εκ.	Πόσο	είναι	η	άλλη	πλευρά	του;	

Α.	24		 	 	 Β.	16		 	 	 Γ.	 16		 	 	 	 ∆.	 6	 	 	 	 	 Ε.	 7	

 ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ  

Η�άλλη�πλευρά�είναι�84�:�12�=�7�εκατοστά.�

Σωστή�απάντηση:�το�Ε�

�

 6. 		Να	βρείτε	την	τιµή	της	παρακάτω	παράστασης:	

Κ	=	(2008	+	2008	+	2008	+	2008	+	2008	+	2008)	:	(2008+	2008)	

Α.	1	 	 	 	 Β.	2	 	 	 	 Γ.	 3	 	 	 	 	 ∆.	 4	 	 	 	 	 Ε.	 5	

 ΛΥΣΗ  

Κ�=�
6 2008 6

2 2008 2

⋅

=

⋅

�=�3�

διότι:�

2008�+�2008�+�2008�+�2008�+�2008�+�2008�=�6�⋅�2008�

και���2008�+�2008�=�2�⋅�2008�
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Σχόλιο	

Στο�κλάσµα��Κ�=�
6 2008

2 2008

⋅

⋅

��ο�αριθµός�2008�απλοποιείται.�

Σωστή�απάντηση:�το�Γ�

�

 7. 		Ο	παππούς	έδωσε	στον	εγγονό	του	ένα	χαρτονόµισµα	για	να	αγοράσει	πα-	
γωτά	για	την	οικογένεια.	Ο	εγγονός,	όταν	πήγε	στο	περίπτερο,	παρατήρησε	ότι	
αν	πάρει	6	ίδια	παγωτά	θα	πάρει	2	€	ρέστα,	ενώ	αν	δώσει	ακόµα	1	€,	θα	πάρει	
7	ίδια	παγωτά.	Πόσα	χρήµατα	έδωσε	ο	παππούς	στον	εγγονό;	

Α.	5	 	 	 	 Β.	10		 	 	 Γ.	 20		 	 	 	 ∆.	 50		 	 	 	 Ε.	 100	

 ΛΥΣΗ  

Αφού�µε�τα�6�παγωτά�παίρνει�2�€�ρέστα,�ενώ�για�τα�7�παγωτά�πρέπει�να�δώσει�1�€�

επιπλέον,�το�κάθε�παγωτό�κοστίζει��2�+�1�=�3�€.��Άρα�τα�6�παγωτά�κοστίζουν:�

6�⋅�3�=�18�€�

Εποµένως�ο�παππούς�έδωσε�στον�εγγονό�του��18�+�2�=�20�€.�

Σωστή�απάντηση:�το�Γ�

�

 8. 		Πάνω	µου	έχω		30	€		περισσότερα	από	σένα.	Αν	σου	δώσω		8	€,		πόσα	ευρώ	
παραπάνω	θα	έχω	από	σένα;	

Α.	22		 	 	 Β.	16		 	 	 Γ.	 15		 	 	 	 ∆.	 13		 	 	 	 Ε.	 14	

 ΛΥΣΗ  

Η�διαφορά�θα�ελαττωθεί�κατά��8�+�8�=�16�€.��Όµως��30�−�16�=�14,��οπότε�θα�έχω�
παραπάνω�από�σένα��14�€.�

Σχόλιο	

Αν�έχω�α�και�εσύ�β,�τότε��α�−�β�=�30.��Αν�σου�δώσω��8�€,��εσύ�θα�έχεις��β�+�8��και�

εγώ��α�−�8.��Άρα�θα�έχω�παραπάνω:�

(α�−�8)�−�(β�+�8)�=�(α�−�β)�−�16�=�30�−�16�=�14�

Σωστή�απάντηση:�το�Ε�

�

 9. 		Να	υπολογίσετε	την	αριθµητική	παράσταση:	

Κ	=	
997 + 998 + 999 +1001+1002 +1003

497 + 498 + 499 + 501+ 502 + 503
	

Α.	997	 	 	 Β.	497	 	 	 Γ.	 1003	 	 	 ∆.	 503	 	 	 Ε.	 2	
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 ΛΥΣΗ  

Αλλάζουµε�τη�σειρά�των�προσθετέων�και�βλέπουµε�ότι:�

♦� 997�+�1003�=�2000,���998�+�1002�=�2000,���999�+�1001�=�2000�

♦� 497�+�503�=�1000,���498�+�502�=�1000,���499�+�501�=�1000�

Άρα��Κ�=�
2000 2000 2000 6000

1000 1000 1000 3000

+ +
=

+ +

�=�2.�

Σωστή�απάντηση:�το�Ε�

�

 10. 		Ο	 Γιάννης	 έχει	 κίτρινες,	 πράσινες	 και	 µπλε	 µπάλες.	 Συνολικά	 έχει	 20	
µπάλες.	Οι	δεκαεφτά	απ’	αυτές	δεν	είναι	πράσινες	και	οι	12	δεν	είναι	κίτρινες.	
Πόσες	µπλε	µπάλες	έχει	ο	Γιάννης;	

Α.	3	 	 	 	 Β.	7	 	 	 	 Γ.	 9	 	 	 	 ∆.	 9	 	 	 	 Ε.	 29	

 ΛΥΣΗ  

Αφού�οι�µπάλες� είναι�20�και�οι�17�δεν� είναι�πράσινες,� θα�είναι�κίτρινες�ή�µπλε.�

Άρα�οι�πράσινες�είναι��20�−�17�=�3�µπάλες.�

Επίσης,�αφού�οι�12�δεν�είναι�κίτρινες,�θα�είναι�πράσινες�ή�µπλε.�Άρα�οι�κίτρινες�

είναι��20�−�12�=�8�µπάλες.��Επειδή�λοιπόν�οι��8�+�3�=�11�µπάλες�είναι�πράσινες�ή�

κίτρινες,�οι�µπλε�µπάλες�είναι��20�−�11�=�9.�

Σωστή�απάντηση:�το�∆�

�

 11. 		Το	διπλανό	τετράγωνο	έχει	χωριστεί	σε	δύο	µικρό-	
τερα	τετράγωνα	και	δύο	ορθογώνια.	Το	ένα	απ’	αυτά	τα	
τετράγωνα	έχει	εµβαδόν	25	cm2,	ενώ	το	ένα	απ’	τα	ορθογώ-	
νια	έχει	εµβαδόν	10	cm2.	Πόση	είναι	η	πλευρά	του	µεγά-	
λου	(αρχικού)	τετραγώνου;	

Α.	5	 	 	 Β.	 7	 	 	 Γ.	 8	 	 	 ∆.	 9	 	 	 Ε.	 10	

 ΛΥΣΗ  

Αφού�το�ένα�τετράγωνο�έχει�εµβαδόν�25,�η�πλευρά�του�

είναι��α�=�5��(διότι��5�⋅�5�=�25).��Στο�ορθογώνιο�µε�εµβαδόν�

10�η�µία�πλευρά�είναι��α�=�5.��Εποµένως�η�άλλη�πλευρά�

του�είναι��10�:�5�=�2.��∆ηλαδή��β�=�2.��Άρα�η�πλευρά�του�

αρχικού�τετραγώνου�είναι��5�+�2�=�7�cm.�

Σωστή�απάντηση:�το�Β�
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 12. 		Αν	είναι:	

α	=	
2008-προσθεταίοι

2007 + 2007 + 2007 +…+ 2007
�������������

			και			β	=	
2007-προσθεταίοι

2008 + 2008 + 2008 +…+ 2008
�������������

	

να	βρείτε	τον	αριθµό	
α

β
.	

Α.	2007	 	 	 Β.	2008	 	 	 Γ.	 4015	 	 	 ∆.	 1	 	 	 	 Ε.	 2	

 ΛΥΣΗ  

Είναι��α�=�2008�⋅�2007��και��β�=�2007�⋅�2008,��οπότε��
α

β
�=�1.�

Σωστή�απάντηση:�το�∆�
�

 13. 		Στο	διπλανό	σχήµα	βλέπουµε	το	ανάπτυγµα	ενός	
κύβου.	Αν	 διπλώσουµε	αυτό	 το	 σχήµα,	 όπως	 δείχνουν	
οι	γραµµές,	θα	πάρουµε	έναν	κύβο.	Απέναντι	από	το	2	
βρίσκεται	ο	αριθµός	α	και	απέναντι	από	το	3	βρίσκεται	
ο	αριθµός	β.	Πόσο	είναι	το		α	+	β;	

Α.	6	 	 	 Β.	 11		 	 Γ.	 9	 	 	 ∆.	 10		 	 Ε.	 7	

 ΛΥΣΗ  

Αν�βάλουµε�τον�κύβο�να�«πατήσει»�στην�πλευρά�2,�τότε�οι�πλευρές�1�και�4�είναι�
απέναντι.�Το� ίδιο�και�οι�πλευρές�2�και�5.�Άρα�οι�πλευρές�3�και�6�θα�βρίσκονται�
επίσης�απέναντι.�Τα�ζευγάρια�λοιπόν�των�αριθµών�που�βρίσκονται�απέναντι�είναι�
(1,�4),��(2,�5),��(3,�6).�

Σωστή�απάντηση:�το�Β�

 14. 		Να	βρείτε	το	αποτέλεσµα		Α	=	
7 5 3 1

+ + +
10000 1000 100 10

.	

Α.	7531	 	 	 Β.	7,531		 	 Γ.	 0,7531	 	 	 ∆.	 0,1357	 	 	 Ε.	 13,57	

 ΛΥΣΗ  

Πρόκειται�για�έναν�δεκαδικό�αριθµό.�Όµως,�για�ευκολία,�προτιµάµε�να�γράψουµε:�

Α�=�
1 3 5 7

10 100 1000 10000
+ + + �=�0,1�+�0,03�+�0,005�+�0,0007�=�0,1357�

Μπορούµε�όµως�και�απευθείας�να�βρούµε�το�αποτέλεσµα�0,1357�διότι�το�4ο�κλά-�
σµα�διαβάζεται�ένα�δέκατο,�το�3ο�τρία�εκατοστά,�το�2ο�πέντε�χιλιοστά�και�το�
πρώτο�1�δεκάκις�χιλιοστό.�

Σωστή�απάντηση:�το�∆�
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 15. 		Το	άθροισµα	 των	ψηφίων	 ενός	αριθµού	 είναι	 100.	Πόσα	ψηφία	 έχει	 ο	
µικρότερος	αριθµός	µε	αυτή	την	ιδιότητα;	

Α.	9	 	 	 	 Β.	10		 	 	 Γ.	 11		 	 	 ∆.	 12		 	 	 Ε.	 13	

 ΛΥΣΗ  

Αφού�ζητάµε�τον�µικρότερο�αριθµό�που�το�άθροισµα�των�ψηφίων�του�είναι�ίσο�µε�
100,�θα�πρέπει�το�πλήθος�των�ψηφίων�να�είναι�το�µικρότερο�δυνατόν.�

Για�να�συµβεί�αυτό,�πρέπει,�αν�είναι�δυνατόν,�όλα�τα�ψηφία�να�είναι�9.�
Η�διαίρεση�όµως��100�:�9��δίνει�υπόλοιπο�1�(και�πηλίκο�11).�

Εποµένως�ο�αριθµός�που�ζητάµε�είναι�ο� �
11 ψηφία

199999999999
−

�������
,� �ο�οποίος�

είναι�δωδεκαψήφιος.�

Σωστή�απάντηση:�το�∆�

�

 16. 		Η	διαγώνιος	 ενός	 τετραγώνου	 έχει	µήκος	8	 cm.	Να	βρείτε	 το	 εµβαδόν	
του	τετραγώνου:	

Α.	64		 	 	 Β.	32		 	 	 Γ.	 40		 	 	 ∆.	 56		 	 	 Ε.	 16	

 ΛΥΣΗ  

Οι�διαγώνιοι�του�τετραγώνου�είναι� ίσες,�τέµνονται�κάθετα�και�
διχοτοµούνται.�Το�τρίγωνο�ΑΒΓ�έχει�εµβαδόν:�

Ε�=�
1

2
(βάση)�⋅�(ύψος)�=�

1

2
ΑΓ�⋅�ΒΟ�=�

=�
1

2
�
⋅
�8�⋅�4�=�

1

2
�
⋅
�32�=�16�cm2�

Εποµένως�το�εµβαδόν�του�τετραγώνου�είναι��2�⋅�16�=�32�cm2.�

Σωστή�απάντηση:�το�Β�

�

 17. 		Ποιο	ψηφίο	θα	βάλουµε	στο	κουτάκι	�,	ώστε	αν	έχουµε		357�	€		να	µπο-	
ρούµε	να	τα	µοιράσουµε	ακριβώς	σε	9	άτοµα;	

Α.	το	9	 	 	 Β.	 το	5	 	 	 Γ.	 το	3	 	 	 ∆.	 το	1	 	 	 Ε.	 το	6	

 ΛΥΣΗ  

Πρέπει�ο�αριθµός��3�+�5�+�7�+����να�διαιρείται�ακριβώς�µε�9.�

Αλλά��3�+�5�+�7�=�15,��οπότε�το�κατάλληλο�ψηφίο�είναι�το��18�−�15�=�3.�

Σωστή�απάντηση:�το�Γ�
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 18. 		Στο	διπλανό	σχήµα	υπάρχουν	7	τετρά-	
γωνα,	τα	οποία	όλα	µαζί	σχηµατίζουν	ένα	ορ-	
θογώνιο.	Να	βρείτε	το	εµβαδόν	των	τετραγώ-	
νων	Α	και	Β.	Πόσο	είναι	το	άθροισµα		Α	+	Β;	

Α.	26		 	 	 Β.	30		 	 	 Γ.	 32	

∆.	 42		 	 	 Ε.	20	

 ΛΥΣΗ  

Θα�είναι��ΚΛ�=�ΛΜ�=�ΜΝ�=�ΝΖ�=�2.�

Επίσης�είναι��ΕΝ�=�ΓΡ�=�ΡΝ�=�3.�

Άρα��ΕΖ�=�ΕΝ�−�ΖΝ�=�3�−�2�=�1.�

Εποµένως��ΓΘ�=�ΓΕ�+�ΕΘ�=�3�+�1�=�4.�

Θα�είναι�λοιπόν�και��Γ∆�=�ΓΘ�=�4.�

Αφού��ΙΘ�=�Γ∆�=�4��και��ΘΗ�=�1,��θα�είναι:�

ΗΙ�=�4�+�1�=�5�

Το�τετράγωνο�Α�έχει�εµβαδόν��5�⋅�5�=�25��και�το�τετράγωνο�Β�έχει�εµβαδόν��1�⋅�1�=�1.�

Άρα��Α�+�Β�=�25�+�1�=�26.�

Σωστή�απάντηση:�το�Α�
�

 19. 		Με	ποιον	αριθµό	ισούται	η	παρακάτω	παράσταση:	

Α	=	 ⋅ ⋅ ⋅

2 22 222
33 + 333 + 3333

11 111 1111
	

Α.	738	 	 	 Β.	569	 	 	 Γ.	 937	 	 	 ∆.	 699	 	 	 Ε.	 4321	

 ΛΥΣΗ  

∆εν�θα�κάνουµε�τους�πολλαπλασιασµούς,�διότι�οι�πράξεις�απαιτούν�κόπο.�Παρα-�

τηρούµε�όµως�ότι��
2 2

33 3 11
11 11
⋅ = ⋅ ⋅ �=�3�⋅�2�=�6,��διότι�το�11�απλοποιείται�αφού:�

2 3 11 2
3 11

11 11

⋅ ⋅

⋅ ⋅ = �=�3�⋅�2�=�6�

Όµοια�παίρνουµε:�

♦�
22 22

333 3 111
111 111
⋅ = ⋅ ⋅ �=�3�⋅�22�=�66�

♦�
222 222

3333 3 1111
1111 1111
⋅ = ⋅ ⋅ �=�3�⋅�222�=�666�
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Άρα��Α�=�6�+�66�+�666�=�738.�

Σωστή�απάντηση:�το�Α�

�

 20. 		Το	µεγάλο	τετράγωνο	αποτελείται	από	ένα	άσπρο	τε-	
τράγωνο	 και	 τέσσερα	 ορθογώνια	 γκρι	 παραλληλόγραµµα.	
Τα	γκρι	ορθογώνια	έχουν	περίµετρο		40	cm		το	καθένα.	Πό-	
σα	εκατοστά	είναι	η	µία	πλευρά	του	µεγάλου	τετραγώνου;	

Α.	30		 	 Β.	 35		 	 Γ.	 20		 	 ∆.	 45		 	 Ε.	 25	

 ΛΥΣΗ  

Κάθε�γκρι�ορθογώνιο�έχει�µήκος�α�και�πλάτος�β.�Αφού�η�
περίµετρός�του�είναι�40,�το�µήκος�και�το�πλάτος�µαζί�θα�είναι�

20�cm.��∆ηλαδή��α�+�β�=�20.� �Παρατηρούµε�όµως�στο�σχήµα�

ότι�η�πλευρά�του�τετραγώνου�είναι��α�+�β,��δηλαδή��20�cm.�

Σωστή�απάντηση:�το�Γ�

�

――― Οι σωστές απαντήσεις ―――
 

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11 12	 13 14	 15	 16 17	 18	 19	 20	

Β� ∆� Γ� Γ� Ε Γ� Γ� Ε� Ε ∆ Β� ∆ Β� ∆� ∆ Β Γ� Α� Α� Γ�

�

――― Αξιοποίηση του κριτηρίου ―――
 

♦� Αν�απάντησες�σωστά�σε��4�-�6��ερωτήσεις�σηµαίνει�ότι�κατέχεις�τα�βασικά,�
� αλλά�χρειάζεται�να�λύσεις�περισσότερες�ασκήσεις.�

♦� Αν�απάντησες�σωστά�σε��7�-�11��ερωτήσεις,�τότε�έχεις�τη�δυνατότητα�να�µάθεις�
� πολλά�από�αυτό�το�βιβλίο�και�να�αποκτήσεις�άπειρες�µαθηµατικές�γνώσεις.�

♦� Αν�απάντησες�σωστά�σε��12�-�16��ερωτήσεις,�τότε�είσαι�πολύ�καλός�στα�µαθη-�
� µατικά.�Αν�αξιοποιήσεις�σωστά�αυτό�το�βιβλίο,�οι�µαθηµατικές�σου�δεξιότητες�
� θα�εκτιναχθούν�στα�ύψη.�Να�αρχίσεις�από� τώρα�να�ετοιµάζεσαι� για� τους�µα-�
� θηµατικούς�διαγωνισµούς.�

♦� Αν�απάντησες�σωστά�σε��17�-�20��ερωτήσεις,�τότε�έχεις�µαθηµατικό�ταλέντο.�Το�
� βιβλίο�αυτό�είναι� ιδανικό�για�σένα.�Σκέψου,�µελέτα�και�εκµεταλλεύσου�λύνο-�
� ντας�προβλήµατα�όλον�τον�ελεύθερο�χρόνο�σου.�Μπορείς�στο�µέλλον�να�πετύ-�
� χεις�σε�όποια�θετική�σχολή�επιθυµείς!�Συγχαρητήρια!!!�
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�

1. Η µεταβλητή και η σηµασία της 

Α.��Η�µεταβλητή�

Η�έννοια�της�µεταβλητής�είναι�απλή�και�πολύ�σπουδαία�στα�µαθηµατικά.�

Η�µεταβλητή�είναι�ένα�γράµµα�µε�το�οποίο�παριστάνουµε�την�τυχαία�τιµή�ενός�
µεγέθους�ή�ενός�αριθµού.�

Τις�µεταβλητές�τις�συµβολίζουµε�µε�γράµµατα�της�ελληνικής�ή�λατινικής�αλφα-�
βήτου:�

α,���β,���γ,���x,���y,���z���κ.λπ�
�

Β.��Εφαρµογές�των�µεταβλητών�

α)� Το�γεγονός�ότι:�

2�+�3�=�3�+�2,����5�+�7�=�7�+�5�

το�εκφράζουµε�µε�µεταβλητές�γράφοντας:�

α�+�β�=�β�+�α�

όπου�µε�α,�β�συµβολίζουµε�δύο�τυχαίους�αριθµούς.�
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Λέµε�τότε�ότι�ισχύει�η�αντιµεταθετική�ιδιότητα:�

α�+�β�=�β�+�α�

β)� Το�εµβαδόν�του�ορθογωνίου�βρίσκεται�αν�πολλαπλασιά-�
σουµε�το�µήκος�µε�το�πλάτος�του.�Αντί�λοιπόν�να�γράφουµε:�

Εµβαδόν�=�µήκος�×�πλάτος�

είναι�προτιµότερο�και�απλούστερο�να�γράφουµε:�

Ε�=�α�⋅�β�

όπου�α,�β�είναι�οι�διαστάσεις�(µήκος,�πλάτος)�του�ορθογωνίου.�

γ)� Με�τη�βοήθεια�των�µεταβλητών�µπορούµε�να�εξηγήσουµε�και�διάφορα�µαθηµα-�
τικά�παιχνίδια:�

Ακούω� Γράφω�

−� Βάλε�στο�µυαλό�σου�έναν�αριθµό� x�

−� Αφαίρεσε�το�3� x�−�3�

−� Πολλαπλασίασε�µε�2� 2(x�−�3)�=�2x�−�6�

−� Πρόσθεσε�16� (2x�−�6)�+�16�=�2x�+�10�

−� Αφαίρεσε�τον�διπλάσιο�του�αριθµού�
� που�είχες�στο�µυαλό�σου�

(2x�+�10)�−�2x�=�10�

−� Βρήκες�10� �

Ο�συµµαθητής�σου�σε�κοιτάζει�µε�απορία,�αλλά�εσύ�ξέρεις�το�λόγο�που�συµβαίνει�
αυτό.�Αρκεί�να�κοιτάξεις�τη�δεύτερη�στήλη�του�πίνακα.�

Αυτό� βέβαια� ήταν� ένα� πολύ� απλό� παράδειγµα,� αλλά�µε� τη� βοήθεια�µεταβλητών�
µπορούµε�να�εξηγήσουµε�πολύ�σύνθετα�παιχνίδια�ή�να�λύσουµε�πολύπλοκα�προ-�
βλήµατα�που�δεν�λύνονται�εύκολα�(ή�και�καθόλου)�µε�πρακτική�αριθµητική.�

δ)� Για�να�περιγράψουµε�τον�τρόπο�που�πολλαπλασιάζουµε�ή�διαιρούµε�κλάσµατα�
χωρίς�λόγια,�αρκεί�να�γράψουµε:�

α γ αγ α γ α δ αδ
, :

β δ βδ β δ β γ βγ
⋅ = = ⋅ = �

Η�µεταβλητή�λοιπόν�έχει�την�αξία�µιας�εικόνας:��«Μια�εικόνα,�χίλιες�λέξεις»,��σύµ-�
φωνα�µε�γνωστή�κινέζικη�παροιµία.�Για�το�λόγο�αυτό�είναι�σπουδαία�υπόθεση�να�
µάθουµε�να�χρησιµοποιούµε�µεταβλητές�σε�κάθε�σχεδόν�περίπτωση�που�θέλουµε�
να�γλυτώσουµε�κόπο,�χρόνο�και�να�αποφύγουµε�λάθη.�
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Γ.��Χρήσιµες�παρατηρήσεις�

Αφού�οι�µεταβλητές�εκφράζουν�αριθµούς,�µε�τις�µεταβλητές�όπως�και�µε�τους�αριθ-�
µούς�µπορούµε�να�κάνουµε�πράξεις:�πρόσθεση,�αφαίρεση,�πολλαπλασιασµό,�διαί-�
ρεση�κ.λπ.�Ορίστε�µερικά�παραδείγµατα:�

♦� x�+�x�=�2x,���α�+�2α�+�3α�=�6α�

♦� 5x�−�2x�=�3x,���9x�−�3x�+�2x�−�5x�=�3x�

♦� 6x�:�2x�=�3,���15α�:�3α�=�5�

♦� 2(α�−�3)�+�3(α�+�2)�=�(2α�−�6)�+�(3α�+�6)�=�5α�

α (β γ) αβ αγ⋅ + = +

Περισσότερα�όµως�πράγµατα�για�τις�µεταβλητές�και�τη�σηµασία�τους�θα�συναντή-�
σουµε�σε�επόµενη�ενότητα�του�βιβλίου�που�είναι�ειδικά�αφιερωµένη�στις�µεταβλη-�
τές�και�τις�εξισώσεις.�

�

2. Το δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης 

Στην�εποχή�µας�χρησιµοποιούµε�για�την�καθηµερινή�επικοινωνία�το�δεκαδικό�σύ-�
στηµα�αρίθµησης.�Το�σύστηµα�αυτό�έχει�τα�εξής�χαρακτηριστικά:�

♦� Για�να�γράψουµε�οποιονδήποτε�αριθµό,�χρησιµοποιούµε�τα�δέκα�ψηφία:�

0,���1,���2,���3,���4,���5,���6,���7,���8,���9�

♦� Η�αξία�ενός�ψηφίου�που�βρίσκεται�σε�έναν�αριθµό,�εξαρτάται�από�τη�θέση�του�ψη-�
� φίου�αυτού�µέσα�στον�αριθµό.�

♦� ∆έκα�µονάδες�µιας�τάξης�µάς�δίνουν�µία�µονάδα�της�αµέσως�µεγαλύτερης�τάξης.�

Εποµένως:�

♦� 10�µονάδες�µας�δίνουν�µία�δεκάδα�

♦� 10�δεκάδες�µας�δίνουν�µία�εκατοντάδα�

♦� 10�εκατοντάδες�µας�δίνουν�µία�χιλιάδα�και�ούτω�καθεξής�

Στον�αριθµό�λοιπόν� αβγδ �που�έχει�ψηφία�τα�α,�β,�γ,�δ:�

♦� το�δ�δηλώνει�µονάδες�

♦� το�γ�δηλώνει�δεκάδες�

♦� το�β�δηλώνει�εκατοντάδες�

♦� το�α�δηλώνει�χιλιάδες�
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Επειδή��100�=�102��και��1.000�=�103,��µπορούµε�να�γράψουµε:�

♦� αβ 10α β= + �

♦� 2 1αβγ 100α 10β γ 10 α 10 β γ= + + = + + �

♦� 3 2 1αβγδ 1.000α 100β 10γ δ 10 α 10 β 10 γ δ= + + + = + + + �

♦� 4 3 2 1αβγδε 10 α 10 β 10 γ 10 δ ε= + + + + �

�

Τονίζουµε	ότι	συχνά	γράφουµε	 αβ 	για	να	δηλώσουµε,	για	παράδειγµα,	τον	αριθµό	

µε	ψηφία	α	και	β.	Αυτό	το	κάνουµε,	όπου	είναι	απαραίτητο,	διότι	µε	αβ	συµβολίζεται	

επίσης	το	γινόµενο	�α�⋅�β�	των	αριθµών	α	και	β.	

�

 1.1 ��α)�Ποιος�είναι�ο�µεγαλύτερος�φυσικός�αριθµός,�που�το�άθροισµα�των�ψη-�
φίων�του�είναι��11��και�το��0��δεν�περιέχεται�σ’�αυτά;�

β)� Ποιος�είναι�ο�µικρότερος�φυσικός�αριθµός,�που�το�άθροισµα�των�ψηφίων�του�
είναι��21;�

γ)� Ποιος�είναι�ο�µικρότερος�και�ποιος�ο�µεγαλύτερος�τριψήφιος,�που�το�άθροι-�
σµα�των�ψηφίων�του�είναι��11;�

 ΛΥΣΗ  

α)� Στο�ερώτηµα�αυτό�το�κλειδί�είναι�η�εξής�παρατήρηση:�

Όσο�πιο�πολλά�είναι�τα�ψηφία�ενός�αριθµού,�τόσο�πιο�µεγάλος�είναι�ο�αριθµός.�

Επειδή�λοιπόν:�

11 προσθετέοι

11 1 1 1
−

= + +…+
�����

�

ο�µεγαλύτερος�αριθµός,�του�οποίου�τα�ψηφία�έχουν�άθροισµα�11�είναι�ο:�

11.111.111.111�

δηλαδή�αυτός�που�έχει�έντεκα�ψηφία�και�όλα�τα�ψηφία�του�είναι�1.�

β)� Στο�ερώτηµα�αυτό,�είναι�πολύ�χρήσιµη�η�παρακάτω�διαπίστωση:�

Όσο�λιγότερα�ψηφία�έχει�ένας�αριθµός�και�όσο�πιο�µικρό�είναι�το�πρώτο�ψηφίο�
του,�τόσο�πιο�µικρός�είναι�ο�αριθµός.�
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Το�µεγαλύτερο�ψηφίο�που�διαθέτουµε�στο�δεκαδικό�σύστηµα�είναι�το�9.�Όµως�

21�=�9�+�9�+�3.� �Άρα�ο�µικρότερος�αριθµός,�του�οποίου�το�άθροισµα�των�ψηφίων�
είναι�21�είναι�ο�399.�

γ)� Οι�αριθµοί�που�ψάχνουµε�είναι�τριψήφιοι�και�το�άθροισµα�των�ψηφίων�τους�εί-�
ναι�11.�

♦� Τον�µικρότερο�αριθµό�θα�τον�πάρουµε�αν�επιλέξουµε�το�µικρότερο�δυνατό�ψη-�
� φίο�για�ψηφίο�εκατοντάδων�και�το�µικρότερο�δυνατό�ψηφίο�για�ψηφίο�δεκάδων.�
� Άρα�ο�µικρότερος�αριθµός�είναι�ο�119,�µιας�και�το�0�δεν�µπορεί�να�χρησιµο-�
� ποιηθεί�στην�περίπτωσή�µας�ως�ψηφίο�εκατοντάδων.�

♦� Τον�µεγαλύτερο�αριθµό�θα�τον�βρούµε,�αν�πάρουµε�το�µεγαλύτερο�δυνατόν�ψη-�
� φίο�για�τη�θέση�των�εκατοντάδων.�Εποµένως,�ο�αριθµός�που�ζητάµε�είναι�ο�920,�

� διότι�το�µεγαλύτερο�ψηφίο�είναι�το�9�και��11�=�9�+�2�+�0.�

�

3. Η πρόσθεση 

Α.��Πρόσθεση�φυσικών�

Η�πρόσθεση�φυσικών�αριθµών�είναι�η�απλούστερη�πράξη�της�αριθµη-
τικής�και�γίνεται�όπως�δείχνει�το�διπλανό�παράδειγµα.�Τονίζουµε�ότι
στην�πρόσθεση�οι�προσθετέοι�τοποθετούνται�µε�τέτοιο�τρόπο,�ώστε�οι
µονάδες�της�ίδιας�τάξης�να�βρίσκονται�στην�ίδια�στήλη,�δηλαδή�η�µία
κάτω�από�την�άλλη.�

6.957
384
73
8

7.422
+

Β.��Πρόσθεση�δεκαδικών�

Η�πρόσθεση� των� δεκαδικών� περιγράφεται� στο� διπλανό� παράδειγµα.
Επισηµαίνουµε�ότι�η�υποδιαστολή,�σε�όλους�τους�αριθµούς,�πρέπει�να
βρίσκεται�στην�ίδια�στήλη.�

Ας�µην�ξεχνάµε�επίσης�ότι�µπορούµε�να�γράψουµε,�για�παράδειγµα:�

72�=�72,00���και���384�=�384,000�

78,54
9,5
0,27
88,31

+

Με�άλλα�λόγια:�

Κάθε�φυσικός�αριθµός�µπορεί�να�γραφεί�και�ως�δεκαδικός,�αρκεί�µετά�το�ψηφίο�
των�µονάδων�να�βάλουµε�υποδιαστολή�και�στη�συνέχεια�όσα�µηδενικά�επιθυ-�
µούµε.�
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Γ.��Πρόσθεση�κλασµάτων�

α)� Αν�τα�κλάσµατα�είναι�οµώνυµα,�δηλαδή�έχουν�τον�ίδιο
παρονοµαστή,� τότε� προσθέτουµε� τους� αριθµητές� και� αφή-
νουµε�τον�ίδιο�παρονοµαστή.�

+
+ = =

2 5 2 5 7

8 8 8 8

β)� Αν�τα�κλάσµατα�είναι�ετερώνυµα,�δηλαδή�έχουν�διαφο-
ρετικούς�παρονοµαστές,�τότε�τα�µετατρέπουµε�σε�οµώνυµα,
βρίσκοντας�το�Ε.Κ.Π.�των�παρονοµαστών.�

3 2

3 5 3 5

4 6 4 6
+ = + =

ÑÖÖÜ ÑÖÖÜ

9 10 19

12 12 12
= + =

�

 1.2 ��Να�βρεθεί�το�άθροισµα:�

Α�=�912�+�912�+�912�+�912�+�75�+�75�+�75�+�75�+�13�+�13�+�13�+�13�

 ΛΥΣΗ  

Επειδή��912�+�75�+�13�=�1.000��και�υπάρχουν�4�προσθετέοι�από�καθέναν�από�τους�

αριθµούς�912,�75�και�13,�το�δοσµένο�άθροισµα�είναι�ίσο�µε��4�⋅�1.000�=�4.000.�

�

 1.3 ��Ένα�τούβλο�ζυγίζει�1�κιλό�και�
3

5
�του�τούβλου.�Πόσο�ζυγίζουν�8�τέτοια�

τούβλα;�

 ΛΥΣΗ  

Στα�
3

5
�του�τούβλου�πρέπει�να�προσθέσουµε�1�ακόµα�κιλό�για�να�βρούµε�ένα�ολό-�

κληρο�τούβλο.�Άρα�τα�
2

5
�του�τούβλου�ζυγίζουν�1�κιλό.�Το�

1

5
�του�τούβλου�θα�ζυ-�

γίζει�
1

2
�κιλά�και�έτσι�το�1�τούβλο�ζυγίζει�

5

2
�κιλά.�Άρα�τα�8�τούβλα�ζυγίζουν:�

5
8 20 κιλά
2
⋅ = �

�

 1.4 ��Να�βρεθεί�ο�αριθµός:�

⋅ ⋅57 + 83 57 98 +15 98
+

57 98
�

(Αυστραλία)	
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 ΛΥΣΗ  

Υπάρχει�απλός�τρόπος�για�να�βρούµε�την�τιµή�αυτής�της�παράστασης:�

♦�
57 83 57 57 83 57

1 83 84
57 57 57

+ ⋅ ⋅
= + = + = �

♦�
98 15 98 98 15 98

1 15 16
98 98 98

+ ⋅ ⋅
= + = + = �

Άρα,�η�τιµή�της�παράστασης�είναι��84�+�16�=�100.�

�

4. Η αφαίρεση 

Α.��Αφαίρεση�φυσικών�

Η�αφαίρεση�είναι�πράξη�αντίθετη�της�πρόσθεσης.�Εποµένως:�
�

Αν��α�+�β�=�γ,��τότε��α�=�γ�−�β��και��β�=�γ�−�α.�
�

Στην�αφαίρεση��7.837�−�2.958��που�φαίνεται�στο�παράδειγµα,�ο�7.837�
λέγεται�µειωτέος,�ο�αριθµός�2.958�λέγεται�αφαιρετέος�και�το�αποτέ-
λεσµα�4.879�της�αφαίρεσης�λέγεται�διαφορά.�Εποµένως:�

7.837
2.958
4.879

−

�

Αν��Μ�−�Α�=�∆,��τότε��Μ�=�∆�+�Α��και��Α�=�Μ�−�∆.�

Τονίζουµε�ότι�όπως�και�στην�πρόσθεση,�έτσι�και�στην�αφαίρεση,�οι�δύο�αριθµοί�
πρέπει�να�τοποθετηθούν�µε�τέτοιο�τρόπο,�ώστε�οι�µονάδες�να�βρίσκονται�κάτω�από�
τις�µονάδες,�οι�δεκάδες�κάτω�από�τις�δεκάδες�κ.λπ.�

B.��Αφαίρεση�δεκαδικών�

Η�αφαίρεση�δεκαδικών�αριθµών�περιγράφεται�στο�διπλανό�παράδειγ-

µα.�Έτσι,�στην�αφαίρεση��528,3�−�78,74,��τοποθετούµε�τους�αριθµούς
τον�ένα�κάτω�από�τον�άλλο�αλλά�προσέχουµε�η�υποδιαστολή�να�βρί-
σκεται�στην�ίδια�στήλη.�

528,30
78,74
449,56

−

Τον�αριθµό�528,3�τον�γράψαµε�528,30�ώστε�και�οι�δύο�αριθµοί�να�έχουν�το�ίδιο�
πλήθος�ψηφίων.�
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Γ.��Αφαίρεση�κλασµάτων�

α)� Αν� τα� κλάσµατα� είναι� οµώνυµα,� τότε� αφαιρούµε
τους�αριθµητές�και�αφήνουµε�ίδιο�τον�παρονοµαστή.

7 5 7 5 2

9 9 9 9

−

− = =

β)� Αν�τα�κλάσµατα�είναι�ετερώνυµα,�τότε�τα�µετατρέ-
πουµε�σε�οµώνυµα�(βρίσκοντας�το�Ε.Κ.Π.�των�παρο-
νοµαστών)�και�αφαιρούµε�όπως�στην�περίπτωση�(α).�

− ===== − =

Ε.Κ.Π.=24

3 4

7 5 21 20

8 6 24 24

ÑÖÖÜ ÑÖÖÜ

−

= =

21 20 1

24 24

∆.��Γενικές�ιδιότητες�

Στην�αφαίρεση�ισχύουν�επίσης�ορισµένες�χρήσιµες�ιδιότητες�που�τις�περιγράφουµε�
µε�µεταβλητές:�

♦� Αν�από�έναν�αριθµό�α�θέλουµε�να�αφαιρέσουµε�κάποιους�άλλους�αριθµούς,�
� τότε�µπορούµε�να�προσθέσουµε�αυτούς�τους�αριθµούς�και�το�άθροισµά�τους�
� να�το�αφαιρέσουµε�από�τον�αριθµό�α.�

� � � α�−�(β�+�γ)�=�α�−�β�−�γ�� � � � � α�−�β�−�γ�=�α�−�(β�+�γ)�

♦� Αν�στον�µειωτέο�και�στον�αφαιρετέο�µιας�αφαίρεσης�προσθέσουµε�ή�αφαι-�
� ρέσουµε�τον�ίδιο�αριθµό,�τότε�η�διαφορά�δεν�αλλάζει.�

� � � (α�+�γ)�−�(β�+�γ)�=�α�−�β� � � � � (α�−�γ)�−�(β�−�γ)�=�α�−�β�

♦� Αν�από�περισσότερους�από�έναν�αριθµούς�θέλουµε�να�αφαιρέσουµε�κάποιους�
� άλλους�αριθµούς,�τότε�µπορούµε�να�προσθέσουµε�αυτούς�τους�αριθµούς�και�
� το�άθροισµά�τους�να�το�αφαιρέσουµε�από�το�άθροισµα�των�πρώτων�αριθµών.�

α�−�β�+�γ�−�δ�+�ε�−�ζ�=�(α�+�γ�+�ε)�−�(β�+�δ�+�ζ)�

�

 1.5 ��Αντί�να�προσθέσει�η�Μαριάννα�σε�έναν�αριθµό�το�657,�αφαίρεσε�κατά�
λάθος�από�τον�αριθµό�αυτό�το�657�και�βρήκε�243.�Ποιο�έπρεπε�να�είναι�το�σω-�
στό�αποτέλεσµα,�αν�η�Μαριάννα�δεν�είχε�κάνει�αυτό�το�λάθος;�

 ΛΥΣΗ  

Αφού�η�Μαριάννα�αφαίρεσε�κατά�λάθος�από�τον�άγνωστο�σε�µας�αριθµό
τον�657�και�βρήκε�243,�ο�άγνωστος�αριθµός�είναι�ο:�

243�+�657�=�900�

243
657
900

+

Εποµένως�η�Μαριάννα�έπρεπε�να�κάνει�την�πρόσθεση:�

900�+�657�=�1557�

οπότε�το�σωστό�αποτέλεσµα�θα�ήταν�ο�αριθµός�1557.�
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 1.6 ��Με�τι�ισούται�το�άθροισµα��250�−�249�+�248�−�247�+�246�−�245�+�…�+�2�−�1;�

 ΛΥΣΗ  

Οι�αριθµοί�1,�2,�3,�…,�249,�250�µπορούν�να�χωριστούν�σε��250�:�2�=�125��ζεύγη�και�

να�γράψουµε:�

(250�−�249)�+�(248�−�247)�+�(246�−�245)�+�…�+�(4�−�3)�+�(2�−�1)�=�

125 προσθετέοι

1 1 1 1 1 125
−

= + + +…+ + =
���������

�

�
Είναι	φανερό	ότι	η	λύση	δυσκολεύει,	αν	κάνουµε	τις	πράξεις	µε	άλλη	σειρά:	

= − + − + − + + − =A 250 249 248 247 246 245 … 2 1
ÑÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÜ

	

= + − + − + + − =1 248 247 246 245 … 2 1
ÑÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÜ

	

=	249	−	247	+	246	−	245	+	…	+	2	−	1	=	

=	2	+	246	−	245	+	…	+	2	−	1	=	

=	248	−	245	+	…	+	2	−	1	=	

=	3	+	244	−	243	+	…	+	2	−	1	=	…	

Η	προσπάθεια	αυτή	παίρνει	πολύ	χρόνο	και	είναι	ασύµφορη.	

�

 1.7 ��Να�βρεθεί�το�αποτέλεσµα�στην�παρακάτω�παράσταση:�

Α�=�(2009�+�2007�+�2005�+�2003)�+�(2008�+�2006�+�2004)�−�

−�(2003�+�2004�+�2005)�−�(2006�+�2007�+�2008)�

 ΛΥΣΗ  

Οι�αριθµοί� που�προστίθενται,� δηλαδή�οι� αριθµοί� των�δύο�πρώτων�παρενθέσεων,�

δίνουν�άθροισµα:�

2009�+�2007�+�2005�+�2003�+�2008�+�2006�+�2004�

Οι�αριθµοί�που�αφαιρούνται,�δηλαδή�οι�αριθµοί�των�τελευταίων�δύο�παρενθέσεων�

έχουν�άθροισµα:�

2003�+�2004�+�2005�+�2006�+�2007�+�2008�

Άρα��Α�=�2009,��διότι�το�1ο�άθροισµα�είναι�µεγαλύτερο�από�το�2ο�κατά�2009.�
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 1.8 ��Ο�Γιάννης� έχει� κίτρινες,� πράσινες� και� µπλε� µπάλες.� Συνολικά� έχει� 20�
µπάλες.�Οι�δεκαεφτά�απ’�αυτές�δεν�είναι�πράσινες�και�οι�12�δεν�είναι�κίτρινες.�
Πόσες�µπλε�µπάλες�έχει�ο�Γιάννης;�

 ΛΥΣΗ  

Αφού�οι�µπάλες�είναι�20�και�οι�17�δεν�είναι�πράσινες,�θα�είναι�κίτρινες�ή�µπλε.�

Άρα�οι�πράσινες�είναι��20�−�17�=�3�µπάλες.�

Επίσης,�αφού�οι�12�δεν�είναι�κίτρινες,�θα�είναι�πράσινες�ή�µπλε.�Άρα�οι�κίτρινες�εί-�

ναι��20�−�12�=�8�µπάλες.�

Επειδή�λοιπόν�οι��8�+�3�=�11�µπάλες��είναι�πράσινες�ή�κίτρινες,�οι�µπλε�µπάλες�

είναι��20�−�11�=�9.�

�

 1.9 ��� Στη�διπλανή�πρόσθεση�των�διψήφιων�αριθµών�ΑΒ�και�ΓΓ
τα�γράµµατα�Α,�Β,�Γ�παριστάνουν�ψηφία.�∆ιαφορετικά�γράµµατα
παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία.�Ποιον�αριθµό�παριστάνει�το�ψη-
φίο�Β�και�ποιο�είναι�το�άθροισµα;�

AB
+ Γ Γ
ΑΑΑ

 ΛΥΣΗ  

Το�ψηφίο�Α�των�εκατοντάδων�στο�άθροισµα��ΑΑΑ��είναι�1,�διότι�το�άθροισµα�

ΑΒ�+�ΓΓ��είναι�µικρότερο�του�198.�Άρα�το�άθροισµα�είναι�ο�αριθµός��111.�

Από�το�άθροισµα�των�ψηφίων�των�δεκάδων��Α�+�Γ��παίρνουµε�ότι�ο

1�+�Γ��τελειώνει�σε�1.�Εποµένως��Γ�=�0��εκτός�αν�έχουµε�κρατούµενο
από�τη�στήλη�των�µονάδων.�

1Β
ΓΓ
11 1

+

♦� Αν�ήταν��Γ�=�0,��τότε��Β�+�Γ�=�Β�+�0�=�Β.��Αλλά��Β�+�Γ�=�1��(ή�11)�και�έτσι�πρέπει�

� Β�=�1�=�Α.��Αυτό�όµως�είναι�αδύνατο,�διότι��Β�≠�Α.�

♦� Θα�είναι�υποχρεωτικά��Γ�=�9��και�θα�πρέπει�η�πρόσθεση��Β�+�Γ��να�τελειώνει�σε�1�

� και�να�δώσει�κρατούµενο.�Άρα��Β�=�2.�

Τελικά��Α�=�1,��Β�=�2��και��Γ�=�9.�

�

�

�

�

�

�
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5. Πολλαπλασιασµός - ∆ιαίρεση 

Α.��Πολλαπλασιασµός�–�∆ιαίρεση�φυσικών�αριθµών�

Οι�πράξεις�του�πολλαπλασιασµού�και�της�διαίρεσης�είναι�λίγο�πιο�σύνθετες�από�αυ-�
τές�της�πρόσθεσης�και�της�αφαίρεσης,�αλλά�παρουσιάζουν�ενδιαφέρον.�

�

�

Στα�παραπάνω�παραδείγµατα:�

α)� το�γινόµενο�των�αριθµών�379�(πολλαπλασιαστέος)�και�68�(πολλαπλασιαστής)�
είναι�ο�αριθµός�25.772,�

β)� το�πηλίκο�της�διαίρεσης�6.111�(διαιρετέος)�διά�του�97�(διαιρέτης)�είναι�ο�αριθ-�
µός�63.�

Β.��Βασικές�ιδιότητες�

α)� Οι�πράξεις�του�πολλαπλασιασµού�και�της�διαίρεσης�είναι�αντίστροφες�πράξεις.�
Ό,τι�δηµιουργεί�η�µία,�το�«καταστρέφει»�η�άλλη:�

Αν��α�⋅�β�=�γ,��τότε��α�=�γ�:�β��και��β�=�γ�:�α.�
Αν��α�:�β�=�γ,��τότε��α�=�β�⋅�γ��και��β�=�α�:�γ.�

Παράδειγµα 

♦� Αφού��3�⋅�10�=�30,��θα�είναι��3�=�30�:�10��και��10�=�30�:�3.�

♦� Αφού��45�:�9�=�5,��θα�είναι��45�=�9�⋅�5��και��9�=�45�:�5.�

β)� Η�διαίρεση��∆�:�δ��γράφεται�συχνά�για�ευκολία�ως�κλάσµα�
∆
.

δ
�Είναι�δηλαδή:�

∆
∆ : δ (δ 0)

δ
= ≠ �

Γ.��Πολλαπλασιασµός�–�∆ιαίρεση�δεκαδικών�

Ο�πολλαπλασιασµός� και� η� διαίρεση,� όπως� και� όλες� οι� πράξεις� της� αριθµητικής,�
θεωρούνται�γνωστές�σε�όλη�την�έκταση�του�βιβλίου�αυτού.�Ωστόσο,�κάνουµε�όπου�
είναι�απαραίτητο,�ορισµένες�υπενθυµίσεις,�κυρίως�όµως�συµπληρώσεις.�
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� �

⇓� ⇓�

�

�

♦� Στον�πολλαπλασιασµό�δεκαδικών�πολλαπλασιάζουµε�τους�αριθµούς�σαν�να�µην�

� ήταν�δεκαδικοί�αλλά�στο�τέλος�χωρίζουµε�από�το�τέλος�τόσα�δεκαδικά�ψηφία,�

� όσα�είναι�συνολικά�τα�δεκαδικά�ψηφία�και�των�δύο�αριθµών.�

♦� Στη�διαίρεση,�αν�ο�διαιρέτης�είναι�δεκαδικός,�τότε�τον�µετατρέπουµε�σε�φυσικό,�

� µετακινώντας�όµως�την�υποδιαστολή�του�διαιρετέου�προς�τα�δεξιά�κατά�τόσα�
� ψηφία,�όσα�είναι�τα�δεκαδικά�ψηφία�του�διαιρέτη.�

∆.��Πολλαπλασιασµός�–�∆ιαίρεση�κλασµάτων�

Ο�πολλαπλασιασµός�και�η�διαίρεση�κλασµάτων�είναι�απλές�πράξεις�και�δεν�γίνεται�

εύκολα�λάθος:�

α γ α γ

β δ β δ

⋅

⋅ =

⋅

�� � � �
α γ α δ α δ
:

β δ β γ β γ

⋅

= ⋅ =

⋅

�

♦� Για�να�πολλαπλασιάσουµε�δύο�κλάσµατα�πολλαπλασιάζουµε�αριθµητή�µε�αριθ-�

� µητή�και�παρονοµαστή�µε�παρονοµαστή.�

♦� Για�να�διαιρέσουµε�δύο�κλάσµατα,�αφήνουµε�το�πρώτο�όπως�είναι,�αντί�για�δι-�

� αίρεση�κάνουµε�πολλαπλασιασµό�και�αντιστρέφουµε�το�δεύτερο�κλάσµα.�

Παραδείγµατα 

♦�
2 4 2 12 2 12 24
: 2

3 12 3 4 3 4 12

⋅

= ⋅ = = =

⋅

�

♦�
4 4 1 4 1 4 1
: 8

5 5 8 5 8 40 10

⋅

= ⋅ = = =

⋅

�

♦�
5 3 10 3 30

10 : 10 6
3 5 5 5

⋅

= ⋅ = = = �
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Ε.��Γενικές�ιδιότητες�

Ορισµένες�πολύ�χρήσιµες�ιδιότητες�των�πράξεων�(⋅)�και�(:)�είναι�και�οι�εξής:�

♦�
α β β β : α β

και
α γ γ γ : α γ

⋅

= =

⋅

�� � � � � � � (Ιδιότητα	της	απλοποίησης)	

� �Για�παράδειγµα:�
18 2 9 2 28 4 7 4

,
27 3 9 3 35 5 7 5

⋅ ⋅

= = = =

⋅ ⋅

�

♦� �α(β�+�γ)�=�α�⋅�β�+�α�⋅�γ,���α(β�−�γ)�=�α�⋅�β�−�α�⋅�γ�� (Επιµεριστική	ιδιότητα)�

♦� �(αβ)�:�γ�=�(α�:�γ)�⋅�β�=�(β�:�γ)�⋅�α�

�

 1.10 ��Να�βρεθεί�το�γινόµενο:�

Α�=�1000�⋅�100�⋅�10�⋅�1�⋅�0,1�⋅�0,01�⋅�0,001�

 ΛΥΣΗ  

Επειδή:�

1000�⋅�0,001�=�1,���100�⋅�0,01�=�1���και���10�⋅�0,1�=�1�

το�γινόµενο�είναι�ίσο�µε�1.�

Πραγµατικά,�επειδή�στον�πολλαπλασιασµό�δεν�έχει�σηµασία�η�σειρά�των�παραγό-�
ντων,�µπορούµε�να�γράψουµε:�

Α�=�1000�⋅�100�⋅�10�⋅�1�⋅�0,1�⋅�0,01�⋅�0,001�=�

=�(1000�⋅�0,001)�⋅�(100�⋅�0,01)�⋅�(10�⋅�0,1)�⋅�1�=�

=�1�⋅�1�⋅�1�⋅�1�=�1�

�

 1.11 ��Ποιο�είναι�το�πηλίκο�της�διαίρεσης:�

(27�⋅�31�⋅�35�⋅�39�⋅�43)�:�(43�⋅�39�⋅�35�⋅�31)�

 ΛΥΣΗ  

Οι�αριθµοί�(παράγοντες)�31,�35,�39,�43�απλοποιούνται�και�έτσι�το�πηλίκο�είναι�το�27.�

Είναι�δηλαδή:�

27 31⋅ 35⋅ 39⋅ 43⋅

43 39⋅ 35⋅ 31⋅

27= �
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 1.12 ��Η�δασκάλα�είπε�στους�µαθητές�της�τάξης�να�πολλαπλασιάσουν�τον�αριθ-�

µό�που�βλέπουν�στον�πίνακα�µε�το�100.�Αντί�όµως�ο�Γιώργος�να�πολλαπλασιά-�

σει� τον�αριθµό�αυτόν�µε�το�100,� τον�διαίρεσε�µε�το�100�και�βρήκε�23.�Πόσο�

έπρεπε�να�βρει�ο�Γιώργος,�αν�δεν�έκανε�αυτό�το�λάθος;� � (Αυστραλία)�

 ΛΥΣΗ  

Ποιον�αριθµό�είχε�γράψει�η�δασκάλα�στον�πίνακα;�Αυτό�είναι�το�βασικό�ερώτηµα�

στο�πρόβληµα�αυτό.�Ας�προσπαθήσουµε�να�τον�βρούµε:�

Τον�αριθµό�αυτό�ο�Γιώργος�τον�διαίρεσε�µε�100�και�βρήκε�23.�Άρα�ο�αριθµός�που�

είναι�γραµµένος�στον�πίνακα�είναι�ο��23�⋅�100�=�2.300��(διότι�ο�πολλαπλασιασµός�εί-�

ναι�πράξη�αντίστροφη�µε�τη�διαίρεση:�αν��α�:�β�=�γ,��τότε��α�=�β�⋅�γ).�

Ο�Γιώργος�λοιπόν�έπρεπε�να�κάνει�τον�πολλαπλασιασµό��2.300� ⋅�100��και�να�βρει�

230.000�.�Η�σωστή�απάντηση�είναι�εποµένως�ο�αριθµός�230.000.�

�

 1.13 ��Ο�Σπύρος�έχει�προετοιµάσει�το�
1

3
�των�µαθηµάτων�του�για�την�άλλη�

µέρα.�Αν�διαβάσει�ένα�ακόµα�µάθηµα,�θα�έχει�κάνει�τα�µισά�µαθήµατα.�Πόσα�

µαθήµατα�έχει�για�την�άλλη�µέρα�ο�Σπύρος;�

 ΛΥΣΗ  

Όπως�αναφέρει�το�πρόβληµα,�η�διαφορά�του�
1 1
από το

3 2
�είναι�1.�

Είναι�όµως:�

1 1 3 2 1

2 3 6 6 6
− = − = �

Αφού�λοιπόν�το�
1

6
�των�µαθηµάτων�είναι�1�µάθηµα,�για�την�άλλη�µέρα�ο�Σπύρος�

έχει�να�διαβάσει�6�µαθήµατα.�

�

 1.14 ��Να�βρεθούν�τα�ψηφία�Α,�Β,�Γ,�ώστε�ο�διπλανός�πολλαπλα-

σιασµός� να� είναι� σωστός.�Σηµειώστε� ότι� διαφορετικά� γράµµατα

συµβολίζουν�διαφορετικά�ψηφία.�

×

ΑBΓ
3

BBB

(Αυστραλία)	
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 ΛΥΣΗ  

Αφού�ο�ΑΒΓ�είναι�τριψήφιος,�ο�αριθµός�3ΑΒΓ,�δηλαδή�ο�ΒΒΒ�είναι�µεγαλύτερος�
από�το�300.�Άρα�ο�ΒΒΒ�θα�είναι�ένας�από�τους�αριθµούς�333,�444,�555,�666,�777,�
888,�999.�Όµως,�διαιρώντας�τους�αριθµούς�µε�3�βρίσκουµε:�

333�=�3�⋅�111� �

444�=�3�⋅�148� (∗)�

555�=�3�⋅�185� �

666�=�3�⋅�222� �

777�=�3�⋅�259� �

888�=�3�⋅�296� �

999�=�3�⋅�333� �

Από�τα�παραπάνω�γινόµενα�βλέπουµε�ότι�µόνο�το� �444�=�3� ⋅�148��ταιριάζει�µε�τη�

µορφή��ΒΒΒ�=�3�⋅�ΑΒΓ.��Εποµένως��Β�=�4,��Α�=�1��και��Γ�=�8.�

�

6. ∆υνάµεις 

Πολλές�φορές�συναντάµε�γινόµενα�των�οποίων�όλοι�οι�παράγοντες�είναι�ίσοι.�Στην�
περίπτωση�αυτή,�χρησιµοποιούµε�ονοµασίες�και�συµβολικές�εκφράσεις�όπως�φαί-�
νεται�παρακάτω.�

♦� Το� γινόµενο� �α� ⋅�α� ⋅�α� ⋅�…�
⋅
�α,� � που� έχει�ν� παράγοντες

� ίσους�µε�το�α,�λέγεται�δύναµη�του�α�στη�ν�ή�νιοστή�δύ-
� ναµη�του�α�και�συµβολίζεται�µε�αν.�

ν

ν παράγοντες

α α α α α= ⋅ ⋅ ⋅…⋅
�������

♦� Ο�αριθµός�α�λέγεται�βάση�της�δύναµης�και�ο�ν�λέγεται�εκθέτης.�

♦� Η�δύναµη�του�αριθµού�στη�δευτέρα,�δηλαδή�το�α2,�λέγεται�και�τε-
� τράγωνο�του�α.� �

♦� Η�δύναµη�του�αριθµού�στην�τρίτη,�δηλαδή�το�α3,�λέγεται�και�κύ-
� βος�του�α.�

�
♦� Το�α1,�δηλαδή�η�πρώτη�δύναµη�ενός�αριθµού�α�είναι�ο�ίδιος�ο�αριθ-

� µός�α.�Αν��α�≠�0,��τότε�γράφουµε��α0�=�1.�
α1�=�α�

♦� Οι�δυνάµεις�του�1,�δηλαδή�το�1ν,�είναι�όλες�ίσες�µε�1.� 1ν�=�1�
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Οι�δυνάµεις�έχουν�τις�παρακάτω�ιδιότητες:�

♦� αµ�⋅�αν�=�αµ+ν���και���αµ�:�αν�=�αµ–ν�

♦� (αµ)ν�=�αµν�

♦� (αβ)ν�=�αν�⋅�βν���και���
ν ν

ν

α α

β β
 

= 
 

�

Παραδείγµατα 

♦� 25�⋅�27�=�25+7�=�212,���310�:�38�=�310–8�=�32�=�9�

♦� (56)8�=�56⋅8�=�548,���27�⋅�57�=�(2�⋅�5)7�=�107�

�

 1.15 ��Να�γραφεί�ο�αριθµός�2525�ως�δύναµη�µε�βάση�το�55.�

 ΛΥΣΗ  

Σύµφωνα�µε�την�ιδιότητα��(αµ)ν�=�αµν��είναι:�

2525�=�(52)25�=�52⋅25�=�550�=�55⋅10�=�(55)10�

Εποµένως��2525�=�(55)10.�

�

7. Η προτεραιότητα των πράξεων 

Αριθµητική�παράσταση�λέγεται�κάθε�σειρά�αριθµών�που�συνδέονται�µεταξύ�τους�
µε�τα�σύµβολα�των�πράξεων.�

Η�σειρά�µε�την�οποία�πρέπει�να�κάνουµε�τις�πράξεις�σε�µια�αριθµητική�παράστα-�
ση�(προτεραιότητα�των�πράξεων)�είναι�η�ακόλουθη:�

1.� Υπολογισµός�δυνάµεων.�

2.� Εκτέλεση�πολλαπλασιασµών�και�διαιρέσεων.�

3.� Εκτέλεση�προσθέσεων�και�αφαιρέσεων.�

Αν�υπάρχουν�παρενθέσεις,�εκτελούµε�πρώτα�τις�πράξεις�µέσα�στις�παρενθέσεις�
µε�την�παραπάνω�σειρά.�

�
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 1.16 ��Να�υπολογιστεί�η�τιµή�της�παράστασης:�

⋅

− ⋅ − −

⋅

2
2 2008 1940 5 4

A = (5 2 ) + 3 (9 16 : 2)
2 (24 + 26)

�

 ΛΥΣΗ  

Εκτελούµε,�όπου�είναι�αναγκαίο,�πρώτα�τις�δυνάµεις:�
2

2 2008 1940 2008 19405 4 25 4
A (5 2 ) 3 (9 16 : 2) (5 4) 3 (9 8)

2 (24 26) 2 50

⋅ ⋅
= − + ⋅ − − = − + ⋅ − − =

⋅ + ⋅

�

2008 1940 100
1 3 1 1 3 1 1 1 3 1 3

100
= + ⋅ − = + ⋅ − = + − = �

�

8. Συνοψίζοντας τις πράξεις 

Α.��Πράξεις�µε�φυσικούς�αριθµούς�

♦� Πρόσθεση�είναι�η�πράξη�µε�την�οποία�από�δύο�φυσικούς�αριθ-
� µούς�α�και�β,�τους�προσθετέους,�βρίσκουµε�έναν�τρίτο�φυ-
� σικό�αριθµό�γ,�που�είναι�το�άθροισµά�τους�και�γράφουµε:�

α�+�β�=�γ�
�

Ιδιότητες�της�πρόσθεσης� �

•� Το�0�όταν�προστεθεί�σε�έναν�φυσικό�αριθµό�δεν
� τον�µεταβάλλει.�

α�+�0�=�0�+�α�=�α 

•� Μπορούµε�να�αλλάζουµε�τη�σειρά�των�δύο�προ-
� σθετέων�ενός�αθροίσµατος�(Αντιµεταθετική�ιδιό-
� τητα).�

α�+�β�=�β�+�α�

•� Μπορούµε�να�αντικαθιστούµε�προσθετέους�µε
� το�άθροισµά�τους�ή�να�αναλύουµε�έναν�προσθε-
� τέο�σε�άθροισµα�(Προσεταιριστική�ιδιότητα).�

α�+�(β�+�γ)�=�(α�+�β)�+�γ�

�

♦� Αφαίρεση�είναι�η�πράξη�µε�την�οποία,�όταν�δίνο-
� νται�δύο�αριθµοί,�Μ�(µειωτέος)�και�Α�(αφαιρε-
� τέος)� βρίσκουµε� έναν� αριθµό�∆� (διαφορά),� ο
� οποίος�όταν�προστεθεί�στο�Α�δίνει�το�Μ.�

Μ�=�Α�+�∆��και�γράφουµε

∆�=�Μ�−�Α

�
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�

Στους�φυσικούς�αριθµούς�ο�αφαιρετέος�Α�πρέπει�να�είναι�πάντα
µικρότερος�ή�ίσος�του�µειωτέου�Μ.�Σε�αντίθετη�περίπτωση�η
πράξη�της�αφαίρεσης�δεν�είναι�δυνατόν�να�εκτελεστεί.�

�

♦� Πολλαπλασιασµός�είναι�η�πράξη�µε�την�οποία�από�δύο�φυ-
� σικούς�αριθµούς�α�και�β,�τους�παράγοντες,�βρίσκουµε�έναν
� τρίτο�φυσικό�αριθµό�γ,�που�είναι�το�γινόµενό�τους:�

α�⋅�β�=�γ�

�

Ιδιότητες�του�πολλαπλασιασµού� �

•� Το�1�όταν�πολλαπλασιαστεί�µε�έναν�φυσικό
� αριθµό�δεν�τον�µεταβάλλει.�

α�⋅�1�=�1�⋅�α�=�α 

•� Μπορούµε�να�αλλάζουµε�τη�σειρά�των�παραγό-
� ντων�ενός�γινοµένου�(Αντιµεταθετική�ιδιότητα).

α�⋅�β�=�β�⋅�α�

•� Μπορούµε�να�αντικαθιστούµε�παράγοντες�µε�το
� γινόµενό� τους� ή� να� αναλύουµε� έναν� παράγοντα
� σε�γινόµενο�(Προσεταιριστική�ιδιότητα).�

α�⋅�(β�⋅�γ)�=�(α�⋅�β)�⋅�γ�

•� Επιµεριστική�ιδιότητα�του�πολλαπλασιασµού�ως
� προς�την�πρόσθεση.�

α�⋅�(β�+�γ)�=�α�⋅�β�+�α�⋅�γ�

•� Επιµεριστική�ιδιότητα�του�πολλαπλασιασµού�ως
� προς�την�αφαίρεση.�

α�⋅�(β�−�γ)�=�α�⋅�β�−�α�⋅�γ�

�

Β.��Πράξεις�µε�κλασµατικούς�αριθµούς�

α)�♦� Όταν�ένα�µέγεθος�ή�ένα�σύνολο�οµοειδών�αντι-

� κειµένων�χωρισθεί�σε�ν�ίσα�µέρη,�το�κάθε�ένα�από

� αυτά�ονοµάζεται�νιοστό�και�συµβολίζεται�µε�το�
1

ν
.

�

♦� Κάθε�τµήµα�του�µεγέθους�ή�του�συνόλου�αντικει-�

� µένων,�που�αποτελείται�από�κ�τέτοια�ίσα�µέρη,�

� συµβολίζεται� µε� το� κλάσµα�
κ
ν� και� διαβάζεται

� «κάπα�νιοστά».�

5 1
5

7 7
= ⋅ �

1 1 κ
κ κ , ν 0
ν ν ν

⋅ = ⋅ = ≠
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♦� Η�έννοια�του�κλάσµατος�επεκτείνεται�και�στην�πε-
� ρίπτωση� που� ο� αριθµητής� είναι� µεγαλύτερος� από
� τον�παρονοµαστή.�Τότε� το�κλάσµα�είναι�µεγαλύ-
� τερο�από�το�1.�

Είναι�
8
1,

3
> �διότι��8�>�3

�

♦� Κάθε�φυσικός�αριθµός�µπορεί�να�έχει�τη�µορφή�κλά-
� σµατος�µε�παρονοµαστή�το�1.�

6 15 21
6 , 15 , 21

1 1 1
= = =

�

β)�♦� ∆ύο�κλάσµατα� και
α γ

β δ
�λέγονται�ισοδύναµα

� όταν�εκφράζουν�το�ίδιο�τµήµα�ενός�µεγέθους�ή�ίσων

� µεγεθών.�Επειδή�ακριβώς�εκφράζουν�το�ίδιο�τµήµα�

� ενός�µεγέθους�είναι�και�ίσα�και�γράφουµε:�

α γ
=

β δ
�

2 10
και

3 15
��ισοδύναµα

δηλαδή��
2 10

3 15
= �

�

♦� Αν�δύο�κλάσµατα�
α
β�και�

γ
δ�είναι� ισοδύναµα,�τότε�τα

� «χιαστί�γινόµενα»��α�⋅�δ��και��β�⋅�γ��είναι�ίσα.�∆ηλαδή:

Αν��
α γ

β δ
= ,��τότε��α�⋅�δ�=�β�⋅�γ�

Αφού�
2 10

3 15
= �θα�είναι

2�⋅�15�=�3�⋅�10�

Για� να� κατασκευάσουµε� ισοδύναµα� κλάσµατα� ή� για� να� διαπιστώσουµε� ότι� δύο�
κλάσµατα�είναι�ισοδύναµα,�µπορούµε�να�εφαρµόζουµε�τους�παρακάτω�κανόνες:�

♦� Όταν�πολλαπλασιαστούν�οι�όροι�ενός�κλάσµατος�µε

� τον�ίδιο�φυσικό�αριθµό�(≠�0)�προκύπτει�κλάσµα�ισο-
� δύναµο.�

2 2 4 8

3 3 4 12

⋅

= =

⋅

�

♦� Όταν�οι�όροι�ενός�κλάσµατος�διαιρεθούν�µε�τον�ίδιο

� φυσικό�αριθµό�(≠�0)�προκύπτει�κλάσµα�ισοδύναµο.

10 10 : 5 2

15 15: 5 3
= =

�

�

•� Η�διαδικασία�αυτή�λέγεται�απλοποίηση�του�κλάσµατος�και�έχει
� ως�αποτέλεσµα�ένα�κλάσµα�ισοδύναµο�µε�το�αρχικό�µε�µικρό-
� τερους�όρους.�

�

•� Το�κλάσµα� εκείνο�που� δεν�µπορεί� να�απλοποιηθεί
� (δηλαδή�δεν�υπάρχει�κοινός�διαιρέτης�αριθµητή�και
� παρονοµαστή�εκτός�του�1)�λέγεται�ανάγωγο.�

7

12
�ανάγωγο,�αφού

Μ.Κ.∆.(7,�12)�=�1
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•� Όταν� δύο� ή� περισσότερα� κλάσµατα� έχουν� τον� ίδιο
� παρονοµαστή� λέγονται� οµώνυµα� και� όταν� έχουν
� διαφορετικούς� παρονοµαστές� ονοµάζονται� ετερώ-
� νυµα.�

2 5
,

7 7
�οµώνυµα��

2 5
,
7 3

�ετερώνυµα

�

γ)� Για�τη�σύγκριση�κλασµάτων�ισχύουν�τα�εξής:�

♦� Από�δύο�οµώνυµα�κλάσµατα,�εκείνο�
� που�έχει�τον�µεγαλύτερο�αριθµητή�είναι�
� µεγαλύτερο.�

9 5

13 13
>

�

♦� Για� να� συγκρίνουµε� ετερώνυµα� κλά-�
� σµατα�τα�µετατρέπουµε�σε�οµώνυµα�
� και�συγκρίνουµε�τους�αριθµητές�τους.�

Για�να�συγκρίνουµε�τα��
7 5
και

12 16
�τα

µετατρέπουµε�σε�οµώνυµα:�

7 28 5 15
και

12 48 16 48
= = �

Άρα��
7 5

12 16
> .�

�

♦� Από�δύο�κλάσµατα�µε�τον� ίδιο�αριθ-�
� µητή�µεγαλύτερο�είναι�εκείνο�µε�τον�
� µικρότερο�παρονοµαστή.�

13 13

9 5
<

�

δ)� Γενικά,�για�την�πρόσθεση�και�την�αφαίρεση�κλασµάτων�ισχύουν�τα�εξής:�

♦� Προσθέτουµε�δύο�ή�περισσότερα�οµώνυµα�κλά-
� σµατα�προσθέτοντας�τους�αριθµητές�τους.�

α β α β

γ γ γ

+
+ = �

7 2 7 2 9

5 5 5 5

+
+ = =

�

♦� Προσθέτουµε�ετερώνυµα�κλάσµατα�αφού�πρώτα�τα
� µετατρέψουµε�σε�οµώνυµα.�

7 2 21 8 29

4 3 12 12 12
+ = + =

�

♦� Αφαιρούµε�δύο�οµώνυµα�κλάσµατα�αφαιρώντας�τους
� αριθµητές�τους.�

α β α β

γ γ γ

−

− = �

4 2 4 2 2

5 5 5 5

−

− = =

�

♦� Αφαιρούµε�δύο�ετερώνυµα�κλάσµατα�αφού�τα�µε-
� τατρέψουµε�πρώτα�σε�οµώνυµα.�

7 2 21 8 13

4 3 12 12 12
− = − =
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♦� Μερικές�φορές� αντί� να� γράφουµε� �
4 4

1 , γράφουµε πιο απλά 1 .
5 5

+ �Ο�συµβολι-�

� σµός�αυτός,�που�παριστάνει�το�άθροισµα�ενός�ακέραιου�µε�ένα�κλάσµα�µικρό-�
� τερο�της�µονάδας,�ονοµάζεται�µεικτός�αριθµός.�
�

ε)� ♦� Το�γινόµενο�δύο�κλασµάτων�είναι�το�κλάσµα
� που�έχει�αριθµητή�το�γινόµενο�των�αριθµητών και
� παρονοµαστή�το�γινόµενο�των�παρονοµαστών.�

α γ α γ

β δ β δ

⋅

⋅ =

⋅

�

3 5 3 5 15

7 4 7 4 28

⋅

⋅ = =

⋅

�

�

♦� Το�γινόµενο�ενός�φυσικού�αριθµού�επί�ένα�κλάσµα
� είναι�το�κλάσµα�µε�αριθµητή�το�γινόµενο�του�αριθ-
� µητή�επί�τον�φυσικό�αριθµό�και�µε�τον�ίδιο�παρο-
� νοµαστή.�

α α α λ
λ λ
β β β

⋅

⋅ = ⋅ =

3 7 3 21
7
5 5 5

⋅

⋅ = = �

�

♦� Τα�κλάσµατα�που�έχουν�γινόµενο�1�λέγονται�αντί-

� στροφα.� Επειδή� ⋅

γ δ
= 1

δ γ
� τα� κλάσµατα� και

γ δ

δ γ
� είναι�αντίστροφα.�

7 5 7 5 35
1

5 7 5 7 35

⋅

⋅ = = =

⋅

♦� Ισχύουν�όλες�οι�ιδιότητες�των�πράξεων�των�φυσικών�αριθµών�στα�κλάσµατα.�
�

στ)�♦� Για�να�διαιρέσουµε�δύο�φυσικούς�αριθµούς�αρ-
� κεί�να�πολλαπλασιάσουµε�τον�διαιρετέο�µε�τον�αντί-
� στροφο�του�διαιρέτη.�

1 α
α :β α

β β
= ⋅ = �

1 5
5 : 4 5

4 4
= ⋅ = �

�

♦� Για�να�διαιρέσουµε�δύο�κλάσµατα�αρκεί�να�πολλα-
� πλασιάσουµε�τον�διαιρετέο�µε�τον�αντίστροφο�του
� διαιρέτη.�

α γ α δ
:

β δ β γ
= ⋅ �

7 5 7 4 7 4 28
:
3 4 3 5 3 5 15

⋅

= ⋅ = =

⋅

�

♦� Ένα�κλάσµα,�του�οποίου�ένας�τουλάχιστον�όρος�του
� είναι�κλάσµα,�ονοµάζεται�σύνθετο�κλάσµα.�

�
�
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♦� Μπορούµε�όµως�να�κάνουµε�τη�µετατροπή�και�ως�εξής:�

α
β
γ
δ

α γ α δ α δ
:

β δ β γ β γ

⋅

= = ⋅ =

⋅

�

�

Γ.��∆εκαδικοί�αριθµοί�

α)�♦� Στο�δεκαδικό�µέρος�οι�τάξεις�είναι�τα�δέκατα,�τα�εκατοστά,�τα�χιλιοστά,�τα�
� δεκάκις�χιλιοστά,�τα�εκατοντάκις�χιλιοστά,�τα�εκατοµµυριοστά�κ.λπ.�

♦� Στο�ακέραιο�µέρος�οι�τάξεις�είναι�σε�µονάδες,�δεκάδες�κ.λπ.�

♦� ∆έκα�µονάδες�µιας�τάξης�είναι�µία�µονάδα�µεγαλύτερης�τάξης.�

♦� Σε�κάθε�δεκαδικό�αριθµό�διακρίνουµε�το�ακέραιο�µέρος�και�το�δεκαδικό�µέ-�
� ρος�του.�Αυτά�διαχωρίζονται�από�την�υποδιαστολή.�

♦� Αν�δύο�δεκαδικοί�αριθµοί�αρχίζουν�από�ψηφίο�της
� ίδιας�τάξης,�µεγαλύτερος�είναι�αυτός�που�έχει�το�µε-
� γαλύτερο�ψηφίο�στην�αρχική�τάξη.�

8,97453�<�9,432

�

♦� Αν�δύο�δεκαδικοί�αριθµοί�αρχίζουν�από�ψηφίο�της
� ίδιας�τάξης,�µεγαλύτερος�είναι�εκείνος�που�έχει�το
� αµέσως�επόµενο�ψηφίο�µεγαλύτερο.�

105,3842�>�105,37896

�

♦� Για�να�στρογγυλοποιήσουµε�έναν�δεκαδικό�αριθµό:�

−� Προσδιορίζουµε�τη�δεκαδική�τάξη�στην�οποία�θα�γίνει�η�στρογγυλοποίηση.�

−� Εξετάζουµε�το�ψηφίο�της�αµέσως�µικρότερης�τάξης,�δηλαδή�το�επόµενο.�

−� Αν�αυτό�είναι�µικρότερο�του�5,�το�ψηφίο�αυτό�και�όλα�τα�ψηφία�των�µικρότε-�
� ρων�τάξεων�µηδενίζονται.�

� Παράδειγµα��957,3842��⇒��957,3800.�

−� Αν�είναι�µεγαλύτερο�ή�ίσο�του�5,�το�ψηφίο�αυτό�και�όλα�τα�ψηφία�των�µικρό-�
� τερων�τάξεων�µηδενίζονται�και�το�ψηφίο�της�τάξης�στρογγυλοποίησης�αυξάνε-�
� ται�κατά�1.�

� Παράδειγµα��957,3842��⇒��960,0000�=�960.�
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β)� ∆εκαδικό�κλάσµα�λέγεται�το�κλάσµα�που�έχει�παρονοµαστή�µια�δύναµη�του�10.�
Κάθε�δεκαδικός�αριθµός�διακρίνεται�σε�ακέραιο�µέρος�και�δεκαδικό�µέρος,�που�
διαχωρίζονται�από�την�υποδιαστολή.�

Ένας�µεγάλος�αριθµός�µπορεί�να�γραφεί�στη�µορφή��α�⋅�10ν,��δηλαδή�ως�γινόµενο�
ενός�αριθµού�α�επί�µια�δύναµη�του�10.�Ο�αριθµός�α�είναι�ένας�δεκαδικός�αριθµός�
µε�ακέραιο�ψηφίο�µεγαλύτερο�ή�ίσο�του�1�και�µικρότερο�του�10.�Τη�µορφή�αυτή�
ονοµάζουµε�τυποποιηµένη.�

�

Πράξεις�µεταξύ�δεκαδικών�αριθµών�

♦� Η�πρόσθεση� δεκαδικών�αριθµών�γίνεται�όπως�και�στους�φυσικούς�αριθµούς.�
� Τοποθετούµε�τους�αριθµούς�τον�ένα�κάτω�από�τον�άλλο�έτσι,�ώστε�οι�υποδια-�
� στολές�να�γράφονται�στην�ίδια�στήλη�και�προσθέτουµε�τα�ψηφία�της�ίδιας�τάξης.�

♦� Η�αφαίρεση� δεκαδικών�αριθµών� γίνεται� όπως�και� στους�φυσικούς�αριθµούς.�
� Τοποθετούµε�τους�αριθµούς�τον�ένα�κάτω�από�τον�άλλο�έτσι,�ώστε�οι�υποδια-�
� στολές�να�γράφονται�στην�ίδια�στήλη�και�αφαιρούµε�τα�ψηφία�της�ίδιας�στήλης.�

♦� Ο�πολλαπλασιασµός�δεκαδικών�αριθµών�γίνεται�όπως�και�των�φυσικών�αριθ-�
� µών.�Τοποθετούµε�στο�αποτέλεσµα�της�πράξης�την�υποδιαστολή�τόσες�θέσεις�
� από�τα�δεξιά�προς�τα�αριστερά,�όσα�είναι�συνολικά�τα�ψηφία�στα�δεκαδικά�µέ-�
� ρη�και�των�δύο�παραγόντων.�

♦� Η�διαίρεση�γίνεται�όπως�και�η�Ευκλείδεια�διαίρεση.�Πολλαπλασιάζουµε�το�διαι-�
� ρέτη�και�το�διαιρετέο�µε�την�κατάλληλη�δύναµη�του�10�έτσι,�ώστε�ο�διαιρέτης�
� να�γίνει�φυσικός.�Όταν�εξαντληθεί�το�ακέραιο�µέρος�του�διαιρετέου,�«κατεβά-�
� ζουµε»�το�µηδέν�ως�πρώτο�δεκαδικό�ψηφίο�από�τον�διαιρετέο�και�τοποθετούµε�
� στο�πηλίκο�υποδιαστολή.�

♦� Όταν�πολλαπλασιάζουµε�µε�0,1,�0,01,�0,001,�…�ή�όταν�διαιρούµε�µε�10,�100,�
� 1.000,�…�ένα�δεκαδικό�αριθµό�µεταφέρουµε�την�υποδιαστολή�προς�τα�αριστερά�
� µία,�δύο,�τρεις�…�αντίστοιχα�θέσεις.�

♦� Όταν�πολλαπλασιάζουµε� ένα�δεκαδικό�αριθµό�µε�10,�100,� 1.000,�…�µεταφέ-�
� ρουµε�την�υποδιαστολή�του�αριθµού�προς�τα�δεξιά�µία,�δύο,�τρεις,�…�θέσεις,�
� αντίστοιχα.�

♦� Οι�δυνάµεις�των�δεκαδικών�αριθµών�έχουν�τις�ιδιότητες�των�δυνάµεων�των�φυ-�
� σικών�αριθµών.�Το�πλήθος�των�δεκαδικών�ψηφίων,�που�έχει�το�αποτέλεσµα,�προ-�
� κύπτει� από� το� πλήθος� των� δεκαδικών�ψηφίων� της� βάσης,� επί� τον� εκθέτη� της�
� δύναµης.�
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Ασκήσεις και προβλήµατα 

 1.17 ��Να�υπολογιστεί�η�τιµή�της�παράστασης:�

 
 
 

2023 2025 1 1
A = + + 2 +

2025 2027 2025 2027
�

 ΛΥΣΗ  

Επειδή�όλοι�οι�όροι�είναι�αριθµοί�µεγάλοι,�εξετάζουµε�µήπως�µπορούµε�να�απο-�
φύγουµε�τις�πράξεις.�Για�να�αποφύγουµε�όµως�τις�πράξεις�πρέπει�να�χρησιµοποιή-�
σουµε�τις�ιδιότητες�της�πρόσθεσης.�

♦� Σύµφωνα�µε�την�επιµεριστική�ιδιότητα:�

α�⋅�(β�+�γ)�=�α�⋅�β�+�α�⋅�γ�

� µπορούµε�να�γράψουµε:�

1 1 1 1 2 2
2 2 2
2025 2027 2025 2027 2025 2027

 
+ = ⋅ + ⋅ = + 

 
�

♦� Η�παράσταση�Α�γράφεται:�

�

2023 2 2025 2 2023 2 2025 2

2025 2025 2027 2027 2025 2027

+ +   
= + + + = + =   
   

�

2025 2027
1 1 2

2025 2027
= + = + = �

Εποµένως�η�τιµή�της�παράστασης�Α�είναι��Α�=�2.�

�

 1.18 ��Μέχρι�τις�2�µ.µ.�ένα�αυτοκίνητο�είχε�διανύσει�το�
1

3
�της�διαδροµής,�ενώ�

µέχρι�τις�4�µ.µ.�είχε�διανύσει�το�
1

2
�της�διαδροµής.�

α)�Ποιο�µέρος�της�διαδροµής�είχε�διανύσει�το�αυτοκίνητο�µέχρι�τις�3�µ.µ.;�

β)� Πόσες�ώρες�διήρκησε�ολόκληρο�το�ταξίδι;�

(Η�ταχύτητα�του�αυτοκινήτου�ήταν�η�ίδια�σε�όλο�το�µήκος�της�διαδροµής.)�

(Αυστραλία)�
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 ΛΥΣΗ  

α)� Από�τις�2�µέχρι�τις�4�το�αυτοκίνητο�διήνυσε�τα:�

1 1 3 2 1

2 3 6 6 6
− = − = �της�διαδροµής�

Άρα�από�τις�2�µέχρι�τις�3�διήνυσε�το��
1 1 1

2 6 12
⋅ =

��της�διαδροµής.�Εποµένως�µέχρι�τις�

3�µ.µ.�το�αυτοκίνητο�διήνυσε�τα:�

1 1 4 1 5

3 12 12 12 12
+ = + = �της�συνολικής�διαδροµής�

β)� Αφού�από�τις�2�µ.µ.�έως�τις�3�µ.µ.,�δηλαδή�σε�1�ώρα�το�αυτοκίνητο�διήνυσε�το�
1

12
�της�διαδροµής,�όλη�η�διαδροµή�διήρκησε:�

12�⋅�1�=�12�ώρες�
�

 1.19 ��Να�υπολογιστεί�το�γινόµενο:�

           
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅          

          

1 1 1 1 1 1
Γ = 1+ 1+ 1+ 1+ … 1+ 1+

1 2 3 4 58 59
�

 ΛΥΣΗ  

Το�γινόµενο�Γ�έχει�59�παράγοντες.�Οι�παράγοντες�αυτοί�είναι�οι�αριθµοί:�

1 1 1 1 1 1
1 , 1 , 1 , 1 , , 1 , 1
1 2 3 4 58 59

+ + + + … + + �

Ας�δούµε�όµως�τον�κάθε�παράγοντα�χωριστά:�

1 1 2 1 3 1 3 1 4
1 1 1 2, 1 , 1 , ,
1 2 2 2 2 3 3 3 3

+ = + = + = + = + = + = … �

1 59 1 60
1
59 59 59 59

+ = + = �

Το�γινόµενο�λοιπόν�Γ�γράφεται�και�ως�εξής:�

3 4 5 59 60 2 3 4 5 59 60
Γ 2

2 3 4 58 59 2 3 4 58 59

⋅ ⋅ ⋅ ⋅…⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅…⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅…⋅ ⋅

�

Στο�σηµείο�αυτό�δεν�θα�κάνουµε�τους�πολλαπλασιασµούς�σε�αριθµητή�και�παρο-�
νοµαστή,�αλλά�θα�απλοποιήσουµε�τους�κοινούς�παράγοντες.�Είναι�λοιπόν:�

2
Γ =

3⋅ 4⋅ 5⋅ 59⋅…⋅ 60

2

⋅

3⋅ 4⋅ 58⋅…⋅ 59⋅

60= �
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 1.20 ��Από�το�διπλανό�τετράγωνο�έχουν�σβηστεί�όλοι�οι�αριθ-�
µοί�εκτός�από�αυτόν�που�βρίσκεται�στο�κέντρο�του�τετραγώνου.�
Αν� γνωρίζουµε� ότι� το� άθροισµα� των� τριών� αριθµών� που� βρί-�
σκονται�σε�κάθε�γραµµή,�σε�κάθε�στήλη�και�σε�κάθε�διαγώνιο�
είναι�ίσο�µε�12,�τι�άθροισµα�έχουν�οι�τέσσερις�αριθµοί�που�βρί-�
σκονται�στα�γωνιακά�τετράγωνα;�

 ΛΥΣΗ  

Αν�προσθέσουµε�τις�δύο�διαγώνιες,�θα�πάρουµε�το�άθροισµα�που�ζητάµε�αυξηµέ-�

νο�κατά��4�+�4�=�8,��διότι�τον�αριθµό�4�τον�έχουµε�µετρήσει�δύο�φορές.�Άρα�το�ζη-�
τούµενο�άθροισµα�είναι�ίσο�µε:�

12�+�12�−�8�=�24�−�8�=�16�
�

 1.21 ��Ποιον�αριθµό�σχηµατίζουν�τα�τελευταία�τέσσερα�ψηφία�του�αριθµού:�

1�⋅�2�⋅�3�⋅�4�⋅�5�⋅�6�⋅�7�⋅�…�
⋅
�201�+�2021�

 ΛΥΣΗ  

Ανάµεσα�στους�αριθµούς�1,�2,�3,�…,�201�υπάρχουν�οι�αριθµοί�10,�100,�200.�

Το� γινόµενο� των� τριών�αυτών�αριθµών�αυτών� είναι� 200.000�που�σηµαίνει� ότι� ο�
αριθµός:�

1�⋅�2�⋅�3�⋅�4�⋅�…�
⋅
�201�

τελειώνει�τουλάχιστον�σε�πέντε�µηδενικά.�

Προσθέτοντας�λοιπόν�στο�γινόµενο�τον�αριθµό�2021,�συµπεραίνουµε�ότι�τα�τελευ-�
ταία�τέσσερα�ψηφία�του�αθροίσµατος�σχηµατίζουν�τον�αριθµό�2021.�
�

 1.22 ��Να�βρεθεί�η�τιµή�της�παράστασης:�

Α�=�(101�+�100�+�99�+�…�+�3�+�2)�−�(100�+�99�+�98�+�…�+�2�+�1)�

 ΛΥΣΗ  

Θα�χρησιµοποιήσουµε�την�ιδιότητα:�

(α�+�β)�−�(γ�+�δ)�=�(α�−�γ)�+�(β�−�δ)�

Για�το�λόγο�αυτό�ζευγαρώνουµε�κατάλληλα�τους�αριθµούς�που�βρίσκονται�στις�πα-�
ρενθέσεις�και�παίρνουµε:�

Α�=�(101�−�100)�+�(100�−�99)�+�(99�−�98)�+�…�+�(3�−�2)�+�(2�−�1)�=�

100 προσθετέοι

1 1 1 1 1 100
−

= + + +…+ + =
���������

�
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 1.23 ��Αν�τα�Α,�Β,�Γ,�∆�παριστάνουν�ψηφία�και�διαφορετικά
γράµµατα�παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία,�να�ξαναφτιαχτεί�ο�δι-
πλανός�πολλαπλασιασµός.�

×

ABΓ∆
4

∆ ΓBA

 ΛΥΣΗ  

Επειδή�το�γινόµενο�∆ΓΒΑ�είναι�τετραψήφιος,�όπως�και�ο�ΑΒΓ∆,�πρέπει��Α�=�1��ή�

Α�=�2.��(Αν�για�παράδειγµα��Α�≥�3,��τότε�ο��4�×�ΑΒΓ∆��είναι�πενταψήφιος.)�

i)� Αν��Α�=�1,��τότε�προκύπτει�ο�διπλανός�πολλαπλασιασµός,�που�είναι

αδύνατος�διότι�ο��4�×�∆��δεν�τελειώνει�ποτέ�σε�1!�Άρα��Α�=�2.�

1 BΓ∆
4

∆ΓΒ1
×

�

ii)� Αν��Α�=�2,��ο�πολλαπλασιασµός�παίρνει�τη�διπλανή�µορφή.�Επειδή

ο��4�×�∆��τελειώνει�σε�2,�πρέπει��∆�=�3��(διότι��4�⋅�3�=�12)��ή��∆�=�8��(διότι

4�⋅�8�=�32).�

2 BΓ∆
4

∆ΓΒ2
×

♦� Η�περίπτωση��∆�=�3��απορρίπτεται,�διότι�ο��4�×�2ΒΓ∆��είναι�µεγαλύτερος�από�τον�

� 4.000�άρα�και�από�τον�3ΓΒ2.�Άρα��∆�=�8.�

♦� Με��∆�=�8��ο�πολλαπλασιασµός�παίρνει�τη�διπλανή�µορφή.�
2BΓ8

4
8ΓΒ2

×

Παρατηρούµε�ότι�το�γινόµενο��4�×�Β��δεν�πρέπει�να�δώσει�κρατούµε-

νο,�διότι� �4�×�2�=�8��και�στο�γινόµενο�το�ψηφίο�των�χιλιάδων�είναι�8.

Άρα��Β�=�1��ή��Β�=�2.��∆ε�γίνεται�όµως�να�είναι��Β�=�2�=�Α.��Άρα��Β�=�1
και�έτσι�ο�πολλαπλασιασµός�παίρνει�νέα�µορφή.�

21 Γ8
4

8Γ1 2
×

Πρέπει�τώρα�το�γινόµενο��4�×�Γ��συν�το�κρατούµενο�3�(από�το�γινόµενο��4�⋅�8)��να�

τελειώνει�σε�1.�Άρα��Γ�=�2��(διότι��4�×�2�+�3�=�11)��ή��Γ�=�7��(διότι��4�×�7�+�3�=�31).�

Η�περίπτωση� �Γ�=�2� �απορρίπτεται,�αφού� �Α�=�2� �και�πρέπει� �Α�≠�Γ.

Άρα��Γ�=�7.��Η�τιµή��Γ�=�7��είναι�δεκτή,�κάτι�που�φαίνεται�στον�διπλα-
νό�πολλαπλασιασµό.�

21 78
4

871 2
×

�

�

�

�

�



62� ΟΙ�ΑΡΙΘΜΟΙ,���ΟΙ�ΠΡΑΞΕΙΣ�ΤΗΣ�ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ,���ΚΛΑΣΜΑΤΑ�–�∆ΕΚΑ∆ΙΚΟΙ�ΑΡΙΘΜΟΙ�

Ασκήσεις για εξάσκηση 

1. Βασικές ασκήσεις 

1.24��Να�κάνετε�τις�προσθέσεις:�

α)� 795
986
48
79+

�

β)� 7.647
9.879
948
95+

�

�

1.25��Να�κάνετε�τις�αφαιρέσεις:�

α)� 9.761
895−

�
β)� 13.423

9.647−

�

�

1.26��Να�εκτελέσετε�τις�πράξεις:�

α)� 73,46�+�92,7�� � � � � � � � β)� 173,21�−�95,79�

�

1.27��Να�κάνετε�τους�πολλαπλασιασµούς:�

α)� 894
87×

�
β)� 987

789×

�

�

1.28��Να�κάνετε�τις�παρακάτω�διαιρέσεις:�

α)�

�

β)�

�
�

1.29��Να�εκτελέσετε�τις�παρακάτω�πράξεις:�

α)� 57,2 5
6 8,4×

�
β)�

�
�

1.30��Να�κάνετε�τις�πράξεις:�

α)�
2 3 1

5 10 15
+ + �� � � � � � � � β)�

3 1 2

8 6 3
− + �
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1.31��Να�βρείτε�το�άθροισµα�των�αντίστροφων�των�διαιρετών�του�αριθµού�18�και�

να�το�γράψετε�ως�ένα�απλοποιηµένο�κλάσµα.� � � � (Ηνωµένες�Πολιτείες)�

�

1.32��Ποιος�αριθµός�πρέπει�να�µπει�στο�κουτάκι,�ώστε�� 59 154 ���� 53 247+ + − = ;�
�

1.33��Ποιος�αριθµός�θα�µπει�στη�θέση�του�α,�ώστε��
15 5

7 α 10
=

+

;�

�

1.34��Ποιος�αριθµός�είναι�στο�κουτάκι,�ώστε�� 65 �������� :13 160+ = ;�
�

1.35��Να�γράψετε�τον�αριθµό��
2021

2,021
��στην�πιο�απλή�του�µορφή.�

�

1.36��Ποιος�δεκαδικός�είναι�ο�αριθµός��
2 3 7

100 1.000 100.000
+ + ;�

�

1.37��Το�ένα�τρίτο�ενός�αριθµού�είναι�ίσο�µε�25.�Ποιο�είναι�το�διπλάσιο�του�αριθ-�

µού�αυτού;�
�

1.38��Να�βρείτε�ένα�κλάσµα�ανάµεσα�στο��
1 1
και το .

100 101
�

�

1.39��Ποιο�είναι�το�ψηφίο�των�µονάδων�του�γινοµένου��94�⋅�89�⋅�2007�⋅�123456789�;�

�

2. Αριθµοί µε άγνωστα ψηφία 

1.40��Στη�διπλανή�πρόσθεση�τα�γράµµατα�παριστάνουν�ψηφία.�∆ιαφο-
ρετικά�γράµµατα�παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία.�Ποια�ψηφία�κρύ-
βονται�κάτω�από�τα�γράµµατα�αυτά;�

Α T
A

Τ Ε Ε
+

�

1.41��Στη�διπλανή�πρόσθεση�βλέπετε� την�πρόσθεση�ενός� τριψήφιου
αριθµού�µε�έναν�διψήφιο.�Τα�γράµµατα�παριστάνουν�ψηφία.�∆ιαφο-
ρετικά�γράµµατα�παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία.�Ποιο�είναι�το�άθροι-
σµα�των�ψηφίων�του�αριθµού�ΝΑΙ;�

ΝA I
AN

1. 0 1 0
+

Α:�13�� � Β:�11�� � Γ:�14�� � ∆:�15�� � Ε:�Τίποτα�
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1.42��Στη�διπλανή�αφαίρεση�δύο�πενταψήφιων�αριθµών�ορισµένα�ψη-

φία�έχουν�αντικατασταθεί�µε�γράµµατα.�∆ιαφορετικά�γράµµατα�µπο-

ρεί�να�παριστάνουν�το�ίδιο�ψηφίο.�Να�βρείτε�το�άθροισµα:�

� α�+�β�+�γ�+�δ�+�ε� (Αυστραλία)

α4.β7γ
5δ.8ε6
28.499

−

�

1.43��Αν�διαφορετικά�γράµµατα�παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία,�να

ξανακατασκευάσετε�τον�διπλανό�πολλαπλασιασµό.�

Τ Α
ΝΑ

ΝΤΑ
ΤΑ
Θ ΕΑ

×

+

�

1.44��Στον�διπλανό�πολλαπλασιασµό�τα�γράµµατα�παριστάνουν�ψη-
φία.�∆ιαφορετικά�γράµµατα�παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία.�Να�βρεί-
τε�ποια�ψηφία�παριστάνουν�τα�γράµµατα�Α,�Β,�Γ.�

Α Β
Γ

ΑΑΑ
×

�

1.45��Στον�διπλανό�πολλαπλασιασµό�τα�γράµµατα�παριστάνουν�ψη-
φία.�∆ιαφορετικά�γράµµατα�παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία.�Να�ξανα-
κατασκευάσετε�µε�τα�κατάλληλα�ψηφία�τον�διπλανό�πολλαπλασιασµό.�

ΑΒΓ
Γ

∆ΒΓ
×

�

1.46��Στη�διπλανή�πρόσθεση�τα�γράµµατα�παριστάνουν�ψηφία.�∆ια-
φορετικά�γράµµατα�παριστάνουν�διαφορετικά�ψηφία.�Ποιους�αριθµούς
παριστάνουν�οι�λέξεις��ΕΛΛΗ,��ΚΙΚΗ,��ΚΑΤΙΑ;�

ΕΛΛΗ
Κ Ι ΚΗ

ΚΑΤ Ι Α
+

�

3. Πράξεις µε πολλούς αριθµούς 

1.47��Να�βρείτε�τη�διαφορά�στην�παρακάτω�παράσταση:�

Α�=�(123�+�234�+�345�+�456�+�567)�−�(234�+�345�+�456�+�567)�
�

1.48��Να�βρείτε�την�τιµή�της�παρακάτω�παράστασης:�

Α�=�(2008�+�2008�+�2008�+�2008�+�2008�+�2008)�:�(2008�+�2008)�
�

1.49��Να�βρείτε�την�παράσταση:�

4 55 6 65 8 75 10 85
A

110 130 150 425

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + + + �



65�

1.50��Ο�Γιώργος,�παίζοντας�µε�τον�υπολογιστή�του,�πολλαπλασίασε�τους�αριθµούς�
999999999�και�888888888.�Ποιο�είναι�το�ψηφίο�των�εκατοντάδων�του�γινοµένου�
που�βρήκε;�
�

1.51��Να�υπολογίσετε�την�τιµή�της�παράστασης:�

2023 2025 2027 1 1 1
A 2

2025 2027 2029 2025 2027 2029
 

= + + + + + 
 

�

�

1.52��Ποιο�είναι�το�αποτέλεσµα�στην�παρακάτω�παράσταση:�

Α�=�50�−�49�+�48�−�47�+�46�−�45�+�…�−�9�+�8�−�7�+�6�−�5�+�4�−�3�+�2�−�1�
�

1.53��Να�υπολογίσετε�την�τιµή�της�παράστασης:�

(4�+�6�+�8�+�…�+�104)�−�(1�+�3�+�5�+�…�+�101)�
�

1.54��Αν��2�+�4�+�6�+�8�+�…�+�196�+�198�+�200�=�10.100,��πόσο�είναι�το�άθροισµα:�

1�+�2�+�3�+�4�+�…�+�98�+�99�+�100�
�

1.55��Να�βρείτε�το�αποτέλεσµα:�

(6�+�7�+�8�+�…�+�104�+�105)�−�(1�+�2�+�3�+�…�+�99�+�100)�
�

1.56��Να�βρείτε�το�αποτέλεσµα:�

(200�+�199�+�198�+�…�+�101)�−�(100�+�99�+�98�+�…�+�1)�
�

1.57��Να�υπολογίσετε�την�παράσταση:�

1 1 1 1
A 1 1 1 1

2 3 4 2019
     

= + + + ⋅…⋅ +      
      

�

�

1.58��Να�βρείτε�το�αποτέλεσµα:�

Α�=�(1�+�3�+�5�+�7�+�…�+�121)�−�(2�+�4�+�6�+�8�+�…�+�120)�

�

1.59��Σε�έναν�διαγωνισµό�δόθηκε�το�παρακάτω�πρόβληµα:�

(2000 1999 1001 1000) (1000 999 2 1) 1000 �������+ +…+ + − + +…+ + = ⋅ �

Ποιος�αριθµός�πρέπει�να�µπει�στο�κουτάκι,�ώστε�το�αποτέλεσµα�να�είναι�σωστό;�
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1.60��Να�υπολογίσετε�την�αριθµητική�παράσταση:�

1�+�3�+�5�+�…�+�2027�−�2�−�4�−�6�−�…�−�2026�
�

1.61��Ποιο�είναι�το�ψηφίο�των�µονάδων�στο�άθροισµα��0�+�1�+�2�+�3�+�…�
+
�97�+�98;�

�

1.62��Ένας�µαθητής�πρόσθεσε�µε�το�κοµπιουτεράκι�του�όλους�τους�αριθµούς�από�

το�1�έως�το�1.000.�Ποιο�είναι�το�ψηφίο�των�µονάδων�στο�άθροισµα�αυτό;�
�

4. Συµπληρωµατικές ασκήσεις και προβλήµατα 

1.63��Ένα�παιδί�παρατήρησε�ότι�για�να�γράψει�την�ηµεροµηνία�2�Φεβρουαρίου�του�

2020,�δηλαδή�02/02/2020,�χρησιµοποίησε�µόνο�δύο�ψηφία.�Ποια�ήταν�η�προηγού-�
µενη�ακριβώς�ηµεροµηνία�που�µπορεί�να�γράψει�µε�αυτόν�τον�τρόπο;�
�

1.64��Πέντε�διαφορετικοί�µεταξύ�τους�φυσικοί�αριθµοί�διάφοροι�του�0,�έχουν�άθροι-�

σµα�500.�Ποια�είναι�η�µεγαλύτερη�τιµή�που�µπορεί�να�έχει�ο�ένας�από�αυτούς;�
�

1.65��Το�έτος�2210�λέγεται�«φθίνων�έτος»�διότι�τα�τρία�τελευταία�ψηφία�του�2,�1,�

0� είναι� 3� συνεχόµενοι� (διαδοχικοί)� αριθµοί� µε� φθίνουσα� σειρά.�Ένα� τέτοιο� έτος�
ήταν�και�το�1987.�Ποιο�είναι�το�µεθεπόµενο�«φθίνων�έτος»;�
�

1.66��Ένα�στρογγυλό�ρολόι�(µε�δείκτες)�πάει�µπροστά�3�λεπτά�το�δωδεκάωρο.�Αν�

αυτή�τη�στιγµή�το�ρυθµίσω�ώστε�να�δείχνει�την�πραγµατική�ώρα,�ύστερα�από�πό-�
σες�µέρες�θα�ξαναδείξει�την�πραγµατική�ώρα;� (Αυστραλία)�
�

1.67��Ποια�ψηφία�παριστάνουν�τα�γράµµατα�α,�β,�γ�στη�διπλανή�πρό-
σθεση;�Γνωρίζουµε�ότι� � α�<� β� � και� διαφορετικά� γράµµατα�παριστά-
νουν�διαφορετικά�ψηφία.�

α β α
β α β
α α α
β β β
γ γ γ

+

�

1.68��Να�σηµειώσετε�µέσα�στους�κενούς�κύκλους�τους�

αριθµούς�1�έως�6�από�µία�φορά�τον�καθένα�µε�τέτοιο�τρό-�

πο�ώστε�το�γινόµενο�των�αριθµών�που�βρίσκονται�στις�κο-�

ρυφές�καθενός�από�τα�τέσσερα�τρίγωνα�να�είναι�όσο�ο�ση-�

µειωµένος�αριθµός�στο�εσωτερικό�του.�
�
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1.69��Να�εκτελέσετε�τις�πράξεις:�

α)� (2�⋅�5)4�+�4(3�+�2)2� � � � � � � β)� (2�+�3)3�−�8�⋅�32�
�

1.70��Να�βρείτε�τη�δύναµη�που�ισούται�µε�το�µισό�του�αριθµού��21000.�
�

1.71��Ο�δάσκαλος�είπε�στην�τάξη�ότι�µόλις�οι�µαθητές�πάνε�στο�Γυµνάσιο�θα�µά-�

θουν�την�παρακάτω�ιδιότητα�των�δυνάµεων��(αµ)ν�=�αµν.��Στη�συνέχεια�τους�ζήτησε�

να�βρουν�σε�ποια�δύναµη�πρέπει�να�υψωθεί�ο�αριθµός�44�για�να�προκύψει�ο�αριθ-�

µός� 88.� Ο� Αποστόλης� που� είναι� σπίρτο� στα�Μαθηµατικά� απάντησε� ύστερα� από�

λίγο:�«Στην�3η».�Πώς�βρήκε�ο�Αποστόλης�τον�εκθέτη�3;�
�

5. Αριθµοί µε πολλά ψηφία 

1.72��Να�βρείτε�το�άθροισµα��555.555�+�5.555.�
�

1.73��Να�βρείτε�το�άθροισµα��99.999�+�999.�
�

1.74��Όλα�τα�ψηφία�δύο�φυσικών�αριθµών�είναι�1.�Ο�ένας�έχει�100�ψηφία�(δηλαδή�

είναι�ο�
100 ψηφία

111 111…

�����
)�και�ο�άλλος�150�(δηλαδή�είναι�ο�

150 ψηφία

111 111…

�����
).�Ποιο�είναι�το�

άθροισµά�τους;�
�

1.75��Να�βρείτε�το�άθροισµα��
100 ψηφία 30 ψηφία

555 555 555 555.… + …
����� �����

�

�

1.76��Είναι�σωστό�ότι��
100 ψηφία 100 ψηφία 101ψηφία

111 111 999 999 1000 000… + … = …
����� ����� �����

�;�

�
�
�

1.77��Να�βρείτε�το�άθροισµα�των�εννέα�αριθµών�που�

εµφανίζονται�στον�διπλανό�πίνακα.�Όλοι�οι�αριθµοί�
έχουν�από�εκατό�ψηφία�ο�καθένας.�

�
�
�
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1.78��Ονοµάζουµε�Α�τον�αριθµό��
100 ψηφία 80 ψηφία

999 999 999 999.… + …
����� �����

��Οι�επόµενες�ερωτήσεις�

αναφέρονται�στον�Α.�

α)� Πόσα�ψηφία�έχει;�

β)� Να�βρείτε�ποιο�ψηφίο�είναι�το:�

i)� 1ο�� � � � � ii)� 21ο� � � � � iii)�22ο� � � � � iv)�50ό�

v)� 80ό� � � � � vi)�100ό� � � � � vii)�101ο�

�

1.79��Να�βρείτε�τα�αθροίσµατα:�

α)�
200 ψηφία 100 ψηφία

555 555 555 555… + …
����� �����

� � � � � � β)�
80 ψηφία 20 ψηφία

666 666 666 666… + …
����� �����

�

γ)�
70 ψηφία 40 ψηφία

777 777 777 777… + …
����� �����

�

�

1.80��Να�βρείτε�τα�αθροίσµατα:�

α)� 1�+�11�+�111�+�1111�+�…�+�111111111�

β)� 5�+�55�+�555�+�5555�+�…�+�555555555�

γ)� 9�+�99�+�999�+�9999�+�…�+�999999999�

�

1.81��Να�υπολογίσετε�τις�αριθµητικές�παραστάσεις:�

α)�
500 ψηφία 300 ψηφία

111 111 111 111… + …
����� �����

� � � � � � � β)�
200 ψηφία 200 ψηφία

111 111 111 111… + …
����� �����

�

γ)�
100 ψηφία 60 ψηφία

111 111 111 111… − …
����� �����

� � � � � � � δ)�
100 ψηφία 80 ψηφία

444 444 444 444… + …
����� �����

�

�

1.82��Να�βρείτε�τα�αθροίσµατα�ή�τις�διαφορές:�

α)�
100 ψηφία 200 ψηφία 300 ψηφία

111 111 222 222 333 333… + … + …
����� ����� �����

�

β)�
100 ψηφία 200 ψηφία 300 ψηφία 400 ψηφία

111 111 222 222 333 333 444 444… + … + … + …
����� ����� ����� �����

�

γ)�
200 ψηφία 100 ψηφία

222 222 111 111… − …
����� �����

�� � � � � � δ)�
200 ψηφία 100 ψηφία

111 111 222 222… − …
����� �����

�




