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2.5       ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ –  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ  
             ΜΕ ΕΝΑΝ ΑΓΝΩΣΤΟ  
 
ΘΕΩΡΙΑ 
1.  
 Ανισότητα : Είναι µία σχέση µεταξύ δύο αριθµών που δεν είναι ίσοι µεταξύ τους  
 

2. 
∆ιάταξη δύο πραγµατικών αριθµών που έχουµε παραστήσει µε 
σηµεία στον άξονα των πραγµατικών αριθµών    
 
 
Αν το σηµείο που παριστάνει αριθµό α  είναι αριστερότερα από το σηµείο που   
παριστάνει αριθµό β, λέµε ότι ο  α  είναι µικρότερος του β και γράφουµε  α < β  ή  
β > α,  δηλαδή ο β είναι  µεγαλύτερος του α 
 

3. 
Άµεσο συµπέρασµα : −  Κάθε θετικός αριθµός είναι µεγαλύτερος από το 0  
                                           −  Κάθε αρνητικός αριθµός είναι µικρότερος  από το 0 
                                           −  Κάθε θετικός είναι µεγαλύτερος από κάθε αρνητικό   
 

4. 
Σύγκριση δύο πραγµατικών αριθµών που δεν βλέπουµε στον άξονα   
Για δύο πραγµατικούς αριθµούς α και β ισχύουν τα εξής   
Αν α > β  τότε  α−β > 0  και αντίστροφα  
Αν α < β  τότε  α−β < 0  και αντίστροφα 
Αν α = β  τότε  α−β = 0  και αντίστροφα 
 

5. 
∆ιπλός συµβολισµός :  Αν ο αριθµός α είναι µικρότερος ή  ίσος του β,  γράφουµε 
                                             α ≤ β  και διαβάζουµε α µικρότερος ή ίσος του β.  

                                             Αν ο αριθµός α είναι µεγαλύτερος ή ίσος του β, γράφουµε 
                                             α ≥ β  και διαβάζουµε  α µεγαλύτερος ή ίσος του β .  
 
6. 
Ιδιότητα :  Αν α > β  τότε   α + γ > β + γ   και    α−γ > β−γ    
                       Με λόγια το παραπάνω :  
                       Αν προσθέσουµε ή αφαιρέσουµε από τα µέλη µια ανισότητας τον   
                       ίδιο αριθµό προκύπτει ανισότητα  ίδιας φοράς  
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7. 

Ιδιότητα :  Αν  α > β  και  γ > 0   τότε  αγ > βγ   και   
α

γ
 > 
β

γ
  

                      Με λόγια το παραπάνω :  
                      Αν πολλαπλασιάσουµε ή διαιρέσουµε  τα µέλη µια ανισότητας µε τον   
                      ίδιο θετικό αριθµό προκύπτει ανισότητα  ίδιας φοράς  
 
8. 

Ιδιότητα :  Αν  α > β  και  γ < 0   τότε   αγ < βγ   και    
α

γ
 < 
β

γ
  ή  

                      Με λόγια το παραπάνω :  
                      Αν πολλαπλασιάσουµε ή διαιρέσουµε  τα µέλη µια ανισότητας µε τον   
                      ίδιο αρνητικό αριθµό προκύπτει ανισότητα αντίθετης  φοράς  
 

9. 
Ιδιότητα :  Αν  α > β  και  γ > δ  τότε  α + γ > β + δ  
                      Με λόγια το παραπάνω :  
                      Αν προσθέσουµε  κατά µέλη δύο ή περισσότερες  ανισότητες µε την  
                      ίδια φορά, προκύπτει ανισότητα ίδιας φοράς  
 

10. 
Ιδιότητα:  Αν  α, β , γ , δ  θετικοί πραγµατικοί και  α > β  και  γ > δ  τότε αγ > βδ    
                     Με λόγια το παραπάνω :  
                     Αν πολλαπλασιάσουµε  κατά µέλη δύο ή περισσότερες  ανισότητες που 
                     έχουν ίδια φορά και θετικά µέλη, προκύπτει ανισότητα ίδιας φοράς. 
                
11. 
 Μεταβατική ιδιότητα :  Αν  α > β  και  β > γ  τότε  α > γ   
 
 
12. 
Κάτι γνωστό από παλιά :  Για κάθε πραγµατικό αριθµό α ισχύει α2 ≥ 0 
                                                    µε το ίσον να ισχύει µόνο όταν α = 0  
                                                    Αποτέλεσµα του παραπάνω :  
                                                    αν α2 + β2 = 0 τότε α = 0 και β = 0  
 

13. 
Ανίσωση :  Μία ανισότητα που περιέχει έναν άγνωστο  x  λέγεται ανίσωση µε έναν   
                      άγνωστο . 
 

14.  
Προσοχή :  ∆εν επιτρέπεται να αφαιρούµε ή να διαιρούµε ανισότητες κατά µέλη  
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ΣΧΟΛΙΑ  
1. 
Απόδειξη ανισότητας : Για να αποδείξουµε µία ανισότητα, συνήθως την  
                                              µετασχηµατίζουµε κατάλληλα µέχρι να φτάσουµε σε  
                                              κάτι που ισχύει.  
 
2. 
Πορεία επίλυσης ανίσωσης : Απαλοιφή παρονοµαστών  (εφ’ όσον υπάρχουν)  

                                                         Εκτέλεση πολλαπλασιασµών (εφ’ όσον υπάρχουν)  

                                                         Χωρισµός των γνωστών από τους αγνώστους  

                                                         Αναγωγή οµοίων όρων  
                                                         (πρόσθεση αγνώστων – πρόσθεση γνωστών)  

                                                         ∆ιαίρεση µε τον συντελεστή του αγνώστου  
                                                         ∆εν ξεχνάµε ότι αν ο συντελεστής είναι αρνητικός 
                                                         η ανίσωση αλλάζει φορά 

                                                         Απλοποίηση αποτελέσµατος  
 
3. 
Αδύνατη ανίσωση :  Είναι η ανίσωση που δεν έχει λύση .  
                                         Π.χ   Αδύνατη ανίσωση είναι η   0x < – 2 
 

4. 
Αόριστη ανίσωση :  Είναι η ανίσωση που αληθεύει για οποιαδήποτε τιµή του   
                                        αγνώστου.  
                                        Π.χ   Αόριστη ανίσωση είναι η   0x > – 2 
 
5. 
Συναλήθευση ανισώσεων :  Είναι ο προσδιορισµός των κοινών λύσεων δύο ή  
                                                       περισσότερων ανισώσεων.  
                                                       Ο προσδιορισµός των κοινών λύσεων γίνεται µε 
                                                       τη βοήθεια της παράστασης των λύσεων στον 
                                                       άξονα  
 

6. 
∆ιπλή ανίσωση :  Είναι µία ανίσωση της µορφής  α < βx < γ  
 
 
7.  
Επίλυση διπλής ανίσωσης : Λύνουµε κάθε ανίσωση χωριστά και στο τέλος  
                                                        συναληθεύουµε.   
                                                Αν  ο άγνωστος είναι µόνο στο µεσαίο µέλος,   
                                                        τότε µπορούµε να λύνουµε και τις δύο ανισώσεις 
                                                        µαζί  
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8.  
Ειδική έρευνα :  Αν θέλω να εξετάσω για ποιες τιµές κάποιου ή κάποιων  
                                 γραµµάτων διαφορετικών από τον άγνωστο µία ανίσωση  
                                 είναι αδύνατη ή αόριστη,  αφού φέρω την ανίσωση στη  
                                 µορφή αx < β,  στη συνέχεια απαιτώ  
                                •  για την περίπτωση της αδύνατης να είναι  α = 0  και  β < 0  
                                •  για την περίπτωση της αόριστης να  είναι  α = 0  και  β ≥ 0 
                                 Ανάλογα ενεργούµε αν έχουµε την ανίσωση αx > β   
 
 
9 . 
Παράσταση των λύσεων στην ευθεία των αριθµών   
Λύνουµε την ανίσωση και σηµειώνουµε στην  ευθεία των αριθµών τις λύσεις που 
βρήκαµε . 
x < α   τότε παριστάνουµε  
                                                       
 
x ≤ α  τότε παριστάνουµε   
                                                        
 
x > α  τότε παριστάνουµε   
 
 
x ≥ α  τότε παριστάνουµε   
 
  
Για την αόριστη  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
1. 
Να χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις µε  Σ αν είναι σωστές και µε Λ αν είναι 
λανθασµένες  
α)  Αν α > β  τότε  3α > 3β                   Σ 
β)  Αν α > β  τότε  −2α >−2β             Λ 
γ)  Αν  αβ > 0  τότε οι αριθµοί  α  και  β  είναι θετικοί   Λ 

δ)  Αν αβ > 1  τότε  α > 
1

β
     Λ 

ε)  Αν  α > β  και  γ > δ  τότε  α−γ > β−δ   Λ 
στ) α > −3  και  x > y  τότε  αx > −3y     Λ 
ζ)  Αν α < β  τότε α + γ < β + γ                 Σ 
η) αν α > β τότε α2 > β2                         Λ 
θ)  η ανίσωση  0x < 5 είναι αδύνατη        Λ 
ι)  Η ανίσωση 0x> – 3 αληθεύει για κάθε x   Σ 

Προτεινόµενη λύση  

α)  Σωστό αφού 3 > 0  

β)  Λάθος αφού −2 <0  

γ)  Λάθος αφού µπορεί να είναι και αρνητικοί  

δ)  Λάθος γιατί δεν ξέρουµε το πρόσηµο του β  

ε)  Λάθος γιατί δεν µπορούµε να αφαιρέσουµε ανισότητες κατά µέλη  

στ) Λάθος γιατί δεν ξέρουµε αν τα µέλη είναι θετικά  

ζ)  Σωστό από την θεωρία  

η)  Λάθος γιατί δεν ξέρουµε αν τα µέλη είναι θετικά 

θ)  Λάθος γιατί η ανίσωση αληθεύει για κάθε x  αφού  0 < 5  

ι)   Σωστό αφού το 0 > −3  
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14.  
Να αποδείξετε ότι  
 i) α2 + 9) ≥ 6α                            ii)  2(x2 + y2) ≥ (x + ψ)2  
Προτεινόµενη λύση  
i)  
Αρκεί να δειχθεί ότι    α2 + 9 ≥ 6α   
                                    α2 + 9 −  6α ≥ 0  
                                    (α−3)2 ≥ 0    η οποία ισχύει                        

ii)   
Αρκεί να δειχθεί ότι    2(x2 + y2) ≥ (x + ψ)2      
                                    2x2 + 2 y2  ≥  x2 + y 2 + 2xy  
                                    x2 + y2 −2 xy ≥ 0  
                                    (x – y)2 

≥ 0    η οποία ισχύει   
 
 
15. 
Να λυθούν οι ανισώσεις  και να παρασταθούν οι λύσεις στην ευθεία των αριθµών  

α)  5(x−2) > 3x + 1                                        β) 7x−3 < 3(x−2) + 2(3−x).  

γ)  
x 3 x 2 x 1

6
4 3 2

− − −
− < −                            δ) 

x 2 1 x x 2
 

3 2 4 12.

+ +
− < +    

Προτεινόµενη λύση  

α)   
5(x−2) > 3x + 1   άρα    5x – 10 > 3x + 1      
                                        5x−3x > 10 + 1  
                                        2x > 11                                      

                                        x > 
11

2
 

 
β)  
7x−3 < 3(x−2) + 2(3−x)    άρα   7x – 3 < 3x−6 + 6−2x                  
                                                       7x−3x + 2x < −6 + 6 + 3  
                                                       6x < 3  

                                                       x < 
1

2
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχόλιο 2-9 
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11-2 -1 210

9 11-3 -2 -1 210

γ)  
x 3 x 2 x 1

6
4 3 2

− − −
− < −      άρα   

x 3 x 2 x 1
12 12 12 6 12

4 3 2

− − −
⋅ − ⋅ < ⋅ − ⋅  

                                                      3(x−3) −4(x−2) < 6(x−1) −72     
                                                      3x−9 −4x + 8  < 6x−6 −72  
                                                      3x−4x −6x  < 9−6 −72−8          
                                                     −7x  < −77  
                                                      7x > 77  

                                                      x >
77

7
= 11 

 
 
δ)  
x 2 1 x x 2

  
3 2 4 12

+ +
− < +     άρα    

x 2 1 x x 2
12 12 12 12

3 2 4 12

+ +
⋅ − ⋅ < ⋅ + ⋅  

                                                   4(x + 2) −6 < 3x + ( x + 2)  
                                                   4x + 8 −6 < 3x + x + 2  
                                                   4x −3x – x < 2 + 6 −8  
                                                   0x < 0     αδύνατη ανίσωση  
 
 
16. 
Να βρεθούν οι κοινές λύσεις των ανισώσεων. 

α) 4(x + 4) + x + 1>2(4x−5)  και  6(x−11)≤ 4(x−2) −3(x + 1) 

β) 3(x + 1) + 2x > x + 2−  (4x−1)  και   –2(x−3) + 5x ≥ 3(x−1) + x−1. 

γ) 2(3x−4) −8>5x + 1−3(6x−7)  και  
2x 3 x 1 3x 1

x
6 2 4

− + −
− < −  

δ) x−7<1 + 2x   και   2x−6 < 3x + 4  και  −9−2x ≥3x−18 
 

Προτεινόµενη λύση  

α)  

4(x + 4) + x + 1>2(4x−5)   και    6(x−11)≤ 4(x−2) −3(x + 1)   άρα     

4(x + 4) + x + 1>2(4x−5)   και    6x−66 ≤ 4x−8 −3x −3 

  4x + 16 + x + 1> 8x−10   και    5x ≤ 55 

                      −3x > −27   και     x ≤ 11 

                                 x < 9   και     x ≤ 11         

 

    

Από τον άξονα βλέπουµε ότι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι οι  x < 9 
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3

8

10-3 -2 -1 210

-3 -2 -1 210

9

5

-10 -8 -3 -2 -1 210

β)  
3(x + 1) + 2x > x + 2− (4x−1)    και    –2(x−3) + 5x ≥ 3(x−1) + x−1. 
3x + 3 + 2x > x + 2 −4x + 4       και    –2x + 6 + 5x ≥ 3x−3 + x−1 
                                     8x  > 3    και    –x  ≥ –10    

                                       x > 
3

8
   και     x ≤ 10 

 

 

 

Από τον άξονα βλέπουµε ότι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι οι   
3

8
 < x ≤ 10 

γ)  

2(3x−4) −8 > 5x + 1−3(6x−7)    και   
2x 3 x 1 3x 1

x
6 2 4

− + −
− < −  

    6x – 8 −8 > 5x + 1−18x + 21    και   
2x 3 x 1 3x 1

12 12 12x 12
6 2 4

− + −
⋅ − ⋅ < − ⋅  

                                      19x > 38    και    2( 2x−3) −6( x + 1) < 12x −3( 3x−1)  
                                            x > 2    και    4x−6 −6x −6< 12x −9x + 3  

                                         x > 2       και    −5x < 15  

                                         x > 2       και     x > −3  

 

 

 

Από τον άξονα βλέπουµε ότι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι οι    x > 2  

δ)  
x−7 < 1 + 2x    και     2x−6< 3x + 4     και    −9−2x ≥3x−18 
          −x < 8    και     −x < 10               και    −5x ≥ −9 

           x >−8    και      x >−10               και     x ≤ 
9

5
 

 

 

 

Από τον άξονα βλέπουµε ότι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι οι  −8 < x ≤  
9

5
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17.  
Να βρείτε ποιές από τις παρακάτω ανισώσεις είναι αδύνατες και ποιες αόριστες. 
α) 0x >−1      β) 0x > 1       γ) 0x <−2       δ) 0x < 0       ε)   0x ≥ 0          
Απάντηση  
α) αόριστη     β) αδύνατη     γ) αδύνατη    δ) αδύνατη    ε) αόριστη       
 
18. 
Να λυθούν οι ανισώσεις. 

α) –2 < 2x−8 ≤ 12             β) −5 ≤ 
1

x 3 10
2

− <           γ)
3 2 5 9

x
4 3 6 4
< − ≤   

Προτεινόµενη λύση  
α)  
–2 < 2x−8 ≤ 12    άρα     –2 + 8 < 2x ≤ 12 + 8    
                                         6 < 2x ≤ 20   
                                         3 < x ≤ 10          
β)  

−5 ≤ 
1

x 3 10
2

− <    άρα    −5 + 3 ≤ 
1

x 10 3
2

< +    

                                          −2 ≤ 
1

x 13
2

<    

                                          −4 ≤  x < 26  
 
γ)  
3 2 5 9

x
4 3 6 4
< − ≤     άρα     

3 2 5 9
12 12 12 x 12

4 3 6 4
⋅ < ⋅ − ⋅ ≤ ⋅  

                                           9 < 8 – 10x  ≤  27  

                                           9 – 8 < –10x ≤  27 – 8 

                                           1 < –10x ≤  19   

                                           –
1

10
> x ≥ –

19

10
 

 

19. 
Να βρεθεί ο µικρότερος φυσικός αριθµός του οποίου το εξαπλάσιο ελαττωµένο κατά 
5 είναι µεγαλύτερο από το 80. 
Προτεινόµενη λύση  
Έστω x ο ζητούµενος φυσικός. 

Τότε, κατά το πρόβληµα πρέπει   6x −5 > 80   άρα    6x > 85    άρα  x > 
85

6
≈ 14 ,1 

Εποµένως  ο µικρότερος φυσικός που ικανοποιεί το πρόβληµα είναι το 15  
 
 
 
 
 

Σχόλιο 7 

Σχόλια 3-4 


