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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Σ  το ∆ημοτικό σχολείο ολοκληρώθηκε ο πρώτος κύκλος της βασικής  
εκπαίδευσης. Στο Γυμνάσιο, θα στηριχτούμε στις γνώσεις που 

αποκτήσαμε μέχρι τώρα, θα τις αξιοποιήσουμε και θα προσπαθήσουμε 
να τις αναπτύξουμε και να τις διευρύνουμε.

Στην πορεία αυτή, ίσως διαπιστώσουμε ότι οι γνώσεις που διαθέτουμε δεν 
επαρκούν πάντα. Πρέπει, λοιπόν, να συμπληρωθούν κατάλληλα και μετά 
να προχωρήσουμε στο επόμενο βήμα, στο νέο προβληματισμό και τέλος 
στην καινούρια γνώση. Έτσι, με τη δική μας προσπάθεια και παράλληλα 
με τη βοήθεια και την καθοδήγηση του καθηγητή μας, θα καταφέρουμε, 
όλοι μαζί μέσα στην τάξη, να αναπτύξουμε τις δυνατότητές μας, 
προσθέτοντας, όχι μόνο γνώσεις αλλά και νέους τρόπους να τις αποκτούμε.

Τα Μαθηματικά τα γνωρίζουμε ως ένα σχολικό μάθημα. ∆εν πρέπει όμως 
να μείνουμε μόνο σ’ αυτό. Όσα περισσότερα Μαθηματικά ξέρουμε και 
χρησιμοποιούμε, τόσο καλύτερα ερμηνεύουμε τον κόσμο μας και τελικά 
τον κατανοούμε. Είναι ένας κώδικας απαραίτητος για την κατανόηση 
του κόσμου μας, που λειτουργεί όπως η “γλώσσα” προγραμματισμού 
στους υπολογιστές. Όσες περισσότερες “λέξεις” ξέρει κανείς από 
αυτή τη “γλώσσα”, δηλαδή τα Μαθηματικά, τόσο καλύτερα αξιοποιεί τις 
δυνατότητες του μυαλού του. Επίσης, τα Μαθηματικά δεν είναι απλά ένα 
εργαλείο για τη βελτίωση των ατομικών επιδόσεων, αλλά ένας βασικός 
μοχλός που βοηθάει την κοινωνική ανάπτυξη.

Το βιβλίο αυτό φιλοδοξεί να αποτελέσει ένα βήμα προς τις κατευθύνσεις 
αυτές. Είναι γραμμένο σύμφωνα με το ∆ιαθεματικό Ενιαίο Πλαίσιο 
Προγραμμάτων Σπουδών (∆ΕΠΠΣ) και το νέο Αναλυτικό Πρόγραμμα 
Σπουδών (ΑΠΣ) για τα Μαθηματικά του Γυμνασίου, καθώς και τις 
συγκεκριμένες προδιαγραφές και οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου.

Σημαντικό χαρακτηριστικό του βιβλίου αυτού είναι ότι η παρουσίαση της 
θεωρίας περιορίζεται συχνά, για να αφήσει στους μαθητές τη δυνατότητα 
να αναπτύξουν, με τη βοήθεια των καθηγητών τους, τη διαίσθηση, τη 
δοκιμή, την έρευνα και τέλος την αναγκαία σύνθεση.
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Οι δραστηριότητες που προτείνονται και προηγούνται της θεωρίας, 
έχουν στόχο να υπάρξει ο προβληματισμός και η αναζήτηση που θα 
μας οδηγήσει στην ανάγκη να αναπτύξουμε την κατάλληλη θεωρία. 
Έτσι, γίνεται φανερό ότι η θεωρία είναι αποτέλεσμα μιας συγκεκριμένης 
αναζήτησης και όχι αυτοσκοπός. Οδηγός σ’ αυτό το βηματισμό θα είναι 
και πάλι ο συνάδελφος καθηγητής του Γυμνασίου, που χωρίς τη δική του 
ουσιαστική συμβολή τίποτα δεν ολοκληρώνεται.

Πιστεύουμε ότι οι γονείς των μαθητών της Α! Γυμνασίου γνωρίζουν 
καλά, ότι σ’ αυτή την ηλικία το σημαντικότερο δεν είναι η συνεχής 
συσσώρευση γνώσεων – που φαίνονται ατελείωτες και συχνά μένουν 
στείρες – αλλά ο τρόπος που αποκτάται σε κάθε περίπτωση η απαραίτητη 
γνώση. Αν στον τρόπο αυτό προστεθεί και η μέθοδος εμπέδωσης και 
αξιοποίησής της, τότε αυτή η γνώση παίρνει διαστάσεις του πολύτιμου 
αγαθού και της κοινωνικής αξίας, που παραμένει ο τελικός στόχος κάθε 
εκπαιδευτικής διαδικασίας.

Στην εποχή μας, που όλα μεταβάλλονται ταχύτατα – και μαζί τους οι 
θεωρίες, οι απόψεις και οι θέσεις – κανείς δεν ισχυρίζεται ότι ένα 
σχολικό βιβλίο μπορεί να συνθέσει όλες τις απόψεις και να περιλάβει, 
στο σύνολό της, την εκπαιδευτική εμπειρία τόσων αιώνων.

Ως συγγραφείς του βιβλίου, θα είμαστε ευτυχείς αν οι συνάδελφοι 
καθηγητές, αλλά και όλοι οι ενδιαφερόμενοι, στείλουν στο Παιδαγωγικό 
Ινστιτούτο τις κρίσεις και τις παρατηρήσεις τους, ώστε να γίνει κατά το 
δυνατόν καλύτερο τούτο το βιβλίο. Το ποσοστό της “αλήθειας” που αυτό 
περιέχει θα διευρυνθεί όταν η προσπάθεια γίνει πιο συλλογική. Γι’ αυτή 
την “αλήθεια” που, όπως λέει ο Ελύτης:

   “Αιώνες τώρα ρωτούν οι μάγοι
   μα οι αστέρες αποκρίνονται κατά προσέγγιση”.

Οι συγγραφείς
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1.1. Φυσικοί Αριθµοί � ΔιάταÊη � Στρογγυλοποίηση
 x �ατανοώ τους φυσικοÀς αριθμοÀς
 x ΑντιστοιØίζω τους φυσικοÀς αριθμοÀς με σημεία του άξονα
 x Συγκρίνω φυσικοÀς αριθμοÀς
 x  Στρογγυλοποιώ φυσικοÀς αριθμοÀς

1.2. Πρόσθεση � Αφαίρεση και Πολλαπλασιασµός φυσικών αριθµών
 x Προσθέτω� αφαιρώ και πολλαπλασιάζω φυσικοÀς αριθμοÀς
 x �νωρίζω τις ιδιότητες των πράξεων και τις Øρησιμοποιώ στον υπολογισμό της τιμής
  μιας παράστασης
 x Εκτελώ τις πράξεις σε μια αριθμητική παράσταση με την προβλεπόμενη προτεραιότητα

1.�. Δυνάµεις φυσικών αριθµών
 x �ατανοώ την έννοια της δÀναμης αν και διαβάζω δυνάμεις
 x Υπολογίζω δυνάμεις με μικρό εκθέτη και για τις δυνάμεις του �� εφαρμόζω τις
  ισότητες� ��ν   �� ��� � �ν μηδενικά�� � !��ν   �� ��� � �ν μηδενικά� κ�λπ�
 x Εφαρμόζω την προτεραιότητα των πράξεων στον υπολογισμό παραστάσεων με δυνάμεις
  και παρενθέσεις

1.�. Ευκλείδεια διαίρεση � Διαιρετότητα
 x �νωρίζω την ταυτότητα της ευκλείδιας διαίρεσης
 x Υπολογίζω το πηλίκο και το υπόλοιπο της ευκλείδιας διαίρεσης δÀο ακεραίων και 
  γράφω την ισότητα αυτής
 x �ατανοώ ότι οι εκφράσεις� ²Ο Δ είναι πολλαπλάσιο του δ³� ²Ο δ είναι διαιρέτης του Δ³
  και ²Ο Δ διαιρείται με τον δ³ είναι ισοδÀναμες με την έκφραση� ²� ευκλείδεια διαίρεση του
  Δ με τον δ είναι τέλεια³

1.�. Χαρακτήρες διαιρετότητας � Μ.Κ.Δ. � Ε.Κ.Π. � Ανάλυση αριθµού σε γινόµενο
 πρώτων παραγόντων
 x �νωρίζω ποιοι αριθμοί λέγονται πρώτοι και ποιοι σÀνθετοι
 x �νωρίζω και Øρησιμοποιώ τα κριτήρια διαιρετότητας με το �� το �� το � και το ��
  καθώς και με το � και το �
 x ΑναλÀω δÀο ή περισσότερους αριθμοÀς σε γινόμενο πρώτων παραγόντων και 
  βρίσκω μµ αυτόν τον τρόπο το ����Δ� και το Ε���Π� αυτών

 Φυσικοί αριθµοί

ΜΕΡΟΣ Α!

ΠΥΘΑΓΟΡΑΣ Ο ΣΑΜΙΟΣ
(580 - 500 π.Χ.)
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– Θέλεις να έχεις ή να ξέρεις; 

ρώτησε ο θείος τον ανηψιό του 
λίγο πριν τον αποχαιρετήσει στο 
αεροδρόμιο.
To αγόρι κοίταξε το θείο του με 
μεγάλη απορία προσπαθώντας 
να καταλάβει τι εννοούσε με την 
ερώτησή του.
– Θέλεις να έχεις πράγματα ή 

να ξέρεις γι’ αυτά;

συμπλήρωσε ο θείος του.
Πριν ακόμα προλάβει το παιδί να 
απαντήσει, ο θείος του συνέχισε:

– Περάσαμε όμορφα στις διακοπές. Τώρα είναι Σεπτέμβριος, εγώ γυρίζω στη 

δουλειά μου κι εσύ αρχίζεις το Γυμνάσιο. Θα σε ξαναδώ του χρόνου το καλοκαίρι 

και θα είσαι ένα χρόνο και μία τάξη μεγαλύτερος. Έπιασε το αγόρι από τους 
ώμους και κοιτώντας το στα μάτια πρόσθεσε:
– Δε θέλω να μου απαντήσεις τώρα. Θα σε ξαναρωτήσω του χρόνου. Έχεις, λοιπόν, 

καιρό να το ψάξεις, να κάνεις υποθέσεις, να φτιάξεις ιστορίες και πιθανά σενάρια, 

να σκεφτείς. Κυρίως αυτό: να σκεφτείς, είπε, σφίγγοντάς του τα χέρια.
“Παρακαλούνται οι επιβάτες της πτήσης για Παρίσι να προσέλθουν στον έλεγχο των 
εισιτηρίων”, ακούστηκε η αναγγελία από τα μεγάφωνα.
– Και κοίτα, αν δεν έχεις σίγουρη απάντηση, δεν πειράζει. Η διαδρομή αυτή 

μπορεί να αξίζει περισσότερο. Το μυαλό μπορεί να φτιάξει μόνο του έναν 

ολόκληρο κόσμο.  “Καλή πορεία, αγόρι μου”.

– Καλό ταξίδι, θείε.. .

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ	ΓΙΑ	ΤΗΝ	ΤΑΞΗ

Η τάξη είναι η ίδια ένα ταξίδι. Είναι μια διαδρομή από σκέψη σε σκέψη, από μία 
γνώμη σε μια άλλη, από μια έκφραση σε έναν συλλογισμό. Απόψεις που συμφωνούν, 
γνώμες που ειναι διαφορετικές, ιδέες που διαμορφώνονται, συνθέτουν νέες γνώσεις και 
προσθέτουν εμπειρίες. Η θεωρία αναπτύσσεται μετά από τον σχετικό προβληματισμό 
και τον διάλογο που γίνεται μέσα στην τάξη. Είναι η τελική θέση στην οποία 
καταλήγουμε, αφού δοκιμάσουμε και επαληθεύσουμε τη σκέψη μας. Ακριβώς γι αυτό 
προηγούνται οι σχετικές δραστηριότητες. Μέσα απ’ αυτές θα προβληματιστούμε και 
θα εκφράσουμε την άποψή μας. Δε σημαίνει ότι σε όλα θα έχουμε απαντήσεις και 
ότι όλα θα τα μπορέσουμε μόνοι μας. Γι’ αυτό είναι και οι άλλοι. Αρκεί να μάθουμε 
ν’ ακούμε τη γνώμη τους. Η σκέψη των άλλων θα πάει τη δική μας ένα βήμα 
παραπέρα. Σ’ αυτό μας συντονίζει και μας βοηθάει ο καθηγητής μας. Όλοι μαζί και 
ομαδικά θα καταφέρουμε περισσότερα. Ας αρχίσουμε λοιπόν.
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Aπό το Δημοτικό σχολείο μάθαμε την έννοια του φυσικού αριθμού. Στην παράγραφο αυτή 
γίνεται επανάληψη της έννοιας, της διάταξης και της στρογγυλοποίησης των φυσικών αριθμών. 
Μέσα από τις δραστηριότητες, που ακολουθούν, θα προσπαθήσουμε να ξαναθυμηθούμε αυτά 
που έχουμε μάθει και να τα διατυπώσουμε με πιο οργανωμένη σκέψη.

	 	ΔιάλεÉε	ºÍαÍ	ÓριÂ»φιο	αριθμ½�	�ρεÖ	½λουÖ	ÓουÖ	ÃιαφορεÓικο¿Ö	ÓριÂ»φιουÖ	αριθμο¿Ö	
Ïου		 Ïροκ¿ÏÓουÍ	 ½ÓαÍ	 εÍαλλάÉειÖ	 Óα	 ÂÇφία	 Óου	 αριθμο¿	 Ïου	 ÃιάλεÉεÖ	 και	 ÆράÂε	
αυÓο¿Ö		με	½λουÖ	ÓουÖ	ÃυÍαÓο¿Ö	Óρ½ÏουÖ�
→	�οιοÖ	είÍαι	ο	μικρ½ÓεροÖ	και	ÏοιοÖ	ο	μεÆαλ¿ÓεροÖ�
→	ΓράÂε	 ½λουÖ	 ÓουÖ	 αριθμο¿Ö	 Ïου	 Áρ»κεÖ	 με	 σειρά	 α¿Éουσα�	 ÃÇλαÃ»	 αÏ½	 Óο
	 μικρ½Óερο	ÏροÖ	Óο	μεÆαλ¿Óερο�
→	ΣÓÇ	συÍº×εια�	ÆράÂε	ÓουÖ	ίÃιουÖ	αριθμο¿Ö	με	φθίÍουσα	σειρά�

Για	 Íα	 ÁαθμολοÆ»σουμε	 ºÍα	 θερμ½μεÓρο	 ακολουθο¿με	 μια	 συÆκεκριμºÍÇ	
μºθοÃο�	Το	αφ»Íουμε	σÓοÍ	ÏάÆο	αρκεÓ»	Ðρα	και	σÓο	σÇμείο	Ïου	θα	σÓαθεί	
ο	υÃράρÆυροÖ	σÇμειÐÍουμε	Óο	μÇÃºÍ	�����	ΣÓÇ	συÍº×εια	Óο	αφ»Íουμε	μºσα	
σε	Íερ½	Ïου	ÁράÙει	και	σÓο	σÇμείο	Ïου	θα	σÓαθεί	ο	υÃράρÆυροÖ	σÇμειÐÍουμε	
Óο	εκαÓ½	�1�����

→	ΣκºÂου	και	ÃιαÓ¿ÏÕσε	ºÍαÍ	Óρ½Ïο	με	ÓοÍ	οÏοίο	θα	μÏορο¿σεÖ	Íα
	 σÇμειÐσειÖ	και	½λεÖ	ÓιÖ	εÍÃιάμεσεÖ	εÍÃείÉειÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  ¢ι αριθμοί 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., 98, 99, 100, ..., 1999, 2000, 2001, ... ονομάÙονται
  φυσικοί αριθµοί.

  "  Κάθε φυσικός αριθµός έχει έναν επόµενο και έναν προηγούµενο φυσικό
    αριθµό, εκτός από το 0 που έχει µόνο επόµενο, το 1.

#  ¢ι φυσικοί αριθμοί χωρίÙονται σε δύο κατηγορίες: τους άρτιους ή Úυγούς και 
  τους περιττούς ή µονούς.

! ­ρτιοι λέγονται οι φυσικοί αριθμοί που διαιρούνται με το 2 και περιττοί εκείνοι που δεν
 διαιρούνται με το 2.
# ¥ο δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης δίνει τη δυνατότητα να σχηματίÙουμε το απεριόριστο

πλήθος των φυσικών αριθμών χρησιμοποιώντας μόνο τα δέκα γνωστά ψηφία:
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
"  + δυνατότητα αυτή υπάρχει γιατί η αξία ενός Ãηφίου καθορίÚεται και από τη
  θέση που κατέχει, δηλαδή τη δεκαδική τάξη του �μονάδες, δεκάδες, εκατοντά�
  δες, χιλιάδες, δεκάδες χιλιάδες, εκατοντάδες χιλιάδες, ...�.

! �το εξής θα χρησιμοποιούμε τα παρακάτω σύμβολα:
 το  =  που σημαίνει ²ίσος µε³,  
 το  <  που σημαίνει ²µικρότερος από³ και
 το  >  που σημαίνει ²µεγαλύτερος από³.

"  Μπορούµε πάντα να συγκρίνουµε δύο φυσικούς αριθµούς µεταξύ τους.
  �πομένως έχουμε τη δυνατότητα να διατάξουµε τους φυσικούς αριθμούς από
  τον µικρότερο προς τον µεγαλύτερο, δηλαδή με αύξουσα σειρά μεγέθους.
  �ια παράδειγμα: 0<1<2<3< .... <10<11<12< ... <297< ... <1000< ...

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	11	-

Α.1.1. Φυσικοί αριθµοί - Διάταξη Φυσικών - Στρογγυλοποίηση

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		2Ç

0°

100°
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# � δυνατότητα αυτή, της διάταξης των φυσικών αριθμών, επιτρέπει να τους τοποθετή� 
σουμε πάνω σε μια ευθεία γραμμή 
με τον παρακάτω τρόπο:
�ιαλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο 
Ο της ευθείας, που το λέμε αρχή, 
για να  παραστήσουμε τον αριθμό 0. 
�ετά δεξιά από το σημείο Ο 
διαλέγουμε ένα άλλο σημείο Α, 
που παριστάνει τον αριθμό 1. ¥ότε, με μονάδα μέτρησης το ΟΑ, βρίσκουμε τα σημεία 
που παριστάνουν τους αριθμούς: 2, 3, 4, 5, ...

Στρογγυλοποίηση

ΣÓιÖ	1�	ΙουÍίου	�����	ακο¿σÓÇκε	σÓιÖ	ειÃ»σειÖ	½Óι	αÏ½	Óα	��� εκατομμύρια	ÏολιÓÐÍ	ÓÇÖ	
ΕυρÕÏαÚκ»Ö	­ÍÕσÇÖ�	ÂÇφίÙουÍ	 Óα	��� εκατομμύρια	 Æια	 Íα	εκλºÉουÍ	732	 ÁουλευÓºÖ	
Óου	ΕυρÕκοιÍοÁουλίου�
→	 	 ΓιαÓί	ÃεÍ	αÍαφºρθÇκε	Óο	ακριÁºÖ	Ïλ»θοÖ	ÓÕÍ	���.���.���	ÏολιÓÐÍ	ÓÇÖ	Ε�Ε��
	 	 καθÐÖ	και	ο	ακριÁ»Ö	αριθμ½Ö	ÓÕÍ	���.���.���	Ïου	εί×αÍ	ÃικαίÕμα	Â»φου�
→  ΓιαÓί�	αÍÓίθεÓα�	σÓÇÍ	ÏερίÏÓÕσÇ	ÓÕÍ	732	ευρÕÁουλευÓÐÍ�	αÍαφºρθÇκε	ο		ακριÁ»Ö
	 	 αριθμ½Ö�
→	 	 �½Óε	 εÏιÓρºÏεÓαι	 Íα	 ×ρÇσιμοÏοιο¿με	 αυÓ»	 ÓÇ	 ÃιαÃικασία	 ÏροσºÆÆισÇÖ	 εÍ½Ö
	 	 φυσικο¿	αριθμο¿�

    Σκεφτόμαστε
� δραστηριότητα αυτή μας οδηγεί να προβληματιστούμε γιατί σε αριθμούς, όπως το ακριβές 
πλήθος των πολιτών της �.�., δε χρειάÙεται να αναφερθούμε με ακρίβεια, ενώ σε άλλους, όπως 
ο αριθμός των ευρωβουλευτών, απαιτείται ακρίβεια. Πότε, γενικότερα, η ακριβής διατύπωση 
ενός αριθμού είναι αναγκαία�
�την περίπτωση του πλήθους των πολιτών ή των ψηφοφόρων της �.�., αυτό που κυρίως 
ενδιαφέρει είναι η “τάξη μεγέθους”, π.χ. τα εκατομμύρια. �νώ για τους ευρωβουλευτές ο 
ακριβής αριθμός είναι απαραίτητος, π.χ. στις ψηφοφορίες.
�πό τα παραπάνω είναι φανερό ότι χρειάÙεται μια διαδικασία που μας βοηθάει να εκφράσουμε, 
με τρόπο κοινά αποδεκτό, έναν φυσικό αριθμό για τον οποίο δεν απαιτείται ακρίβεια. �ια 
παράδειγμα το ύψος ενός βουνού που είναι ���� P., λέμε, συνήθως, ���� P. �νώ ο αριθμός 
ενός τηλεφώνου, το ��� ή ο ταχυδρομικός κωδικός αναφέρονται πάντα με ακρίβεια.

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  Πολλές φορές αντικαθιστούμε έναν φυσικό αριθμό με μια προσέγγισή του,

δηλαδή κάποιο άλλο λίγο μικρότερο ή λίγο μεγαλύτερό του. ¥η διαδικασία αυτή 
την ονομάÙουμε στρογγυλοποίηση.

#  �ια να στρογγυλοποιήσουμε έναν φυσικό αριθμό:
° ΠροσδιορίÙουμε την τάξη στην οποία θα γίνει η στρογγυλοποίηση.
° �ξετάÙουμε το ψηφίο της αμέσως μικρότερης τάξης.
° �ν αυτό είναι µικρότερο του 5 �δηλαδή 0, 1, 2, 3 ή 4�, το ψηφίο αυτό και όλα
 τα ψηφία των μικρότερων τάξεων µηδενίÚονται.
° $ν είναι µεγαλύτερο ή ίσο του 5 �δηλαδή 5, �, 7, 8 ή ��, το ψηφίο αυτό και όλα
 τα ψηφία των μικρότερων τάξεων αντικαθίστανται από το μηδέν και το ψηφίο της
 τάξης στρογγυλοποίησης αυξάνεται κατά 1.

- 12 -	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		�Ç

0 1

O A B Γ Δ Ε

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

O A B Γ Δ Ε

?
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Να	σÓροÆÆυλοÏοιÇθεί	ο	αριθμ½Ö	���������	σÓιÖ	�α�	εκαÓοÍÓάÃεÖ�	�Á�	×ιλιάÃεÖ�	�Æ�	εκαÓομμ¿ρια�

Λύση
(α) ΤάÉÇ	σÓροÆÆυλοÏοίÇσÇÖ� εκατοντάδες.
 Προηγούμενη τάξη: 4 <  5. ¥ο � και όλα τα προς
 τα δεξιά ψηφία αντικαθίστανται από το μηδέν.  9.573.842   e  9.573.800
(β) ΤάÉÇ	σÓροÆÆυλοÏοίÇσÇÖ� χιλιάδες.
 Προηγούμενη τάξη: 8 >  5. ¸λα τα
 προς τα δεξιά ψηφία αντικαθίστανται  
 από το μηδέν και το 3 γίνεται 4.    9.573.842   e   9.574.000
(γ) ΤάÉÇ	σÓροÆÆυλοÏοίÇσÇÖ� εκατοµµύρια.
 Προηγούμενη τάξη: 5 =  5. ¸λα τα 
 προς τα δεξιά ψηφία αντικαθίστανται
 από το μηδέν και το 9 γίνεται 10.     9.573.842  e  10.000.000

ΓράÂε	με	ÂÇφία	ÓουÖ	αριθμο¿Ö	Ïου	ÃίÍοÍÓαι	ÏαρακάÓÕ	σε	φυσικ»	ÆλÐσσα�
�α�	διακόσια πέντε�	�Á�	επτακόσια τριάντα δύο,	�Æ�	είκοσι χιλιάδες οκτακόσια δέκα τρία�

ΓράÂε	σε	φυσικ»	ÆλÐσσα	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	�α�	��.����	�Á�	�.���.����	�Æ�	���.����

�οιοι	είÍαι	οι	ÓρειÖ	ÏροÇÆο¿μεÍοι	αριθμοί	Óου	���	και	Ïοιοι	οι	Ã¿ο	εÏ½μεÍοι�

ΤοÏοθºÓÇσε	σε	α¿Éουσα	σειρά	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	�.����	�.����	�.����	�.����	�.����

ΤοÏοθºÓÇσε	Óο	καÓάλλÇλο	σ¿μÁολο�	��	 �	!�	σÓο	κεÍ½	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	ακ½λουθÕÍ	αριθμÐÍ�	
�α�	��...��	�Á�	��...���	�Æ�	���...����	�Ã�	�.���...�.����	�ε�	��.���...��.����	�σÓ�	���...�.���.

ΚαÓασκε¿ασε	ºÍαÍ	άÉοÍα	με	αρ×»	Óο	σÇμείο	¢	και	μοÍάÃα	¢�	ίσο	με	� FP�	ΤοÏοθºÓÇσε	
Óα	σÇμεία	�, �, �, �	σε	αÏοσÓάσειÖ	� FP�	�� FP�	�� FP	και	�� FP αÍÓίσÓοι×α�	�οιοι	
αριθμοί	αÍÓισÓοι×ο¿Í	σÓα	σÇμεία	αυÓά�

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 Σ�ΣΤΟ		�Α�ΟΣ
�α�		 ΣÓοÍ	αριθμ½	�������	Óο	μÇÃºÍ	ÃÇλÐÍει	αÏουσία	ÃεκάÃÕÍ	και	×ιλιάÃÕÍ� 
�Á�		 Δºκα	×ιλιάÃεÖ	είÍαι	μία	ÃεκάÃα	×ιλιάÃÕÍ�	
�Æ�		 Σε	μια	ÏεÍÓα»μερÇ	εκÃρομ»	θα	ÆίÍουÍ	ÏºÍÓε	ÃιαÍυ×Óερε¿σειÖ�	
�Ã�		 ΑÏ½	ÓοÍ	αριθμ½	32	ÕÖ	και	ÓοÍ	αριθμ½	���	υÏάρ×ουÍ	��	αριθμοί�	
�ε�		 Σε	οκÓÐ	ÇμºρεÖ	αÏ½	σ»μερα�	Ïου	είÍαι	�ºμÏÓÇ�θα	είÍαι	�αρασκευ»� 
 �σÓ�	 ΑÏ½	ÓÇÍ	��η	σελίÃα	Óου	ÁιÁλίου	μº×ρι	και	ÓÇÍ	��η	είÍαι	24	σελίÃεÖ� 
�Ù�		 ΔεÍ	υÏάρ×ει	φυσικ½Ö	αριθμ½Ö	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	2	και	�. 
Οι	εÏ½μεÍεÖ	ÓºσσεριÖ	ερÕÓ»σειÖ
αÍαφºροÍÓαι	σÓο	σ×»μα�
�Ç�		 ΣÓο	σÇμείο	�	αÍÓισÓοι×εί	ο	αριθμ½Ö	���. 
�θ�		 ΣÓο	σÇμείο	�	αÍÓισÓοι×εί	ο	αριθμ½Ö	����. 
�ι�	 	 ΣÓο	σÇμείο	�	αÍÓισÓοι×εί	ο	αριθμ½Ö	����. 
�ια�	 ΣÓο	σÇμείο	 	αÍÓισÓοι×εί	ο	αριθμ½Ö	����.  

ΣÓροÆÆυλοÏοίÇσε	σÓÇÍ	ÏλÇσιºσÓερÇ	εκαÓοÍÓάÃα	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	���, ���, ���, �.���, 
�.���, ���.���, ��.���, ��.��� και	�.���.

ΣÓροÆÆυλοÏοίÇσε	ÓοÍ	αριθμ½	�.���.���	σÓιÖ	ÏλÇσιºσÓερεÖ�	�α�	ÃεκάÃεÖ�	�Á�	εκαÓοÍÓάÃεÖ� 
�Æ�	×ιλιάÃεÖ�	�Ã�	ÃεκάÃεÖ	×ιλιάÃεÖ�	�ε�	εκαÓοÍÓάÃεÖ	×ιλιάÃεÖ�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	1�	-

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.
3.
4.
5.

6.

7.

8.

9.

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	-	Ε�ΑΡΜΟΓΗ
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0 150
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Παρακάτω θα ασχοληθούμε με τις “πράξεις” των φυσικών αριθμών. Το ουσιαστικό “πράξη” 
προκύπτει από το ρήμα “πράττω” και δηλώνει μια δράση ή ενέργεια. Οι αριθμοί που έχουμε 
γνωρίσει μέχρι τώρα υλοποιούν ανάγκες μέτρησης. Σύνθετες μετρήσεις προκύπτουν από απλές 
μετρήσεις με τη διδικασία των πράξεων, όπως για παράδειγμα της πρόσθεσης και της αφαίρεσης.

 Ο	ÃιÏλαÍ½Ö	ÏίÍακαÖ	ÃίÍει	Óα	αθροίσμαÓα�	ÃÇλαÃ»	Óα
	 αÏοÓελºσμαÓα	ÓÇÖ	Ïρ½σθεσÇÖ	ÓÕÍ	μοÍοÂ»φιÕÍ

φυσικÐÍ	αριθμÐÍ�
→		 Τι	ÏαραÓÇρείÖ	Æια	ÓÇÍ	Ïρ½σθεσÇ	με	Óο	0�
→		 �½σοι	αριθμοί	μÏορο¿Í	Íα	ÏροσÓεθο¿Í	κάθε	φορά�
→		 Δ¿ο	αριθμοί	º×ουÍ	άθροισμα	��	και	Ãιαφορά	2�
	 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	ÓουÖ	αριθμο¿Ö	αυÓο¿Ö�
→		 Σ¿ÆκριÍε	Óα	αθροίσμαÓα	� � �	και � � �	και	μεÓά	Óα
	 αθροίσμαÓα	����� � �	και	� � �����
→		 ΔιαÓ¿ÏÕσε	Óα	συμÏεράσμαÓά	σου�
→		 �ÓιάÉε	ºÍα	Ïαρ½μοιο	ÏίÍακα	Æια	ÓοÍ	ÏολλαÏλασιασμ½�
	 ÃιαÓ¿ÏÕσε	Óα	αÍÓίσÓοι×α	ερÕÓ»μαÓα	και	ÏροσÏάθÇσε	Íα	ÃÐσειÖ	ÓιÖ	καÓάλλÇλεÖ	αÏαÍÓ»σειÖ�

 Σκεφτόμαστε
Παρατηρούμε ότι κάθε φορά μπορούμε να προσθέσουμε δύο μόνο αριθμούς, συνεπώς 
από τα Ùευγάρια των αριθμών που έχουν άθροισμα ��, δηλαδή 9+3, 8+4, 7+5, 6+6, εκείνο 
που έχει διαφορά � είναι το Ùευγάρι των αριθμών � και �.
�πίσης, παρατηρούμε ότι: 0+1=1+0=1, 0+2=2+0=2, 0+3=3+0=3, κ.ο.κ.
� σύγκριση των αθροισμάτων 3+6=9 και 6+3=9, όπως και άλλων τέτοιων αθροισμάτων
π.χ. 7+1=8 και 1+7=8 κ.λπ., μας οδηγούν στη διατύπωση της αντιμεταθετικής ιδιότητας.
�πίσης, η σύγκριση των αθροισμάτων: (5+4)+2=11 και 5+(4+2)=11, αλλά και άλλων 
αθροισμάτων, όπως π.χ. (9+1)+3=13 και 9+(1+3)=13 κ.λπ., μας οδηγούν στη διατύπωση 
της προσεταιριστικής ιδιότητας. �πομένως, μπορούμε να διατυπώσουμε τις ιδιότητες της 
πρόσθεσης και αντίστοιχα του πολλαπλασιασμού των φυσικών αριθμών.

Σε	½λο	Óο	μ»κοÖ	Óου	εθÍικο¿	Ãρ½μου	Αθ»ÍαÖ	-	ΑλεÉαÍÃρο¿ÏολÇÖ	υÏάρ×ουÍ	×ιλιομεÓρικºÖ	
εÍÃείÉειÖ�	Οι	εÍÃείÉειÖ	αυÓºÖ	ÆράφουÍ�	σÓÇ	�αμία	�1��	σÓÇ	�άρισα	����	σÓÇÍ	ΚαÓερίÍÇ	����	
σÓÇ	 �εσσαλοÍίκÇ	 �1��	 σÓÇÍ	 ΚαÁάλα	 ����	 σÓÇÍ	 ΞάÍθÇ	 ����	 σÓÇÍ	 ΚομοÓÇÍ»	 ���	 και	 σÓÇÍ	
ΑλεÉαÍÃρο¿ÏολÇ	����	
→		 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	ÓιÖ	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	Ï½λεÕÍ	αÏοσÓάσειÖ�

Ο	 ΣÏ¿ροÖ	 υÏολ½Æισε	 με	 Óο	 μυαλ½	 Óου	 Óο	 εμÁαÃ½Í	 Óου	
ÃιÏλαÍο¿	σ×»μαÓοÖ	και	Óο	Áρ»κε	����	ÓεÓραÆÕÍικά	×ιλιοσÓά�

→	 ªÏολ½Æισε	 και	 συ	 Óο	 εμÁαÃ½Í	 και	 ÃÐσε	μια	 εÉ»ÆÇσÇ	
	 Æια	Óο	Óι	ακριÁÐÖ	ºκαÍεÖ	Æια	Íα	Óο	ÁρειÖ�

-	1�	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

Α.1.2. Πρόσθεση, αφαίρεση και πολλαπλασιασµός φυσικών αριθµών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		2Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		�Ç

+ 0 � 2 3 4 5 � 7 8 �
0 0 � 2 3 4 5 � 7 8 �
� � 2 3 4 5 � 7 8 � ��
2 2 3 4 5 � 7 8 � �� ��
3 3 4 5 � 7 8 � �� �� ��
4 4 5 � 7 8 � �� �� �� ��
5 5 � 7 8 � �� �� �� �� ��
� � 7 8 � �� �� �� �� �� ��
7 7 8 � �� �� �� �� �� �� ��
8 8 � �� �� �� �� �� �� �� ��
� � �� �� �� �� �� �� �� �� ��
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
Πρόσθεση
  
  
Ιδιότητες της πρόσθεσης:
 "  ¥ο άθροισµα ενός φυσικού αριθµού µε το µηδέν
   ισούται με τον ίδιο τον αριθµό

 "  Αντιµεταθετική ιδιότητα ��πορούμε να αλλάÙουμε τη
   σειρά των δύο προσθετέων ενός αθροίσματος�

 "  Προσεταιριστική ιδιότητα

! Αφαίρεση είναι η πράξη με την οποία, όταν δίνονται δύο
 αριθμοί, Μ (µειωτέος) και Α (αφαιρετέος) βρίσκουμε έναν
 αριθμό Δ (διαφορά), ο οποίος όταν προστεθεί στο Α δίνει το Μ.

# Στους φυσικούς αριθµούς ο αφαιρετέος Α πρέπει να είναι
πάντα µικρότερος ή ίσος του µειωτέου Μ. �ε αντίθετη 
περίπτωση η πράξη της αφαίρεσης δεν είναι δυνατόν να 
εκτελεστεί.

Πολλαπλασιασµός

Ιδιότητες του πολλαπλασιασµού:
"  ¥ο γινόµενο ενός φυσικού αριθµού µε τη µονάδα
  ισούται με τον ίδιο τον αριθµό
 
"  Αντιµεταθετική ιδιότητα ��πορούμε να αλλάÙουμε τη 
  σειρά των παραγόντων ενός γινομένου�
 
"  Προσεταιριστική ιδιότητα
 
"  Επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού ως προς
  την πρόσθεση
 
"  Επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού ως προς
  την αφαίρεση
 
"  ¥ο γινόµενο ενός φυσικού αριθµού επί το µηδέν
  ισούται με το µηδέν

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	1�	-

13 + 5  =  18

α + 0 = 0 + α = α

α + β = β + α

(α+β)+γ=α+(β+γ)

Μ = Α + Δ

και γράφουμε

Δ = Μ - Α

7 !  6  = 42

α ! 1 = 1 ! α = α

α ! β = β ! α

(α !β) !γ=α ! (β !γ )

α!(β+γ)=α!β+α!γ

α!(β-γ)=α!β-α!γ

α!0 = 0!α = 0

Προσθετέοι ¬θροισμα

Παράγοντες �ινόμενο
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Να	υÏολοÆισÓο¿Í	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α�	��	! 1��		�Á�	��1	! 1���			�Æ�	�	! 1�����			�Ã�	��	! 1�����

Λύση
�α�  35 ! 10  = 350
�β�   421 ! 100  = 42 .100
�γ�  5 ! 1 .000  = 5.000
�δ�    27 ! 10.000 = 270.000
�πό τα παραπάνω διαπιστώνουμε ότι για να πολλαπλασιάσουμε έναν αριθμό επί ��, 
���, �.���, ... γράφουμε στο τέλος του αριθμού τόσα μηδενικά όσα έχει κάθε φορά ο 
παράγοντας ��, ���, �.��� ....

Να	εκÓελεσÓο¿Í	οι	ακ½λουθεÖ	ÏράÉειÖ�
�α�	��	! �		�	��		!	��	�Á�	��	!	��	�	��	! ���	�Æ�	��	! 1�	¯	��	!	��	�Ã�		���	! ��

Λύση
�α�  89 ! 7 + 89 ! 3 = 89 ! (7 + 3) = 89 ! 10 = 890
�β�  23 ! 49 + 77 ! 49 = (23 + 77) ! 49 = 100 ! 49 = 4.900
�γ�  76 ! 13 – 76 ! 3 = 76 ! (13–3) = 76 ! 10 = 760
�δ�  284 ! 99 = 284 ! (100 – 1) = 284 ! 100 – 284 ! 1 = 28.400 – 284 = 28.116

Να	ερμÇÍευÓο¿Í	με	ÆεÕμεÓρικ½	Óρ½Ïο	οι	εÏιμερισÓικºÖ	ιÃι½ÓÇÓεÖ�
�α	�	Á�	! Æ	 	α	! Æ	�	Á	! Æ		και		�α	¯	Á�	! Æ	 	α	! Æ	¯	Á	! Æ

Λύση
�ύο ορθογώνια παραλληλό�
γραμμα �μπλε και κίτρινο� έ�
χουν μία διάσταση με το ίδιο 
μήκος γ. �ια αυτό τον λόγο 
μπορούμε, αν τα “κολλήσου�
με”, όπως φαίνεται στο σχήμα, 
να φτιάξουμε ένα τρίτο, το  
ΑΖΗΔ, με εμβαδόν ίσο με το 
άθροισμα των εμβαδών τους. �ν βάλουμε το μικρότερο πάνω στο μεγαλύτερο, όπως φαί�
νεται στο σχήμα, θα αποκτήσουμε ένα άλλο, το ΑΕΘΔ, που θα έχει εμβαδόν ίσο με τη δια�
φορά των εμβαδών των δύο αρχικών.

-	1�	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

αΑ

Δ

B

Γ

γ

βΕ

Θ

Ζ

Η
ΕμÁαÃ½Í ����   α ! γ ΕμÁαÃ½Í ���� β!γ

Α

Δ

γ

Ζ

Η
ΕμÁ�         �=+�      ΕμÁ� ���� �	ΕμÁ� ����
ΟÏ½Óε� (α�β) ! γ        α ! γ     �     β ! γ

ΕμÁ�     ����      ΕμÁ� ���� ¯	ΕμÁ� ����
ΟÏ½Óε� (α°β) ! γ       α ! γ      °       β ! γ

α � β %Ε

ΓΘ

Α

Δ

γ

ΓΗ

α ° β %ΖΕ

Θ

2.

3.

Η	ÏρÐÓÇ	εμφάÍισÇ	ÓÕÍ	συμÁ½λÕÍ	+	και	±	×ροÍολοÆείÓαι	αÏ½	Óα	ÓºλÇ	Óου	1�ου	αιÐÍα�	αλλά	Ç	ÆεÍικευμºÍÇ	
×ρ»σÇ	ÓουÖ	εμφαÍίÙεÓαι	ÓοÍ	1�ο	αιÐÍα�	Αρ×ικά	Æια	ÓÇÍ	αφαίρεσÇ	×ρÇσιμοÏοι»θÇκε	Óο	σ¿μÁολο	«:»�
�ºÆεÓαι	½Óι	Ç	καÓαÆÕÆ»	ÓÕÍ	συμÁ½λÕÍ	αυÓÐÍ	οφείλεÓαι	σÓουÖ	εμÏ½ρουÖ	Ïου	Óα	×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	Æια	Íα	
ÃÇλÐσουÍ	½Óι	ºÍα	ÁάροÖ	ÁρºθÇκε	Ïιο	Ïολ¿	»	Ïιο	λίÆο�	αÍÓίσÓοι×α�	αÏ½	Óο	καÍοÍικ½�
Τα	σ¿μÁολα	x	και	=	καθιερÐθÇκαÍ	αÏ½	¬ÆÆλουÖ	μαθÇμαÓικο¿Ö	Óο	1���	και	Óο	1���	αÍÓίσÓοι×α�

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ
1.
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0ερικºÖ	φορºÖ	ºÍαÖ	αÏλ½Ö	συλλοÆισμ½Ö	κάÏοιου	αÍθρÐÏου	αÉίÙει	Ïιο	Ïολ¿	αÏ´	½λο	
Óο	 ×ρυσάφι	 Óου	 κ½σμου�	 0ε	 κάÏοιεÖ	 ºÉυÏÍεÖ	 ιÃºεÖ	 κερÃίÙοÍÓαι	 μά×εÖ�	 ÆίÍοÍÓαι	
μÍÇμειÐÃÇ	ºρÆα	και	ÃοÉάÙοÍÓαι	άÍθρÕÏοι�	εÍÐ	ÏαράλλÇλα	αÍαÏÓ¿σσεÓαι	Ç	εÏισÓ»μÇ�	
εÉελίσσεÓαι	Ç	Óε×ÍολοÆία�	ÃιαμορφÐÍεÓαι	Ç	ισÓορία	και	αλλάÙει	Ç	ÙÕ»�
­Íα	μικρ½	ÏαράÃειÆμα	είÍαι	Ç	±ºÉυÏÍÇ	Ïρ½σθεσÇ²	Ïου	σκºφÓÇκε	Íα	κάÍει	ο	Γκάους 

�.DUO	)ULHGULFK	*DXVV�	1���	-	1�����	½ÓαÍ	σε	ºÍα	×Õρι½	ÓÇÖ	ΓερμαÍίαÖ	Æ¿ρÕ	σÓα	1����	σÓÇÍ	ÏρÐÓÇ	
ÓάÉÇ	 Óου	 σ×ολείου�	 άρ×ισε	 Íα	 μαθαίÍει	 Æια	 ÓουÖ	 αριθμο¿Ö	 και	 ÓιÖ	 αριθμÇÓικºÖ	 ÏράÉειÖ�	 ¸ÓαÍ	 ο	
ÃάσκαλοÖ	Ù»ÓÇσε	αÏ½	ÓουÖ	μαθÇÓºÖ	Óου	Íα	υÏολοÆίσουÍ	Óο	άθροισμα�
������....�����������	 ÏριÍ	 οι	 υÏ½λοιÏοι	 αρ×ίσουÍ	 ÓιÖ	 ÏράÉειÖ�	 ο	 μικρ½Ö	 ΓκάουÖ	 Óο	 εί×ε	 »ÃÇ	
υÏολοÆίσει�	Ο	ÃάσκαλοÖ	ºκÏλÇκÓοÖ	ÓοÍ	ρÐÓÇσε	ÏÐÖ	Óο	Áρ»κε�	Τ½Óε	εκείÍοÖ	ºÆραÂε	σÓοÍ	ÏίÍακα�

�� � ���� � �� � ��� � �� � ��� � ... � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���  
  ��� � ��� � ��� � ... � ��� � ��� � ���   ��� ! ��   �.���

          
          �� φορές

�ροσÏάθÇσε	Íα	υÏολοÆίσειÖ	με	ÓοÍ	Óρ½Ïο	Óου	ΓκάουÖ	Óο	άθροισμα	������...� ��� � ��� � ���� 
και	Íα	μεÓρ»σειÖ	ÓοÍ	×ρ½Íο	Ïου	×ρειάσÓÇκεÖ�	�½σο	×ρ½Íο	θα	ºκαÍεÖ	άραÆε	Íα	Óο	υÏολοÆίσειÖ	με	
καÍοÍικ»	Ïρ½σθεσÇ�

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�

		�α�	 +	ιÃι½ÓÇÓα	α � β   β � α	λºÆεÓαι	������������������������������������������������������������������������

		�Á�	 Η	ιÃι½ÓÇÓα	α � β � γ   α � �β � γ�   �α � β� � γ	λºÆεÓαι	�������������������������������

		�Æ�	 Ο	αριθμ½Ö	Ïου	ÏροσÓίθεÓαι	σε	αριθμ½	α	και	ÃίÍει	άθροισμα	α	είÍαι	�������������������

		�Ã�	 Το	αποτέλεσμα	ÓÇÖ	αφαίρεσÇÖ	λºÆεÓαι	����������������������������������������������������������������

		�ε�	 Σε	μια	αφαίρεσÇ	οι	αριθμοί	�, �	και �	συÍÃºοÍÓαι	με	ÓÇ	σ×ºσÇ�	����������������������������

		�σÓ�	Η	ιÃι½ÓÇÓα	α ! β   β ! α λºÆεÓαι	����������������������������������������������������������������������������

		�Ù�	 Η	ιÃι½ÓÇÓα	α ! �β ! γ�   �α ! β� ! γ λºÆεÓαι	�������������������������������������������������������������

		�Ç�	 Η	ιÃι½ÓÇÓα	α ! �β � γ�   α ! β � α ! γ λºÆεÓαι	������������������������������������������������������

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α� ��! $ �.����	�Á�	37! $ ����	�Æ�	���!$ �.���.���.
 
ΣυμÏλ»ρÕσε	 Óα	 κεÍά	 με	 ÓουÖ	 καÓάλλÇλουÖ	 αριθμο¿Ö�	 ÐσÓε	 Íα	 Ïροκ¿ÂουÍ	 σÕσÓά	
αθροίσμαÓα�

  
�α�	

  $  5  8  2
�  7  5  $  1
  $  1 $  7 3

    

�Á�	

  4  $  5
�  5  2  $
  $  $  1 0

     

�Æ�	

  $  5  $  5
�   5  2  $
   4 $  9 3

$ÍÓισÓοί×ισε	κάθε	Æραμμ»	Óου	ÏρÐÓου	ÏίÍακα	με	
ºÍα	αÏ½	Óα	αÏοÓελºσμαÓα	Ïου	υÏάρ×ουÍ	σÓοÍ
Ãε¿Óερο	ÏίÍακα�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	1�	-

ΙΣΤΟΡΙΚ2	ΣΗΜΕΙ�ΜΑ

1.

2.
3.

4.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

 1 � 2 � 3 � 4  14
      1 � 2 � 3 ! 4  24
      1 ! 2 � 3 ! 4  10
      1 ! 2 ! 3 ! 4  15
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ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ	

�α�		 1��	�	��	 		 1��	  200  1��	

�Á�		 1��	�	��	�	��	 		 ���	  ���	  ���	

�Æ�		 ���	¯	���	 		 ���	  ���	  ���	

�Ã�		 ����1	¯	�����	 		 �����	  �����	  �����	

�ε�		 ��	¯	�1�	¯	��	 		 ���1�¯�	  ���¯1��¯�	  ��¯1���	

�σÓ�	 ��	¯	11	¯	 �	 		 ��¯�11���	  ���¯11�¯�	  ��¯��	

�Ù�		 ��	! 1�	 		 ���	  ���	  �����	

�Ç�		 ��	! 1��	 		 ���	  �����	  �����	

�θ�		 ���	! 1���	 		 �����	  ������	  ������	

ªÏολ½Æισε	Óα	ÏαρακάÓÕ	ÆιÍ½μεÍα�	×ρÇσιμοÏοιÐÍÓαÖ	ÓÇÍ	εÏιμερισÓικ»	ιÃι½ÓÇÓα�
�α�	3!���		�Á�	7!���		�Æ�	45!���		�Ã�	��!����		�ε�	5!����		�σÓ�	4!����		�Ù�	34!���		�Ç�	58!���

<Ïολ½Æισε	 Óο	 εμÁαÃ½Í	 Óου	 σ×»μαÓοÖ�	 ×ρÇσιμοÏοιÐÍÓαÖ	
καÓάλλÇλα	ÓÇÍ	εÏιμερισÓικ»	ιÃι½ÓÇÓα�

$Æοράσαμε	Ãιάφορα	σ×ολικά	είÃÇ	Ïου	κ½σÓιÙαÍ�	��� Q�	30 Q�	38 Q�	��� Q	και	432 Q�
�α�		 ªÏολ½Æισε	Ïρ½×ειρα	αÍ	αρκο¿Í	�.��� Q	Æια	Íα	ÏλÇρÐσουμε	Óα	είÃÇ	Ïου	αÆοράσαμε�
�Á�		 �ρεÖ	Ï½σα	ακριÁÐÖ	×ρ»μαÓα	θα	ÏλÇρÐσουμε�

Ο	 ΝίκοÖ	 καÓºÁÇκε	 Æια	 ÂÐÍια	 με	 ��� Q�	 Σε	 ºÍα	 μαÆαÙί	 Áρ»κε	 ºÍα	 Ïουκάμισο	 Ïου	
κ½σÓιÙε	35 Q�	ºÍα	ÏαÍÓαλ½Íι	Ïου	κ½σÓιÙε	48 Q	και	ºÍα	σακάκι	Ïου	κ½σÓιÙε	77 Q�	Του	
φÓάÍουÍ	Óα	×ρ»μαÓα	Æια	Íα	Óα	αÆοράσει	½λα�

Σε	 ºÍα	 αρÓοÏοιείο	 ºφÓιαÉαÍ	 μία	 μºρα	 ���	 κιλά	 άσÏρο	
ÂÕμί�	 ���	 κιλά	 ×ÕριάÓικο�	 25	 κιλά	 σικάλεÕÖ	 και	 38	 κιλά	
Ïολ¿σÏορο�	�ουλ»θÇκαÍ	���	κιλά	άσÏρο	ÂÕμί�	���	κιλά	
×ÕριάÓικο�	��	κιλά	σικάλεÕÖ	και	23	κιλά	Ïολ¿σÏορο�	�½σα	
κιλά	ÂÕμί	ºμειÍαÍ	αÏο¿λÇÓα�

Ο	 ¬ρÇÖ	 ÆεÍÍ»θÇκε	 Óο	 ����	 και	 είÍαι	 25	 ×ρ½Íια	 μικρ½ÓεροÖ	
αÏ½	ÓοÍ	ÏαÓºρα	Óου�
�α�	 �½σÕÍ	×ροÍÐÍ	είÍαι	ο	¬ρÇÖ	σ»μερα�
�Á�	 �½Óε	ÆεÍÍ»θÇκε	ο	ÏαÓºραÖ	Óου�

³ΕÍα	ÆκαράÙ	º×ει	��	ÏαÓÐμαÓα�	Τα	7	ÏαÓÐμαÓα	º×ουÍ	��	ÃιÏλºÖ	θºσειÖ	Óο	καθºÍα	και	
Óα	υÏ½λοιÏα	αÏ½	1�	ÃιÏλºÖ	θºσειÖ�	ΣÓο	ÆκαράÙ	μÏ»καÍ	��	μοÓοσυκλºÓεÖ�	��	εÏιÁαÓικά	
και	�1	ÇμιφορÓÇÆά�	ΕÏαρκο¿Í	οι	θºσειÖ	Æια	½λα	αυÓά�

-	1�	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί
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2
2

22

2

3 3

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
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Αρ×ικά	ο	άÍθρÕÏοÖ	ºκαÍε	μ½Íο	ÓοÍ	Ãια×Õρισμ½�	ένα, δύο, πολλά�	Με	ÓÇÍ	Ïρ½οÃο	Óου	

ÏολιÓισμο¿�	 ÓÇÍ	 αÍάÏÓυÉÇ	 ÓÕÍ	 Óε×ÍÐÍ	 και	 Óου	 εμÏορίου	 ÃιαμορφÐÍει	 ÓιÖ	 ºÍÍοιεÖ	 ÓÕÍ	

αριθμÐÍ�	Σ´	αυÓ½	Áο»θÇσαÍ	και	Óα	φυσικά πρότυπα αρίθµησης�	½ÏÕÖ	Ï�×�	Óα	ÃάκÓυλα	

Óου	εÍ½Ö	×εριο¿	�αρίθμÇσÇ	ÁάσÇ	Óο	��	»	ÓÕÍ	Ã¿ο	×εριÐÍ	�ÁάσÇ	Óο	1���	ΜεÓά�	Óα	ÏρÐÓα	

αυÓά	 αριθμÇÓικά	 συσÓ»μαÓα�	 συμÏλÇρÐÍοÍÓαι	 με	 ÓιÖ	 ÏράÉειÖ	 ÓÇÖ	 Ïρ½σθεσÇÖ	 και	 ÓÇÖ	

αφαίρεσÇÖ�

Τα	αÏοÓελºσμαÓα	ÓÇÖ	αρίθμÇσÇÖ	καÓαÆράφοÍÓαÍ	με	ÓÇ	Áο»θεια	×αραÆÐÍ	ÏάÍÕ	σε	É¿λα	

»	κ½καλα	»	με	κ½μÏουÖ	σε	σ×οιÍιά�	Το	αρ×αι½Óερο	ε¿ρÇμα	αÍάÆεÓαι	σÓουÖ	ÏροÚσÓορικο¿Ö	

×ρ½ÍουÖ	 και	 είÍαι	 Óο	 κ½καλο	 ÏοÃιο¿	 εÍ½Ö	 μικρο¿	 λ¿κου	 μ»κουÖ	 1�	 εκαÓοσÓÐÍ	 Ïου	

ÁρºθÇκε�	Óο	1����	σÓÇÍ	Ï½λÇ	�εσÓ½ÍιÓσε	ÓÇÖ	ΜοραÁίαÖ	�εικ½Íα��

Η	αÍάÆκÇ	υÏολοÆισμο¿	μεÆεθÐÍ	αÏαιÓεί	σ¿ÆκρισÇ	με	ºÍα	σÓαθερ½	υÏ½ÃειÆμα�	ÓÇ	µονάδα 

µέτρησης�	Οι	ÏρÐÓεÖ	μοÍάÃεÖ	αÍÓισÓοι×ο¿Í	Ïάλι	σε	μºλÇ	Óου	σÐμαÓοÖ�	½ÏÕÖ	ÏαλάμεÖ�	

Ãά×ÓυλουÖ�	Ï½Ãια�	ορÆιά�	Ï»×Ç�	ΑÏ½	Óα	φυσικά	Ïρ½ÓυÏα�	ÓιÖ	×αραÆºÖ�	ÓουÖ	κ½μÏουÖ�	Óα	

Á½Óσαλα	 Ïεράσαμε	 μºσα	 σε	 ÏερίοÃο	 ×ιλιάÃÕÍ	 εÓÐÍ	 σÓα	 σύµβολα που παρίσταναν 

αριθµούς�	Τα	σ¿μÁολα	αυÓά	»ÓαÍ	ÃιαφορεÓικά	σÓουÖ	ÃιάφορουÖ	αρ×αίουÖ	ÏολιÓισμο¿Ö�	

Η	εÍοÏοίÇσÇ	 Óου	 συμÁολισμο¿	 ÓÕÍ	 αριθμÐÍ	 Ïου	 υÏάρ×ει	 σ»μερα	 ×ρειάσÓÇκε	 ×ιλιάÃεÖ	

×ρ½Íια	Æια	Íα	ÆίÍει�

Η	ιστορία του µηδενός	και	ο	συμÁολισμ½Ö	Óου	ακολουθεί	ÃιαφορεÓικ»	Ïορεία�	Κι	αυÓ½	ÆιαÓί	Ç	αÍάÆκÇ	

¿ÏαρÉÇÖ	Éε×ÕρισÓο¿	συμÁ½λου	Æια	Óο	“τίποτα³	εμφαÍίσÓÇκε	Ïολ¿	αρÆ½Óερα�

Οι	Σουµέριοι	και	οι	Βαβυλώνιοι	άφÇÍαÍ	ºÍα	κενό	ÃιάσÓÇμα	Æια	Íα	ÃÇλÐσουÍ	ÓÇÍ	αÏουσία	αριθμÇÓικο¿	

ÂÇφίου	σε	κάÏοια	θºσÇ�	Οι	ÏαραÍο»σειÖ	και	Óα	λάθÇ	Ïου	ÏροºκυÏÓαÍ	ÓουÖ	οÃ»ÆÇσαÍ	σÓÇÍ	υιοθºÓÇσÇ	

Óου	ειÃικο¿	συμÁ½λου	 	»	 	»	 	καÓά	ÓÇÍ	�ερσικ»	ÏερίοÃο�

Το	σ¿μÁολο	αυÓ½	Óο	ÓοÏοθεÓο¿σαÍ	μ½Íο	μεÓαÉ¿	Ã¿ο	ÂÇφίÕÍ	και	½×ι	σÓο	ÓºλοÖ	εÍ½Ö	αριθμο¿�	ΑÏ½	

ÓοÍ	�ο	-	1�ο	αιÐÍα	μ�«�	Óο	μÇÃºÍ	είÍαι	μια	κουκίÃα�	Ο	μαθÇμαÓικ½Ö	και	ασÓροÍ½μοÖ	�ρα×μαÆκο¿ÏÓα�	

Óο	���	μ�«�	οÍομάÙει	Óο	μÇÃºÍ	ÕÖ	±Óο	ÓίÏοÓα²�	ΤοÍ	�ο	αιÐÍα	συÍαÍÓάμε	εÏιÆραφ»	με	σαφ»	συμÁολισμ½	

Æια	Óο	μÇÃºÍ�

Οι	 Ινδοί	 ×ρÇσιμοÏοιο¿Í	 Óο	σ¿μÁολο	 Óου	μÇÃεÍ½Ö	 και	ÕÖ	 ÓελευÓαίο	ÂÇφίο	αριθμο¿�	­Óσι	 εί×αÍ	 1�	

ισ½Óιμα	ÂÇφία	Óα�	w	»	0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 και	9�

Ο	 ¬ραÁαÖ	 μαθÇμαÓικ½Ö	 Αλ-«ουαρίÙμι	 ����	 -	 ���	 μ�«���	 σÓο	 ºρÆο	 Óου	 ±ΑλÆ½ριθμοι	 ÓÕÍ	 ΙÍÃικÐÍ	

αριθμÐÍ²	Æράφει	Óο	���	μ�«�	Æια	Óο	μÇÃºÍ�	²¹ταν µια αφαίρεση δεν αφήνει τίποτα, τότε, για να µη 

µείνει άδεια η θέση πρέπει να µπαίνει ένας µικρός κύκλος, γιατί διαφορετικά οι θέσεις θα 

λιγοστέÃουν και µπορεί π.χ. η δεύτερη να θεωρηθεί ως πρώτη³�

Ο	­λλÇÍαÖ	μαθÇμαÓικ½Ö	Κλαύδιος Πτολεµαίος	�1��	-	1��	μ�«��	×ρÇσιμοÏοιεί	Óο	σ¿μÁολο	0	Æια	Íα	

ÏαρασÓ»σει	 Óο	 μÇÃºÍ�	 σÓο	 ÁιÁλίο	 Óου	 ±ΜεÆάλÇ	 ΜαθÇμαÓικ»	 Σ¿ÍÓαÉÇ²	 »	 ²Αλµαγέστη³

�1��	μ�«���	Το	εÏιÍ½Çσε	αÏ½	Óο	αρ×ικ½	Æράμμα	ÓÇÖ	λºÉÇÖ	²ουδέν³	Ïου	σÇμαίÍει	κανένα	�ÂÇφίο��

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	1�	-

ΙΣΤΟΡΙΚΗ	ΑΝΑΔΡΟΜΗ
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ΑÏ½	Ï½σα	τετράγωνα  αÏοÓελο¿ÍÓαι	Óα	Óºσσερα	ÏρÐÓα	σ×»μαÓα	και	αÏ½	Ï½σουÖ

κύβους 	Óα	εÏ½μεÍα	Óρία�

   Σκεφτόμαστε
Παρατηρούμε ότι έχουμε: ��� 4=2!2=22,    ��� 9=3!3=32,       ��� 16=4!4=42,   ��� 25=5!5=52 
.αι αντίστοιχα:         ��� 8=2!2!2=23, ��� 27=3!3!3=33, ��� 64=4!4!4=43

¢ι περιπτώσεις ��� έως και ��� αφορούν τα τετράγωνα των φυσικών αριθμών �, �, � και �.
¢ι περιπτώσεις ��� έως και ��� αφορούν τους κύβους των φυσικών αριθμών �, � και �.

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
Πολλές φορές συναντάμε γινόμενα των οποίων όλοι οι παράγοντες είναι ίσοι. Στην περίπτωση 
αυτή, χρησιμοποιούμε ονομασίες και συμβολικές εκφράσεις όπως φαίνεται παρακάτω.

!  ¥ο γινόμενο α!α!α! ... ! α, που έχει ν παράγοντες
ίσους με το α, λέγεται δύναµη του α στη ν ή νιοστή 
δύναµη του α και συμβολίÙεται με αν.

!  ¢ αριθμός α λέγεται βάση της δύναµης και ο ν
  λέγεται εκθέτης.

!  � δύναµη του αριθμού στη δευτέρα, δηλαδή το α2,
  λέγεται και τετράγωνο του α.

!  � δύναµη του αριθμού στην τρίτη, δηλαδή το α3,
  λέγεται και κύβος του α.

 "  ¥ο α1, δηλαδή η πρώτη δύναµη ενός αριθμού α
   είναι ο ίδιος ο αριθµός α.

#  ¢ι δυνάµεις του 1, δηλαδή το 1ν, είναι όλες ίσες µε 1.

- 20 -	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

$.1.3. Δυνάµεις φυσικών αριθµών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		1Ç

���
���

���
��� ��� ��� ���

H
αν
=α !α !α ! . . . !α     

       ν παράγοντες

Hα
1 =α

H1 ν= 1

α3 

α2 
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2	.ÕσÓάκÇÖ�	Ç	ΡºÍα	και	ο	ΔÇμ»ÓρÇÖ	ºκαÍαÍ	ÓιÖ	ÏράÉειÖ	σÓÇÍ	αριθμÇÓικ»	ÏαράσÓασÇ�	
� ! �� � � ! �� � ��	 και	 Áρ»καÍ	ο	 καθºÍαÖ	ÃιαφορεÓικ½	αÏοÓºλεσμα�	Ο	ΚÕσÓάκÇÖ	
Áρ»κε	���,	Ç	ΡºÍα	300	και	ο	ΔÇμ»ÓρÇÖ	524�
→	 	 �οι½Ö	ÍομίÙειÖ	½Óι	º×ει	Ãίκιο�	Δικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  Αριθµητική παράσταση λέγεται κάθε σειρά αριθμών που συνδέονται μεταξύ
  τους με τα σύμβολα των πράξεων.
#  �ε μία αριθμητική παράσταση συμφωνούμε η προτεραιότητα των πράξεων να
   είναι η ακόλουθη:
  1. ªπολογισμός δυνάµεων.
  2. �κτέλεση πολλαπλασιασµών και διαιρέσεων.
  3. �κτέλεση προσθέσεων και αφαιρέσεων.
�ν υπάρχουν παρενθέσεις, εκτελούμε πρώτα τις πράξεις µέσα στις παρενθέσεις με 
την παραπάνω σειρά. ¥ο τελικό αποτέλεσμα που βρίσκουμε μετά την εκτέλεση όλων 
των πράξεων σε μία αριθμητική παράσταση το λέμε τιµή της.

Να	υÏολοÆισÓο¿Í	Óο	ÓεÓράÆÕÍο�	ο	κ¿ÁοÖ�	Ç	ÓºÓαρÓÇ�	Ç	ÏºμÏÓÇ	και	Ç	ºκÓÇ	Ã¿ÍαμÇ	Óου	
αριθμο¿	1��	Τι	ÏαραÓÇρείÓε�

Λύση
102 = 10 ! 10       = 100
103 = 10 ! 10 ! 10    = 100 ! 10 = 1.000
104 = 10 ! 10 ! 10 ! 10   = 1.000 ! 10 = 10.000
105 = 10 ! 10 ! 10 ! 10 ! 10  = 10.000 ! 10 = 100.000
106 = 10 ! 10 ! 10 ! 10 ! 10 ! 10 = 100.000 ! 10 = 1 .000.000

Παρατηρούμε ότι κάθε μία από τις δυνάμεις του ��, που υπολογίστηκαν, έχει τόσα μηδενικά 
όσος είναι και ο εκθέτης της δύναμης. �ια παράδειγμα: 106 = 1 .000.000 �ºÉι	μÇÃεÍικά��             
Να	εκÓελεσÓο¿Í	οι	ÏράÉειÖ�		�α�	��	! ���	�	�	! ��	�	��2					�Á�	��	�	��� ¯	�	! �2    

Λύση
�α�  (2!5)4 + 4! (3+2)2 = 104 + 4!52 = 10.000 + 4!25 = 10.000 + 100 = 10.100
�β�  (2+3)3 – 8!32 = 53 – 8!9 = 125 – 72 = 53

Να	Æραφεί	Óο	αÍάÏÓυÆμα	Óου	αριθμο¿	�����	με	×ρ»σÇ	ÓÕÍ	ÃυÍάμεÕÍ	Óου	1��

Λύση
�ίναι: 7.604  = 7×ιλιάÃεÖ   � 6εκαÓοÍÓάÃεÖ   � 0ÃεκάÃεÖ   �4μοÍάÃεÖ.
     = 7!1.000 + 6!100     + 0!10   + 4!1 =
     =   7!103   + 6!102     + 0!101  + 4
+ μορφή αυτή 7!103 + 6!102 + 0!101 + 4 του αριθμού 7.604 είναι το ανάπτυγµα του 
αριθµού σε δυνάµεις του 10.

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	�1	-

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		2Ç

Η	×ρ»σÇ	ÓÕÍ	ÏαρεÍθºσεÕÍ	ÉεκίÍÇσε	αÏ½	ÓοÍ	1�ο	αιÐÍα	με	σÓ½×ο	Íα	υÏοÃείÉει	ÓÇÍ	
ÏροÓεραι½ÓÇÓα	ÓÕÍ	ÏράÉεÕÍ�

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.
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ΣυμÏλ»ρÕσε	σÓοÍ	ÏίÍακα	Óα	ÓεÓράÆÕÍα	και	ÓουÖ	κ¿ÁουÖ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�
α 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 25

  α2

  α3

ΓράÂε	με	ÓÇ	μορφ»	ÓÕÍ	ÃυÍάμεÕÍ	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α�	�!�!�!�!�!�		�Á�	�!�!�!�!�!�!�!�!�
�Æ�	1!1!1!1!1!1	�Ã�	α!α!α!α	�ε�	[![![	�σÓ�	�!2!2!2!α!α!α	�
 
ªÏολ½Æισε	ÓιÖ	ÃυÍάμειÖ�	�1�	�2�	���	���	���	���	���	���	���	�10�

�ρεÖ	Óα	ÓεÓράÆÕÍα	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	1��	���	���	���	���	���	���	��	και	���

�ρεÖ	ÓουÖ	κ¿ÁουÖ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	1��	���	���	���	���

ΚάÍε	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�	�α�	�!�2�	�Á�	�!�2	�	��	�Æ�	�!�2	�	�2�	�Ã�	�!�	��2�	�ε�	�!��	�	��2�

ΚάÍε	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�	�α�	�2���������	�	�Á�	�1�¯���	�	�!�2�

�ρεÖ	ÓιÖ	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ� �α�	�����2και	�2��2�	�Á�	�����2	και	�2��2�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

ΓράÂε	Ïιο	σ¿ÍÓομα	Óα	ÏαρακάÓÕ	αθροίσμαÓα	και	ÆιÍ½μεÍα�
�α�	α�α�α�	�Á�	α!α!α�	�Æ�	[�[�[�[�	�Ã�	[![![![	�

ΓράÂε	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	�α�	�������	�Á�	1�������	�Æ�	�������	σε	αÍαÏÓυÆμºÍÇ	μορφ»	με	
×ρ»σÇ	ÓÕÍ	ÃυÍάμεÕÍ	Óου	1��

ΑÍÓισÓοί×ισε	Óα	αÏοÓελºσμαÓα	Ïου	υÏάρ×ουÍ
σÓοÍ	Ãε¿Óερο	ÏίÍακα	με	Óο	εÉαÆ½μεÍο	ÓÕÍ
ÏράÉεÕÍ	κάθε	Æραμμ»Ö	Óου	ÏρÐÓου	ÏίÍακα�

ΑÍÓισÓοί×ισε	Óα	αÏοÓελºσμαÓα	Ïου	υÏάρ×ουÍ
σÓοÍ	Ãε¿Óερο	ÏίÍακα	με	ÓÇÍ	αριθμÇÓικ»
ÏαράσÓασÇ	κάθε	Æραμμ»Ö	Óου	ÏρÐÓου	ÏίÍακα�
  

«ρÇσιμοÏοίÇσε	μ½Íο	 Óα	σ¿μÁολα	 ÓÕÍ	ÏράÉεÕÍ�	�	και	 w 

και	 ÓιÖ	 ÏαρεÍθºσειÖ	 ±�²	 και	 ±�²	 Æια	 Íα	 συμÏλÇρÐσειÖ	 ÓιÖ	
ÆραμμºÖ	ÐσÓε	Íα	Ïροκ¿ÂουÍ	σÕσÓºÖ	ισ½ÓÇÓεÖ�

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα
μαÆικά	ÓεÓράÆÕÍα�
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Οι	Ïιο	Ïαλιοί	αριθμοί	ÆράφÓÇκαÍ	αÏ½	ÓουÖ	Σουµέριους	σε	Ï»λιÍα	ÏιÍακίÃια	
ÓÇÖ	�ÇÖ	-	�ÇÖ	×ιλιεÓÇρίÃαÖ	Ï�«�	Οι	αριθμοί	ÆράφοÍÓαÍ	αÏ½	Óα	ÃεÉιά	ÏροÖ	Óα	
αρισÓερά�	�ρÐÓα	οι	μοÍάÃεÖ�	μεÓά	οι	ÃεκάÃεÖ	κ�λÏ�	Το	1���	αÍακαλ¿φθÇκαÍ	
κοÍÓά	 σÓιÖ	 ½×θεÖ	 Óου	 ΕυφράÓÇ�	 Ï»λιÍα	 ÏιÍακίÃια	 ÆραμμºÍα	 σÓÇÍ	 ÏερίοÃο	
����	 -	 1���	 Ï�«�	 αÏ½	 ÓουÖ	 Βαβυλώνιους	 Ïου	 ×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	 και	 Óο	
ÃεκαÃικ½	σ¿σÓÇμα�

Οι	 Αιγύπτιοι	 αÏ½	 Óο	 ����	 -	 ����	 Ï�«�	 εί×αÍ	 ειÃικά	 ιερRÆλυφικά	 Æια	 ÓÇÍ	
ÏαράσÓασÇ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	Τα	ειÃικά	σ¿μÁολα	Ïου	εί×αÍ	Æια	Íα	ÏαρισÓάÍουÍ	
ÓιÖ	μοÍάÃεÖ	κάθε	ÃεκαÃικ»Ö	ÓάÉÇÖ	φαίÍοÍÓαι	σÓοÍ	ακ½λουθο	ÏίÍακα�

7RÍ	�ο	αιÐÍα	Ï�«�	σÓÇÍ	 Ιωνία	ÃÇμιουρÆ»θÇκε	Óο	αλφαβητικό	σ¿σÓÇμα	αρίθμÇσÇÖ�	Ïου	»ÓαÍ	Óο	
Óελει½Óερο	σ¿σÓÇμα	αρίθμÇσÇÖ	μεÓά	Óο	αραÁικ½	και	ºμειÍε	σε	×ρ»σÇ	μº×ρι	και	ÓÇÍ	ΑÍαÆºÍÍÇσÇ�	
ÏαράλλÇλα	με	Óο	ρÕμαÚκ½�	Σ´	αυÓ½	κάθε	αριθμ½Ö	αÏ½	Óο	1	ÕÖ	Óο	��	κάθε	ÃεκάÃα	1��	���	�������	��� 
κάθε	εκαÓοÍÓάÃα	1���	����	����	����	συμÁολίÙοÍÓαÍ	αÏ½	ºÍα	Æράμμα	Óου	ελλÇÍικο¿	αλφαÁ»Óου	
με	 μια	 οÉεία	 ÏάÍÕ	 αρισÓερά	 Æια	 Íα	 Óα	 Éε×ÕρίÙουÍ	 αÏ½	 Óα	 ÆράμμαÓα	 ÓÕÍ	 λºÉεÕÍ�	 ΕÏειÃ»	
×ρειάÙοÍÓαÍ	��	ÆράμμαÓα	Æια	 Óο	συμÁολισμ½	½λÕÍ	αυÓÐÍ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	και	 Óο	αλφάÁÇÓο	º×ει	
μ½Íο	 ���	 ×ρÇσιμοÏοίÇσαÍ	 ακ½μÇ	 Óρία	 σ¿μÁολα	 Óο	 στίγµα  Ïου	 ÏαρίσÓαÍε	 ÓοÍ	 αριθμ½	 ��

Óο	κόππα  Ïου	ÏαρίσÓαÍε	ÓοÍ	αριθμ½	��	και	 Óο	σαµπί  Ïου	ÏαρίσÓαÍε	ÓοÍ	αριθμ½	����

­Óσι	εί×αÍ�
Για	μεÆαλ¿ÓερουÖ	αριθμο¿Ö	εί×αÍ	μια	μικρ»	Æραμμ»	κάÓÕ	αρισÓερά�	Ïου	Ã»λÕÍε	½Óι	Ç	αÉία	Óου	
ÆράμμαÓοÖ	ÏολλαÏλασιαÙ½ÓαÍ	εÏί	1�����	ΔÇλαÃ»�	

!
δ �[1���� �����	και	

!
η �[1����	 	������

Με	Óο	αλφαÁÇÓικ½	αριθμÇÓικ½	σ¿σÓÇμα	Æράφουμε�	
!
βδ!	Æια	ÓοÍ	αριθμ½	���� και	ω!λ!α! Æια	ÓοÍ	���.

Οι	 Ρωµαίοι	 εισ»ÆαÆαÍ	 ºÍα	 ÃεκαÃικ½	 αριθμÇÓικ½	 σ¿σÓÇμα	 με	 Éε×ÕρισÓά	 σ¿μÁολα	 Æια	 ÓουÖ	
αριθμο¿Ö	1�	��	1��	���	1���	���	και	1����	�ιο	συÆκεκριμºÍα	×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	Óα	σ¿μÁολα�

ΣÓÇ	Æραφ»	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	ÓουÖ	×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	ÓÇÍ	ÏροσθεÓικ»	αρ×»	αÏ½	Óα	αρισÓερά	ÏροÖ	Óα	
ÃεÉιά	αλλά	και	ÓÇÍ	αφαιρεÓικ»	αρ×»�	Το 2	ÆράφεÓαι	 ΙΙ�	Óο	3 ÆράφεÓαι	 ΙΙΙ�	κ�λÏ�	Το	4	ÆράφεÓαι	 Ι9 
��¯1��	Óο	9	ÆράφεÓαι	IX	�1�¯1��	Óο	40	ÆράφεÓαι	XL	���¯1���	Óο	900	ÆράφεÓαι	CM	�1����¯1����	κ�λÏ�

Για	Ïολλο¿Ö	αιÐÍεÖ	κυριάρ×Çσε	 Óο	ελλÇÍικ½	και	 Óο	ρÕμαÚκ½	σ¿σÓÇμα	αρίθμÇσÇÖ�	Το	1���	οι	
ΚαÍοÍισμοί	ÓÇÖ	±Τº×ÍÇÖ	ÓÇÖ	ΣυÍαλλαÆ»Ö²	�$UWH	GHO	&DPELR�	αÏαÆ½ρευαÍ	σÓουÖ	ÓραÏεÙίÓεÖ	ÓÇÖ	
�λÕρεÍÓίαÖ	Íα	×ρÇσιμοÏοιο¿Í	Óα	ΙÍÃοαραÁικά	αριθμÇÓικά	ÂÇφία	και	εÏºÁαλαÍ	Óα	ρÕμαÚκά�

Τα	 σ¿μÁολα	 Ïου	 ×ρÇσιμοÏοιο¿με	 σ»μερα	 Óου δεκαδικού συστήµατος	 ºφÓασαÍ	 και	 ÃιαÃ½θÇκαÍ	
σÓÇÍ	ΕυρÐÏÇ	μºσÕ	ÓÕÍ	ΑράÁÕÍ�	Æια	ÓοÍ	λ½Æο	αυÓ½	οÍομάσÓÇκαÍ	Αραβικά�	αλλά	είÍαι	Ινδοαραβικά�	
Ãι½Óι	αÏ½	Óα	συσÓ»μαÓα	αρίθμÇσÇÖ	Ïου	υÏ»ρ×αÍ	σÓουÖ	¬ραÁεÖ�	Óο	ÃεκαÃικ½	σ¿σÓÇμα	»ρθε	αÏ´	ÓουÖ	
ΙÍÃο¿Ö�	ΑυÓ½	εμφαÍίÙεÓαι	Æια	ÏρÐÓÇ	φορά	σÓο	ºρÆο	Óου	Αλ-«ουαρίÙμι	����	-	���	μ�«��	±ΑλÆ½ριθμοι	
ÓÕÍ	ΙÍÃικÐÍ	αριθμÐÍ²�	¶ρθε	σÓÇ	ΜºσÇ	ΑÍαÓολ»	με	Óα	καραÁάÍια	αÏ½	ÓÇÍ	�ερσία	και	ÓÇÍ	ΑίÆυÏÓο	
ÓÇÍ	ÏερίοÃο	���	-	��1	μ�«�	Οι	Ó¿Ïοι	ΙÍÃικÐÍ	συμÁ½λÕÍ	είÍαι	Óα	λεÆ½μεÍα	²γκοµπάρ³	Ïου	×ρÇσιμο-
Ïοιο¿σαÍ	οι	¬ραÁεÖ	σÓÇÍ	ΙσÏαÍία	Ïου	ÓÇÍ	εί×αÍ	καÓαλάÁει	αÏ½	Óο	�11	μ�«�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	��	-

1 10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000

 � 9 ; / & ' 0 !/ ¨&! ¨
 

 
 1 5 10 50 100 500 1.000 50x1.000=50.000 100x100x1.000=10.000.000 

ΙΣΤΟΡΙΚΗ	ΑΝΑΔΡΟΜΗ
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" Με	ÁάσÇ	ÓÇÍ	ÏαραÏάÍÕ	ισÓορικ»	αÍαÃρομ»	κάÍε	ºÍα	Íοερ½	ÓαÉίÃι	σÓοÍ	×ρ½Íο	ÏροÖ
Óο	 Ïαρελθ½Í	 και	 φαÍÓάσου	 ½Óι	 ÙειÖ	 σÓÇ	 ×Ðρα	 ÓÕÍ	 ΣουμερίÕÍ	 Óο	 ����	 Ï�«��	 ÓÕÍ	
ΑιÆυÏÓίÕÍ	αÏ½	Óο	����	Ï�«��	ÓÕÍ	ΙÐÍÕÍ	Óο	���	Ï�«��	ÓÕÍ	ΡÕμαίÕÍ	Óο	1���	μ�«��	ÓÕÍ	
ΙσÏαÍÐÍ	Óο	1���	μ�«��	μº×ρι	ÓÇÍ	εÏο×»	μαÖ	Óου	�1ου	αιÐÍα	και	ÆράÂε	Ã¿ο	αριθμο¿Ö	
Ãικ»Ö	σου	εÏιλοÆ»Ö�	½ÏÕÖ	ÓουÖ	ºÆραφαÍ	εκείÍοι	Ó½Óε�

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

Οι	αριθμοί	εί×αÍ	αÍα×θεί	αÏ½	ÓÇ	σ×ολ»	Óου Πυθαγόρα	σε	θεμºλιο	½λÕÍ	ÓÕÍ	
εÏισÓÇμÐÍ�	Οι	�υθαÆ½ρειοι	ÏίσÓευαÍ	½Óι	½λοι	οι	Í½μοι	Óου	σ¿μÏαÍÓοÖ	μÏορο¿Í	
Íα	εκφρασÓο¿Í	με	ÓÇ	Áο»θεια	ÓÕÍ	φυσικÐÍ	αριθμÐÍ	και	ÓÕÍ	λ½ÆÕÍ	ÓουÖ�	ΑυÓ»	
Ç	 ÓολμÇρ»	υÏ½θεσÇ	 εκφράÙεÓαι	 ÏαρασÓαÓικά	σÓÇÍ	ÏερίφÇμÇ	θºσÇ	 ÓουÖ	 “τα 

πάντα είναι αριθμός”.	Οι	�υθαÆ½ρειοι	εί×αÍ	αÍαÏÓ¿Éει	ºÍαÍ	ιÃι½ÓυÏο	Óρ½Ïο	συμÁολισμο¿	
ÓÕÍ	αριθμÐÍ	με	ÓÇ	Áο»θεια	±Â»φÕÍ²	ÃιαÓεÓαÆμºÍÕÍ	σÓÇ	μορφ»	καÍοÍικÐÍ	ÆεÕμεÓρικÐÍ	
σ×ÇμάÓÕÍ�	­Óσι	σ×ÇμάÓιÙαÍ	ακολουθίεÖ	±ÓρίÆÕÍÕÍ	αριθμÐÍ²�	Ïου	»ÓαÍ	ÃιαÓεÓαÆμºÍοι	
σε	 σ×»μα	 ÓριÆÐÍÕÍ�	 ÓεÓράÆÕÍÕÍ	 αριθμÐÍ�	 Ïου	 »ÓαÍ	 ÃιαÓεÓαÆμºÍοι	 σε	 σ×»μα	
ÓεÓραÆÐÍÕÍ�

w

w
w w
w w

w w w w
w w w w
w w w w
w w w w

 
w w w
w w w
w w w

w
w w

w
w w

w w w

w
w w

w w w
w w w w1 3 6 10

...1 4 9 16

(ίÃαμε	 ½Óι	 υÏάρ×ουÍ	 αριθμÇÓικά	 συσÓ»μαÓα	 Ïου	 ×ρÇσιμοÏοιο¿Í	 ÃιαφορεÓικ½	 αριθμ½	
ÂÇφίÕÍ�	 ½ÏÕÖ	 Ï�×�	 είÍαι	 Óο	 ÃυαÃικ½	 αριθμÇÓικ½	 σ¿σÓÇμα	 Ïου	 ×ρÇσιμοÏοιεί	 μ½Íο	 Óα	
ÂÇφία	�	και	1�	ΣÓο	δυαδικό	σ¿σÓÇμα	αÍÓί	Æια	μοÍάÃεÖ�	ÃεκάÃεÖ�	εκαÓοÍÓάÃεÖ�	×ιλιάÃεÖ	
κ�λÏ�	º×ουμε�	μοÍάÃεÖ�	ÃυάÃεÖ�	ÓεÓράÃεÖ�	οκÓάÃεÖ�	ÃεκαεÉάÃεÖ	κ�λÏ�	­Óσι	σÓο	τριαδικό 
σ¿σÓÇμα	αρίθμÇσÇÖ	αÍÓίσÓοι×α	θα	×ρÇσιμοÏοιο¿με	μ½Íο	Óρία	ÂÇφία�	��	1�	��	θα	º×ουμε	
μοÍάÃεÖ�	ÓριάÃεÖ�	εÍÍιάÃεÖ	κ�λÏ�

 Δεκαδικό � � � � � � � � � � �� �� �� �� �� �� �� ...

 Δυαδικό � � �� �� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ...

 Τριαδικό � � � �� �� �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ...

Σ«ΕΔΙΟ	ΕΡΓΑΣΙΑΣ
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2	καθÇÆÇÓ»Ö	φυσικ»Ö	αÆÕÆ»Ö	ÏρºÏει	Íα	αÏοφασίσει	με	Ïοιο	
Óρ½Ïο	μÏορεί	Íα	ÏαραÓάÉει	ÓουÖ	���	μαθÇÓºÖ	Óου	σ×ολείου�
→	 	 ΜÏορεί	Íα	φÓιάÉει	Ïλ»ρειÖ	ÓριάÃεÖ�	ÓεÓράÃεÖ�	ÏεÍÓάÃεÖ�
	 	 εÉάÃεÖ	»	εÏÓάÃεÖ�
→	 	 �½σεÖ	αÏ½	αυÓºÖ	θα	σ×ÇμαÓισÓο¿Í	σε	κάθε	ÏερίÏÓÕσÇ�

   Σκεφτόμαστε
�ια να αποφασίσει ο καθηγητής με ποιο τρόπο θα παρατάξει τους ��� μαθητές, πρέπει να 
διαιρέσει το ��� με τους αριθμούς �, �, �, � και �.
Παρατηρούμε ότι το ��� διαιρείται ακριβώς με το � και δίνει πηλίκο ��, οπότε μπορεί να 
παρατάξει τους ��� μαθητές σε �� τριάδες.
Παρόμοια, η διαίρεση του αριθμού ��� με τους αριθμούς �, �, και � δίνει τα πηλίκα: ��, �� 
και �� αντίστοιχα. �πομένως, μπορούν να παραταχθούν οι μαθητές σε �� τετράδες ή �� 
εξάδες ή σε �� επτάδες. ¥έλος, η διαίρεση του ��� με το � δίνει πηλίκο �� και αφήνει 
υπόλοιπο �. ¬ρα, δεν μπορεί ο καθηγητής να παρατάξει τους μαθητές σε πλήρεις πεντάδες.

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

 "  ¸ταν δοθούν δύο φυσικοί αριθμοί � και δ, τότε
   υπάρχουν δύο άλλοι φυσικοί αριθμοί π και υ, έτσι
   ώστε να ισχύει:  Δ   δ ! π � υ

!  ¢ αριθμός Δ λέγεται διαιρετέος, ο δ λέγεται
διαιρέτης, ο αριθμός π ονομάÙεται πηλίκο και το υ
υπόλοιπο της διαίρεσης.

# ¥ο υπόλοιπο είναι αριθμός πάντα μικρότερος του διαιρέτη:
 υ � δ

! � διαίρεση της παραπάνω μορφής λέγεται Ευκλείδεια Διαίρεση.

! �ν το υπόλοιπο υ είναι �, τότε λέμε ότι έχουμε μία
 Τέλεια Διαίρεση: Δ   δ ! π

# �τους φυσικούς αριθμούς η τέλεια διαίρεση είναι πράξη
 αντίστροφη του πολλαπλασιασµού, δηλαδή:
 αν Δ   δ ! π τότε Δ : δ   π ή Δ : π   δ.

 "  ¢ διαιρέτης δ μιας διαίρεσης δεν μπορεί να είναι 0. 
 
 "  ¸ταν Δ   δ, τότε το πηλίκο π   1.
 
 "  ¸ταν ο διαιρέτης δ   1, τότε το πηλίκο π   Δ.
 
 "  ¸ταν ο διαιρετέος Δ   0, τότε το πηλίκο π   0.

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	��	-

$.1.4. (υκλείδεια διαίρεση - Διαιρετότητα

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

   Δοκιμή
   7
x 6
 42
+ 1
 43

←�ιαιρέτης
←Πηλίκο

←ªπόλοιπο
←�ιαιρετέος

15 µπάλες

� μπάλες � μπάλες � μπάλες

⇓ ⇓⇓

δ ≠ 0

α : α = 1 

α : 1 = α

0 : α = 0

 43   7
-42

  1    6
6 !7=42

πηλίκο

διαιρετέος

υπόλοιπο

διαιρέτης
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�οιεÖ	αÏ½	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ισ½ÓÇÓεÖ	εκφράÙουÍ	±ΕυκλείÃεια	ÃιαίρεσÇ²�
�α�	1��	 	��	! �	�	�	�				�Á�	1����	 	��	! �1	�	1��	�			�Æ�	���	 	�	! ��	�	��

Λύση
�α�  Έχουμε  υ = 8, που είναι μικρότερος από το �� και μεγαλύτερος από το �.

¬ρα, είναι υπόλοιπο της �υκλείδειας διαίρεσης με διαιρέτη μόνο το �� και όχι το �.
�β�  Έχουμε υ = 106, που είναι μεγαλύτερος από το �� και από το ��. ¬ρα δεν
  είναι υπόλοιπο μιας �υκλείδειας διαίρεσης με διαιρέτη το �� ή το ��.
�γ�  Έχουμε υ = 6, που είναι μικρότερος από το � και από το ��. ¬ρα είναι
  υπόλοιπο της �υκλείδειας διαίρεσης με διαιρέτη είτε το �� είτε το �.

ΣÓÇ	μοÍάÃα	μÍ»μÇÖ	μιαÖ	φÕÓοÆραφικ»Ö	μÇ×αÍ»Ö	μÏορο¿Í	Íα	αÏοθÇκευÓο¿Í	11	φÕÓοÆραφίεÖ�	
�α�	 �½σεÖ	 ÓºÓοιεÖ	 ίÃιεÖ	 μÍ»μεÖ	 ×ρειάÙοÍÓαι	 Æια	 Íα	 αÏοθÇκευÓο¿Í	 �	 φÕÓοÆραφίσειÖ	 ÓÕÍ	 ��	
φÕÓοÆραφιÐÍ	Ç	καθεμιά�	�Á�	Για	Ï½σεÖ	φÕÓοÆραφίεÖ	θα	μείÍει	×ÐροÖ	σÓÇÍ	ÓελευÓαία	μοÍάÃα�

Λύση
�α�  ¢ι � φωτογραφήσεις των �� φωτογραφιών η καθεμιά είναι συνολικά 5 ! 36 = 180 
  φωτογραφίες. � διαίρεση των ��� φωτογραφιών με τις �� που μπορούν να αποθηκευ�
  τούν σε μια μονάδα, έχει πηλίκο �� και υπόλοιπο �, δηλαδή έχουμε 180 = 11 ! 16 + 4.

Έτσι, χρειαÙόμαστε �� μονάδες, περισσεύουν όμως � φωτογραφίες ακόμη, 
επομένως, θα πρέπει να πάρουμε επιπλέον μία μονάδα, άρα θα χρειασθούν 
16 + 1 = 17 μονάδες μνήμης.

�β�  �φού στην τελευταία μονάδα μνήμης θα αποθηκευτούν οι � φωτογραφίες, που
  περίσσεψαν, θα μείνει χώρος για 11 – 4 = 7 φωτογραφίες.

Να	κάÍειÖ	ÓιÖ	ακ½λουθεÖ	ÃιαιρºσειÖ	και	ÓιÖ	ÃοκιμºÖ	ÓουÖ�	
�α�	��������	�Á�	1����1��	�Æ�	�������	�Ã�	���1��1��	�ε�	�����������	�σÓ�	��������

Να	υÏολοÆίσειÖ�	�α�	�½σο	κοσÓίÙει	Óο	1	μºÓρο	υφάσμαÓοÖ	αÍ	Óα	�	μºÓρα	κοσÓίÙουÍ	��	Q�
�Á�	�½σο	κοσÓίÙει	Óο	1	κιλ½	κρºαÖ	αÍ	Æια	Óα	�	κιλά	ÏλÇρÐσαμε	��	Q�	�Æ�	�½σα	Ãο×εία	ÓÕÍ	
��	λίÓρÕÍ	θα	×ρειασÓο¿Í	Æια	������	λίÓρα	κρασιο¿�

1α	 εÉεÓάσειÖ	 ÏοιεÖ	 αÏ½	 ÓιÖ	 ÏαρακάÓÕ	 ισ½ÓÇÓεÖ	 ÏαρισÓάÍουÍ	 ΕυκλείÃειεÖ	 ÃιαιρºσειÖ�
�α�	 1�� ��!�����	 �Á�	 ��� ��!1�����	 �Æ�	 1��� ��!������	 �Ã�	 ��� 1�!1��1��

ΑÍ	ο	Í	είÍαι	φυσικ½Ö	αριθμ½Ö�	Ïοια	μÏορεί	Íα	είÍαι	Óα	υÏ½λοιÏα	ÓÇÖ	ÃιαίρεσÇÖ	Í���

ΑÍ	 ºÍαÖ	 αριθμ½Ö	 Ãιαιρεθεί	 Ãια	 �	 ÃίÍει	 ÏÇλίκο	 ��	 και	 υÏ½λοιÏο	 ��	 �οιοÖ	 είÍαι	 ο	 αριθμ½Ö�

ΑÍ	σ»μερα	είÍαι	ΤρίÓÇ�	Óι	μºρα	θα	είÍαι	μεÓά	αÏ½	���	ÇμºρεÖ�

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

ΟÍομάÙουμε	²Ευκλείδεια Διαίρεση³	 ÓÇ	ÃιαίρεσÇ	Ã¿ο	αριθμÐÍ�	ÏροÖ	Óιμ»Í	Óου	Ευκλείδη,	μεÆάλου	
­λλÇÍα	ΜαθÇμαÓικο¿�	ο	οÏοίοÖ	άκμασε	ÏερίÏου	Óο	���	Ï�«�	ΜεÓά	ÓιÖ	σÏουÃºÖ	Óου	σÓÇÍ	Αθ»Íα	Ï»Æε	
σÓÇÍ	ΑλεÉάÍÃρεια	ÓÇÖ	ΑιÆ¿ÏÓου�	Ï½λÇ	Ïου	αÍαÃεί×θÇκε	σε	μεÆάλο	ÏολιÓισÓικ½	κºÍÓρο	Óου	κ½σμου	
εκείÍÇÖ	ÓÇÖ	εÏο×»Ö	με	ÓÇ	φροÍÓίÃα	Óου	�Óολεμαίου	Óου	Α!�	Το	Ïιο	σÇμαÍÓικ½	ºρÆο	Óου	ΕυκλείÃÇ	είÍαι	
²Τα Στοιχεία³ Ïου	αÏοÓελο¿ÍÓαι	αÏ½	1�	ÁιÁλία	και	αÏοκρυσÓαλλÐÍουÍ	ÓÇÍ	εÏιÓυ×ÇμºÍÇ	ÏροσÏάθεια	
Óου	ΕυκλείÃÇ	Íα	αÉιοÏοι»σει	και	Íα	συσÓÇμαÓοÏοι»σει	ÓιÖ	μαθÇμαÓικºÖ	ÆÍÐσειÖ	ÓÇÖ	εÏο×»Ö	Óου�

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.
5.
6.
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Το	ÓοÏικ½	Æραφείο	ÓÇÖ	81,&()	θα	μοιράσει	���	ÓεÓράÃια�	�� 
σÓυλ½	και	��	Æ½μεÖ	σε	ÏακºÓα	ÃÐρÕÍ�	ÐσÓε	Óα	ÏακºÓα	Íα	είÍαι	
Óα	ίÃια	και	Íα	Ïεριº×ουÍ	και	Óα	Óρία	είÃÇ�
→  ΜÏορεί	Íα	ÆίÍουÍ	��	ÏακºÓα	ÃÐρÕÍ�	ΑÍ	Íαι�	Ï½σα	αÏ½
	 	 κάθε	είÃοÖ	θα	º×ει	κάθε	ÏακºÓο�
→  �½σα	½μοια	ÏακºÓα	ÃÐρÕÍ	μÏορεί	Íα	ÆίÍουÍ	με	½λα	Óα	Ãιαθºσιμα	είÃÇ�
→  �½σα	Óο	Ïολ¿	½μοια	ÏακºÓα	ÃÐρÕÍ	μÏορεί	Íα	ÆίÍουÍ	με	½λα	Óα	Ãιαθºσιμα	είÃÇ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  Πολλαπλάσια ενός φυσικού αριθμού α είναι οι αριθμοί
  που προκύπτουν από τον πολλαπλασιασμό του 
  με όλους τους φυσικούς αριθμούς.

  "  Κάθε φυσικός αριθµός διαιρεί τα πολλαπλάσιά του.
  "  Κάθε φυσικός που διαιρείται από έναν άλλο είναι πολλαπλάσιό του.
  "  Αν ένας φυσικός διαιρεί έναν άλλον θα διαιρεί και τα πολλαπλάσιά του.

! ¥ο μικρότερο �"�� από τα κοινά πολλαπλάσια δύο ή περισσότερων αριθμών �"��
  το ονομάÙουμε Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) των αριθμών αυτών.

! Διαιρέτες ενός φυσικού αριθμού α λέγονται όλοι οι αριθμοί που τον διαιρούν.

"  Κάθε αριθµός α έχει διαιρέτες τους αριθµούς 1 και α.

! Ένας αριθμός, εκτός από το �, που έχει διαιρέτες μόνο τον εαυτό του και το 1
 λέγεται πρώτος αριθµός, διαφορετικά λέγεται σύνθετος.

! �ύο φυσικοί αριθμοί α και β μπορεί να έχουν κοινούς διαιρέτες. ¢ μεγαλύτερος από
 αυτούς ονομάÙεται Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης ����� των α και β και συμβολίÙεται ΜΚΔ(α, β).

! �ύο αριθμοί α και β λέγονται πρώτοι µεταξύ τους αν είναι ΜΚΔ(α, β)   1.

Δ¿ο	 Ïλοία	 εÏισκºÏÓοÍÓαι	 ºÍα	 ÍÇσάκι�	 Το	 ÏρÐÓο	 αÍά	 �	
ÇμºρεÖ�	 Óο	 Ãε¿Óερο	 αÍά	 �	 ÇμºρεÖ�	 ΑÍ	 ÉεκίÍÇσαÍ	 αÏ½	 Óο	
ÍÇσάκι	ÓαυÓ½×ροÍα�	σε	Ï½σεÖ	ÇμºρεÖ	θα	ÉαÍαÁρεθο¿Í	σÓο	
λιμάÍι	Óου	ÍÇσιο¿�

Λύση
�ρίσκουμε τα πολλαπλάσια των αριθμών � και �.
Πολλαπλάσια του 3 0 3 � � �� �� �� �� 24 27 30 33 �� ...

Πολλαπλάσια του 4 0 4 8 �� �� 20 24 28 32 �� 40 44 48 ...

2ι αριθμοί 0, 12, 24, 36, ... είναι κοινά πολλαπλάσια των αριθμών 3 και 4. �πειδή, το 
μικρότερο �"�� από τα κοινά πολλαπλάσια είναι το 12, γράφουμε: ΕΚΠ(3, 4) = 12.

�ηλαδή, ακριβώς μετά από �� ημέρες θα ξαναβρεθούν τα δύο πλοία στο λιμάνι του 
νησιού και αυτό θα επαναλαμβάνεται κάθε �� ημέρες.

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	��	-

A.1.5. Χαρακτήρες διαιρετότητας - ΜΚΔ - ΕΚΠ - Ανάλυση αριθµού σε
 γινόµενο πρώτων παραγόντων

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

0 , α ,  2α ,  3α ,  4α ,  . . .

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.
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Κριτήρια Διαιρετότητας
! Κριτήρια Διαιρετότητας με 2, 3, 4, 5, �, 10 ή 25 λέγονται οι κανόνες με τους οποίους
 μπορούμε να συμπεραίνουμε, χωρίς να κάνουμε τη διαίρεση, αν ένας φυσικός 
 αριθμός διαιρείται με τους αριθμούς αυτούς.

 "  Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με 10 αν λήγει σε ένα µηδενικό.
 "  Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με το 2, αν το τελευταίο ψηφίο είναι �, �, �, �, �.
 "  Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με το 5, αν λήγει σε 0 ή 5.
 "  Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με το 3 ή το 9, αν το άθροισµα των Ãηφίων του
   διαιρείται με το 3 ή το 9 αντίστοιχα.
 "  Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται συγχρόνως με το 4 ή και το 25, αν τα δύο
   τελευταία Ãηφία του είναι μηδέν.

	 Να	 αÍαλυθο¿Í	 οι	 αριθμοί	 �����	 �����	 ����	 σε	 ÆιÍ½μεÍο	 ÏρÐÓÕÍ	 ÏαραÆ½ÍÓÕÍ�	 Με	 ÓÇ	
	 Áο»θεια	αυÓ»Ö	ÓÇÖ	αÍάλυσÇÖ	Íα	Áρεθεί	ο	ΜΚΔ	και	Óο	ΕΚ�	αυÓÐÍ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�

Λύση
�ναλύουμε τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων και παίρνουμε μόνο 
τους κοινούς παράγοντες με τον μικρότερο εκθέτη για το ��� και τους κοινούς και 
μη κοινούς παράγοντες με τον μεγαλύτερο εκθέτη για το ��Π.

2520  2 διαιρώ με το � 2940 2 διαιρώ με το � 3780 2 διαιρώ με το �
 1260 2 » 1470 2           » 1890 2  »
 630 2 » 735 3 διαιρώ με το � 945 3 διαιρώ με το �
 315 3 διαιρώ με το � 245 5 διαιρώ με το � 315 3  »
 105 3 » 49 7 διαιρώ με το � 105 3  »
 35 5 διαιρώ με το � 7 7          » 35 5 διαιρώ με το �
 7 7 διαιρώ με το � 1   7 7 διαιρώ με το �
 1      1

 2520 = 23!32!5!7  2940 = 22!3!5!72  3780 = 22!33!5!7 

 MΚΔ(2520, 2940, 3780) = 22!3!5!7 = 420 και

 ΕΚΠ(2520, 2940, 3780) = 23!33!5!72 = 52920

Να	Áρεθεί	αÍ	Ãιαιρο¿ÍÓαι	οι	αριθμοί	1��1��	����	����	1����	με	��	��	��	��	��	1��	���	1���

Λύση
2 3 4 5 9 10 25 100

12.510 � � – � � � – –

772 � – � – – – – –

 225 – � – � � – � –

13.600 � – � � – � � �

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί
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3.
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Να	Áρεθο¿Í	½λοι	οι	ÏρÐÓοι	αριθμοί	μεÓαÉ¿	Óου	1	και	Óου	1���

Λύση
¢ι αρχαίοι Έλληνες γνώριÙαν ότι δεν υπάρχει µέγιστος πρώτος αριθµός, δηλαδή ότι 
οι πρώτοι αριθμοί είναι άπειροι στο πλήθος. �νώριÙαν ακόμη ότι δεν υπάρχει ένας 
απλός κανόνας που να δίνει τους διαδοχικούς πρώτους αριθμούς. �ε την απλή 
μέθοδο του �ρατοσθένη, γνωστή ως ²Κόσκινο του Ερατοσθένη³, που χρησιμοποιείται 
μέχρι και σήμερα, βρίσκουμε όλους τους πρώτους αριθμούς που είναι μικρότεροι 
από δοσμένο αριθμό.

�τον διπλανό πίνακα διαγράφουμε τον αριθμό � που δεν είναι ούτε πρώτος ούτε 
σύνθετος.
�ετά σημαδεύουμε το � και διαγράφουμε όλα τα πολλαπλάσιά του. ¥ο ίδιο κάνουμε 
και με τους αριθμούς �, � και �. �´ αυτό τον τρόπο διαγράφονται όλοι οι σύνθετοι 
αριθμοί και μένουν μόνο οι πρώτοι, από το � έως το ���:
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 και 97.

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	��	-

4.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

2	 (ρατοσθένης	 �ÆεÍÍ»θÇκε	 σÓÇÍ	 Κυρ»Íεια	 και	 ÏºθαÍε	 σÓÇÍ	 ΑλεÉάÍÃρεια�	
ÃιακρίθÇκε	ÕÖ	ΜαθÇμαÓικ½Ö�	 �υσικ½Ö�	 ΓεÕÆράφοÖ�	 ΑσÓροÍ½μοÖ�	 ΙσÓορικ½Ö	
και	 �ιλ½λοÆοÖ�	 ΑÏ½	 Óο	 ���	 Ï�«�	 και	 εÏί	 ÏερίÏου	 ��	 ×ρ½Íια�	 ÃιεÓºλεσε	
υÏε¿θυÍοÖ	 ÓÇÖ	 ÏερίφÇμÇÖ	 ÁιÁλιοθ»κÇÖ	 ÓÇÖ	 ΑλεÉάÍÃρειαÖ	 και	 ÃίÃαÉε	 σÓο	
Μουσείο	 ÓÇÖ�	 ΣÓα	 ÏερίφÇμα	 ²Γεωγραφικά³ Ïου	 Ïαρουσίασε	 ÓÇÍ	 ÏρÐÓÇ	
ακριÁ»	 μαθÇμαÓικ»	 μºÓρÇσÇ	 ÓÇÖ	 περιµέτρου (µεσηµβρινού) της Γης,	 ÕÖ	
250.000 στάδια	 � ������	 -	 �1����	NP�	 ºÍαÍÓι	 ÓÇÖ	ÏραÆμαÓικ»Ö	������	NP�	
�Κλεομ»ÃÇÖ�	 ΣÓράÁÕÍ��	 ΕÏίσÇÖ�	 υÏολ½Æισε	 ÓÇÍ	 αÏ½σÓασÇ	 ÓÇÖ	 σελ»ÍÇÖ	
780.000 στάδια	και	Óου	¶λιου	804.000.000 στάδια.
ΜºÓρÇσε	ÓÇÍ	κλίσÇ	Óου	άÉοÍα	ÓÇÖ	ÆÇÖ	με	μεÆάλÇ	ακρίÁεια	και	ºφÓιαÉε	ºÍαÍ	
καÓάλοÆο	 Ïου	 ÏεριελάμÁαÍε	 675	 ασÓºρεÖ�	 �άÓρÇÖ	 ÓÇÖ	 ÓαÉιÍ½μÇσÇÖ	 ÓÇÖ	
αÍθρÐÏιÍÇÖ	ÆÍÐσÇÖ�	ο	ΕραÓοσθºÍÇÖ	ÃεÍ	μÏ½ρεσε	Íα	αÍÓºÉει	ÓÇ	σÓºρÇσÇ	ÓÇÖ	
μελºÓÇÖ�	 Ïου	 Óου	 εÏºÁαλε	 Ç	 Ó¿φλÕσÇ	 Ïου	 ÓοÍ	 ºÏλÇÉε	 σÓα	 ÆεράμαÓα	 και	
Óελικά	ÓερμάÓισε	ÓÇ	ÙÕ»	Óου�	αφο¿	αρÍι½ÓαÍε	Íα	φάει	οÓιÃ»ÏοÓε�
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 ­Íα	κοιÍ½	ÏολλαÏλάσιο	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	�	και	�	είÍαι	ο	αριθμ½Ö	����	και	Óο	ΕΚ����	��	 	����
�Á�		 ΑÍ	Óο	ΕΚ��α�	Á�	 	Á�	ο	Á	είÍαι	���������������������������������������������������	Óου	α�
�Æ�		 �ρÐÓοι	λºÆοÍÓαι	οι	αριθμοί	Ïου	���������������������������������������������������������������������������
	 	 και	σ¿ÍθεÓοι	λºÆοÍÓαι	οι	αριθμοί	Ïου	�������������������������������������������������������������������
�Ã�		 Δ¿ο	αριθμοί	οÍομάÙοÍÓαι	ÏρÐÓοι	μεÓαÉ¿	ÓουÖ	½ÓαÍ���������������������������������������������

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óο	κεÍ½	με	Óο	καÓάλλÇλο	ÂÇφίο	ÐσÓε�	ο	αριθμ½Ö	Ïου	θα	σ×ÇμαÓισÓεί	Íα	
ÃιαιρείÓαι	με	Óο	��	�α�	�$��		�Á�	��$��			�Æ�	��1$�

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	
�α�		 (.�	���	��	 		 �	  �	  1�	 	 ��	
�Á�		 (.�	�11�	��	 		 1�	  ��	  ��	 	 1��	
�Æ�		 (.�	���	1��	 		 1�	  1�	  ��	 	 ��	
�Ã�		 (.�	���	��	��	 		 1�	  20  ��	 	 ��	
�ε�		 (.�	���	��	��	 		 �	  1�	  ��	 	 ��	
�σÓ�	 (.�	���	1��	1��	 		 1�	  ��	  ��	  120 

Η	εÓαιρεία	Α	ÁÆάÙει	Íºο	μοÍÓºλο	αυÓοκιÍ»Óου	κάθε	�	×ρ½Íια	
εÍÐ	 Ç	 εÓαιρεία	 �	 κάθε	 �	 ×ρ½Íια	 και	 Ç	 εÓαιρεία	 Γ	 κάθε	 �	
×ρ½Íια�	 ΑÍ	 Óο	 ���1	 ºÁÆαλαÍ	 και	 οι	 ÓρειÖ	 εÓαιρείεÖ	 Íºα	
μοÍÓºλα�	Ï½Óε	θα	ÉαÍαÁÆάλουÍ	και	οι	ÓρειÖ	μαÙί	Íºο	μοÍÓºλο�

­ÍαÖ	ÆυμÍασÓ»Ö	ÏαραÓ»ρÇσε	½Óι	½ÓαÍ	ÓοÏοθεÓεί	ÓουÖ	μαθÇÓºÖ	ÓÇÖ	α' ÆυμÍασίου	αÍά	
��	αÍά	�	και	αÍά	�	ÃεÍ	Ïερισσε¿ει	καÍºÍαÖ�	�½σοι	»ÓαÍ	οι	μαθÇÓºÖ	ÓÇÖ	α'	ÆυμÍασίου	
σÓο	σ×ολείο	αυÓ½�	αÍ	ÆÍÕρίÙουμε	½Óι	Óο	Ïλ»θοÖ	ÓουÖ	είÍαι	μεÓαÉ¿	1��	και	����

Ο	ΓιάÍÍÇÖ	ÏÇÆαίÍει	σÓοÍ	κιÍÇμαÓοÆράφο	κάθε	1�	ÇμºρεÖ	και	ο	ΝίκοÖ	κάθε	1�	ÇμºρεÖ�	
ΑÍ	συÍαÍÓ»θÇκαÍ	σÓιÖ	1�	ΜαρÓίου	σÓοÍ	κιÍÇμαÓοÆράφο�	Ï½Óε	θα	ÉαÍασυÍαÍÓÇθο¿Í�	
ΣÓο	ÃιάσÓÇμα	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	Ã¿ο	συÍαÍÓ»σεÐÍ	ÓουÖ	Ï½σεÖ	φορºÖ	º×ει	Ïάει	ο	καθºÍαÖ	
ÓουÖ	×ÕρισÓά	σÓοÍ	κιÍÇμαÓοÆράφο�

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ	
�α�		 ΜΚΔ	���	��	 		 1	  �	  �	 	 ��	
�Á�		 ΜΚΔ	�1��	���	 		 �	  �	  1�	 	 ��	
�Æ�		 ΜΚΔ	����	1��	 		 �	  �	  1�	 	 ��	
�Ã�		 ΜΚΔ	�1��	���	���	 		 �	  10  ��	 	 ��	
�ε�		 ΜΚΔ	����	���	���	 		 �	  11  ��	 	 ��	

Δ¿ο	 αριθμοί	 º×ουÍ	ΜΚΔ	 Óο	 ���	 Να	 ÃικαιολοÆ»σειÖ	 ÆιαÓί	 º×ουÍ	 και	 άλλουÖ	 κοιÍο¿Ö	
ÃιαιρºÓεÖ	ÃιαφορεÓικο¿Ö	αÏ½	ÓÇ	μοÍάÃα�

%ρεÖ	ÓουÖ	ÃιαιρºÓεÖ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	1��	11�	1��	1��	1��	1��	1��	1��	1��	1��	���	�οιοι	αÏ½	
ÓουÖ	αριθμο¿Ö	αυÓο¿Ö	είÍαι	ÏρÐÓοι�	�οιοι	είÍαι	σ¿ÍθεÓοι�

7R	ÃιÏλάσιο	εÍ½Ö	ÏρÐÓου	αριθμο¿	είÍαι	ÏρÐÓοÖ	αριθμ½Ö	»	σ¿ÍθεÓοÖ	και	ÆιαÓί�

Να	ÁρειÖ	½λουÖ	ÓουÖ	ÃιαιρºÓεÖ	ÓÕÍ	ÏαρακάÓÕ	αριθμÐÍ�	�α�	���	�Á�	���	�Æ�	���	�Ã�	1���	
�ε�	1���	�σÓ�	����	�Ù�	1�����	�Ç�	������

Να	αÍαλυθο¿Í	οι	ακ½λουθοι	αριθμοί	σε	ÆιÍ½μεÍο	ÏρÐÓÕÍ	ÏαραÆ½ÍÓÕÍ�
�α�	���	�Á�	����	�Æ�	1��1��	�Ã�	������

-	��	-	 	 0(ΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.
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12.
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ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί	 -	�1	-

ΦΥΣΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ: 0, 1, 2, 3, 4,. . .
­ρτιοι αριθμοί είναι οι φυσικοί που διαιρούνται με το 2

Περιττοί αριθμοί είναι οι φυσικοί που δεν διαιρούνται με το 2 

Πράξεις μεταξύ φυσικών αριθμών .

Πρόσθεση: α � β   γ
α και β λέγονται προσθετέοι και

το γ λέγεται άθροισµα των α και β.
�διότητες της πρόσθεσης:

x α�β   β�α �ΑÍÓιμεÓαθεÓικ»�
x α�(β�γ) (α�β)�γ ��ροσεÓαιρισÓικ»�
x α�0 0�α α �Óο	�	ÃεÍ	ÓοÍ	μεÓαÁάλλει�

Αφαίρεση: α ° β   γ,   α!β
¥ο α λέγεται µειωτέος, το β λέγεται 

αφαιρετέος και το γ λέγεται διαφορά.
�ν α ° β γ   τότε   α β�γ   ή   α ° γ β

x α±0 α

Πολλαπλασιασµός: α ! β   γ
α και β λέγονται παράγοντες και

το γ λέγεται γινόµενο των α και β.
�διότητες του πολλαπλασιασμού:

x α!β   β!α  �ΑÍÓιμεÓαθεÓικ»�
x α!(β!γ) (α!β)!γ ��ροσεÓαιρισÓικ»�
x α!1=1!α α �Óο	1	ÃεÍ	ÓοÍ	μεÓαÁάλλει�

Τέλεια Διαίρεση α : β   γ,   β "0
¥ο α λέγεται διαιρετέος, το β λέγεται 

διαιρέτης και το γ λέγεται πηλίκο.
�ν   α : β γ   τότε   α β ! γ   ή   α : γ β
  x α : 1 α   και    α : α 1   και  0 : α 0

ΕΠΙΜΕΡΙΣΤΙΚΗ ΙΔΙΟΤΗΤΑ.
 ¥ου πολλαπλασιασμού ως προς την πρόσθεση: α! (β�γ) α!β�α!γ
 ¥ου πολλαπλασιασμού ως προς την αφαίρεση: α ! (β°γ) α !β°α !γ  

Δύναμη: αν   α ! α ! α ! ... !α   (ν παράγοντες) ¥ο α λέγεται βάση και το ν εκθέτης.

Ευκλείδεια Διαίρεση :  Δ  δ ! π � υ,  υ � δ.
¥ο � λέγεται διαιρετέος, το δ διαιρέτης, το π πηλίκο και το υ υπόλοιπο.

Προτεραιότητα Πράξεων . 
z	Δυνάµεις e �	Πολλαπλασιασµοί και Διαιρέσεις e l	Προσθέσεις και Αφαιρέσεις.
Οι	ÏράÉειÖ	μºσα	σÓιÖ	ÏαρεÍθºσειÖ	ÏροÇÆο¿ÍÓαι	και	ÆίÍοÍÓαι	με	ÓÇÍ	ÏαραÏάÍÕ	σειρά�

ΟΡΙΣΜΟΙ .
 ! ¥ο µικρότερο ("0) από τα κοινά πολλαπλάσια που έχουν δύο αριθμοί ("0) λέγεται ΕΚΠ αυτών.
 ! ¢ µεγαλύτερος από τους κοινούς διαιρέτες που έχουν δύο αριθμοί λέγεται ΜΚΔ αυτών.
 ! Ένας αριθμός α που έχει διαιρέτες μόνο τον α και το 1 λέγεται πρώτος αριθµός, αλλιώς λέγεται σύνθετος.
 ! �ύο αριθμοί α και β λέγονται πρώτοι µεταξύ τους όταν ΜΚΔ(α, β)   1

Kριτήρια Διαιρετότητας :  ­ÍαÖ	φυσικ½Ö	αριθμ½Ö	ÃιαιρείÓαι�
" με το 10, 100, 1000, ... αν λήγει σε 1, 2, 3,... µηδενικά.
" με το 2, αν το τελευταίο ψηφίο του είναι 0, 2, 4, 6, 8.
" με το 5, αν λήγει σε 0 ή 5.
" με το 3 ή το 9, αν το άθροισµα των Ãηφίων του διαιρείται με το 3 ή το 9.
" με το 4 ή 25, αν τα δύο τελευταία Ãηφία του είναι αριθμός που διαιρείται με το 4 ή 25.

A ν α κ ε φ α λ α ί ω σ η
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-	��	-	 	 0(ΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	Οι	φυσικοί	αριθμοί

Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους
¥οποθέτησε ένα “[” στην αντίστοιχη θέση 

���¥¢   ���¢�

 �. Ισ×¿ει	½Óι�	�1��	¯	���	¯	1�	 	1��	¯	���	¯	1��� 

 �. Για	Íα	ÏολλαÏλασιάσουμε	ºÍαÍ	αριθμ½	με	Óο	11	ÓοÍ	ÏολλαÏλασιάÙουμε

	 	 με	Óο	1�	και	ÏροσθºÓουμε	1� 

 �. 7R	ÆιÍ½μεÍο	�	! �	! �	ÆράφεÓαι	��� 

 �. Το	��	ισο¿Óαι	με	1�� 

 �. α	�	α	�	α	�	α	 	�	! α� 

 �. α	! α	! α	! α	! α	! α	 	α�� 

 �. 2�	�	�	 	11� 

 �. �	! 102	�	�	! 101	�	�	 	���� 

 �. ��	¯	1�	�	�	 	�� 

 ��. �	! �	¯	�	�	�	 	��� 

 ��. ��	! 1	¯	��	�	�	 	�� 

 ��. ΣÓÇ	σειρά	ÓÕÍ	ÏράÉεÕÍ�	�	�	��	!��	�	��	οι	ÏαρεÍθºσειÖ	ÃεÍ	×ρειάÙοÍÓαι� 

 ��. Η	Ãιαφορά	Ã¿ο	ÏεριÓÓÐÍ	αριθμÐÍ	είÍαι	ÏάÍÓα	ÏεριÓÓ½Ö	αριθμ½Ö� 

 ��. ΑÍ	ο	αριθμ½Ö	α	είÍαι	ÏολλαÏλάσιο	Óου	αριθμο¿	Á�	Ó½Óε	ο	α

	 	 ÃιαιρείÓαι	με	Óο	Á� 

 ��. Το	��	είÍαι	ÏολλαÏλάσιο	Óου	�	και	Óου	�� 

 ��. Ο	αριθμ½Ö	���	ÃιαιρείÓαι	με	Óο	�	και	Óο	�� 

 ��. Ο	��	και	ο	�1�	º×ουÍ	μºÆισÓο	κοιÍ½	ÃιαιρºÓÇ	ÓοÍ	αριθμ½	�� 

 ��. Το	ΕΚ�	ÓÕÍ	�	και	��	είÍαι	ο	αριθμ½Ö	��� 

 ��. Η	ÃιαίρεσÇ	���	�	1�	ÃίÍει	υÏ½λοιÏο	1�� 

 20�	 Η	σ×ºσÇ	1��	 	�	! ��	�	�	είÍαι	μια	ευκλείÃια	ÃιαίρεσÇ� 

 ���	 Ο	αριθμ½Ö	�	! α	�	�	ÃιαιρείÓαι	με	Óο	�� 

 22�	 Ο	αριθμ½Ö	���	αÍαλ¿εÓαι	σε	ÆιÍ½μεÍο	ÏρÐÓÕÍ	ÏαραÆ½ÍÓÕÍ	ÕÖ	�	! 102� 

 23�	 Ο	αριθμ½Ö	���	ÃιαιρείÓαι	με	Óο	�	και	Óο	�� 
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2.1. � έννοια του κλάσµατος
 x �ατανοώ την έννοια του κλάσματος μέσα από διαδικασίες ØωρισμοÀ  του ²όλου³ σε μέρη
 x �ατανοώ την έννοια του κλάσματος μέσα από διαδικασία αναζήτησης σØέσης μεταξÀ
  ομοειδών ποσοτήτων�
 x Υπολογίζω με τη μέθοδο αναγωγής στη μονάδα την τιμή ενός μέρους από το όλο�
 x Υπολογίζω την τιμή του όλου από την τιμή ενός μέρους του�

2.2. Ισοδύναµα κλάσµατα
 x �ατανοώ την έννοια των ισοδÀναμων κλασμάτων�
 x Απλοποιώ τα κλάσματα�
 x �ετατρέπω κλάσματα σε ομώνυμα�
 x ¬ρησιμοποιώ τη ²Øιαστί ιδιότητα³ για τον έλεγØο της ισοδυναμίας των κλασμάτων�

  § Αν α
β

= γ
δ

 τότε α !δ   β !γ¨�

2.�. Σύγκριση κλασµάτων
 x Συγκρίνω κλάσματα�
 x �Àνω σØετικά προβλήματα�

2.�. Πρόσθεση και Αφαίρεση κλασµάτων
 x Προσθέτω και αφαιρώ κλάσματα�
 x �Àνω σØετικά προβλήματα�

2.�. Πολλαπλασιασµός κλασµάτων.
 x Πολλαπλασιάζω κλάσματα�
 x Βρίσκω τον αντίστροφο ενός αριθμοÀ�
 x �νωρίζω τις ιδιότητες των πράξεων� τις διατυπώνω με τη βοήθεια των συμβόλων
  και τις Øρησιμοποιώ στον υπολογισμό της τιμής μιας παράστασης�
 
2.�. Διαίρεση κλασµάτων.
 x �άνω διαίρεση κλασμάτων�

ΑΡΧΙΜƌ¨ƌΣ Ο ΣΥΡΑƏΟΥΣΙΟΣ
(�8� - ��� π.Χ.)

 Κλάσµατα

ΜΕΡΟΣ Α!
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Η λέξη “κλάσμα” προέρχεται από την αρχαία ελληνική λέξη “κλάω” ή “κλω” που σημαίνει 
κόβω, τεμαχίζω κάτι. Το κλάσμα λοιπόν δηλώνει ότι έχουμε ένα κομμάτι, δηλαδή ένα μέρος 
κάποιου πράγματος. Στα Μαθηματικά θεωρούμε ότι αυτό που μοιράζεται, μπορεί να χωριστεί 
σε ίσα μέρη. Έτσι, στα Μαθηματικά το “κλάσμα” πρέπει να δηλώνει σε πόσα ίσα μέρη 
χωρίσαμε το ολόκληρο (τον “όλον”) και πόσα από αυτά πήραμε. 

Κλάσμα: πόσα μέρη πήραμε
σε πόσα ίσα μέρη χωρίσαμε

 : αριθμητής
παρονομαστής  

(παρονομαστής όχι μηδέν)

Στη συνέχεια θα θυμηθούμε όσα ήδη έχουμε μάθει για τα κλάσματα και θα επεκτείνουμε 
τις γνώσεις μας στις πράξεις των κλασμάτων. 

 ΤρειÖ	φίλοι	αÆοράÙουÍ	μια	ÏίÓσα	και	ÓÇ	×ÕρίÙουÍ	σε	οκÓÐ	κομμάÓια�	
	 Ο	ºÍαÖ	ºφαÆε	Óο	ºÍα	κομμάÓι�	ο	Ãε¿ÓεροÖ	Óα	Óρία	και	ο	ÓρίÓοÖ	Ã¿ο	
	 κομμάÓια�

→		 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	Óο	μºροÖ	ÓÇÖ	ÏίÓσαÖ	Ïου	ºφαÆε	ο	καθºÍαÖ�
→		 Τι	μºροÖ	ÓÇÖ	ÏίÓσαÖ	ÏερίσσεÂε�

�αραÓÇρÐÍÓαÖ	Óο	ÏαρακάÓÕ	σ×»μα	ÏροσÏάθÇσε�
→		 1α	ÁρειÖ	Ïοι½	μºροÖ	Óου	μ»κουÖ	Óου	Óμ»μαÓοÖ	Α�	είÍαι	Óο	μ»κοÖ	Óου	Óμ»μαÓοÖ	ΑΚ�
→		 Να	υÏολοÆίσειÖ	Óο	μ»κοÖ	Óου	ΑΚ�	αÍ	ÆÍÕρίÙουμε	½Óι	Óο	Α�	είÍαι	��	FP�

→		 1α	ÁρειÖ	Ùε¿ÆÇ	ÓμÇμάÓÕÍ	Ïου	Óο	ºÍα	Íα	είÍαι�	 1
3
�	 1
�
�	 �

3
�	 3
�
�	 4

3
�	 3

4
	Óου	άλλου�

→			 �ροσÏάθÇσε	Íα	μοιράσειÖ	ÓρειÖ	σοκολάÓεÖ
	 	 �½ÏÕÖ	αυÓ»	Óου	σ×»μαÓοÖ�	σε	οκÓÐ	ÏαιÃιά�

  Σκεφτόμαστε
�ίναι προφανές ότι για να μοιραστούν οι τρεις σοκολάτες σε οκτώ παιδιά, 
πρέπει να γίνει διαίρεση 3:8. Πρακτικά, για να γίνει το μοίρασμα αυτό, 
χρειάÙεται πρώτα να χωριστεί μια σοκολάτα σε οκτώ ��� ίσα μέρη, ώστε κάθε 

κομμάτι να είναι το 1
8  

της σοκολάτας. �πειδή έχουμε τρεις ��� σοκολάτες, τελικά, το κάθε παιδί θα 

πάρει τα 3
8  

από τις τρεις σοκολάτες. �πομένως το κλάσμα  3
8  

και το πηλίκο 3:8 εκφράÙουν την ίδια

ποσότητα. ¬ρα μπορούμε να πούμε ότι το κλάσμα 3
8  

παριστάνει το πηλίκο της διαίρεσης του αριθμητή 

διά του παρονομαστή, δηλαδή: 3
8

 = 3 :8.

Α.2.1. Η έννοια του κλάσµατος

�£��¥�£�¢¥�¥�  1η

�£��¥�£�¢¥�¥�  2η

�£��¥�£�¢¥�¥�  �η

Α

Γ Δ Ε � Η Θ

�Κ
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 ΣÓο	 ÃιÏλαÍ½	 σ×»μα	 ºÍα	 ÓεÓράÆÕÍο	 º×ει	 ×ÕρισÓεί�	 αÍάλοÆα	 με	 Óο

	 ×ρÐμα�	σε	ÓριÐÍ	ειÃÐÍ	μºρÇ�	
→			 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	Óι	κλάσμα	Óου	ÓεÓραÆÐÍου	είÍαι	Óο	καθºÍα
	 	 μºροÖ	Óου�	

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

!  ¥ο σύμβολο 1
ν

 �ν φυσικός, "�� που εκφράÙει το ένα

  από τα ν ίσα μέρη, στα οποία χωρίÙεται μία ποσότητα,
  ονομάÙεται κλασµατική µονάδα.
!  Κλάσµα ή κλασµατικός αριθµός ονομάÙεται κάθε 

  αριθμός κ
ν  

όπου κ, ν φυσικοί αριθμοί και ν ≠ 0.

  To κλάσμα κ
ν  

εκφράÙει τα κ μέρη από τα ν ίσα μέρη

  στα οποία έχει χωριστεί μία ποσότητα. �ενικά:

  κ
ν  
= κ ! 1ν

, όπου κ, ν φυσικοί αριθμοί και ν ≠ 0.
  

" �άθε κλάσμα παριστάνει και το πηλίκο της διαίρεσης του
 αριθμητή διά του παρονομαστή. �ενικά ισχύει κ

ν  
= κ : ν όπου

 κ, ν φυσικοί αριθμοί και ν ≠ 0.

" �άθε φυσικός αριθμός κ μπορεί να έχει τη μορφή κλάσματος

με παρονομαστή το 1, γιατί κ = κ : 1 = κ
1

.

" � έννοια του κλάσματος επεκτείνεται και στην περίπτωση
 που ο αριθμητής είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή. 
  ¥ότε το κλάσμα είναι μεγαλύτερο από το �.

Το	καμÏαÍαρι½	μιαÖ	εκκλÇσίαÖ	º×ει	¿ÂοÖ	��	P�	εÍÐ	Ç	εκκλÇσία	
º×ει	¿ÂοÖ	Óα	 3

5
Óου	¿ÂουÖ	Óου	καμÏαÍαριο¿�

�οιο	είÍαι	ÓR	¿ÂοÖ	ÓÇÖ	εκκλÇσίαÖ�

Λύση

 ¸λο το ύψος του καμπαναριού, δηλαδή τα 5
5

, είναι 20P, 

 επομένως το 1
5  

αυτού θα είναι 1
5  

! 20 FP = 20
5

 P = 4P.

  ¥ότε τα 3
5  

θα είναι  3 ! 4 P  = 12 P.  ¬ρα το ύψος της εκκλησίας θα είναι 12 P. 

Π�£�������¥� � ���£�¢���

1.
20 P

� P

�£��¥�£�¢¥�¥�  4η

2

3

αριθµητής �
κλασµατική 

�γραµµή

παρονοµαστής �

διαβάζεται “δύο τρίτα”

g
b
όροι του
κλάσµατος

Είναι 8
3

> 1 διότι 8 > 3 

6=
6

1
,  15= 15

1
,  21= 21

1

5

7

1

7
= 5 !

3

8
= 3 :  8
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Μια	ÃεÉαμεÍ»	ÏεÓρελαίου	σε	μια	ÏολυκαÓοικία�	×Õράει	����	OW�	
Ο	Ãια×ειρισÓ»Ö	σε	μια	μºÓρÇσÇ	Áρ»κε	½Óι	»ÓαÍ	ÆεμάÓÇ	καÓά	Óα	
3
4
�	�½σα	λίÓρα	ÏεÓρºλαιο	εί×ε	Ç	ÃεÉαμεÍ»�

Λύση
� δεξαμενή ολόκληρη είναι τα 4

4  
και χωράει ���� OW.

¥ο 1
4  

της δεξαμενής θα χωράει

1

4
!2.000 OW = 2000

4
OW = 500 OW.

�υμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι τα  3
4  

θα περιέχουν 3 ! 500 OW = 1.500 OW. 

" 2 παραπάνω τρόπος λύσης ονομάÙεται αναγωγή στη µονάδα και μπορεί να εφαρμοστεί
 στην περίπτωση που είναι γνωστή η τιμή του όλου και Ùητείται του μέρους. ¬λλος
 τρόπος λύσης είναι ο πολλαπλασιασμός του αριθμού που εκφράÙει το μέρος επί τον 
 αριθμό που εκφράÙει το όλον �π.χ. 3

4  
!	�����	OW	 	1����	OW��

7α	 3
5  
Óου	κιλο¿	εÍ½Ö	μÏα×αρικο¿	κοσÓίÙουÍ	��	Q�	�½σο	κοσÓίÙουÍ	Óα	 8

9  
Óου	κιλο¿�

Λύση

¥α 3
5  

κοστίÙουν �� Q. ¬ρα το 1
5  

κοστίÙει 27 Q : 3 = 9 Q.

¥α 5
5  

κοστίÙουν 5 ! 9Q= 45 Q.             

" �ια να βρούμε την τιμή του όλου ξεκινάμε από την τιμή του μέρους και
υπολογίÙουμε την τιμή της μονάδας �αναγωγή στη μονάδα�. 

¥α 9
9  

κοστίÙουν ��C.  ¬ρα το 1
9  

κοστίÙει 45
9
C = 5 C. 

Έτσι τα 8
9  

κοστίÙουν 8!5Q=40 Q. �ιότι είναι: 1 = 5
5
= 9

9
=… 

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 ΣÓο	κλάσμα	 κ

λ
 οι	αριθμοί	κ	και	λ	οÍομάÙοÍÓαι	����������������������������������������������

�Á�		 Ισ×¿ει	½Óι�	�α�	 α
1

  	��������					�Á�		 α
α

  	��������					�Æ�		 �
α

  	��������	

�Æ�		 Η	φράσÇ	±Óο	μºροÖ	 κ
λ

 εÍ½Ö	μεÆºθουÖ	Α²	εκφράÙει	ÓοÍ	×Õρισμ½	Óου	μεÆºθουÖ	

	 	 Α	σε	������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Τα	κλάσμαÓα	 3
4
�	 �

3
�	 �

9
�	 1�

9
�	 18
��
	είÍαι	½λα	μικρ½Óερα	ÓÇÖ	μοÍάÃαÖ� 

Τι	κλάσμα	ÓÕÍ	μαθÇÓÐÍ	ÓÇÖ	ÓάÉÇÖ	��	μαθÇÓÐÍ	είÍαι	οι	�	αÏ½ÍÓεÖ�

ΑÍ	Óο	 1
5
		εÍ½Ö	κιλο¿	καρ¿Ãια	είÍαι	1�	καρ¿Ãια�	Óο	κιλ½	Ïεριº×ει	��	καρ¿Ãια�

:3 !5

3
5

1
5

5
5

= 1

:9 !8

9
9

1
9

8
9

:4 !3

4
4 1

4
3
4

2.

3.

�������� ��� Π£¢�����¥�
1.

2.
3.
4.
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Τα	ÏαρακάÓÕ	σ×»μαÓα	º×ουÍ	×ÕρισÓεί	σε	ίσα	μºρÇ�	ΓράÂε	Æια	Óο	καθºÍα	αÏ½	αυÓά�	
Óο	κλάσμα	Ïου	εκφράÙει	Óο	×ρÕμαÓισμºÍο	μºροÖ	Óου�

ΑÏ½	μία	Óο¿ρÓα	ÏερίσσεÂαÍ	Óα	κομμάÓια	Ïου	ÁλºÏειÖ
σÓο	σ×»μα	Óα	οÏοία	αÏοÓελο¿Í	Óα	 �

�
	ÓÇÖ	Óο¿ρÓαÖ�	

�½σα	»ÓαÍ	αρ×ικά	½λα	Óα	κομμάÓια	ÓÇÖ	Óο¿ρÓαÖ�

�ρεÖ	Ïοιο	μºροÖ	Óου	κιλο¿	είÍαι	Óα�	�α�	1���	�Á�	����	�Æ�	����	�Ã�	���	Æραμμάρια�

�οιο	μºροÖ�	�α�	Óου	μ»Íα�	�Á�	Óου	εÉαμ»Íου�	�Æ�	Óου	ºÓουÖ	είÍαι	οι	1�	ÇμºρεÖ�

­Íα	καÓάσÓÇμα	κάÍει	ºκÏÓÕσÇ	σÓα	είÃÇ	Óου	ίσÇ	με	Óα	 �
5
	ÓÇÖ	αρ×ικ»Ö	Óιμ»Ö	ÓουÖ�	­Íα

φ½ρεμα	 κ½σÓιÙε	 ��	Q	 ÏριÍ	 ÓÇÍ	 ºκÏÓÕσÇ�	 ªÏολ½Æισε	 Ï½σα	 ευρÐ	 ºκÏÓÕσÇ	 ºÆιÍε	 σÓο	
φ½ρεμα	και	Ï½σο	θα	ÏλÇρÐσουμε	Æια	Íα	Óο	αÆοράσουμε�

Σε	μια	ÓάÉÇ	Óα	 3
8
	 ÓÕÍ	μαθÇÓÐÍ	μαθαίÍουÍ	αÆÆλικά�	Να	ÁρειÖ	Ï½σουÖ	μαθÇÓºÖ	º×ει

Ç	ÓάÉÇ�	αÍ	ÆÍÕρίÙειÖ	½Óι	αυÓοί	Ïου	μαθαίÍουÍ	αÆÆλικά	είÍαι	1�	μαθÇÓºÖ�

Σε	ºÍα	ορθοÆÐÍιο	ÏαραλλÇλ½Æραμμο	Ç	μια	Ïλευρά	Óου	είÍαι	��	εκαÓοσÓά	και	Ç	άλλÇ	
Óα	 3

11
	ÓÇÖ	ÏρÐÓÇÖ�	Να	ÁρειÖ	ÓÇÍ	ÏερίμεÓρο	Óου	ορθοÆÕÍίου�

­Íα	 ευθ¿Æραμμο	 Óμ»μα	 Α�	 º×ει	 μ»κοÖ	 �	 εκαÓοσÓά�	 Να	 σ×εÃιάσειÖ�	 �α�	 ºÍα	 ευθ¿Æραμμο	
Óμ»μα	ΓΔ	με	μ»κοÖ	Óα	 8

1�
	Óου	Α�	και	�Á�	ºÍα	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Ε�	με	μ»κοÖ	Óα	 6

5
	Óου	Α��

«ρÕμάÓισε	σε	καθºÍα	αÏ½	Óα	σ×»μαÓα	Ïου	ακολουθο¿Í	Óα	μºρÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×ο¿Í	σÓα	
κλάσμαÓα	Ïου	είÍαι	ÆραμμºÍα	κάÓÕ	αÏ½	κάθε	σ×»μα�

1α	 ÁρειÖ	 Ïοιο	 μºροÖ	 Óου	 μεÆάλου	 ÓεÓραÆÐÍου	 είÍαι	 κάθε	
×ρÕμαÓισμºÍο	μºροÖ	Óου	ÃιÏλαÍο¿	σ×»μαÓοÖ�

5.

6.

7.
8.

9.

10.

11.

12.

3
5

�£��¥�£�¢¥�¥�� ��� ¥¢ �Π�¥�

1.

2.

�
6

1
4

1�
16
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.αθºÍα	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	ÏºÍÓε	ίσα	ÓεÓράÆÕÍα	είÍαι	×ÕρισμºÍο	σε	ίσα	μºρÇ	με	ÃιαφορεÓικο¿Ö	Óρ½ÏουÖ�
→			 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	Æια	καθεμία	ÏερίÏÓÕσÇ	Óο	κλάσμα	Óου	ÓεÓραÆÐÍου	Ïου
	 	 αÏοÓελεί	Óο	×ρÕμαÓισμºÍο	μºροÖ	Óου�
→			 ΣÓÇ	συÍº×εια	σ¿ÆκριÍε	Óα	κλάσμαÓα�	Ïου	θα	ÁρειÖ	μεÓαÉ¿	ÓουÖ�
→			 Τι	ÏαραÓÇρείÖ	Æια	Óα	κλάσμαÓα	Ïου	Áρ»κεÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

! �ύο κλάσματα α
β  

και γ
δ  

λέγονται ισοδύναµα ή ίσα όταν

 εκφράÙουν το ίδιο τμήμα ενός μεγέθους ή ίσων μεγεθών.
 �πειδή ακριβώς εκφράÙουν το ίδιο τμήμα ενός μεγέθους
 είναι και ίσα και γράφουμε:

  
 # Αν δύο κλάσµατα α

β  
και γ

δ  
είναι ισοδύναµα τότε τα ²χιαστί

 
  γινόµενα³ α ! δ και β ! γ είναι ίσα και αντιστρόφως.
 
  �ηλαδή:

�ια να κατασκευάσουμε ισοδύναμα κλάσματα ή για να διαπιστώσουμε ότι δύο 
κλάσματα είναι ισοδύναμα, μπορούμε να εφαρμόÙουμε τους παρακάτω κανόνες:

# ¹ταν πολλαπλασιαστούν οι όροι ενός κλάσµατος µε τον
 ίδιο φυσικό αριθµό ("0) προκύπτει κλάσµα ισοδύναµο.

# ¹ταν οι όροι ενός κλάσµατος διαιρεθούν µε τον ίδιο φυσικό
 αριθµό ("0) προκύπτει κλάσµα ισοδύναµο.

! � διαδικασία αυτή λέγεται απλοποίηση του κλάσµατος και έχει ως αποτέλεσμα ένα
 κλάσμα ισοδύναμο με το αρχικό με μικρότερους όρους.

! ¥ο κλάσμα εκείνο που δεν μπορεί να απλοποιηθεί �δεν
 υπάρχει άλλος κοινός διαιρέτης αριθμητή και παρονομαστή
 εκτός από τη μονάδα� λέγεται ανάγωγο.

! ¸ταν δύο ή περισσότερα κλάσματα έχουν τον ίδιο
 παρονομαστή λέγονται οµώνυµα και όταν έχουν διαφορετι�
 κούς παρονομαστές ονομάÙονται ετερώνυµα.

$.2.2. Ισοδύναµα κλάσµατα

�£��¥�£�¢¥�¥�

2

3
 

και

 

10
15

 

ισοδύναµα

δηλαδή: 2

3  
=
 

10
15

 

2

3
=

2 ! 4
3 ! 4 =

8

12

10
15
=

10 :5
15 :5

=
2

3

3

7
=
6

14
τότε: 3 ! 14 = 6 ! 7

2

3
=

10
15

γιατί: 2 ! 15 = 3 ! 10

7

12

 ανάγωγο

αφού ΜΚΔ(7, 12) 1

2

7  

, 5

7  

οµώνυµα

   

2

7  

, 5

3  

ετερώνυµα

α
β = γ

δ

 
αν 

α
β = γ

δ  
τότε: α ! δ   β ! γ και αντιστρόφως.
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Να	εÉεÓάσεÓε	αÍ	Óα	κλάσμαÓα�	�α�	 3
5  
και	 1�

14
�	�Á�	 3

8  
και	 18

48
	είÍαι	ισοÃ¿Íαμα�

Λύση
�α�  ªπολογίÙουμε τα “χιαστί γινόμενα”, δηλαδή: 3 ! 14 = 42 και 5 ! 10 = 50
  ¥α γινόμενα δεν είναι ίσα, άρα και τα κλάσματα δεν είναι ισοδύναμα.

�β�  ªπολογίÙουμε τα “χιαστί γινόμενα”: 3 ! 48 = 144 και 8 ! 18 = 144
  ¥α γινόμενα είναι ίσα, άρα και τα κλάσματα είναι ισοδύναμα, δηλαδή: 3

8  
και 18

48

Να	αÏλοÏοιÇθεί	Óο	κλάσμα	 ��
66
�

Λύση
¢ ��� των όρων του κλάσματος �� και �� είναι: ΜΚΔ(30, 66) = 6

�ιαιρούμε τους όρους του κλάσματος με το � και έχουμε: 30
66

 = 30 : 6
66 : 6

 = 5
11

 

Να	μεÓαÓραÏο¿Í	σε	ομÐÍυμα	Óα	κλάσμαÓα	 3
5
�	 �

3  
και	 5

��
.

Λύση
"  Πριν από κάθε μετατροπή ετερώνυμων
  κλασμάτων σε ομώνυμα ελέγχουμε αν τα
  κλάσματα απλοποιούνται.

"  �ρίσκουμε το ��Π των παρονομαστών
  των ανάγωγων ετερωνύμων κλασμάτων.

"  �ιαιρούμε το ��Π με καθένα από τους
  παρονομαστές.

"  ΠολλαπλασιάÙουμε τους δύο όρους κάθε
  κλάσματος επί τον αντίστοιχο αριθμό που
  βρήκαμε.

�πομένως τα κλάσματα μετατράπηκαν στα 
ισοδύναμα ομώνυμα: 

ΜΚΔ(5, 20) = 5 
Διαιρούμε τους όρους του

κλάσματος 5
20

 με το 5 και 

έχουμε: 5
20

 = 5:5
20 :5

 = 1
4

3

5
, 2
3

, 1
4  

ΕΚΠ(5, 3, 4) = 60

60 : 5 = 12
60 : 3 = 20
60 : 4 = 15

12

� 
3

5
=
3!12
5!12

=
36

60
,

20
� 
2

3
=
2!20
3!20

=
40
60

,

15

� 
1

4 =
1!15
4!15 =

15

60

36

60
, 40

60  
και 15

60

2.

3.

Π�£�������¥� � ���£�¢���

1.
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�

		�α�	 Δ¿ο	κλάσμαÓα	λºÆοÍÓαι	ισοÃ¿Íαμα�	½ÓαÍ	��������������������������������������������������������������������������

		�Á�	 ΑÍ	ισ×¿ει	 α
Á

= Æ
Ã
�	Ó½Óε	οι	½ροι	α�	Á�	Æ	και	Ã	συÍÃºοÍÓαι	με	ÓÇ	σ×ºσÇ�	����������������������������

		�Æ�	 ΑÍάÆÕÆο	λºÆεÓαι	Óο	κλάσμα�	Óο	οÏοίο	�������������������������������������������������������������������������������

		�Ã�	 2μÐÍυμα	λºÆοÍÓαι	Óα	κλάσμαÓα�	Ïου	º×ουÍ	���������������������������������������������������������������������

		�ε�	 ΕÓερÐÍυμα	λºÆοÍÓαι	Óα	κλάσμαÓα�	Ïου	º×ουÍ	������������������������������������������������������������������

�σÓ�	 ΑÍ	 Ãιαιρºσουμε	 και	 ÓουÖ	 Ã¿ο	 ½ρουÖ	 εÍ½Ö	 κλάσμαÓοÖ	 με	 ÓοÍ	 ΜΚΔ	 ÓουÖ�	 Óο	 κλάσμα

	 	 ÆίÍεÓαι	 �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Να	εÉεÓάσειÖ	Ïοια	αÏ½	Óα	κλάσμαÓα	είÍαι	ισοÃ¿Íαμα�
�α�	 �

3
�	 18
��
�	�Á�	 3

4
�	 1
�
�	�Æ�	 �

8
�	 ��
��
�		�Ã�	 13

14
�	 ��
��
�

Να	μεÓαÓρºÂειÖ	καθºÍα	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	κλάσμαÓα	σε	ισοÃ¿Íαμο	κλάσμα	με	ÏαροÍομασÓ»	
ÓοÍ	αριθμ½	1���	�α� 3

4
�	�Á� 8

5
�	�Æ� 4

��
�	�Ã� 5

�
�	�ε�

 
��
��
�

Να	μεÓαÓρºÂειÖ	Óα	ÏαρακάÓÕ	κλάσμαÓα	σε	ισοÃ¿Íαμα	με	ÏαροÍομασÓ»	ÓοÍ	αριθμ½	��	

�α�	 1�
6
�	�Á�	 ��

��
�	�Æ� 18

��
�

Να	μεÓαÓρºÂειÖ	Óο	κλάσμα	 �
3
	σε	ισοÃ¿Íαμο	κλάσμα	με	ÏαροÍομασÓ»��α�	��	και		�Á�	1��

Να	συμÏλÇρÐσειÖ	Óα	κεÍά�	ÐσÓε	Íα	Ïροκ¿ÂουÍ	ισοÃ¿Íαμα	κλάσμαÓα�

�α�	 �
3

= ����� �		�Á�	
���
5

= 9
15
�		�Æ�	 14

4
= ���
��
�		�Ã�	 48

36
= ���
��
�

Να	αÏλοÏοι»σειÖ	Óα	κλάσμαÓα�	�α�	 ��
��
�	�Á�	 1�

9
�	�Æ�	 ��

56
�

Να	ÁρειÖ	Ïοια	αÏ½	Óα	κλάσμαÓα	είÍαι	αÍάÆÕÆα��α� ��
��
�	�Á� 15

14
�	�Æ� 51

16
�	�Ã� ��

��
�

1α	ÆίÍουÍ	ομÐÍυμα	Óα	ÏαρακάÓÕ	κλάσμαÓα�	�α�	 3
5
	και	 �

9
�	�Á�	 �

8
	και	 3

1�
�	�Æ�	 11

3
	και	 �

1�
�

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 	 	 	 	 	 Σ�ΣΤΟ			�Α�ΟΣ

�α�		 Το	κλάσμα	 1�
��

 αÏλοÏοιείÓαι	με	Óο	��  
  
�Á�		 Το	κλάσμα	 3

5
	είÍαι	αÍάÆÕÆο�	

  
�Æ�		 ΑÍ	Óο	κλάσμα	 [

8
	μεÓαÓραÏεί	σε	ισοÃ¿Íαμο	με	ÏαρRÍομασÓ»	���	        	 	 R	αριθμÇÓ»Ö	Óου	θα	είÍαι	ÃιÏλάσιοÖ	Óου	[�	

�Ã�		 ΑÍ	ÏολλαÏλασιάσουμε	ÓοÍ	αριθμÇÓ»	και	ÓοÍ	ÏαρRÍομασÓ»	εÍ½Ö
	 	 κλάσμαÓοÖ	εÏί	��	Óο	κλάσμα	θα	ÆίÍει	�	φορºÖ	μεÆαλ¿Óερο�	  

�ε�		 Το	κλάσμα	 18
���

	αÏλοÏοιείÓαι	με	Óο	��	   
 

�σÓ�	 ­Íα	αÍάÆÕÆο	κλάσμα	είÍαι	ÏάÍÓα	μικρ½Óερο	Óου	1�	

�Ù�		 �
4

 = �
1�
�	

�Ç�		 ��
��

 = ��	�	�
��	�	1�

  3
1�
�	

�θ�		 3
11

 = ��
���

�	

�ι�	 	 5
5

 = 41
41
�	

�ια�	 Το	κλάσμα	 α	�	Á
1

	είÍαι	ÏάÍÓα	ίσο	με	α	�	Á�	

- ��	-	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	Τα	κλάσμαÓα

�������� ��� Π£¢�����¥�
1.

2.

3.

4.

5.
6.

7.
8.
9.
10.
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�οιο	 μºροÖ	 Óου	 μεÆάλου	 ÓεÓραÆÐÍου	 καÓαλαμÁάÍει	 κάθε	
×ρÐμα�	σÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα�	Η	Μαρία	είÏε	ÏÕÖ	 Óο	ροÙ	×ρÐμα	

καÓαλαμÁάÍει	Óα	 9
48
�	Óο	ÆαλάÙιο	Óα	 1�

48
	και	Óο	ÏράσιÍο	Óα	 �

48
�

ΕÍÐ	ο	ΓιάÍÍÇÖ	είÏε	½Óι	Óο	ροÙ	είÍαι	Óα	 3
16
�	Óο	ÆαλάÙιο	Óα	 5

��
	και	

Óο	ÏράσιÍο	Óο	 1
8
	Óου	ÓεÓραÆÐÍου�

→			 �οιοÖ	º×ει	Ãίκιο	και	ÏοιοÖ	½×ι�
→			 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÆράÂειÖ	σε	α¿Éουσα	σειρά	Óα	κλάσμαÓα	Ïου	αÍÓισÓοι×ο¿Í	σε
	 	 καθºÍα	αÏ½	Óα	μºρÇ	Óου	ÓεÓραÆÐÍου�

ΣÓο	κυκλικ½	ÃιάÆραμμα	φαίÍεÓαι	ÏÐÖ	καÓαÍºμοÍÓαι	οι	ÐρεÖ	εÍ½Ö	
��Ðρου	αÏ½	ºÍαÍ	μαθÇÓ»�	ÓÇÖ	Α!	ΓυμÍασίου�
→		 Τι	μºροÖ	Óου	×ρ½Íου	Óου	είÍαι	κάθε	ÃρασÓÇρι½ÓÇÓα�
→		 �½σο	×ρ½Íο	Ãιαρκεί	κάθε	ÃρασÓÇρι½ÓÇÓα�
→		 Σε	Ïοια	ÃρασÓÇρι½ÓÇÓα	ÃαÏαÍά	ÓοÍ	Ïερισσ½Óερο	×ρ½Íο�
→		 ΓράÂε	 σε	 μια	 σειρά	 ÓουÖ	 ×ρ½ÍουÖ	 Ïου	 αÍÓισÓοι×ο¿Í	 σε	 κάθε	 μία	 αÏ½	 ÓιÖ	 ÃρασÓÇ-
	 	 ρι½ÓÇÓεÖ�	ÉεκιÍÐÍÓαÖ	αÏ½	ÓοÍ	μεÆαλ¿Óερο	και	καÓαλ»ÆοÍÓαÖ	σÓοÍ	μικρ½Óερο	×ρ½Íο�

 Σκεφτόμαστε
Παρατηρούμε ότι το ��ωρο είναι χωρισμένο σε �� κομμάτια, από τα οποία τα � αντιστοιχούν 

στον ύπνο, τα � στο σχολικό ωράριο, τα � στο διάβασμα, το � στον αθλητισμό και τα � στο 

παιχνίδι. �πομένως, το μέρος που αφιερώνεται για ύπνο είναι τα 4
12

 του συνολικού χρόνου, για

το σχολείο τα 3
12

, για το διάβασμα τα 2
12

, για τον αθλητισμό το 1
12

 και για το παιχνίδι τα 2
12

�πειδή κάθε κομμάτι αντιστοιχεί σε δύο ώρες, συμπεραίνουμε ότι ο χρόνος που αφιερώνεται για 

κάθε δραστηριότητα είναι: � ώρες για ύπνο, � ώρες για το σχολείο, � ώρες για διάβασμα,

� ώρες για αθλητισμό και � ώρες για παιχνίδι.
¬ρα, η Ùητούμενη χρονική σειρά των διαφόρων δραστηριοτήτων είναι:
8 ώρες(¥πνος) > 6 ώρες(Σχολείο) > 4 ώρες (Διάβασμα) = 4 ώρες (Παιχνίδι) > 2 ώρες (Αθλητισμός).

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
�ενικά, για τη σύγκριση κλασμάτων ισχύουν τα εξής:

#		 Από δύο οµώνυµα κλάσµατα, εκείνο 
που έχει τον µεγαλύτερο αριθµητή
είναι µεγαλύτερο.

#		 Για να συγκρίνουµε ετερώνυµα κλάσµατα
τα µετατρέπουµε σε οµώνυµα και 
συγκρίνουµε τους αριθµητές τους.

#		 Από δύο κλάσµατα µε τον ίδιο αριθµητή
  µεγαλύτερο είναι εκείνο µε τον µικρότερο παρονοµαστή.

Α.2.3.  Σύγκριση κλασµάτων

9
13  
> 
5
13

Για να συγκρίνω τα 7
12

 και 5
16

τα µετατρέπω σε οµώνυµα:

 

7
12  
=

 

28
48  

και

 

5
16  
=

 

15
48   

­ρα:

 

7
12  
>
 

5
16

13
9  
<
 
13
5

�£��¥�£�¢¥�¥�  1η

�£��¥�£�¢¥�¥�  2η

ΔιάÁασμα

ΑθλÇÓισμ½Ö

Σ×ολείο

�αι×ÍίÃι

¹ÏÍοÖ
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Να	συÆκριθο¿Í	Óα	κλάσμαÓα	 �
1�  
και	 �

15
�

Λύση
�πό το σχήμα παρατηρούμε ότι “σε όσα περισσότερα 
μέρη χωρίÙεται ένα συγκεκριμένο μέγεθος, τόσο 
μικρότερα είναι τα μέρη αυτά”.

�ηλαδή: 1
15  

< 1
10

 και 7
15  

<  7
10

.

1α	συÆκριθο¿Í	Óα	κλάσμαÓα�	 5
8  
και	 4

9
�

Λύση
�ετατρέπουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα. ΕΚΠ(8, �) 72, εποµένως

72 : 8 = 9 και 72 : 9 = 8 οπότε 
9
� 5
8  

= 45
72  

και 
8
� 4
9  

= 32
72

. ¬ρα 5
8  

> 4
9

.

Να	ÓοÏοθεÓÇθεί	σÓÇÍ	ευθεία	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	Óο	κλάσμα	 8
5
�

Λύση

�ια το κλάσμα 8
5

 έχουμε ότι:

1 = 5
5
< 8

5
< 10
5

 = 2. 

�αθένα, από τα τμήματα ΟΑ και ΑΒ του σχήματος είναι ίσο με τη μονάδα.

¥α χωρίÙουμε σε � ίσα τμήματα, ώστε το καθένα να είναι ίσο με το 1
5  

της μονάδας. 

¥ο ευθύγραμμο τμήμα ΟΓ αποτελείται από � ίσα τμήματα ίσα με το 1
5  

της μονάδας το

καθένα. ¥ο μήκος ΟΓ είναι 8
5

 του ΟΑ.  ¬ρα το κλάσμα 8
5

 τοποθετείται στο σημείο Γ.

Να	Áρεθεί	ºÍα	κλάσμα	μεÆαλ¿Óερο	αÏ½	Óο	 �
5
	και	μικρ½Óερο	αÏ½	Óα	 3

5
�

Λύση

Τα	κλάσμαÓα	 2
5
και	 3
5
είÍαι	ομÐÍυμα	και	αÍάμεσα	σÓουÖ	αριθμÇÓºÖ	Óου	2	και	�	ÃεÍ	υÏάρ×ει	

άλλοÖ	 φυσικ½Ö	 αριθμ½Ö�	 ΜÏορο¿με�	 ½μÕÖ�	 Íα	 Áρο¿με	 ισοÃ¿Íαμα	 κλάσμαÓα	 με	 αυÓά

Ï�×�	Óα	 4
10  
και	 6

10
�	Æια	Óα	οÏοία	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	αριθμÇÓÐÍ	ÓουÖ	4	και	�	υÏάρ×ει	ο	αριθμ½Ö	��

ΕÏομºÍÕÖ�	αφο¿	Óο	κλάσμα	 5
10
είÍαι	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	 4

10
	και	 6

10
�	θα	είÍαι	και	 2

5
< 5

10
< 3

5
.

7
10

7
15

O
Γ B

1 5
5

8
5 2 10

5


 του ΟΑ

0

A

p

Π�£�������¥� � ���£�¢���

1.

2.

3.

4.
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�

�α�		 ­Íα	κλάσμα	είÍαι�

	 	 	 �L�	ίσο	με	1�	αÍ	ο	αριθμÇÓ»Ö	Óου	είÍαι	������������������������������������������ÓοÍ	ÏαροÍομασÓ»�

	 	 	 �LL�	μικρ½Óερο	Óου	1�	αÍ	ο	αριθμÇÓ»Ö	Óου	είÍαι	�������������������������	ÓοÍ	ÏαροÍομασÓ»�

	 	 	 �LLL�	μεÆαλ¿Óερο	Óου	1�	αÍ	ο	αριθμÇÓ»Ö	Óου	είÍαι	���������������������	ÓοÍ	ÏαροÍομασÓ»�

�Á�		 ΑÍ	 α
Æ

> Á
Æ  
Ó½Óε	�����������������������������������������

Σ¿ÆκριÍε	Óα	κλάσμαÓα��α�	 3
�
και	 5

�
�	�Á�	 3

5
και	 3

9
�	�Æ�	 4

5
και	 8

1�
�

ΓράÂε	Óα	κλάσμαÓα	 31
1�
�	 31

14
�	 31

11
�	 31

13
�	 31
1�
	σε	φθίÍουσα	σειρά�

Σ¿ÆκριÍε	με	Óο	1	Óα	κλάσμαÓα�	�α�	 5
8
�	�Á�	 9

1�
�	�Æ�	 1�

11
�	�Ã�	 16

16
�	�ε�	 1��

1��
�

�άλε	σε	σειρά	Óα	κλάσμαÓα�		 3
5
� 8

15
� 5
1�
� ��

15
� �

5
�

�ρεÖ	μεÓαÉ¿	ÏοιÕÍ	ÃιαÃο×ικÐÍ	φυσικÐÍ	αριθμÐÍ	ÁρίσκεÓαι	καθºÍα	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	

κλάσμαÓα �α�	 5
3
�	�Á�	 �

�
�	�Æ�	 8

9
�	�Ã�	 63

5
�	�ε�	 1��

1�
�

ΤοÏοθºÓÇσε	σÓÇÍ	ευθεία	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	Óα	κλάσμαÓα�

�α�	 1
�
�	�Á�	 3

�
�	�Æ�	 5

�
�	�Ã�	 1

4
�	�ε�	 3

4
�	�σÓ�	 4

5
�	�Ù�	 9

1�
�

�οιοι	κλασμαÓικοί	αριθμοί	ÏρºÏει	Íα	ÓοÏοθεÓÇθο¿Í	σÓα	σÇμεία	Α�	��	Γ�	Δ	και	Ε	Óου
σ×»μαÓοÖ�

�α�		 	 		 	 	 	 	 						�Á�

ΣυμÏλ»ρÕσε	 ÓιÖ	 κεÍºÖ	 θºσειÖ	 Óου	 ÏίÍακα	 με	 Óο	 κλάσμα	 Ïου	 αÍÓισÓοι×εί	 σÓο	
×ρÕμαÓισμºÍο	 Óμ»μα	 Óου	 ÓεÓραÆÐÍου	 με	 Óο	 αÍÓίσÓοι×ο	 Æράμμα	 και	 μεÓά	 Áάλε	 Óα	
κλάσμαÓα	Ïου	Áρ»κεÖ	σε	φθίÍουσα	σειρά�

O
A

0

n
B
n

Γ
n

Δ
n
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B
n

Γ
n

Δ
n

1 2

A B Γ Δ

Α B Γ Δ Ε ΣΤ Ζ Η

Ε ΣΤ Ζ Η

�������� ��� Π£¢�����¥�
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

21-0027 book.indb   43 16/1/2013   9:38:05 μμ



Το	συÍερÆείο	Óου	Δ»μου	φ¿ÓεÂε	σε	μια	μºρα	Óα	 4
12
	μιαÖ

ÏλαÓείαÖ	με	λουλο¿Ãια�	ΤÇÍ	εÏ½μεÍÇ	Çμºρα	Ïου	ο	καιρ½Ö

ÃεÍ	»ÓαÍ	καλ½Ö	φ¿ÓεÂε	μ½Íο	Óα	 �
12
	ÓÇÖ	ÏλαÓείαÖ�

→		 �οιο	Óμ»μα	ÓÇÖ	ÏλαÓείαÖ	εί×ε	φυÓºÂει�	συÍολικά�	σÓο	ÓºλοÖ	ÓÇÖ	Ãε¿ÓερÇÖ	ÇμºραÖ�

 Σκεφτόμαστε
�πό το σχήμα παρατηρούμε ότι στο τέλος της δεύτερης

ημέρας έχουν φυτευτεί, συνολικά, τα 7
12

 της πλατείας.

Πράγμα που σημαίνει ότι το άθροισμα 4
12
+ 3

12
 κάνει 7

12
.

­Íα	φορÓÇÆ½	κάλυÂε	σε	μία	Ðρα	Óα	 2
�
	ÓÇÖ	ÃιαÃρομ»Ö	�άÓρα	-	ΤρίÏολÇ�	

→		 �οιο	μºροÖ	ÓÇÖ	ÃιαÃρομ»Ö	Óου	μºÍει	Íα	καλ¿Âει	ακ½μÇ�

 Σκεφτόμαστε

¸πως φαίνεται στο σχήμα δεν έχουν καλυφθεί τα 3
5

 της διαδρομής. 

�πομένως, η διαφορά  5
5
– 2

5  
κάνει τα 3

5
 του συνόλου της διαδρομής.

Μια	Áρ¿σÇ	ÆεμίÙει�	σε	1	Ðρα�	Óα 2
�
	 ÓÇÖ	ÃεÉαμεÍ»Ö�	Μια	άλλÇ

Áρ¿σÇ	 ÆεμίÙει	 Óο	 1
�
	 ÓÇÖ	 ίÃιαÖ	 ÃεÉαμεÍ»Ö�	 εÏίσÇÖ	 σε	 1	 Ðρα�

ΑÍ	και	οι	Ã¿ο	Áρ¿σεÖ	Óρº×ουÍ	ÓαυÓ½×ροÍα	μºσα	σÓÇ	ÃεÉαμεÍ»�
Óι	μºροÖ	ÓÇÖ	ÃεÉαμεÍ»Ö	θα	ÆεμίσουÍ	σε	1	Ðρα�

 Σκεφτόμαστε
$ν οι βρύσες “τρέχουν” ταυτόχρονα στη δεξαμενή για � ώρα θα
έχουν γεμίσει ένα τμήμα της που αντιστοιχεί στο άθροισμα των
τμημάτων αυτής που η κάθε μία γεμίÙει ξεχωριστά. �ηλαδή το ...

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
�ενικά, για την πρόσθεση και την αφαίρεση κλασμάτων ισχύουν τα εξής:
#		 Προσθέτουµε δύο ή περισσότερα
  οµώνυµα κλάσµατα προσθέτοντας
  τους αριθµητές τους, αφήνοντας τον
  ίδιο παρονοµαστή.
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1Ç	Çμºρα

4
12

3
12

2
5

5
5

3
5

ΠΑΤΡΑ

ΤΡΙΠΟΛΗ

�£��¥�£�¢¥�¥�  1η

�£��¥�£�¢¥�¥�  2η

�£��¥�£�¢¥�¥�  �η
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7

5  
+
2

5 =
7+2

5 =
9
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α
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+ β
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= α�β
γ
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#		 Προσθέτουµε ετερώνυµα κλάσµατα αφού
  πρώτα τα µετατρέÃουµε σε οµώνυµα.

#		 Αφαιρούµε δύο οµώνυµα κλάσµατα
  αφαιρώντας τους αριθµητές τους,
  αφήνοντας τον ίδιο παρονοµαστή.

#		 Αφαιρούµε δύο ετερώνυµα κλάσµατα αφού
  τα µετατρέÃουµε πρώτα σε οµώνυµα.

#		 Ισχύουν όλες οι ιδιότητες της πρόσθεσης των φυσικών στα κλάσµατα.

"			 �ερικές φορές αντί να γράφουμε 1 + 4
5

, γράφουμε πιο απλά 1 4
5

.  
  ¢ συμβολισμός αυτός, που παριστάνει το άθροισμα ενός ακέραιου με ένα 
  κλάσµα μικρότερο της μονάδας, ονομάÙεται µεικτός αριθµός.

Να	υÏολοÆισθεί	Óο	άθροισμα	 1
4  
�	 �

4  
�	��

Λύση
�ετατρέπουμε τον φυσικό αριθμό σε κλάσμα με παρονομαστή �.

�ίναι: 1
4  

+ 2
4  

+ 3 = 1
4  

+ 2
4  

+ 3 ! 4
4  

= 1
4  

+ 2
4  

+ 12
4  

= 15
4

.

Να	αÏοÃει×θεί	½Óι�	�α�	 α	�	Á
Á  

 	 α	
Á  
�	1	και	�Á�	 α	¯	Á

Á  
 	 α	
Á  
¯	1�

Λύση
�α�  α + β

β  
= α

β
+ β

β
=  α

β
+ 1  �β�  α – β

β  
= α

β  
– β

β  
= α

β  
– 1 

Να	υÏολοÆισθεί	Ç	Ãιαφορά		και	Óο	άθροισμα	ÓÕÍ	κλασμάÓÕÍ	 5
1�  
και	 �

��
�

Λύση
¥α κλάσματα είναι ετερώνυμα και πρέπει πρώτα να μετατραπούν σε ισοδύναμα 
ομώνυμα. Έχουμε: ΕΚΠ(12, 20) = 60 οπότε: 60 : 12 = 5 και 60 : 20 = 3

¬ρα: 
5

� 5
12
= 5 ! 5

12 ! 5
= 25

60   
και  

3

� 7
20
= 7 ! 3

20 ! 3
= 21

60
.  �πειδή 25

60
> 15

60
 μπορεί να υπολογιστεί

η διαφορά: 5
12  

– 7
20  

= 25
60

 – 21
60  

= 4
60  

= 4 : 4
60 : 4

= 1

15
  

και             5
12  

+ 7
20  

= 25
60

 + 21
60  

= 46
60  

= 46 : 2
60 : 2

= 23

30
 

Να	Áρεθεί	Ç	Ãιαφορά�	 15
4  
¯	1	και	Óο	αÏοÓºλεσμα	Íα	ÆίÍει	μεικÓ½Ö�

Λύση

15

4  
– 1 = 15

4  
– 4

4  
= 15 – 4

4  
= 11

4
. �ια να τρέψουμε το αποτέλεσμα σε μεικτό 

αριθμό εκτελούμε την ευκλείδεια διαίρεση: ��   � ! � � � και έχουμε:

11

4  
= 2 ! 4 + 3

4  
= 2 ! 4

4  
+ 3

4  
= 2 ! 4

4  
+ 3

4  
= 2 ! 1 + 3

4  
= 2 + 3

4  
= 2 3

4
.
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=
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7
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– 2
3
=
21

12
– 8
12
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12

α
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β
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Να	Áρεθεί	Óο	άθροισμα�	�	�	1��
Λύση

2+1 1

3
=2+1+ 1

3
=3+ 1

3
= 3 ! 3
3
+ 1

3
= 9
3
+ 1

3
= 9 + 1
3
= 10
3

.

7ÇÍ	ÏρÐÓÇ	Çμºρα	ºÍαÖ	κÇÏουρ½Ö	κο¿ρεÂε	Óο	ÆκαÙ½Í	σÓο	
	μιαÖ	σÓροÆÆυλ»Ö	ÏλαÓείαÖ�	
ΤÇÍ	 Ãε¿ÓερÇ	 Çμºρα�	 εÉαιÓίαÖ	 μιαÖ	 ÃυÍαÓ»Ö	 Áρο×»Ö�	 καÓάφερε	 Íα	
κουρºÂει	μ½Íο	Óο	�	Óου	αρ×ικο¿	ÆκαÙ½Í�	�οι½	μºροÖ	αÏ½	Óο	ÆκαÙ½Í	
ÓÇÖ	ÏλαÓείαÖ	κουρε¿ÓÇκε	μº×ρι	και	Óο	ÓºλοÖ	ÓÇÖ	Ãε¿ÓερÇÖ	ÇμºραÖ�

Λύση
�ια να βρούμε ποιό μέρος της πλατείας που κουρεύτηκε, στο τέλος της δεύτερης

ημέρας, δεν έχουμε παρά να προσθέσουμε τα δύο κλάσματα, δηλαδή το 1
2
 και το 1

3
. 

$λλά, για να εκτελέσουμε αυτή την πρόσθεση πρέπει να  μετατρέψουμε τα δύο

κλάσματα σε ομώνυμα. ¬ρα, θα έχουμε: 1
2
+ 1

3
= 3

6
+ 2

6
= 5

6
. �ια να βρούμε ποιο 

κλάσμα της πλατείας έχει απομείνει για κούρεμα, πρέπει να αφαιρέσουμε από το όλο 

μέρος,δηλαδή: 6
6
– 5

6
= 1

6

<Ïολ½Æισε	 Óα	 αθροίσμαÓα�	 �α�	 5
3 + �

3 �	 �Á�	
11
13 + �

13 �	 �Æ�	
4
9 + �

3 �	 �Ã�	
8
1� + �

3 �

�ε�	 1��� + 3
15 �	�σÓ�

15
1� + 5

4 �	και	αÏλοÏοίÇσε	Óο	Óελικ½	αÏοÓºλεσμα�	αÍ	ÃεÍ	είÍαι	αÍάÆÕÆο	κλάσμα�

Να	ÁρειÖ	ÓιÖ	ÃιαφορºÖ	και	Íα	αÏλοÏοι»σειÖ	Óο	αÏοÓºλεσμα�	½Ïου	αυÓ½	ÃεÍ	είÍαι	αÍάÆÕÆο

κλάσμα�	�α� 3
�  

– 1
� �	�Á�

8
9  

– 3
9 �	�Æ�

1�
8  

– 3
4 �	�Ã�	

4
9  

– ��� �	�ε�	
�
3  

– 5
8 �		�σÓ�	

3
�  

– 3
11 �

Να	μεÓαÓρºÂειÖ	ÓουÖ	μεικÓο¿Ö	αριθμο¿Ö	σε	κλάσμαÓα�		�α�	� 5
8 �	�Á�	�

1
1�
�	�Æ�	� 1

9
.

ΚάÍε	Óα	ακ½λουθα	κλάσμαÓα	μεικÓο¿Ö	αριθμο¿Ö�	�α�	 15
4 �		�Á� 

5
� �		�Æ� 

38
1� �

<Ïολ½Æισε	Óα	αθροίσμαÓα�	�α�	 3
8
���		�Á�	 1�

15
�1�	�Æ�	 16

��
+ 3
1�
���

Να	ÁρειÖ	ÓιÖ	ÃιαφορºÖ�	�α�	�	¯	�	 1
5
�			�Á�	�	 1

3  
¯	�	 1

�
�			�Æ�	1 �

3  
– 4

5
�

�οιο	κλάσμα	ÏρºÏει	Íα	Ïροσθºσουμε	σÓο	 3
8
	Æια	Íα	Áρο¿με	άθροισμα	 5

9
�

­ÍαÖ	αÆρ½ÓÇÖ	Ïο¿λÇσε	σε	ÓºσσεριÖ	εμÏ½ρουÖ	Óα	 �
5
�	 �

15
�	 1

3
	και	 1

1�
	ÓÇÖ	ÏαραÆÕÆ»Ö

Óου�	�οιο	μºροÖ	ÓÇÖ	ÏαραÆÕÆ»Ö	Óου	ºμειÍε	αÏο¿λÇÓο�
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$ÍÓισÓοί×ισε	σε	κάθε
Ïρ½σθεσÇ	Óο	σÕσÓ½		
αÏοÓºλεσμα�

ΑÍάμεσα	σÓα	κοιÍά	σÓοι×εία	½λÕÍ	 ÓÕÍ	αÍθρÕÏίÍÕÍ	ÏολιÓισμÐÍ	είÍαι	Ç	ÃυÍαÓ½ÓÇÓα	αρίθμÇσÇÖ	και	μουσικ»Ö	
ºκφρασÇÖ�
w Ο	 άÍθρÕÏοÖ	 ÃÇμιουρÆεί	 μουσικ»�	 »ÃÇ�	 αÏ½	 ÓουÖ	 ÏροÚσÓορικο¿Ö	 ×ρ½ÍουÖ�	 αφο¿	 Óο	 αρ×αι½Óερο	 σ×εÓικ½	
	 ε¿ρÇμα�	 Ïου	 º×ει	 Çλικία	 ������	 ×ρ½ÍÕÍ�	 είÍαι	 οσÓά	 αÏ½	 μαμο¿θ	 Óα	 οÏοία	 ×ρÇσιμοÏοι»θÇκαÍ	 Æια	 ÓÇÍ
	 ÏαραÆÕÆ»	ρυθμικÐÍ	»×ÕÍ�
w	 Οι	μελºÓεÖ	º×ουÍ	ÃείÉει�	½Óι	Ç	ºÍÍοια	Óου	αριθμο¿	εμφαÍίÙεÓαι	σÓοÍ	άÍθρÕÏο	αÏ½	Óα	ÏρÐÓα	Óου	Á»μαÓα�
	 ΔιαÏισÓÐθÇκε	 ½Óι	 αυÓ»	 Ç	 ÏρÐιμÇ	 ικαÍ½ÓÇÓα	 αρίθμÇσÇÖ	 σ×εÓίÙεÓαι	 με	 ÓÇÍ	 ικαÍ½ÓÇÓα	 ÓÇÖ
	 καÓάÓμÇσÇÖ	 Óου	 ×ρ½Íου�	 Ïου	 ÃÇμιουρÆεί	 Ç	 αÍÓισÓοι×ία	 ÆεÆοÍ½ÓÕÍ	 και	 ×ροÍικÐÍ	 σÓιÆμÐÍ	 και	 μάλισÓα
	 ×ÕρίÖ	ÓÇ	×ρ»σÇ	ÓÇÖ	ºÍÍοιαÖ	Óου	αριθμο¿�	
	 ΕÉάλλου	Ç	αρίθμÇσÇ	είÍαι	μια	ÏολιÓισÓικ»	αÍαÆκαι½ÓÇÓα�	ºÍα	καθολικ½	σÓοι×είο	ÏολιÓισμο¿�
Η	συÍάÍÓÇσÇ	ÓÇÖ	Μουσικ»Ö	με	Óα	ΜαθÇμαÓικά	ÏραÆμαÓοÏοιείÓαι	μºσα	αÏ½	ÓÇÍ	αίσθÇσÇ�	Ïου	º×ουμε	Æια	ÓοÍ	
×ρ½Íο	και	εÍÓοÏίÙεÓαι	σε	Ã¿ο	Áασικο¿Ö	άÉοÍεÖ	κάθε	μουσικ»Ö	ºκφρασÇÖ�	ÓοÍ	Ρυθμ½	και	ÓÇÍ	ΑρμοÍία�
Ο	 άÍθρÕÏοÖ	 º×ει	 ÓÇÍ	 ικαÍ½ÓÇÓα	 Íα	 εÍÓοÏίÙει	 και	 Íα	 αÏομοÍÐÍει	 ÓιÖ	 ×ροÍικºÖ	 σÓιÆμºÖ�	 Το	 ÃιάσÓÇμα	 Ïου	
μεσολαÁεί	 μεÓαÉ¿	 Ã¿ο	 σÓιÆμÐÍ�	 ÃÇμιουρÆεί	 ÓÇÍ	 αίσθÇσÇ	 ÓÇÖ	 ÃιάρκειαÖ�	 Ο	 ×Õρισμ½Ö	 Óου	 ×ρ½Íου	 αÏ½	 Óα	
ÆεÆοÍ½Óα	ÃÇμιουρÆεί	ºÍα	ÏυκÍ½	σ¿Íολο	αÏ½	σÓιÆμºÖ�	­Óσι�	ο	ρυθμ½Ö	και	ο	αριθμ½Ö	º×ουÍ	κοιÍ»	καÓαÆÕÆ»�	Óο	
×Õρισμ½	Óου	×ρ½Íου	σε	σÓιÆμºÖ	και	ÓÇÍ	αÍÓισÓοί×ισÇ	ÓÕÍ	×ροÍικÐÍ	σÓιÆμÐÍ	με	ÆεÆοÍ½Óα�	Ο	ρυθμ½Ö	είÍαι	αÏ½	
ÓιÖ	 ÏρÐÓεÖ	 μουσικºÖ	 αÍθρÐÏιÍεÖ	 καÓακÓ»σειÖ�	 ½ÏÕÖ	 ακριÁÐÖ	 ο	 αριθμ½Ö	 είÍαι	 αÏ½	 ÓιÖ	 ÏρÐÓεÖ	 θεμελιÐÃειÖ	
ΜαθÇμαÓικºÖ	 αÍθρÐÏιÍεÖ	 εÏιÍο»σειÖ�	 Ο	 ρυθμ½Ö�	 λοιÏ½Í�	 είÍαι	 Óο	 ÏρÐÓο	 είÃοÖ	 μουσικ»Ö	 Ïου	 ÃÇμιο¿ρÆÇσε	 ο	
άÍθρÕÏοÖ�	Το	μουσικ½	μºÓρο�	Óο	οÏοίο	είÍαι	αÏαραίÓÇÓο	Æια	ÓÇÍ	εκÓºλεσÇ	εÍ½Ö	μουσικο¿	θºμαÓοÖ�	ÃÇλÐÍεÓαι	με	
ºÍα	κλάσμα	Ïου	καθορίÙει	ÓοÍ	ρυθμ½�	Σ»μερα	οι	Ã¿ο	αυÓºÖ	ºÍÍοιεÖ�	Óου	ρυθμο¿	και	Óου	αριθμο¿-κλάσμαÓοÖ�	
συÍυÏάρ×ουÍ	σÓοÍ	Óρ½Ïο	με	ÓοÍ	οÏοίο	ÆράφεÓαι	Ç	ΔυÓικ»	Μουσικ»�	ΑÖ	Ãο¿με	ºÍα	ÏαράÃειÆμα�	ΣÓο	σ×»μα	
φαίÍεÓαι	ºÍα	μºροÖ	εÍ½Ö	μουσικο¿	κομμαÓιο¿�	Η	×ροÍικ»	αÉία	Óου	ÏρÐÓου	και	Ãε¿Óερου	συμÁ½λου	είÍαι	�	και	
 

αÍÓίσÓοι×α�	εÍÐ	κάθε	ºÍα	αÏ½	Óα	σ¿μÁολα		�Í½ÓεÖ��	Ïου	είÍαι	εÍÕμºÍα	º×ουÍ	εÉ	ορισμο¿	αÉία	��	Το	κλάσμα	 44  
σÓÇÍ	αρ×»	καθορίÙει	ÏÕÖ	κάθε	μºÓρο�	κάθε	ÃιάσÓÇμα	ÃÇλαÃ»�	Óο	οÏοίο	Ïεριº×ει	μια	μουσικ»	φράσÇ�	ÏρºÏει	

Íα	Ïεριº×ει	σ¿μÁολα	�Í½ÓεÖ�	συÍολικ»Ö	αÉίαÖ	44 �	�ράÆμαÓι		�	�	
	�	�	��	 	
4
4 �	Με	αυÓ½	ÓοÍ	Óρ½Ïο	ο	αριθμ½Ö	

-κλάσμα	καθορίÙει	ÓοÍ	ρυθμ½	και	εÏιÓρºÏει	Íα	εκÓελείÓαι	ºÍα	μουσικ½	κομμάÓι	συÆ×ροÍισμºÍα	αÏ½	ÓουÖ	μουσικο¿Ö�

# �ρεÖ	ÏαρÓιÓο¿ρεÖ	αÏ½	ÓραÆο¿Ãια	με	ÃιαφορεÓικο¿Ö	ρυθμο¿Ö	και	ÆράÂε	Óα
	 κλάσμαÓα�Ïου	αÍÓισÓοι×ο¿Í	σÓουÖ	ρυθμο¿Ö	ÓÕÍ	ÓραÆουÃιÐÍ	αυÓÐÍ�

# ΑÍαÙ»ÓÇσε	 και	 ÁρεÖ	 ορισμºÍα	 ×αρακÓÇρισÓικά	 ÓραÆο¿Ãια	 με	 ÃιαφορεÓικο¿Ö	 ρυθμο¿Ö
	 και	 ÏροσÏάθÇσε	 Íα	 συσ×εÓίσειÖ	 Óα	 κλάσμαÓα�	 Ïου	 αÍÓισÓοι×ο¿Í	 σÓουÖ	 ρυθμο¿Ö	 αυÓο¿Ö�	
	 με	ÓÇÍ	οÍομασία	Óου	εκάσÓοÓε	συÆκεκριμºÍου	ρυθμο¿�
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Σ«ΕΔΙΟ	ΕΡΓΑΣΙΑΣ

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ
                                  ���¥¢   ���¢�                                              ���¥¢   ���¢�
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ
1. 2. ΣυμÏλ»ρÕσε

ÓοÍ	ÏίÍακα�
  �    �   1     � 
  �    �          �

 � 
 �
 � 
 2
1
 � 
 �

+
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­ÍαÖ	ÏεÙ½ÃρομοÖ	σÓρÐθÇκε	με	ÏλάκεÖ�	Τα	 �
�
	αÏ½	ÓιÖ	ÏλάκεÖ

είÍαι	×ρÕμαÓισÓºÖ�	ΑÏ½	ÓιÖ	×ρÕμαÓισÓºÖ	Óα	 2
�
	είÍαι	κ½κκιÍεÖ�

→		 �οιο	είÍαι	Óο	μºροÖ	½λου	Óου	ÏεÙ½Ãρομου	Ïου
	 	 καÓαλαμÁάÍουÍ	οι	κ½κκιÍεÖ	ÏλάκεÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
�πό τα παραπάνω μπορούμε να διατυπώσουμε τον ακόλουθο κανόνα:

 #	To γινόμενο δύο κλασµάτων είναι το
κλάσμα που έχει αριθμητή το γινόµενο 
των αριθµητών και παρονομαστή το 
γινόµενο των παρονοµαστών.

 #	To γινόμενο ενός φυσικού αριθµού επί
  ένα κλάσµα είναι το κλάσμα με αριθμητή 
  το γινόµενο του αριθµητή επί τον φυσικό 
  αριθµό και με τον ίδιο παρονομαστή.

! �ύο κλάσματα λέγονται αντίστροφα όταν έχουν γινόµενο 1.

 �πειδή γ
δ

!
δ
γ  1 τα κλάσματα γ

δ  
και δ

γ  
είναι αντίστροφα.

  #	,σχύουν όλες οι ιδιότητες του πολλαπλασιασµού
   των φυσικών αριθµών στα κλάσµατα.

Να	Áρεθεί	Óο	ÆιÍ½μεÍο�		 3
�  

! ��
6  

! 8
5

.

Λύση

 3

7
! 70
6

! 8
5  

= 3!70!8
7!6!5

 = 3!560
7!30

 = 1680
210  

= 8

 ΜÏορεί	Íα	Áρεθεί	Óο	ÆιÍ½μεÍο	με	Ïιο	αÏλ½	Óρ½Ïο�

Σε	ºÍα	σ×ολείο	με	���	μαθÇÓºÖ�	Óα		 5
9  
είÍαι	αÆ½ρια�	Να	ÁρειÖ	Ï½σα	αÆ½ρια	και	Ï½σα

κορίÓσια	º×ει	Óο	σ×ολείο�

Λύση

�φού τα αγόρια είναι τα �
9  

των μαθητών, θα είναι: 5
9

! 252 = 5 ! 252
9

= 1260
9

=140.

�πομένως, τα κορίτσια θα είναι: 252 – 140 = 112.

$.2.5.  Πολλαπλασιασµός κλασµάτων

5

7

3

7
! 5

4 =
3!5
7!4 =
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28

7! 3
5
=
7!3
5
=
21

5

5

7

2

3

λ!
α
β =

α
β

!λ=
α!λ
β

α
β

!
γ
δ =

α!γ
β!δ
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5
! 5
7
=
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�

�α�		 Για	Íα	ÏολλαÏλασιάσουμε	Ã¿ο	κλάσμαÓα	������������������������������������������������������������

	 	 �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�Á�		 Δ¿ο	αριθμοί	λºÆοÍÓαι	αÍÓίσÓροφοι�	½ÓαÍ	��������������������������������������������������������������

�Æ�		 Ο	αÍÓίσÓροφοÖ	Óου	αριθμο¿	κ	είÍαι	ο	������	Óου	 1
κ  
είÍαι	ο	�����	και	Óου	 κ

λ  
είÍαι	ο	�����

�Ã�		 Μ½Íο	ο	αριθμ½Ö	�����	ισο¿Óαι	με	ÓοÍ	αÍÓίσÓροφ½	Óου�

<Ïολ½Æισε	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α�	�	! 3
4
�			�Á�	�	! 1�

14
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�
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 ! 1��
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8
�			�Á� 8
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5
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9  
! 5

9
�			�Ã� 3

�  
! �

15
�

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�	

<Ïολ½Æισε	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α�	� 1
3  

! 3
�1
�			�Á�	� 1

5  
! � 1
�
�			�Æ�	� 1

8  
! 1��			�Ã�	1 �
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! 3
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Να	ÁρειÖ	ÓουÖ	αÍÓίσÓροφουÖ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	�α�	 4
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�	�Á�	���	�Æ�	 5

8
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3
�	�ε�	 ���

8
�	�σÓ�	1�

Ο	 ΚÐσÓαÖ	 »Ïιε	 Óα	 �
3  
αÏ½	 ºÍα	 μÏουκάλι�	 Ïου	 Ïεριεί×ε	 αÍαÂυκÓικ½	 ½Æκου	 1 1

�
	 Óου

λίÓρου�	�½σα	λίÓρα	αÍαÂυκÓικο¿	»Ïιε�
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

 #	Για να διαιρέσουµε δύο 
  φυσικούς αριθµούς αρκεί

να πολλαπλασιάσουµε τον 
διαιρετέο µε τον αντίστροφο 
του διαιρέτη.

 #	Για να διαιρέσουµε δύο
  κλάσµατα αρκεί να πολλαπλα-
  σιάσουµε τον διαιρετέο µε τον
  αντίστροφο του διαιρέτη.

! Ένα κλάσμα, του οποίου ένας
τουλάχιστον όρος του είναι κλάσμα, 
ονομάÙεται σύνθετο κλάσµα.

Να	ÆίÍουÍ	αÏλά	Óα	σ¿ÍθεÓα	κλάσμαÓα�	�α�	
�� 
3
1��9

�	�Á�	  4
9�8

�	�Æ�	
�� 
1�
5
�

Λύση

�α�
2� 
3

10�
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7

50  

Να	εκÓελεσÓο¿Í	οι	ÏράÉειÖ�	

3      1��	�	�1�					�
4     4��¯	�3     6

.
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Α.2.�.  Διαίρεση κλασµάτων
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Mετατροπή σύνθετου σε απλό
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Για	Íα	Ãιαιρºσουμε	Ã¿ο	κλάσμαÓα	������������������������������������������������������������������������
	 	 �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�Á�		 Σ¿ÍθεÓο	κλάσμα	λºÆεÓαι	Óο	κλάσμα�	Óου	οÏοίου	��������������������������������������������������
	 	 �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�	

ΑÍÓισÓοί×ισε	σε	κάθε	ÃιαίρεσÇ	Óο	σÕσÓ½	αÏοÓºλεσμα�	
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Σε	αρ×αία	ÁαÁυλÕÍιακά	μαθÇμαÓικά	κείμεÍα	Ïου	×ροÍολοÆο¿ÍÓαι	αÏ½	Óο	�1��	Ï�«�	ÏερίÏου�	
συÍαÍÓάμε	εÉÇκοÍÓαÃικά	κλάσμαÓα	με	ÏαροÍομασÓ»	Ã¿ÍαμÇ	Óου	���	Æια	Óα	οÏοία	υÏ»ρ×αÍ
ειÃικά	σφÇÍοειÃ»	σ¿μÁολα�

Οι	Βαβυλώνιοι	εί×αÍ	εÏίσÇÖ	ειÃικά	σ¿μÁολα	Æια	Óα	κλάσμαÓα	 1
�
�	 1

3  
και	 �

3
�

Οι	 Αιγύπτιοι�	 εÏίσÇÖ�	 ÆÍÕρίÙουÍ	 Íα	 ×ρÇσιμοÏοιο¿Í	 Óα	 λεÆ½μεÍα	 θεμελιÐÃÇ	 »	 αιÆυÏÓιακά	
κλάσμαÓα�	 ÃÇλαÃ»	 κλάσμαÓα	 με	 αριθμÇÓ»	 ÓÇ	 μοÍάÃα	 �κλασμαÓικºÖ	 μοÍάÃεÖ	 σÓÇ	 Ãικ»	 μαÖ	
ορολοÆία��	­Íα	θεμελιÐÃεÖ	κλάσμα	συμÁολίÙεÓαι	με	ÓοÍ	ÏαραÍομασÓ»	Óου�	ÏάÍÕ	σÓοÍ	οÏοίο	
υÏάρ×ει	ºÍα	ÃιακριÓικ½	σÇμείο�	Ï�×�	Óο	 1

5
	ÆράφεÓαι	ÕÖ	 	%�.

¸μÕÖ	εί×αÍ	ειÃικ½	συμÁολισμ½	Æια	Óα	κλάσμαÓα	 1
�
�	 1

3  
και	 �

3
�

ΑυÓ»	Ç	 ιÃιομορφία	Óου	συμÁολισμο¿	οφείλεÓαι	σÓÇ	ÃιαφορεÓικ»	ÏροºλευσÇ	ÓÕÍ	κλασμάÓÕÍ	
αυÓÐÍ�	Τα	κλάσμαÓα	αυÓά	ºλκουÍ	ÓÇÍ	καÓαÆÕÆ»	ÓουÖ	αÏ½	άμεσα	ÏρακÓικά	ÏροÁλ»μαÓα�	εÍÐ	
Óα	θεμελιÐÃÇ	κλάσμαÓα	ÏρºÏει	Íα	»ÓαÍ	ÏροÚ½Í	μαθÇμαÓικ»Ö	εÏεÉερÆασίαÖ�	¸λα	Óα	κλάσμαÓα	
Ïου	 ×ρÇσιμοÏοιο¿Í	 αÍάÆοÍÓαι	 σε	 αθροίσμαÓα	 θεμελιÕÃÐÍ	 κλασμάÓÕÍ�	 Η	 αÍαÆÕÆ»	 αυÓ»	
ÆιÍ½ÓαÍ	με	ÓÇ	Áο»θεια	ειÃικÐÍ	ÏιÍάκÕÍ�	­ÍαÖ	ÓºÓοιοÖ	ÏίÍακαÖ	υÏάρ×ει	σÓοÍ	πάπυρο του Ριντ 
�5KLQG��	μαθÇμαÓικ½	ºρÆο	ÓÕÍ	ΑιÆυÏÓίÕÍ�	Ïου	ÓοÏοθεÓείÓαι	Óουλά×ισÓοÍ	Óο	1���	Ï�«�

2	ÏίÍακαÖ	Ïεριº×ει	ÓÇÍ	αÍάλυσÇ	½λÕÍ	ÓÕÍ	κλασμάÓÕÍ	ÓÇÖ	μορφ»Ö	 �
Í  
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Αλλά	και	σÓοÍ	πάπυρο της Μόσχας,	Ïου	ÓοÏοθεÓείÓαι	σÓα	1���	Ï�«��	υÏάρ×ουÍ	ÏροÁλ»μαÓα	
Ïου	Ïεριº×ουÍ	κλάσμαÓα	και	ÏράÉειÖ	με	κλάσμαÓα	και	αριθμο¿Ö�	½ÏÕÖ	Æια	ÏαράÃειÆμα	±Óο	
1
3
Óου	�	είÍαι	�²�	Ïου	αÍαφºρεÓαι	σε	υÏολοÆισμ½	Óου	½Æκου	ÃεÃομºÍÇÖ	κ½λουρÇÖ	ÏυραμίÃαÖ�

Οι	Έλληνες	μαθÇμαÓικοί	ÃεÍ	αÍºÏÓυÉαÍ	κάÏοιο	Íºο	σ¿σÓÇμα	Æραφ»Ö	ÓÕÍ	κλασμάÓÕÍ�
«ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	Óα	θεμελιÐÃÇ	κλάσμαÓα	ÓÕÍ	ΑιÆυÏÓίÕÍ	και	Óα	εÉÇκοÍÓαÃικά	ÓÕÍ	�αÁυλÕÍίÕÍ�	
σε	 υÏολοÆισÓικά	 ÏροÁλ»μαÓα	 σÓα	 μαθÇμαÓικά	 και	 ÓÇÍ	 ασÓροÍομία�	 ΣÓουÖ	 ±άÁακεÖ²	 ÓÕÍ	
ΡÕμαίÕÍ	 και	 ÓÕÍ	 Ελλ»ÍÕÍ	 �Óα	 ÆÍÕσÓά	 αριθμÇÓάρια	 ÓÕÍ	 ÏρÐÓÕÍ	 ×ρ½ÍÕÍ	 Óου	 ÃÇμοÓικο¿��	
Áρίσκουμε	ειÃικ»	σÓ»λÇ	Æια	Óα	κλάσμαÓα	 1

�
�	 1

3  
και	 1

4
�

2ι	 Ινδοί	 μαθÇμαÓικοί�	 εÏίσÇÖ�	 ÆÍÐριÙαÍ	 και	 ×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	 Óα	 κλάσμαÓα	 και	 ÓιÖ	 ÏράÉειÖ	
ÓουÖ	αÏ½	Ïολ¿	Ïαλιά�	ΣÓα	ºρÆα	±ΣουλÁασο¿Óρα²�	μερικά	αÏ½	Óα	οÏοία	αÍάÆοÍÓαι	σÓο	���	Ï�«�	
»	και	Ïαλαι½Óερα�	×ρÇσιμοÏοιο¿ÍÓαι	Óα	θεμελιÐÃÇ	κλάσμαÓα	σÓοÍ	ÏροσεÆÆισÓικ½	υÏολοÆισμ½	
½ÆκÕÍ	»	εμÁαÃÐÍ�	Αλλά�	½ÓαÍ	ÃÇμιο¿ρÆÇσαÍ	Óο	ÃεκαÃικ½	ΙÍÃο-ΑραÁικ½	σ¿σÓÇμα	αρίθμÇσÇÖ�	
άρ×ισαÍ	Íα	×ρÇσιμοÏοιο¿Í	και	κλάσμαÓα	με	μορφ»	Ïολ¿	κοÍÓιÍ»	σÓÇ	Ãικ»	μαÖ�	­ÆραφαÍ	ÓοÍ	
αριθμÇÓ»	ÏάÍÕ	αÏ½	ÓοÍ	ÏαροÍομασÓ»�	αλλά�	×ÕρίÖ	ÓÇÍ	κλασμαÓικ»	Æραμμ»�	Æια	ÏαράÃειÆμα	
5
6  
αÍÓί	 5

6  
�	Τα	κλάσμαÓα	Éε×ÐριÙαÍ	Óο	ºÍα	αÏ½	Óο	άλλο	με	οριÙ½ÍÓιεÖ	και	κάθεÓεÖ	ÆραμμºÖ�

­Óσι�	Ï�×�	Óο	κλάσμα	 3
5  
Æραφ½ÓαÍ		& %3

5 &�
H πρόσθεση	συμÁολιÙ½ÓαÍ	με	ÓÇÍ	ÏαράθεσÇ	ÓÕÍ	κλασμάÓÕÍ	Óο	ºÍα	ÃίÏλα	σÓο	άλλο�

Για	ÓÇÍ	αφαίρεση	×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	μία	Óελεία	»	Óο	σ¿μÁολο	±+²	σÓα	ÃεÉιά�

Ï�×�	Ç	ºκφρασÇ	 9
1�  

¯	 �
15  

¯	 1
5  
Æραφ½ÓαÍ�	& %9

1� & '!�
15 &'1�5 &�

ΣÓα	μεικÓά	κλάσμαÓα	Ï�×�	� 1
4
�	Óο	ακºραιο	μºροÖ	Æραφ½ÓαÍ	ÏάÍÕ	αÏ½	Óο	κλάσμα� &

3
1
4 &�

7α	κλάσμαÓα	σÓουÖ	ΚινέÚους	εμφαÍίσÓÇκαÍ	σ×εÃ½Í	μαÙί	με	ÓουÖ	ακºραιουÖ	αριθμο¿Ö�	Τα	ÏρÐÓα	
κλάσμαÓα�	Ïου	×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ�	»ÓαÍ	Óο	 1

�
�	 1

3  
και	 �

3
�

ΣÓουÖ	 καÍ½ÍεÖ	 ÓÕÍ	 αριθμÇÓικÐÍ	 ÏράÉεÕÍ	 σÓουÖ	 ΚιÍºÙουÖ�	 σε	 αÍÓίθεσÇ	 με	 ÓουÖ	 άλλουÖ	
λαο¿Ö�	ÃεÍ	υÏ»ρ×ε	ÓίÏοÓα	Óο	ασυÍ»θισÓο�	¶ÃÇ	ÓοÍ	�ο	αιÐÍα	Ï�«�	οι	ΚιÍºÙοι	εί×αÍ	εÏεÉερÆασÓεί�	
εÏαρκÐÖ�	½λεÖ	ÓιÖ	ÏράÉειÖ	με	κλάσμαÓα�	ΤοÍ	�ο	αιÐÍα	μ�«�	οι	ΚιÍºÙοι�	Ïου	×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ�	
»ÃÇ�	 Óο	 ÃεκαÃικ½	 σ¿σÓÇμα�	 άρ×ισαÍ	 σÓÇÍ	 ουσία�	 Íα	 ×ρÇσιμοÏοιο¿Í	 ÃεκαÃικά	 κλάσμαÓα	 με	
μεÓρολοÆικ»	μορφ»�

Τα	 ÃεκαÃικά	 κλάσμαÓα	 εισάÆοÍÓαι	 σÓο	 ºρÆο	 Óου	 �ºρσÇ	 μαθÇμαÓικο¿	 Αλ-Κασί�	 ο	 οÏοίοÖ	
ερÆαÙ½ÓαÍ	σÓο	ΑσÓεροσκοÏείο	ÓÇÖ	ΣαμαρκάÍÃÇÖ�	ΑÍ	και	σÓο	Ïαρελθ½Í�	υÏ»ρÉαÍ	ÏροσÏάθειεÖ	
σÓοÍ	ΑραÁικ½	κ½σμο	Íα	εισα×θο¿Í	Óα	ÃεκαÃικά	κλάσμαÓα�	ÏρÐÓοÖ	ο	Αλ-Κασί	ÃιαÓυÏÐÍει	ÓουÖ	
Áασικο¿Ö	καÍ½ÍεÖ	ÓÕÍ	ÏράÉεÕÍ	και	ÓουÖ	Óρ½ÏουÖ	μεÓαÓροÏ»Ö	ÓÕÍ	εÉÇκοÍÓαÃικÐÍ	κλασμάÓÕÍ	
σε	ÃεκαÃικά	και	αÍÓίσÓροφα�

Η	είσοÃοÖ	ÓÕÍ	κλασμάÓÕÍ	σÓα	ΕυρÕÏαÚκά	μαθÇμαÓικά	αÍάÆεÓαι	σÓοÍ	�εοÍάρÃο	ÓÇÖ	�ίÙαÖ	
�1�����	εÍÐ	οι	½ροι	±αριθμÇÓ»Ö²	και	±ÏαροÍομασÓ»Ö²	αÏαÍÓÐÍÓαι	σÓοÍ	�λαÍο¿ÃÇ	�ÓºλÇ	1�ου	
αιÐÍα��

0(ΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	Τα	κλάσμαÓα	 - 53 -
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- 54 -	 0(ΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	Τα	κλάσμαÓα

A ν α κ ε φ α λ α ί ω σ η
ΚΛΑΣΜΑΤΑ κ

ν  ,  όπου κ και ν φυσικοί αριθμοί ,  ν≠0

2

3  
= 10
15

 τότε: 2 ! 15 = 3 ! 10

2

3  
= 2!5
3!5  

= 10
15  

και 10
15  

= 10 :5
15 :5  

= 2
3

7

12
 ανάγωγο αφού ΜΚΔ(7, 12) = 1

ομώνυμα  2
7

, 5
7     

ετερώνυμα  2
3

, 5
8

9
13  
> 5

13  
αφού 9 > 5

7

12
=
28

48  
και 5
16
=
15

48
. �πειδή 28

48
>
15

48
, άρα 7

12
>
5

16

13

9  
<
13

5  
αφού 9 > 5

1 4
5  

= 1+ 4
5  

= 5
5
+ 4
5  

= 9
5

7

5
! 10
14  

= 7!10
5!14  

= 70
70
=1

£σα ή ισοδύναμα: αν α
β

= γ
δ

 τότε α!δ β!γ

,σχύει: 
α
β = α!γ

β!γ  
και 

α
β = α:δ

β:δ

α
β

 ανάγωγο όταν ΜΚΔ(α,β) 1

ομώνυμα  α
β

, γ
β    

ετερώνυμα  α
β

, γ
δ

α
β  

> γ
β  

όταν α ! γ  

  
και

  
β
α  

< β
γ  

όταν α ! γ

¢ Μεικτός αποτελείται από έναν ακέραιο
και ένα κλάσµα μικρότερο της μονάδας.

α
β

, γ
δ

 είναι αντίστροφα  όταν α
β ! γ

δ  1

Π Ρ Ο Σ Θ Ε Σ Η

α
γ + β

γ = α � β
γ

7

5
+ 2

5
= 7+2

5
= 9
5   
και   7

4
+ 2

3
= 21

12
+ 8

12
= 29
12

Α Φ Α Ι Ρ Ε Σ Η

α
γ

– β
γ

= α ° β
γ

6

5
– 2

5  
= 6–2
5  

= 4
5   
και   7

4
– 2

3  
= 21
12
– 8

12  
= 13
12

ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ

α
β ! γ

δ = α ! γ
β ! δ   

και

    λ! α
β = λ ! α

β
3

7
! 5

4  
= 3!5
7!4  

= 15
28   

και   7! 3
5  

= 7!3
5  

= 21
5

Δ Ι Α Ι Ρ Ε Σ Η

α : β α! 1
β = α

β   
και

α
β : γ

δ = α
β !

δ
γ = α ! δ

β ! γ
5 : 4 = 5! 1

4  
= 5

4   
και   7

3
: 5

4  
= 7
3

! 4
5  

= 7!4
3!5  

= 28
15

Π ρ ά ξ ε ι ς  μ ε τ α ξ ύ  κ λ α σ μ ά τ ω ν

Μ Ε Τ Α Τ Ρ Ο Π Η  Σ Υ � Θ Ε Τ Ο Υ  Σ Ε  Α Π Λ Ο

α
β
γ
δ  

= α ! δ
β ! γ

7

3

5

4  

=
 
7!4
3!5  

=
 
28

15
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3 Ο

Κ
Ε
Φ
Α
Λ
Α
Ι
Ο

�.1. Δεκαδικά κλάσµατα � Δεκαδικοί αριθµοί � ΔιάταÊη δεκαδικών αριθµών �
 Στρογγυλοποίηση
 x �ετατρέπω ένα δεκαδικό κλάσμα σε δεκαδικό αριθμό και αντιστρόφως� ένα δεκαδικό
  αριθμό σε κλάσμα
 x �ατανοώ τους δεκαδικοÀς αριθμοÀς ως αποτέλεσμα μετρήσεων
 x Αναγνωρίζω την αξία των Ãηφίων ενός δεκαδικοÀ αριθμοÀ
 x ΑντιστοιØίζω τους δεκαδικοÀς αριθμοÀς με σημεία της ευθείας των αριθμών
 x Συγκρίνω δεκαδικοÀς αριθμοÀς
 x Στρογγυλοποιώ δεκαδικοÀς αριθμοÀς
 x �ατανοώ την έννοια του δεκαδικοÀ κλάσματος ως δεκαδικοÀ πηλίκου και γράφω 
  ένα δεκαδικό κλάσμα ως δεκαδικό αριθμό και ως ποσοστό

�.2. ΠράÊεις µε δεκαδικούς αριθµούς � Δυνάµεις µε βάση δεκαδικό αριθµό
 x Εκτελώ πράξεις με δεκαδικοÀς αριθμοÀς
 x �νωρίζω τις ιδιότητες των πράξεων και τις Øρησιμοποιώ στον υπολογισμό της τιμής
  αριθμητικών παραστάσεων
 x Υπολογίζω δυνάμεις με βάση δεκαδικό αριθμό
 x Εκτελώ τις πράξεις σε μια αριθμητική παράσταση με την προβλεπόμενη προτεραιότητα

�.�. «πολογισµοί µε τη βοήθεια υπολογιστή τσέπης
 x Εκτελώ πράξεις με δεκαδικοÀς αριθμοÀς με τη βοήθεια υπολογιστή τσέπης

�.�. Τυποποιηµένη µορφή µεγάλων αριθµών
 x �ράφω πολÀ ²μεγάλους³ αριθμοÀς σε τυποποιημένη μορφή

�.�. Μονάδες µέτρησης
 x �νωρίζω τις βασικές μονάδες μέτρησης μεγεθών και τη μετατροπή τους από τη
  μία στην άλλη

 Δεκαδικοί αριθµοί

ƊΡΑƙΟΣΘƊƒƌΣ Ο ƏΥΡƌƒΑΙΟΣ
(ƩƪƫƵƩ ƶƲư �Ʋ π.;. ƥƭƻưƥ)

ΜΕΡΟΣ Α!

21-0027 book.indb   55 16/1/2013   9:38:45 μμ



Ο	�λαμαÍÃ½Ö	μαθÇμαÓικ½Ö Σιµόν Στέβιν �6LPRQ	6WHYLQ�	1���	-	1����	ασ×ολ»θÇκε	με	Óα	ÃεκαÃικά	κλάσμαÓα	
και	ÓουÖ	ÃεκαÃικο¿Ö	αριθμο¿Ö�	Το	ºρÆο	±Ç	ÃεκάÓÇ²	�/D	GLVPH�	»ÓαÍ	μια	αÏ½	ÓιÖ	μεÆάλεÖ	συÍεισφορºÖ	σÓÇ	
ÁελÓίÕσÇ	ÓÇÖ	Óε×Íικ»Ö	ÓÕÍ	υÏολοÆισμÐÍ	και	σÓÇÍ	καθιºρÕσÇ	Óου	ΙÍÃοαραÁικο¿	συσÓ»μαÓοÖ	αρίθμÇσÇÖ�	ΤÇÍ	
ίÃια	 ×ροÍιά	ÃÇμοσιε¿ει	 ÓÇÍ	 ±ΑριθμÇÓικ»²	 Óου�	½Ïου	εισάÆει	 Óο	σ¿μÁολο	��� Æια	 Íα	υÏοÃÇλÐσει	 Óο	ακºραιο	
μºροÖ	 Óου	 αριθμο¿�	 Óο	 σ¿μÁολο	 k�	 Æια	 Óα	 ÃºκαÓα�	 Óο	 r�	 Æια	 Óα	 εκαÓοσÓά�	 κ�λÏ�	 	 Με	 αυÓ½	 ÓοÍ	 Óρ½Ïο	
συμÁολισμο¿	ο	ÃεκαÃικ½Ö	�����	Æραφ½ÓαÍ	����k�r�	ο	αριθμ½Ö	��1��	Æραφ½ÓαÍ	��1k�r�{	και	ο	αριθμ½Ö	
��	 Æραφ½ÓαÍ	 ����	Ο	 ÆÍÕσÓ½Ö	σ»μερα	συμÁολισμ½Ö	ÏροÓάθÇκε	αÏ½	 ÓοÍ John Napier σÓα	1���	ÏερίÏου�	

ΑυÓ½Ö	ÏρÐÓοÖ	×ρÇσιμοÏοίÇσε	Óο	κ½μμα	μεÓαÉ¿	Óου	ακºραιου	και	Óου	ÃεκαÃικο¿	μºρουÖ	εÍ½Ö	αριθμο¿�	Το	Íºο	σ¿σÓÇμα	
συμÁολισμο¿	εÏικράÓÇσε�	λ½ÆÕ	ÓÇÖ	συÍÓομίαÖ	σÓÇÍ	αÍαÏαράσÓασÇ	μεÆάλÕÍ	αριθμÐÍ	και	ÓÇÍ	ευκολία	σÓÇÍ	αÏομÍÇμ½ÍευσÇ	
και	εκÓºλεσÇ	Ãιαφ½ρÕÍ	ÏράÉεÕÍ�

Αν χωρίσουμε μια μονάδα σε 10 ίσα μέρη, τότε μπορούμε να πάρουμε κλάσματα της μονάδας 

όπως: 1
10

, 5
10

, 7
10

 κ.λπ. Τα κλάσματα αυτά είναι ομώνυμα, συγκρίνονται εύκολα και

εξυπηρετούν στις πράξεις και στις μετρήσεις. Ας τα προσεγγίσουμε με μερικές δραστηριότητες.

ΑÍ	 Áάλουμε	 σÓÇ	 ÙυÆαριά	 �	 σÓαθμά�	 θεÕρÐÍÓαÖ	 Óο
ºÍα	 αÏ½	 αυÓά	ÕÖ	 μοÍάÃα	 μºÓρÇσÇÖ�	 ÃιαÏισÓÐÍουμε	 ½Óι	 Ç	
μÏάλα	είÍαι	Áαρ¿ÓερÇ	και	αÍ	Áάλουμε	�	αÏ½	Óα	ίÃια�	½Óι	είÍαι	
ελαφρ½ÓερÇ�
→			 Τι	είÃουÖ	σÓαθμά	×ρειαÙ½μασÓε�	εκÓ½Ö	αÏ½	αυÓά	Ïου
	 	 ÃιαθºÓουμε�	 Æια	 Íα	 º×ουμε	 μεÆαλ¿ÓερÇ	 ακρίÁεια
	 	 σÓÇ	μºÓρÇσ»	μαÖ�
→			 Τι	μορφ»	θα	º×ει	ο	αριθμ½Ö�	Ïου	εκφράÙει	Óο	αÏοÓº-
	 	 λεσμα	ÓÇÖ	μºÓρÇσÇÖ	Óου	ÁάρουÖ	ÓÇÖ	μÏάλαÖ�

�ροσÏάθÇσε	Íα	μεÓρ»σειÖ	Óο	μ»κοÖ	Óου	θραÍίου	σου	με	μοÍάÃα	μºÓρÇσÇÖ�
�α�	Óο	μολ¿Áι	σου�	�Á�	ºÍα	σ×οιÍί	μ»κουÖ	εÍ½Ö	μºÓρου	και	�Æ�	με	ºÍα	μºÓρο�
→			 ΣÓÇÍ	 ÏροσÏάθειά	 σου�	 σÓιÖ	 ÓρειÖ	 ÃιαφορεÓικºÖ	 μεÓρ»σειÖ�	 Æια	 Íα	 ÃÐσειÖ	 ºÍα
	 	 αÏοÓºλεσμα	½σο	ÆίÍεÓαι	Ïιο	ακριÁºÖ�	Óι	είÃουÖ	ÏροÁλ»μαÓα	αÍÓιμεÓÕÏίÙειÖ�

ΑÍ	σου	 ÙÇÓÇθεί	 Íα	×ÕρίσειÖ	 Óο	 Óμ»μα	Α�	Ïου	º×ει	
μ»κοÖ	�	εκαÓοσÓά	σε	οκÓÐ	ίσα	μºρÇ�	Ï½σο	θα	είÍαι	
Óο	μ»κοÖ	Óου	κάθε	μºρουÖ	αÏ½	αυÓά�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
�πό τις προηγούμενες δραστηριότητες, γίνεται φανερό, ότι σε πολλές περιπτώσεις 
μετρήσεων οι φυσικοί αριθμοί δεν επαρκούν να εκφράσουν τα αποτελέσματα αυτών των 
μετρήσεων με ακρίβεια. �ι´ αυτό τον λόγο χρησιμοποιούμε τους δεκαδικούς αριθμούς.
! Δεκαδικό κλάσµα λέγεται
  το κλάσμα που έχει παρονο�

μαστή µια δύναµη του 10.

 " �άθε δεκαδικό κλάσµα γράφεται ως δεκαδικός αριθμός με
  τόσα δεκαδικά ψηφία όσα μηδενικά έχει ο παρονομαστής του.

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΔεκαÃικοί	αριθμοί

Α.3.1.   Δεκαδικά κλάσµατα - Δεκαδικοί αριθµοί - Διάταξη δεκαδικών αριθµών -
  Στρογγυλοποίηση

Α
�	εκαÓοσÓά

Β

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		�Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		�Ç

Τα κλάσματα 3
10

, 825
100

, 53
1000 

και 1004
10000  

έχουν   

παρονομαστές τους  φυσικούς αριθμούς 10, 100, 1.000 και 
10.000, που είναι δυνάμεις του 10: 101, 102, 103 και 104

π.χ. 0,3, 8,25, 0,053 και
0,1004 αντίστοιχα
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Γραφή, ανάγνωση και στρογγυλοποίηση δεκαδικών αριθµών

ΣÓοÍ	 ÃιÏλαÍ½	 ÏίÍακα	 υÏάρ×ουÍ	 Ãιάφοροι
ÃεκαÃικοί	αριθμοί�
→			 �ροσÏάθÇσε	 Íα	 ÓουÖ	 ÃιαÁάσειÖ	 και	 Íα
	 	 ÓουÖ	ÆράÂειÖ	ολοÆράφÕÖ�

→			 �οιοÖ	αÏ½	αυÓο¿Ö	είÍαι	ο	μεÆαλ¿ÓεροÖ
	 	 και	ÏοιοÖ	ο	μικρ½ÓεροÖ�

→			 �ροσÏάθÇσε	 Íα	 ÓουÖ	 ÓοÏοθεÓ»σειÖ	 σε
	 	 α¿Éουσα	σειρά�

→			 ΣÓροÆÆυλοÏοίÇσε	ÓουÖ	αριθμο¿Ö
	 	 �α�	σÓÇ	μοÍάÃα	και	�Á�	σÓο	εκαÓοσÓ½�

ΣÓοÍ	ÃεκαÃικ½	αριθμ½	#��	#�	λείÏουÍ	Ã¿ο	ÂÇφία	Óου�
→			 ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά	ºÓσι�	ÐσÓε	καÍºÍα	ÂÇφίο	Óου	αριθμο¿	Íα	μÇÍ	είÍαι	ίÃιο	με	άλλο�
→			 �ρεÖ	ÏοιοÖ	είÍαι	ο	μεÆαλ¿ÓεροÖ	»	ο	μικρ½ÓεροÖ	ÃεκαÃικ½Ö	Ïου	μÏορείÖ	Íα	ÆράÂειÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
$  �ε κάθε δεκαδικό αριθμό διακρίνουμε το ακέραιο µέρος και το δεκαδικό µέρος
  του. �υτά διαχωρίÙονται από την υποδιαστολή.

$  �το δεκαδικό μέρος οι τάξεις είναι τα δέκατα, τα εκατοστά, τα χιλιοστά, τα
  δεκάκις χιλιοστά, τα εκατοντάκις χιλιοστά, τα εκατομμυριοστά κ.λπ.
$  �το ακέραιο μέρος οι τάξεις είναι σε μονάδες, δεκάδες κ.λπ.

$  �έκα μονάδες μίας τάξης είναι μια μονάδα μεγαλύτερης τάξης.

$ �ν δύο δεκαδικοί αριθμοί έχουν διαφορετικό ακέραιο μέρος, με�
 γαλύτερος είναι εκείνος που έχει το μεγαλύτερο ακέραιο μέρος.

$ �ν δύο δεκαδικοί αριθμοί έχουν το ίδιο ακέραιο μέρος, συγκρίνουμε
 τα δεκαδικά τους μέρη, ένα προς ένα από αριστερά προς τα δεξιά και
  βρίσκουμε το πρώτο ψηφίο στο οποίο διαφέρουν. ¥ότε ο αριθμός με
 το μεγαλύτερο ψηφίο είναι ο μεγαλύτερος.

$ �ια να στρογγυλοποιήσουµε έναν δεκαδικό αριθμό:
 ¯ ΠροσδιορίÙουμε τη δεκαδική τάξη στην οποία θα γίνει η
  στρογγυλοποίηση.
 ¯ �ξετάÙουμε το ψηφίο της αμέσως μικρότερης τάξης.
 ¯ �ν αυτό είναι µικρότερο του 5, το ψηφίο αυτό και όλα τα
  ψηφία των μικρότερων τάξεων αντικαθίστανται από το μηδέν.
 ¯ �ν είναι µεγαλύτερο ή ίσο του 5, το ψηφίο αυτό και όλα τα
  ψηφία των μικρότερων τάξεων αντικαθίστανται από το μηδέν
  και το ψηφίο της τάξης στρογγυλοποίησης αυξάνεται κατά 1.

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΔεκαÃικοί	αριθμοί	 -	��	-

8,97453 < 9,432

105,3842 > 105,37896

 957,3842 Ò	957,384

 957,3842 Ò	 957,38

 957,3842 Ò		 957,4

 957,3842 Ò		 957

 957,3842 Ò	 960

 957,3842 Ò	1.000

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		�Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ		�Ç

 1 5 1 3 , 0 0 3
   2 7 , 1 8 0 6
    0 , 4 0 5 9 0 8
  9 5 0 , 4 2 0
 8 5 0 0 , 7
 1 5 4 5 , 8 6 4 5 2
 9 5 2 8 , 9
 9 8 0 1 , 5 1 3 3
 4 6 3 7 , 2 5 2
 1 5 1 3 , 0 0 4
 1 5 1 3 , 1
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Να	Æραφο¿Í	Óα	κλάσμαÓα	Ïου	ακολουθο¿Í�	ÕÖ	ÃεκαÃικοί	αριθμοί�	με	ÓÇÍ	εκÓºλεσÇ

ÓÕÍ	αÍÓισÓοί×ÕÍ	ÃιαιρºσεÕÍ�	�α�	 ��
�
	�	�Á�	 ��

�
	�	�Æ�	 ���

��
�

Λύση

�α�  20
4  

= 20 : 4 = 5

�β�  50
8  

= 50 : 8 = 6,25

�γ�  520
67  

= 520 : 67 = 7,76119.. .

�την περίπτωση αυτή το πηλίκο γράφεται με στρογγυλοποίηση στο 
δέκατο 7,8 ή στο εκατοστό 7,77 ή στο χιλιοστό 7,761 κ.λπ.

Να	Æραφο¿Í�	ÕÖ	κλάσμαÓα�	οι	ÃεκαÃικοί	αριθμοί�	�α�	����		 και		�Á�	������

Λύση

�α� 2,35 = 235
100      

�β� 0,348 = 348
1000

Να	Æραφο¿Í�	ÕÖ	ÃεκαÃικοί	αριθμοί�	Óα	κλάσμαÓα�	�α�	 �1�
1��

		και	 �Á�	 ���
1���

�

Λύση

�α� 314
100

 = 3,14    �β� 769
1000

 = 0,769 

Να	μεÓαÓραÏεί	Óο	κλάσμα	 1�
�
	σε	ÃεκαÃικ½	κλάσμα�

Λύση

�ρχικά, μετατρέπουμε το κλάσμα 10
8  

σε δεκαδικό αριθμό, εκτελώντας τη διαίρεση 

και έχουμε: 10
8

 = 1,25. ¢ δεκαδικός 1,25 μετατρέπεται σε δεκαδικό κλάσμα

1,25 = 125
100

.   ¬ρα 10
8

 = 125
100

.

Να	ÓοÏοθεÓÇθο¿Í	σÓÇÍ	ευθεία	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	οι	ÃεκαÃικοί	αριθμοί�	�α�	���		και		�Á�	1����

Λύση
�α�  �σχύει, ότι: 0 < 0,8 < 1. �ηλαδή, το τμήμα
  της ευθείας μεταξύ των φυσικών αριθμών
  0 και 1 πρέπει να χωριστεί σε 10 ίσα μέρη �ÃºκαÓα��

�β�  �πίσης, ισχύει: 1 < 1,35 < 2. �ηλαδή, το τμήμα της ευθείας μεταξύ των φυσικών
  αριθμών 1 και 2 πρέπει να χωριστεί σε 100 ίσα μέρη �εκατοστά�.

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΔεκαÃικοί	αριθμοί

50,00 8
 20     0,625
  40
   0 

520,000000   67
  510      7,76119. . .
   410
     80
     130
      630
        29
 . . .  

0,8

0 1 2 3 4 5 6

1 ,35

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ7$	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.

4.

5.
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ΓράÂε	ÕÖ	κλάσμαÓα	Óα	ÏÇλίκα	ÓÕÍ	ÃιαιρºσεÕÍ�	�α�	����	�Á�	��1��	�Æ�	������

�οια	ÃιαίρεσÇ	ÏαρισÓάÍει	καθºÍα	αÏ½	Óα	κλάσμαÓα�	�α�	 �
�1
�	�Á�	 1�

�
�	�Æ�	 ��

1��
�

ΓράÂε	 καθºÍα	 αÏ½	 Óα	 ÏαρακάÓÕ	 κλάσμαÓα�	ÕÖ	 ÃεκαÃικ½	 αριθμ½�	 �L�	 με	 ÏροσºÆÆισÇ

εκαÓοσÓο¿	και	�LL�	με	ÏροσºÆÆισÇ	×ιλιοσÓο¿�	�α�	 �
1�
�	�Á�	 �1

1�
�	�Æ�	 ��

��
�

ΓράÂε	ÕÖ	ÃεκαÃικ½	αριθμ½�	καθºÍα	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	ÃεκαÃικά	κλάσμαÓα�

�α�	 ��
1�
�		�Á�	 �

1��
�		�Æ�	 ����

1��
�		�Ã�	 1���

1���
�

ΓράÂε	ÕÖ	ÃεκαÃικ½	κλάσμα�	καθºÍαÍ	αÏ½	ÓουÖ	ÃεκαÃικο¿Ö	αριθμο¿Ö	Ïου	ακολουθο¿Í�	
�α�	����		�Á�	������		�Æ�	������

Να	ÁρειÖ	Óο	ÂÇφίο	ÓÕÍ	×ιλιοσÓÐÍ	και	ÓÕÍ	ÃεκάκιÖ	×ιλιοσÓÐÍ	σÓουÖ	ÏαρακάÓÕ	αριθμο¿Ö�	
�α�	�������		�Á�	��������		�Æ�	���������

7RÏοθºÓÇσε	Óο	καÓάλλÇλο	σ¿μÁολο	��	 	»	!�	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	
�α�	������	���	����1��			�Á�	����1�	���	�����1�				�Æ�	�����	���	�������

Να	σÓροÆÆυλοÏοι»σειÖ	ÓουÖ	ÏαρακάÓÕ	ÃεκαÃικο¿Ö	αριθμο¿Ö	σÓο	ÃºκαÓο�	εκαÓοσÓ½	και	
×ιλιοσÓ½�	�α�	���������	�Á�	��������	�Æ�	����1�	�Ã�	������	�ε�	��������

ΤοÏοθºÓÇσε	ÓουÖ	ÏαρακάÓÕ	ÃεκαÃικο¿Ö	αριθμο¿Ö	σÓÇÍ	ευθεία	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�
�α�	����		�Á�	����			�Æ�	����			�Ã�	����			�ε�	����			�σÓ�	����			�Ù�	����			�Ç�	1���			�θ�	��1�

ΣÓοÍ	 αριθμ½	 ���###	 λείÏουÍ	 Óα	 Óρία	 ÃεκαÃικά	 ÂÇφία	 Óου�	 Να	 συμÏλÇρÐσειÖ	 ÓοÍ	
αριθμ½	με	Óα	ÂÇφία	��	�	και	��	ºÓσι	ÐσÓε	κάθε	ÂÇφίο	Íα	ÆράφεÓαι	μία	μ½Íο	φορά�	Να	
ÆράÂειÖ	 ½λουÖ	 ÓουÖ	 ÃεκαÃικο¿Ö	 Ïου	 μÏορείÖ	 Íα	 ÁρειÖ	 και	 Íα	 ÓουÖ	 ÃιαÓάÉειÖ	 σε	
φθίÍουσα	σειρά�

Να	συμÏλÇρÐσειÖ	 Óο	ÂÇφίο	Ïου	λείÏει	σÓοÍ	αριθμ½	���#��	αÍ	ÆÍÕρίÙειÖ	½Óι�	½ÓαÍ	ο	
αριθμ½Ö	σÓροÆÆυλοÏοιείÓαι	σÓο	ÏλÇσιºσÓερο	ÃºκαÓο�	ÆίÍεÓαι	ίσοÖ	με	�����

ΑÍÓισÓοί×ισε	 κάθε	 ÃεκαÃικ½	 αριθμ½	 αÏ½	 ÓοÍ	 ÏρÐÓο	
ÏίÍακα	με	 Óο	ÃεκαÃικ½	 κλάσμα�	 Óου	οÏοίου	 είÍαι	 Óο	
ÏÇλίκο�	σÓοÍ	Ãε¿Óερο	ÏίÍακα�

$ÍÓισÓοί×ισε	 κάθε	 κλάσμα	 ÓÇÖ	 ÏρÐÓÇÖ	 σÓ»λÇÖ	 με	 Óο	
ισοÃ¿Íαμ½	 Óου	 ÓÇÖ	 Ãε¿ÓερÇÖ	 σÓ»λÇÖ	 και	 αυÓ½	 με	 ÓοÍ	
αÍÓίσÓοι×ο	ÃεκαÃικ½	ÓÇÖ	ÓρίÓÇÖ	σÓ»λÇÖ�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΔεκαÃικοί	αριθμοί	 -	��	-

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
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Στους δεκαδικούς οι πράξεις δεν παρουσιάζουν καμμιά ιδιαίτερη δυσκολία. Αρκεί, να προσέχουμε 
τη θέση της υποδιαστολής. Ας τις δούμε, όμως, πιο αναλυτικά.

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  � Πρόσθεση και η Αφαίρεση δεκαδικών

αριθμών γίνεται, όπως και στους φυσικούς 
αριθμούς.
Προσθέτουμε ή αφαιρούμε τα ψηφία της 
ίδιας τάξης, τοποθετώντας τους αριθμούς 
τον ένα κάτω από τον άλλο έτσι, ώστε οι 
υποδιαστολές να γράφονται στην ίδια στήλη.

! ¢ Πολλαπλασιασµός δεκαδικών αριθμών
γίνεται, όπως και των φυσικών αριθμών.

¥οποθετούμε στο αποτέλεσμα της πράξης την 
υποδιαστολή τόσες θέσεις από τα δεξιά προς 
τα αριστερά, όσα είναι συνολικά τα ψηφία στα 
δεκαδικά μέρη και των δύο παραγόντων.

! � Διαίρεση δεκαδικού αριθµού µε δεκαδικό
αριθµό γίνεται, όπως και η ευκλείδεια διαίρεση.

ΠολλαπλασιάÙουμε τον διαιρέτη και τον διαιρετέο 
με την κατάλληλη δύναμη του �� έτσι, ώστε ο 
διαιρέτης να γίνει φυσικός αριθμός.
¸ταν εξαντληθεί το ακέραιο μέρος του 
διαιρετέου, “κατεβάÙουμε” το µηδέν, ως πρώτο 
δεκαδικό ψηφίο από τον διαιρετέο και 
τοποθετούμε στο πηλίκο υποδιαστολή.

" ¸ταν πολλαπλασιάÙουμε με 0,1, 0,01, 0,001... ή
όταν διαιρούμε έναν δεκαδικό αριθμό με 10, 
100, 1000,... μεταφέρουμε την υποδιαστολή 
προς τα αριστερά µία, δύο, τρεις,... αντίστοιχα 
θέσεις.

" ¸ταν πολλαπλασιάÙουμε έναν δεκαδικό αριθμό
με 10, 100, 1000... μεταφέρουμε την 
υποδιαστολή του αριθμού προς τα δεξιά µία, 
δύο, τρεις, ... θέσεις αντίστοιχα.

- 60 -	 	 ΜΕΡΟΣ	Α! - Κεφάλαιο	�ο	-		ΔεκαÃικοί	αριθμοί

Α.3.2.  Πράξεις µε δεκαδικούς αριθµούς - Δυνάµεις µε βάση δεκαδικό αριθµό

    86 , 907  32
+132 ,76    + 14 ,085
  219 ,667  46 ,085

 54 , 452  18 ,31
– 15 , 905    – 7 , 952
  38,547   10,358

 15 , 82  �	ÃεκαÃικά	ÂÇφία  
;   2 ,3   1	ÃεκαÃικ½	ÂÇφίο  
  4 74 6
  31 6 4
  3 6,3 86   �	ÃεκαÃικά	ÂÇφία  

+ διαίρεση  534,28  : 3,178
γίνεται:        534280 : 3178

�ÏολλαÏλασιάσαμε	ÃιαιρεÓºο	και
ÃιαιρºÓÇ	με	Óο	1���	Æια	Íα	αÏαλείÂουμε	Óα
ÃεκαÃικά	ÂÇφία	και	αÏ½	ÓοÍ	ÃιαιρºÓÇ�

534280 , 0   3178
21648     168 , 1
 25800
   3760
    582

258!0,1 = 25,8 ή 258:10=25,8

8,45!0,01 =0,0845 ή 8,45:100=0,0845

12,45!0,001 =0,01245 ή

12,45:1.000=0,01245

 28,34 ! 10 = 283,4

 38,0945 ! 100 = 3809,45

 1,3245 ! 1000 = 1324,5

 0,009 ! 1000 = 9

055-070 kik.indd   60 23/1/2013   5:45:29 μμ



 $ ¢ι Δυνάµεις των δεκαδικών αριθμών έχουν
τις ιδιότητες των δυνάμεων των φυσικών 
αριθμών.

¥ο πλήθος των δεκαδικών ψηφίων, που έχει 
το αποτέλεσμα, προκύπτει από το πλήθος 
των δεκαδικών ψηφίων της βάσης επί τον 
εκθέτη της δύναμης.

Να	υÏολοÆίσειÖ	Óα	αθροίσμαÓα�	�α�	���1�	+	�����	+	��1��	�Á�	����	+	��1�	+	��1���	

Να	υÏολοÆίσειÖ	Óο	μ»κοÖ	ÓÇÖ
ÏεριμºÓρου	καθεÍ½Ö	αÏ½	Óα
οικ½ÏεÃα	Óου	ÃιÏλαÍο¿
σ×»μαÓοÖ�

Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	ÃιαφορºÖ�
�α�	1�����	¯	����1
�Á�	1�����	¯	1������	
�Æ�	�������	¯	1����1�

1α	κάÍειÖ	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ÃιαιρºσειÖ�	�α�	���	�	��	�Á�	�1�	�	��	�Æ�	���	�	��1�		�Ã�	�����	�	��

Να	κάÍειÖ	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�	�α�	���	! ��1	+	����	!1��				�Á�	���1	! ���1	+	���1�	! 1��

Να	κάÍειÖ	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�	�α�	���	�	��1	¯	��	�	1�										�Á�	����	�	�����1	¯		����	�	1����

+	ÏερίμεÓροÖ	εÍ½Ö	ÓεÓραÆÐÍου	είÍαι	�����	Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓÇÍ	Ïλευρά	Óου�

Η	ÏερίμεÓροÖ	εÍ½Ö	ισοσκελο¿Ö	ÓριÆÐÍου	είÍαι	������	ΑÍ	Ç	ÁάσÇ	Óου	είÍαι	1���, Ï½σο	
είÍαι	Ç	κάθε	μία	αÏ½	ÓιÖ	ίσεÖ	ÏλευρºÖ	Óου�

Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	αριθμÇÓικÐÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ�
�α�	��	! �	¯	�	+	�	! �				�Á�	�	!11	¯	�	+	���1	�	��

Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	ÃυÍάμειÖ�	�α�	��1�		�Á�	���1�		�Æ�	����		�Ã�	����		�ε�	����		�σÓ�	�����

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 Σ�ΣΤΟ			�Α�ΟΣ
�α�		 ����	+	����	+	1���	+	1����	 	�1	 	
�Á�		 �����1�	+	������	+	���1�	+	11��1	 	���	
�Æ�		 �	¯	�����	 	1�1��	
�Ã�		 ����1	¯	����1	 	����1	
�ε�		 �1���	!	�����1	¯	����1�	! 1���	 	�	
�σÓ�	 �����	! ���1	+	��11	�	1����	 	1	
�Ù�		 ����	+	���	! �	+	��	! ��1�	�	1��	 	���	 	

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΔεκαÃικοί	αριθμοί	 -	�1	-
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2
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2

=6,25 1x2=2

(1,25)
2

=1,25
2

=1,5625 2x2=4

(0,115)
2

=0,115
2

=0,013225 3x2=6

(1,5)
3

=1,5
3

=3,375 1x3=3

(0,15)
3

=0,15
3

=0,003375 2x3=6

(0,5)
4
=0,5

4
=0,0625 1x4=4

(0,15)
4
=0,15

4
=0,00050625 2x4=8
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Ο υπολογιστής τσέπης είναι ένα χρήσιμο εργαλείο για τη 
γρήγορη εκτέλεση πράξεων. Τα κομπιουτεράκια που υπάρχουν 
στο εμπόριο και χρησιμοποιούνται σήμερα είναι πολλών ειδών. 
Όλα όμως μπορούν να εκτελούν τις τέσσερις πράξεις της 
αριθμητικής. Οι βασικές πράξεις μεταξύ δύο αριθμών εκτελούνται 
με την απλή εισαγωγή σε σειρά των αριθμών και του συμβόλου 
της πράξης μεταξύ τους. Στην περίπτωση, που το αποτέλεσμα 
έχει πολλά ψηφία, η μορφή του παρουσιάζεται με μια προσέγγιση.

¥α σύμβολα για τις τέσσερις πράξεις είναι τα εξής: ,	 ,  και .

¥ο πάτημα του πλήκτρου  μας δίνει στην οθόνη του υπολογιστή το αποτέλεσμα της πράξης.

$ν ο υπολογιστής τσέπης διαθέτει βοηθητική μνήμη τότε υπάρχουν σ´ αυτόν τα πλήκτρα:

	
: εμφανίÙει στην οθόνη τον αριθμό που είναι τοποθετημένος στη μνήμη,

	
: σβήνει το περιεχόμενο της μνήμης και

	
: προσθέτει στον αριθμό που υπάρχει στη μνήμη το περιεχόμενο της οθόνης

	
: αφαιρεί από τον αριθμό που υπάρχει στη μνήμη το περιεχόμενο της οθόνης

Να	υÏολοÆισÓεί	Ç	Óιμ»	ÓÇÖ	αριθμÇÓικ»Ö	ÏαράσÓασÇÖ�
�1��������	! ��	! �	-	�1��	�	����	! ������1�1�	με	ÓÇ	×ρ»σÇ	υÏολοÆισÓ»	ÓσºÏÇÖ�
Λύση

 Προηγούνται οι πράξεις μέσα στις παρενθέσεις.

  1,5�
����

3   0,5  0,4  7  2,8�
   

3,3

 0,9   2    1,8  3,3   1,1  3 
   

4,8

 3,3   5  16,5   31,2  4,8  6,5 
   

10 

 �οια	αριθμÇÓικ»	ÏαράσÓασÇ	υÏολοÆίÙεÓαι�	με	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ÏράÉειÖ	Ïου	º×ουÍ	ÆίÍει
	 σÓο	κομÏιουÓεράκι	και	Ïοιο	είÍαι	Óο	Óελικ½	αÏοÓºλεσμα�

	 7,28  
 
5,2   0,4    ?   5,8   4,2  

   
"    

2,4    
 
7,1  

     
" 

 
5 

    
"  

     
0,1    

  
"    

2,03  
 
0,47 

    
" 

 
3,2 

   
"       

"      ?

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΔεκαÃικοί	αριθμοί

$.3.3. Υπολογισµοί µε τη βοήθεια υπολογιστή τσέπης

    128 ,35      59,003    187,353
 752   

  
38,498    713,502

 1520,39 
   

3,759   5715,14601
  859   

     
10,19  84,29833

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ
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→			 �ÐÖ	μÏορο¿Í	Íα	Æραφο¿Í	οι	ÏαρακάÓÕ	αριθμοί	ºÓσι�	ÐσÓε	Íα	ÃιαÁάÙοÍÓαι	με
	 	 συÍοÏÓικ½	και	καÓαÍοÇÓ½	Óρ½Ïο�
	 	 ¯	 Η	μάÙα	Óου	¶λιου	είÍαι� 1�83000000000000000000000000000 κιλά.
  ¯	 Η	μάÙα	ÓÇÖ	ΓÇÖ	είÍαι� 5�7�000000000000000000000	κιλά.

Από την παραπάνω δραστηριότητα βλέπουμε ότι υπάρχει αρκετή δυσκολία στη
γραφή πολύ μεγάλων αριθμών. Η δυσκολία αυτή μπορεί να ξεπεραστεί αν
χρησιμοποιήσουμε έναν άλλο τρόπο γραφής που λέγεται “τυποποιημένη μορφή”.

Μαθαίνουμε
!  Ένας μεγάλος αριθμός μπορεί να γραφεί στη μορφή α! 10ν, δηλαδή
  ως γινόμενο ενός αριθμού α επί μια δύναμη του 10. ¥η μορφή αυτή την ονομά�
  Ùουμε τυποποιηµένη. ¢ αριθμός α είναι ένας δεκαδικός αριθμός με ακέραιο
  ψηφίο µεγαλύτερο ή ίσο του 1 και µικρότερο του 10.

3.140.000.000.000.000.000 = 3,14 ! 1.000.000.000.000.000.000  = 3,14 ! 1018

 2.34.000.000.000.000.000 = 2,34 !  100.000.000.000.000.000 = 2,34 ! 1017

 (πίσης ο αριθμός 5,21 !   105 είναι η τυποποιημένη μορφή του αριθμού 521.000
 και ο αριθμός 2  !       103 είναι η τυποποιημένη μορφή του αριθμού 2.000.

Να	ÆράÂειÖ	ÓουÖ	ÏαρακάÓÕ	αριθμο¿Ö	σÓÇÍ	ÓυÏοÏοιÇμºÍÇ	μορφ»�
�α�	�������	�Á�	���������	�Æ�	���������	�Ã�	�������������	�ε�	�����	�σÓ�	���1�
�Ù�	��1����	�Ç�	�1���������	�θ�	1�1����	�ι�	��������

1α	ÆράÂειÖ	ÓÇ	ÃεκαÃικ»	μορφ»	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	
�α�	��1	! 1��	�Á�	�����	! 1��	�Æ�	����	! 1��	�Ã�	���	! 1��	�ε�	���	! 1���

ΑÍαÙ»ÓÇσε	καÓάλλÇλεÖ	ÏÇÆºÖ	Æια	Íα	αÏαÍÓ»σειÖ	σÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ερÕÓ»σειÖ�
¯	 �½σα	×ιλι½μεÓρα	είÍαι	ºÍα	ºÓοÖ	φÕÓ½Ö�
¯	 �½σα	ερυθρά	αιμοσφαίρια	υÏάρ×ουÍ	σ´	ºÍαÍ	υÆι»	άÍθρÕÏο�
¯	 �½σα	×ιλι½μεÓρα	αÏº×ει	αÏ½	ÓÇ	ΓÇ	Ç	Σελ»ÍÇ�
¯	 �½σÇ	είÍαι	Ç	ακÓίÍα	ÓÇÖ	ΓÇÖ�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΔεκαÃικοί	αριθμοί	 -	��	-

Α.3.4. 7υποποιηµένη µορφή µεγάλων αριθµών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΗ
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Η φιλοδοξία δεν είναι εύκολο να μετρηθεί. Ούτε ο φόβος. Υπάρχουν όμως πράγματα που μπορούν να 
μετρηθούν, όπως π.χ. το μήκος, το βάρος, ο χρόνος. Για να τα μετρήσουμε χρειαζόμαστε για το καθένα 
μια μονάδα μέτρησης. Αλλά κι αυτό δεν φτάνει, διότι δεν είναι όλα τα μεγέθη ακέραια πολλαπλάσια 
της μονάδας. Θα πρέπει, λοιπόν, να δημιουργήσουμε και υποδιαιρέσεις της μονάδας. Έτσι θα είμαστε 
πιο ακριβείς στις μετρήσεις μας. Ας προχωρήσουμε τώρα με μια δραστηριότητα που μετράει τις 
δραστηριότητες του Γιάννη που δεν πέρασε καθόλου άσκημα το πρωί της Κυριακής.

Ο	ΓιάÍÍÇÖ	É¿ÏÍÇσε	ÓÇÍ	Κυριακ»	Óο	ÏρÕί�	σÓιÖ	οκÓÐ	και	ÓºÓαρÓο	και	ÕÖ	ÓιÖ	ºÍÓεκα	και	
μισ»	ºÏαιÙε�	ΑÏ½	ÓιÖ	ºÍÓεκα	και	μισ»�	ÕÖ	ÓιÖ	ÃÐÃεκα�	είÃε	ÓÇλε½ρασÇ�

→			 �½σο	×ρ½Íο	Ïºρασε	σε	κάθε	ÃρασÓÇρι½ÓÇÓά	Óου�
	 	 α�	Με	μοÍάÃα	μºÓρÇσÇÖ	ÓÇÍ	Ðρα�
	 	 Á�	Με	μοÍάÃα	μºÓρÇσÇÖ	Óο	ÓºÓαρÓο�
	 	 Æ�	Με	μοÍάÃα	μºÓρÇσÇÖ	Óο	ÏεÍÓάλεÏÓο�
	 	 Ã�	Με	μοÍάÃα	μºÓρÇσÇÖ	Óο	λεÏÓ½�
	 	 ε�	 Με	μοÍάÃα	μºÓρÇσÇÖ	Óο	ÃευÓερ½λεÏÓο�
→			 7ι	ÏαραÓÇρείÖ�	�ÐÖ	σ×εÓίÙοÍÓαι	 μεÓαÉ¿	 ÓουÖ	οι	 μεÓρ»σειÖ	 Óου	 κάθε	 ×ροÍικο¿
	 	 ÃιασÓ»μαÓοÖ	με	ÃιαφορεÓικºÖ	μοÍάÃεÖ	μºÓρÇσÇÖ	Óου	×ρ½Íου�

Η	μάÙα	Óου	κυÏºλλου	Óου	σ×»μαÓοÖ	Íα	μεÓρÇθεί	με	μοÍάÃα	
μºÓρÇσÇÖ	Óα	��J�	Óα	1��J�	Óα	���J	και	Óο	1.J�

→			 Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

�ροσÏάθÇσε	Íα	μεÓρ»σειÖ	Óα	Α�	�	και	Γ�	με	ÁάσÇ�	ÓιÖ
ÓºσσεριÖ	ÃιαφορεÓικºÖ	μοÍάÃεÖ	μºÓρÇσÇÖ	α�	Á�	Æ	και	Ã�	
�πό τη μέτρηση θα έχουμε τα παρακάτω αποτελέσματα:
A = 16 α, Α = 8 β,   Α = 4 γ,  Α = 8

3
δ

� = 18 α, � = 9 β,   � = 4,5 γ, � = 3 δ

Γ =   4 α, Γ = 2 β,   Γ = 1 γ,  Γ = 2
3

δ

Παρατηρούμε ότι ο αριθμός που εκφράÙει το εμβαδόν 
μιας επίπεδης επιφάνειας εξαρτάται από τη μονάδα 
μέτρησης που χρησιμοποιούμε.

�ρεÖ	ÓοÍ	½Æκο	Óου	σ×»μαÓοÖ	με	μοÍάÃα		
μºÓρÇσÇÖ	ÓουÖ	½ÆκουÖ	α�	Á	και	Æ�
¢ όγκος του σχήματος θα είναι 
αντίστοιχα: 56α, 28β, 8γ.
Παρατηρούμε, ότι ο αριθμός που εκφράÙει τον όγκο ενός στερεού εξαρτάται από τη μονάδα 
μέτρησης που χρησιμοποιούμε.

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΔεκαÃικοί	αριθμοί

Α.3.5. Μονάδες µέτρησης

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

1 NJ 500 J 100 J 50J

α γ δ

β �

Α Γ

1.

2.
α β

γ

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
0ονάδες µέτρησης µήκους

!  � βασική μονάδα μήκους είναι το µέτρR �συμβολίÙεται με m�.
  <ποδιαιρέσεις του μέτρου:

 ¯  1 δεκατόµετρο ή παλάµη (GP)

 ¯  1 εκατοστόµετρο ή πόντος (FP)

 ¯  1 χιλιοστόµετρο ή χιλιοστό (PP)
 Πολλαπλάσιο του μέτρου:

 ¯   1 χιλιόµετρο (.P)

! �τη ναυσιπλοÜα, ως μονάδα μέτρησης μήκους, 
 χρησιμοποιούμε το ναυτικό µίλι.

0ονάδες µέτρησης εµβαδού
! � βασική μονάδα μέτρησης εμβαδού είναι το τετραγωνικό µέτρο �συμβολίÙεται με m2� 
 που είναι η επιφάνεια ενός τετραγώνου με πλευρά ένα μέτρο.

<ποδιαιρέσεις του τετραγωνικού μέτρου:

¯  1 τετραγωνικό δεκατόµετρο (GP2)

°  1 τετραγωνικό εκατοστόµετρο (FP2)

°  1 τετραγωνικό χιλιοστόµετρο (PP2)

! �την �λλάδα, ως μονάδα επιφάνειας,
 χρησιμοποιούμε το στρέµµα.

0ονάδες µέτρησης όγκου
! � βασική μονάδα μέτρησης όγκου είναι το κυβικό µέτρο �συμβολίÙεται με m3� που 
 είναι ο όγκος ενός κύβου, ακμής ενός μέτρου. ªποδιαιρέσεις του κυβικού μέτρου:

¯  1 κυβικό δεκατόµετρο (GP3)

°  1 κυβικό εκατοστόµετρο (FP3)

°  1 κυβικό χιλιοστόµετρο (PP3)

! ¥ο GP3 ονομάÙεται και λίτρο (OW) και
 συνήθως χρησιμοποιείται για τη
 μέτρηση όγκου υγρών.

! To FP3 λέγεται και χιλιοστόλιτρο (PO).

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΔεκαÃικοί	αριθμοί	 -	��	-

1 GP2 = 
1

100  
m2   0,01 P2

1 FP2 =
1

10.000  
m2   0,0001 P2

1 PP2 =
1

1.000.000  
m2   0,000001 P2

      1 .P2   1.000.000 P2   106 m2

1 στρέµµα   1.000 P2

1 GP3 = 
1

1.000  
m3   0,001 P3

1 FP3 =
1

1.000.000  
m3   0,000001 P3

1 PP3 =
1

1.000.000.000  
m3  0,000000001 P3

1 OW   1 GP3   0,001 P3

1 PO 0,001 OW  1 FP3 0,000001 P3

1 GP   1
10  

P   0,1 P

1 FP   1
100  

P   0,01 P

1 PP   1
1.000  

P   0,001 P

1 .P   1.000 P

1 ναυτικό µίλι   1.852 P
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0ονάδες µέτρησης χρόνου
! � μονάδα μέτρησης του χρόνου είναι το δευτερόλεπτο �συμβολίÙεται με s�

Πολλαπλάσια:
° 1 λεπτό (PLQ)          �0 V
° 1 ώρα (K)        �0 PLQ   3.�00 V
° 1 ηµέρα     24K     1.440 PLQ   8�.400 V

0ονάδες µέτρησης µάÚας
! � βασική μονάδα μέτρησης μάÙας είναι το χιλιόγραµµο ή κιλό �συμβολίÙεται με ΚJ�

ªποδιαιρέσεις του κιλού:
° 1 γραµµάριο (J)   1 J   0,001  .J
° 1 χιλιοστόγραµµο(PJ) 1PJ   0,001 J   0,000001  .J

Πολλαπλάσιο του κιλού:
° 1 τόνος (W) 1 W     1.000  .J 

1α	εκφρασÓεί	Óο	μ»κοÖ	ÓÕÍ	���������	P�	σε	½λεÖ	ÓιÖ	υÏοÃιαιρºσειÖ	Óου	P�

Λύση
�ια τις μετατροπές από μία μονάδα σε άλλη, φτιάχνουμε μια ²σκάλα³, που για να την 
²ανέβουµε³, πρέπει από κάθε σκαλοπάτι στο επόμενο, να διαιρούµε µε το 10, ενώ για 
να την ²κατέβουµε³, πρέπει να πολλαπλασιάσουµε µε το 10.

2754,389 m         P
  

2754,389 m
�����: 10        ��: 10         !10⇓� � �����! 10⇓

27543,89 GP             GP
  

27543,89 GP
�����: 10         ��: 10   !10⇓�� � ����! 10⇓

275438,9 FP              FP
   

275438,9 FP
�����: 10               ��: 10      !10⇓� � � �����! 10⇓

2754389 mm                  PP
    

2754389 mm
���

+	εÏιφάÍεια	εÍ½Ö	κ¿Áου	º×ει	εμÁαÃ½Í	��FP��	Να	Áρεθεί	ο	½ÆκοÖ	Óου�

Λύση
�πειδή ο κύβος έχει � έδρες, η κάθε έδρα του θα έχει εμβαδόν 96 FP2 : 6 = 16 FP2.
$λλά είναι 16 FP2 = 4 FP ! 4 FP = (4 FP)2, άρα, η ακμή του κύβου είναι � FP.
(πομένως, ο όγκος του κύβου είναι: (4 FP)3 = 4 FP ! 4 FP ! 4 FP = 64 FP3

0ια	 αμαÉοσÓοι×ία	 ÃιαÍ¿ει	 ÓÇÍ	 αÏ½σÓασÇ	 Αθ»ÍαÖ	 -	
�¿ρÆου	σε	�	ÐρεÖ	και	��	λεÏÓά�
ΑÍ	Ç	αμαÉοσÓοι×ία	 ÉεκιÍά	αÏ½	 ÓÇÍ	Αθ»Íα	σÓιÖ	��1�	
Ï�μ�	Óο	ÏρÕί�	Ïοια	Ðρα	θα	φÓάσει	σÓοÍ	�¿ρÆο�

Λύση
� αμαξοστοιχία θα φτάσει στις 9K 10PLQ + 4K 57PLQ = 13K 67PLQ = 14K 7PLQ,
δηλαδή, θα φτάσει στον Πύργο στις �:�� μ.μ., μετά το μεσημέρι.

-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΔεκαÃικοί	αριθμοί

1.

2.

3.

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ
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Να	Áρεθεί	Ç	ÏερίμεÓροÖ	Óου	σ×»μαÓοÖ�	�α�	σε	μºÓρα�	�Á�	σε	εκαÓοσÓά	και
�Æ�	σε	×ιλι½μεÓρα�

Λύση
�α�  � περίμετρος σε μέτρα είναι ίση με το άθροισμα
  των μηκών των πλευρών του, δηλαδή:
  26,6 P + 23,5 P + 22,17 P + 38,53 P = 111,8 P.
�β�  �ίναι: 111,8 P = 111,8 P ! 0,001 = 0,1118 KP
�γ�  �πίσης, είναι: 111,8 P ! 100 = 11.180 FP

Μια	ÃεÉαμεÍ»	Íερο¿	Óρ¿ÏÇσε	και	×¿ÍοÍÓαι	�	σÓαÆ½ÍεÖ	κάθε	ÃευÓερ½λεÏÓο�	ΑÍ	οι	��	
σÓαÆ½ÍεÖ	 º×ουÍ	 μάÙα	 1��	 J�	 Íα	 Áρεθεί	 Ç	 μάÙα	 Óου	 Íερο¿	 Ïου	 ×άÍεÓαι	 κάθε	 Ðρα�
σε	κιλά�

Λύση
�άθε δευτερόλεπτο χύνονται � σταγόνες νερού, άρα σε 1K = 3.600V θα χυθούν:
3.600 ! 2 = 7.200 σταγόνες νερού.
�υτές θα έχουν μάÙα: (7.200 : 25) ! 1,5 J = 288 ! 1,5 J = 432 J = 0,432 KJ.

1α	συμÏλÇρÐσειÖ	Óα	κεÍά�	�α�	��	GP	 	�������FP�				�Á�	��1	P	 	�������ΚP�
�Æ�	�����	FP	 	�������P�				�Ã�	����	.P	 	�������PP�				�ε�	����	PP	 	�������FP�

­Íα	 ορθοÆÐÍιο	 ÏαραλλÇλεÏίÏεÃο	 º×ει	 ακμºÖ	 μ»κουÖ	 α ��1	 P�	 Á ���	 P	 και	 Æ ���	 P�
1α	υÏολοÆίσειÖ	Óο	μ»κοÖ	ÓÕÍ	ακμÐÍ	Óου	σε	PP	και	Íα	Óο	ÆράÂειÖ	σε	ÓυÏοÏοιÇμºÍÇ	μορφ»�

ΓράÂε	Óα	ÏαρακάÓÕ	μ»κÇ	σε	α¿Éουσα	σειρά�	���	P�	�����	.P�	���	FP�	���	GP�

­Íα	ορθοÆÐÍιο	ÏαραλλÇλ½Æραμμο	º×ει	ÃιασÓάσειÖ	ÏλευρÐÍ	α ��	FP	και	Á ��	FP�	
1α	ÁρειÖ	Óο	εμÁαÃ½Í	Óου�	σε	FP�	και	σε	PP��

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά�
�α�	��	.P� �������P��	�Á�	�����	σÓρºμμαÓα �������P��	�Æ�	���	σÓρºμμαÓα �������P��

­Íα	οικ½ÏεÃο	º×ει	σ×»μα	ÓεÓραÆÐÍου	με	Ïλευρά	�1�	P�	Να	υÏολοÆίσειÖ	Óο	εμÁαÃ½Í	
Óου	σε	P�	και	σε	σÓρºμμαÓα�

Μια	αυλ»�	σ×»μαÓοÖ	ορθοÆÕÍίου	ÏαραλλÇλοÆράμμου�	º×ει	ÃιασÓάσειÖ	�	P	και	���	P�	�ºλουμε	
Íα	ÓÇ	σÓρÐσουμε�	με	ÓεÓράÆÕÍεÖ	ÏλάκεÖ�	ÏλευράÖ	��	FP��½σεÖ	ÏλάκεÖ	θα	×ρειασÓο¿με�

Ο	½ÆκοÖ	εÍ½Ö	σÓερεο¿	είÍαι	1�	GP�	��	FP��	Να	ÁρειÖ	ÓοÍ	½Æκο	Óου	σÓερεο¿	σε	FP��	P�	και	PP��

­ÍαÖ	οιÍοÏαραÆÕÆ½Ö	º×ει	αÏοθÇκε¿σει	Óο	κρασί	Óου	σε	�	ίσεÖ	ÃεÉαμεÍºÖ�	σ×»μαÓοÖ	
ορθοÆÕÍίου	ÏαραλλÇλεÏιÏºÃου�	με	ÃιασÓάσειÖ	�	P�	�	P	και	�	P�
$Í	Ïουλ»σει	Óο	κρασί	Óου	ÏροÖ	�Q	Óο	λίÓρο�	Ï½σα	×ρ»μαÓα	θα	εισÏράÉει�

Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓοÍ	×ρ½Íο�	αÏ½	ÓιÖ	�K	1�PLQ	Óο	ÏρÕί�	ÕÖ	ÓιÖ	�K	��PLQ	Óο	αÏ½Æευμα�

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά�	�α�	�K	��PLQ �������PLQ �������V�	�Á�	�K	1�PLQ ������PLQ �������V�
�Æ�	�K	��PLQ	��V �������PLQ �������V�	�Ã�	��PLQ	��V �������PLQ �������V�

Να	υÏολοÆίσειÖ�	�α�	Óο	 1
1�

 ÓÇÖ	ÐραÖ�	�Á�	Óο	 1
�  
ÓÇÖ	ÐραÖ�	�Æ�	Óο	 1

�  
ÓÇÖ	ÐραÖ�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΔεκαÃικοί	αριθμοί	 -	��	-
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ΔιαθºÓουμε	σÓαθμά	ÓÕÍ	��	J�	���	J	και	Ã¿ο	σÓαθμά	Óου	1	ΚJ�	�ÐÖ	θα	ÙυÆίσουμε
ºÍα	ÁάροÖ	�α�	�	ΚJ	και	���	J	και	�Á�	�	ΚJ	και	���	J�

�ÐÖ	θα	ÙυÆίσουμε	�α�	ºÍα	σÐμα	μάÙαÖ	�	.J�	με	σÓαθμά	ÓÕÍ	�	.J�	�	.J	και	1	.J
�Á�	ºÍα	σÐμα	μάÙαÖ	�	.J�	με	σÓαθμά		1�	ΚJ�	�	.J	και	1	.J�	

ΔιαθºÓουμε	 Óρία	 Ãο×εία	Ïου	 ×ÕράÍε	 �	 OW�	 ���	 OW	 και	 ��1	 OW�	�ÐÖ	θα	μεÓρ»σουμε	 ºÍα
υÆρ½�	½Æκου	�α�	�	OW�	�Á�	���	OW�	�Æ�	���	OW�

Σε	μια	ÏολυκαÓοικία	θºλουÍ	Íα	καÓασκευάσουÍ	μια	ÃεÉαμεÍ»	Ïου	Íα	×Õράει	�	W	ÏεÓρºλαιο	
και	Íα	º×ει	μ»κοÖ	���	P	και	ÏλάÓοÖ	1	P�	ΑÍ	ÆÍÕρίÙειÖ	½Óι	ο	1	W	ÏεÓρελαίου	º×ει	½Æκο	1���	OW�	
υÏολ½Æισε	Óο	¿ÂοÖ	ÓÇÖ	ÃεÉαμεÍ»Ö	και	Ï½σα	OW	ÏεÓρελαίου	αÍÓισÓοι×ο¿Í	σε	κάθε	FP	¿ÂουÖ�

Μια	 ÃεÉαμεÍ»	 º×ει	 σ×»μα	 ορθοÆÕÍίου	 ÏαραλλÇλεÏιÏºÃου	 με	 ¿ÂοÖ	 1��	 P	 και	 ÁάσÇ
ÓεÓράÆÕÍο	ÏλευράÖ	��	FP�	Μια	αÍÓλία	αÃειάÙει	αÏ½	ÓÇÍ	ÃεÉαμεÍ»	�	OW	Óο	λεÏÓ½�
Να	Áρεθεί�	�α�	σε	Ï½σο	×ρ½Íο	Ç	σÓάθμÇ	Óου	Íερο¿	θα	καÓºÁει	καÓά	1�	FP�	�Á�	σε	Ï½σο	
×ρ½Íο	θα	αÃειάσει	Ç	ÃεÉαμεÍ»	και	�Æ�	Ï½σο	θα	καÓºÁει	Ç	σÓάθμÇ	Óου	Íερο¿	σε	μισ»	Ðρα�

­ÍαÖ	ÏοÃÇλάÓÇÖ	Ãι»Íυσε	μια	αÏ½σÓασÇ	σε	×ρ½Íο	1K	1�	PLQ�
εÍÐ	 ºÍαÖ	 Ãε¿ÓεροÖ	 Ãι»Íυσε	 ÓÇÍ	 ίÃια	 αÏ½σÓασÇ	 σε	 ×ρ½Íο
1K	 ��PLQ�	 �α�	 �οιο	 μºροÖ	 Óου	 ×ρ½Íου	 Óου	 Ãε¿Óερου	 είÍαι	 ο
×ρ½ÍοÖ	Óου	ÏρÐÓου	ÏοÃÇλάÓÇ�	�Á�	�οιο	μºροÖ	Óου	×ρ½Íου	Óου	
ÏρÐÓου	είÍαι	ο	×ρ½ÍοÖ	Óου	Ãε¿Óερου	ÏοÃÇλάÓÇ�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Ο	άÍθρÕÏοÖ	αÏ½	Óα	ÏρÐÓα	Óου	Á»μαÓα�	φαίÍεÓαι	Íα	αÍαÙ»ÓÇσε	Óρ½ÏουÖ	σ¿ÆκρισÇÖ	μεÆεθÐÍ	½ÏÕÖ	
είÍαι	Óο	μ»κοÖ�	Ç	εÏιφάÍεια�	ο	½ÆκοÖ�	ο	×ρ½ÍοÖ	και	Óο	ÁάροÖ	»	Ç	μάÙα	ÓÕÍ	Ãιαφ½ρÕÍ	αÍÓικειμºÍÕÍ	Ïου	
×ρÇσιμοÏοιο¿σε�	αÍÓάλλασσε�	εμÏορευ½ÓαÍ	κ�λÏ�
Οι	αÍθρÐÏιÍεÖ	εÏιλοÆºÖ	Æια	ÓοÍ	καθορισμ½	ÓÕÍ	±μºÓρÕÍ	και	σÓαθμÐÍ²	εί×αÍ	αÍºκαθεÍ	και	κοιÍÕÍικ½�	
ÏολιÓισÓικ½�	οικοÍομικ½�	ισÓορικ½�	εÏισÓÇμοÍικ½	αλλά	και	ÏολιÓικ½	×αρακÓ»ρα�
"	 	�ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	και	Íα	καÓαÆράÂειÖ	�σε	ºÍαÍ	σ×εÓικ½	ÏίÍακα�	Óα	±μºÓρα	και	σÓαθμά²Æια	Óα	

Áασικά	 μεÆºθÇ	 �μ»κοÖ�	 εÏιφάÍεια�	 ½ÆκοÖ�	 ×ρ½ÍοÖ	 και	 ÁάροÖ�	 Ïου	 ×ρÇσιμοÏοι»θÇκαÍ	 αÏ½	 Óο	
����	Ï�«�	μº×ρι	σ»μερα�	αÏ½	ÃιάφορουÖ	λαο¿Ö	 �ΑιÆ¿ÏÓιουÖ�	�αÁυλÐÍιουÖ�	 ΙÍÃο¿Ö�	ΚιÍºÙουÖ�	
Αρ×αίουÖ	­λλÇÍεÖ�	ΡÕμαίουÖ�	¬ÆÆλουÖ�	ΓάλλουÖ�	ΟλλαÍÃο¿Ö�	ΑμερικάÍουÖ�	ΕυρÕÏαίουÖ	και	
ΝεοºλλÇÍεÖ��	Óα	οÏοία	ÃιαÓÇρ»θÇκαÍ	Æια	μεÆάλο	×ροÍικ½	ÃιάσÓÇμα�	ÐσÓε	Íα	είÍαι	άÉια	λ½Æου	Æια	
Íα	αÍαφερθο¿Í�

"	 �½Óε�	 με	Ïοιο	 Óρ½Ïο�	 Æια	 Ïοιο	 λ½Æο	 και	 αÏ½	Ïοιο¿Ö	 ºÆιÍαÍ	ÏροσÏάθειεÖ	 Íα	 εÏικραÓ»σει	 ºÍα	
	 ÃιεθÍºÖ	σ¿σÓÇμα	μºÓρÇσÇÖ	μεÆεθÐÍ�	ΓιαÓί	αÏºÓυ×αÍ	μερικºÖ	ÏροσÏάθειεÖ	αÏ½	αυÓºÖ�
"	 �½σο	 ρ½λο	 ºÏαιÉε	 σÓιÖ	 ÓελικºÖ	 εÏιλοÆºÖ	 Æια	 Óα	 ±μºÓρα	 και	 σÓαθμά²	 ÓÕÍ	 ÁασικÐÍ
	 μεÆεθÐÍ�	ο	εÏισÓÇμοÍικ½Ö	ÏαράÆοÍÓαÖ�
"	 �οια	είÍαι	Ç	καÓάσÓασÇ	Ïου	εÏικραÓεί	σ»μερα	ÃιεθÍÐÖ�	Æια	Óα	±μºÓρα	και	σÓαθμά²	ÓÕÍ
	 ÁασικÐÍ	μεÆεθÐÍ�
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Σε	ÏεριÏÓÐσειÖ	Ïου	οι	αÏοσÓάσειÖ	Ïου	μεÓράμε	είÍαι
Ïολ¿	μεÆάλεÖ�	×ρÇσιμοÏοιο¿με	ειÃικºÖ	μοÍάÃεÖ	½ÏÕÖ�
w	ΤÇÍ	ασÓροÍομικ»	μοÍάÃα	�8�$���	Ïου	είÍαι	Ç	αÏ½σÓασÇ	ΓÇÖ
			¶λιου	και	ισο¿Óαι	με	1����������	.P�
w	7R	ºÓοÖ	φÕÓ½Ö	�ε�φ��	Ïου	είÍαι	Ç	αÏ½σÓασÇ	Ïου	ÃιαÍ¿ει	Óο
			φÕÖ�	σε	ºÍα	ºÓοÖ	και	ισο¿Óαι	με	����1������������	.P�
Σε	ÏεριÏÓÐσειÖ	Ïου	οι	αÏοσÓάσειÖ	Ïου	μεÓράμε	είÍαι
Ïολ¿	μικρºÖ	�ÁακÓÇρίÃια�	μικρ½Áια�	μ½ρια�	άÓομα	κ�λÏ��
×ρÇσιμοÏοιο¿με	ειÃικºÖ	μοÍάÃεÖ�	½ÏÕÖ�
w	Το	μικρ½μεÓρο	�μP�	Ïου	ισο¿Óαι	με	����1	PP
w	7R	ÍαÍ½μεÓρο	�QP�	Ïου	ισο¿Óαι	με	�����	��1	PP
w	Το	$QJVWU{P	(°�� Ïου	ισο¿Óαι	με	�����	���	1	PP

Σ«ΕΔΙΟ	ΕΡΓΑΣΙΑΣ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
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ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΔεκαÃικοί	αριθμοί	 -	��	-

A ν α κ ε φ α λ α ί ω σ η
Δεκαδικοί Αριθμοί

Πράξεις μεταξύ δεκαδικών αριθμών

Προτεραιότητα Πράξεων

Μονάδες Μέτρησης

Ορισμοί
Δεκαδικό κλάσµα λέγεται το κλάσμα που έχει παρανομαστή μια δύναμη του �� και μπορεί
να γραφεί ως δεκαδικός αριθμός με τόσα δεκαδικά ψηφία όσα μηδενικά έχει ο παρονο�
μαστής του. �άθε δεκαδικός αριθμός διακρίνεται σε ακέραιο µέρος και δεκαδικό µέρος, 
που διαχωρίÙονται από την υποδιαστολή.
Ένας μεγάλος αριθμός μπορεί να γραφεί στη μορφή α ! 10ν, δηλαδή, ως γινόμενο ενός 
αριθμού α επί μία δύναμη του 10. ¢ αριθμός α είναι ένας δεκαδικός αριθμός με ακέραιο ψηφίο 
μεγαλύτερο ή ίσο του 1 και μικρότερο του 10. ¥η μορφή αυτή ονομάÙουμε τυποποιηµένη.

+ Πρόσθεση δεκαδικών αριθμών γίνεται, 
όπως και στους φυσικούς αριθμούς. 
¥οποθετούμε τους αριθμούς τον ένα κάτω 
από τον άλλο, έτσι ώστε οι υποδιαστολές 
να γράφονται στην ίδια στήλη και προσθέ�
τουμε τα ψηφία της ίδιας τάξης.

+ $φαίρεση δεκαδικών αριθμών γίνεται, 
όπως και στους φυσικούς αριθμούς.
¥οποθετούμε τους αριθμούς τον ένα 
κάτω από τον άλλο, έτσι ώστε οι υποδια�
στολές να γράφονται στην ίδια στήλη και 
αφαιρούμε τα ψηφία της ίδιας στήλης.

          

¢ Πολλαπλασιασµός δεκαδικών αριθμών 
γίνεται όπως και των φυσικών αριθμών.
¥οποθετούμε στο αποτέλεσμα της πράξης 
την υποδιαστολή τόσες θέσεις από τα 
δεξιά προς τα αριστερά, όσα είναι συνολικά 
τα ψηφία στα δεκαδικά μέρη και των δύο 
παραγόντων.

� Διαίρεση γίνεται όπως και η ευκλείδεια 
διαίρεση. ΠολλαπλασιάÙουμε τον διαιρέτη 
και τον διαιρετέο με την κατάλληλη δύναμη 
του 10 έτσι ώστε να γίνουν και οι δύο 
φυσικοί αριθμοί.
¸ταν εξαντληθεί το ακέραιο μέρος του 
διαιρετέου, “κατεβάÙουμε” το µηδέν ως 
πρώτο δεκαδικό ψηφίο από τον διαιρετέο 
και τοποθετούμε στο πηλίκο υποδιαστολή.

¸ταν πολλαπλασιάÙουμε με 0,1 , 0,01 , 0,001 , ... ή όταν διαιρούμε  με 10, 100, 1000, ...,
έναν δεκαδικό αριθμό μεταφέρουμε την υποδιαστολή προς τα αριστερά µία, δύο, τρεις 
......... αντίστοιχα θέσεις.

¸ταν πολλαπλασιάÙουμε έναν δεκαδικό αριθμό με 10, 100, 1000, ... μεταφέρουμε την
υποδιαστολή του αριθμού προς τα δεξιά µία, δύο, τρεις, ... θέσεις, αντίστοιχα.

¢ι Δυνάµεις των δεκαδικών αριθμών έχουν τις ιδιότητες των δυνάμεων των φυσικών 
αριθμών. ¥ο πλήθος των δεκαδικών ψηφίων, που έχει το αποτέλεσμα, προκύπτει από το 
πλήθος των δεκαδικών ψηφίων της βάσης, επί τον εκθέτη της δύναμης.

z	Δυνάµεις }	�	Πολλαπλασιασµοί και Διαιρέσεις }	l	Προσθέσεις και Αφαιρέσεις
Οι πράξεις µέσα στις παρενθέσεις προηγούνται και γίνονται µε την παραπάνω σειρά.

      Υποδιαιρέσεις Πολλαπλάσια
 Μήκους: το µέτρο (1P)  ��GP ��2FP ��3PP �NP ��3P
 (πιφάνειας: το τετραγωνικό µέτρο (1P2)  ��2GP2 ���FP2 ��6PP2 �στρέμμα ��3P2

 ¹γκου: το κυβικό µέτρο (1P3)  ��3GP3 ��6FP3 ���PP3 �OW �,���P3

 Χρόνου: το δευτερόλεπτο (1V)  �PLQ ��V, �K �.���V
 0άÚας: το χιλιόγραµµο (1ΚJ)  ��3JU ��6PJ �W ��3Kg
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- 70 -	 	 0ΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΔεκαÃικοί	αριθμοί

Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους
¥οποθέτησε ένα “[” στην αντίστοιχη θέση ���¥¢   ���¢�
 1.	 $Í	Ãιαιρºσουμε	ÓοÍ	αριθμÇÓ»	και	ÓοÍ	ÏαροÍομασÓ»	εÍ½Ö		  
	 	 κλάσμαÓοÖ	με	Óο	��	Óο	κλάσμα	ÆίÍεÓαι	�	φορºÖ	μικρ½Óερο�

 2.	 ΑÍ		 α	Á  
= ÆÁ  

Ó½Óε	α	 	Æ	�	

 3�	 1 : αÁ  
= αÁ 	� 

 4. Το	εμÁαÃ½Í	Óου	ορθοÆÕÍίου	είÍαι	 �� .
 

 5. ¸ÓαÍ	Ãιαιρºσουμε	ÓοÍ	ÏαροÍομασÓ»	Óου		 5
8 με	Óο	�	Óο	κλάσμα	ÃιÏλασιάÙεÓαι� 

 6. ¸ÓαÍ	ÏολλαÏλασιάσουμε	Óο	 7
9  
με	Óο	�	Óο	κλάσμα	Ïου	Ïροκ¿ÏÓει	είÍαι	ÓρειÖ

	 	 φορºÖ	μικρ½Óερο	Óου	αρ×ικο¿�
 

 7�	 Το	κλάσμα	 1 5/8
�  

είÍαι	ίσο	με		 5
��

 .
 

 8. Το	ÆιÍ½μεÍο	ÓÕÍ	 �
�  
και	 �

�  
ισο¿Óαι	με			 1

�
 .

 

 9�	 ΑÍ	α�Á	Ó½Óε		 α
Á	�	1  

μεÆαλ¿Óερο	Óου	1 .
 

 10�	 5 
8

= ���
1000

=  ��	56 = 1���
����

 	����� . 

 11�	 �� 1 
10 � �	

100  
� ��

1000  
 	��1�� . 

 12�	 Οι	αριθμοί	���	και	 5 
��  
είÍαι	αÍÓίσÓροφοι� 

 13�	 Ο	αριθμ½Ö ���	
7  
είÍαι	ÃεκαÃικ½	κλάσμα� 

 14�	 1��	��1 > ������  . 

 15�	 1050 
�1�� > ����

����
 . 

 16�	 	 ���	
���
 	������ . 

 17�	 1����	
1��

 	�����������	. 

 18�	 ����	���  	��� . 

 19�	 1���	1���  	�������������� . 

 20�	 ����	���  	��1�� 
 
 21�	 ΑÍ	 x

�  
 �	Óο	[	είÍαι	ο	αριθμ½Ö	��� 

2 
 

�l
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4 Ο

Κ
Ε
Φ
Α
Λ
Α
Ι
Ο

�.1. � έννοια της εÊίσωσης � £ι εÊισώσεις� α�[ β�  [°α β� 
 α°[ β� α![ β� α�[ β και  [�α β  
 x �ατανοώ την έννοια της εξίσωσης
 x ΕλέγØω αν κάποιος αριθμός είναι λÀση εξίσωσης
 x �Àνω με τη βοήθεια του ορισμοÀ των πράξεων εξισώσεις της μορφής�
  α�[ β�  [°α β�  α°[ β� α! [ β� α�[ β και  [�α β

�.2. Επίλυση προβληµάτων
 x �Àνω προβλήματα τεσσάρων πράξεων

�.�. Παραδείγµατα επίλυσης προβληµάτων
 x �Àνω απλά προβλήματα με τη βοήθεια των εξισώσεων των παραπάνω μορφών

 (Êισώσεις και προβλήµατα

ΜΕΡΟΣ Α!

ΑΡΧΥƙΑΣ Ο ƙΑΡΑƒƙΙƒΟΣ
(��8 - ��5 π.;.)
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- 72 -	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΕÉισÐσειÖ	και	ÏροÁλ»μαÓα

�ροσÏάθÇσε	Íα	μεÓαφράσειÖ	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ÏροÓάσειÖ�	με	ÓÇ	Áο»θεια	αριθμÐÍ	και	ÆραμμάÓÕÍ�
¯	 ο	εÏ½μεÍοÖ	εÍ½Ö	φυσικο¿	αριθμο¿
¯	 ο	ÏροÇÆο¿μεÍοÖ	εÍ½Ö	φυσικο¿	αριθμο¿
¯	 ºÍαÖ	άρÓιοÖ	φυσικ½Ö	αριθμ½Ö
¯	 ºÍαÖ	ÏεριÓÓ½Ö	φυσικ½Ö	αριθμ½Ö
¯	 Óα	ÏολλαÏλάσια	Óου	�
¯	 Óο	ÃιÏλάσιο	εÍ½Ö	αριθμο¿
¯	 ºÍαÖ	αριθμ½Ö	αυÉάÍεÓαι	καÓά	�
¯	 ºÍαÖ	αριθμ½Ö	ελαÓÓÕμºÍοÖ	καÓά	�
¯	 Óο	ÓεÓραÏλάσιο	εÍ½Ö	αριθμο¿	αυÉÇμºÍο	καÓά	��	μαÖ	ÃίÍει	��
¯	 αÍ	σε	ºÍαÍ	αριθμ½	Ïροσθºσουμε	��	Óο	άθροισμα	ÆίÍεÓαι	�

ΓράÂε	συÍÓομ½Óερα	ÓιÖ	εκφράσειÖ�
�α�	[�[�[�[�	�Á�	α�α�α�Á�Á�	�Æ�	�!α��!α�	�Ã�	1�![��![��![�	�ε�	1�!Á	¯	�!Á�

Μια	 ÙυÆαριά	 ισορροÏεί�	 ½ÓαÍ	 Áάλουμε	 αÏ½	 Óο	 ºÍα	
μºροÖ	μια	σοκολάÓα�	ÓÇÖ	οÏοίαÖ	ÃεÍ	ÆÍÕρίÙουμε	Óο	
ÁάροÖ	και	σÓο	άλλο	μºροÖ	1��	J	και	μισ»	σοκολάÓα�	

→			 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	μια	ισ½ÓÇÓα	Ïου	Íα
	 	 ÏεριÆράφει	αυÓ»	ÓÇÍ	ισορροÏία�

Να	αÍÓικαÓασÓ»σειÖ	Óο	[�	με	ÓουÖ	αριθμο¿Ö		1�	��	��	��	�	και	11�	σε	κάθε	ισ½ÓÇÓα	ÓÇÖ	ÏρÐÓÇÖ	
σÓ»λÇÖ�	Óου	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα�	�ρεÖ	ÏοιοÖ	αÏ½	αυÓο¿Ö	ÓÇÍ	εÏαλÇθε¿ει	και	ÏοιοÖ	½×ι�

→			 ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓιÖ	Ã¿ο	άλλεÖ	σÓ»λεÖ	Óου	ÏίÍακα�	σ¿μφÕÍα	με	Óα	συμÏεράσμαÓά	σου�
→			 ΜÏορείÖ�	 με	 ÓÇ	 Áο»θεια	 Óου	 ορισμο¿	 ÓÕÍ	 ÏράÉεÕÍ�	 Íα	 φθάσειÖ	 σÓα	 ίÃια
	 	 αÏοÓελºσμαÓα�

(ξίσωση  Αριθµοί που την επαληθεύουν  Αριθµοί που δεν την επαληθεύουν
x – 4 = 1   
5 – χ = 4   
2x = 8   

 6  = 2
     χ   

 x  = 3
      2       

x +7 = 30   
 

$.4.1. Η έννοια της εξίσωσης
    Οι εξισώσεις: α�[ β, [°α β, α°[ β, α[ β, α:[ β και [:α β

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	�Ç

100

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	�Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	�Ç

21-0027 book.indb   72 16/1/2013   9:39:52 μμ



ΜΕΡΟΣ	Α!-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΕÉισÐσειÖ	και	ÏροÁλ»μαÓα	 -	��	-

Στην ισότητα 2!6=12 το μόνο που μπορούμε να κάνουμε είναι να επιβεβαιώσουμε ότι είναι σωστή. 
Η ισότητα όμως 2! x=12 δεν είναι η ίδια. Αυτό το x  που περιέχει “κρύβει” έναν αριθμό που αν τον 
βάλουμε στη θέση του, “επαληθεύει” αυτή την ισότητα. Αν βάλουμε οποιαδήποτε άλλη τιμή στη θέση 
του x, η ισότητα 2! x=12 δεν ισχύει. Γι’ αυτό τη σχέση δεν τη λέμε ισότητα, αλλά εξίσωση. Και ο x  
είναι ο άγνωστος αυτής της σχέσης. Όταν εμφανίζεται αυτός ο περίφημος άγνωστος x, ακολουθεί κι 
ένα πρόβλημα . Τώρα, η σχέση η δική μας με τέτοιου είδους “σχέσεις” δεν θα είναι καθόλου 
προβληματικές αν προσέξουμε καλά όσα ακολουθούν.

Μαθαίνουμε
Παρατηρούμε ότι μπορούμε να διατυπώσουμε κάποιες προτάσεις με τη βοήθεια αριθμών 
και γραμμάτων, ενώ για να λύσουμε ορισμένα προβλήματα μπορούμε να δημιουργήσουμε 
μια ισότητα με γράμματα και αριθμούς. ¥έτοιες ισότητες τις λέμε εξισώσεις.

!  Εξίσωση µε έναν άγνωστο είναι μία
  ισότητα, που περιέχει αριθμούς και
  ένα γράμμα �άγνωστος�.

!  Λύση ή ρίÚα της εξίσωσης είναι ο
  αριθμός που, όταν αντικαταστήσει τον
  άγνωστο, επαληθεύει την ισότητα.

!  � διαδικασία, μέσω της οποίας,
  βρίσκουμε τη λύση της εξίσωσης,
  λέγεται επίλυση της εξίσωσης.

!  �ια εξίσωση λέγεται ταυτότητα ή
  αόριστη,όταν όλοι οι αριθμοί είναι
  λύσεις της.

!  �ια εξίσωση λέγεται αδύνατη, όταν
  κανένας αριθμός δεν την επαληθεύει.
	
	

	 Μια	ÃεÉαμεÍ»	×ÕρÇÓικ½ÓÇÓαÖ	�P�	Ïου	º×ει	μ»κοÖ	1��P	και	ÏλάÓοÖ	�P�	º×ει
	 ¿ÂοÖ	�α�	1��P	»	�Á�	�P	»	�Æ�	�P�

Λύση
	�ν συμβολίσουμε με [ το ύψος της δεξαμενής, τότε ο όγκος της θα ισούται με:

 V=1,5!2!x. ¸μως γνωρίÙουμε ότι ο όγκος της δεξαμενής είναι �P3, άρα �[ �.
 ��εν γράφουμε τις μονάδες στις εξισώσεις, αλλά πρέπει να γνωρίÙουμε ποιες
 μονάδες χρησιμοποιούμε�. �πομένως, x=6 : 3, δηλαδή [ 2 P.
 �υνεπώς το σωστό ύψος της δεξαμενής είναι τα 2 P.

 ! �άσει των ορισμών των πράξεων
  η εξίσωση: [�α β έχει λύση την [ β ¯ α
       ����       [ ¯ α β         ����         [ β�α
       ����       α ¯ [ β         ����         [ α ¯ β 
       ����       α! [ β         ����          [ β:α
       ����       [:α β         ����          [ β! α
       ����       α:[ β         ����          [ α:β

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ

Οι ισότητες:
x + 5 = 12, \ – 2 = 3, 10 – ] = 1        
ω : 5 = 4,  7 ! φ = 14, 24 : ψ = 6           

είναι εξισώσεις

Λύση ή ρίζα της εξίσωσης 
x – 7 = 5 είναι ο αριθμός 12 διότι 

12 – 7 = 5 
Τη λύση τη γράφουμε: x=12

Τον άγνωστο μιας εξίσωσης τον 
συμβολίζουμε με ένα γράμμα π.χ.

x, \, ], ω, φ, ψ κ.λπ.

Οι εξισώσεις:
x = x ή 0 ! ] = 0

είναι αόριστες ή ταυτότητες

Οι εξισώσεις:
x + 2 = x + 6  ή  0 ! ω = 5  

είναι αδύνατες

Η εξίσωση: x + 5 = 12 έχει λύση την x=12–5 ή x=7
   -��-  \ – 2 = 3       -��-      \=3+2 ή \=5

   -��-  10 – ] = 1      -��-      ]=10–1 ή ]=9

   -��-  7 ! φ = 14      -��-      φ=14:7 ή φ=2

   -��-  ω : 5 = 4       -��-      ω=4!5 ή ω=20

   -��-  24 : ψ = 6      -��-      ψ=24:6 ή ψ=4
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ΑÍÓισÓοί×ισε	ÓιÖ	ÏροÓάσειÖ
ÓÕÍ	ÆραμμÐÍ	Óου	ÏρÐÓου
ÏίÍακα	με	ÓιÖ	εκφράσειÖ
αριθμÐÍ	και	ÆραμμάÓÕÍ
ÓÕÍ	ÆραμμÐÍ	σÓοÍ
Ãε¿Óερο	ÏίÍακα�

ΔιαÓ¿ÏÕσε	με	λ½Æια	ÓιÖ	ακ½λουθεÖ	μαθÇμαÓικºÖ	εκφράσειÖ�
�α�	�![	�	���			�Á�	�
�![	¯	�	 	��			�Æ�	α	¯	�	!Á�			�Ã�	�!κ	�	�!κ	 	��

Η	Ïλευρά	εÍ½Ö	ÓεÓραÆÐÍου	είÍαι	α�	�½σÇ	είÍαι	Ç	ÏερίμεÓρ½Ö	Óου	και	Ï½σο	Óο	εμÁαÃ½Í	Óου�

ΓράÂε	με	αÏλο¿σÓερο	Óρ½Ïο	ÓιÖ	μαθÇμαÓικºÖ	εκφράσειÖ�	�α�	[�[�		�Á�	α�α�α�	
�Æ�	�!α���!α�	�Ã�	�!Á�Á��!α��!α�	�ε�	�! [��! [¯�! [�	�σÓ�	�!Õ��!Õ¯1�!Õ

ΑÍ	[!\	 	 �
9  
	και		]	 	 �

�
�
 
	Íα	Áρεθεί	Óο	[! �\!]��

ΣÓÇÍ	 εÉίσÕσÇ	 �	�	 α	 	 [�	 Óο	 α	 και	 Óο	 [	 είÍαι	 φυσικοί	 αριθμοί�	 �οια	 αÏ½	 ÓιÖ	 ÓιμºÖ
��	��	1	μÏορεί	Íα	Ïάρει	Óο	x �

Να	εÉεÓάσειÖ�	αÍ	ο	αριθμ½Ö	1�	είÍαι	Ç	λ¿σÇ	ÓÇÖ	εÉίσÕσÇÖ�	[	�	1�	 	��

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±«²	σÓÇ	θºσÇ	εκείÍÇ	Ïου	ο	αριθμ½Ö	εÏαλÇθε¿ει	ÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	εÉίσÕσÇ�

 1  2  3  4  5  �  7  8
[ ¯ �   �         
� � \   �         

�� ¯ ω   ��         
� ¯ α   �         

�� ¯ β   ��         
�οιοÖ	αριθμ½Ö	εÏαλÇθε¿ει	κάθε	μία	αÏ½	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	εÉισÐσειÖ�
�α�	[	�	���	 	1����		�Á�	����	�	[	 	���1�		�Æ�	������	¯	[	 	��1�		�Ã�	��	¯	[	 	��1�

�οια	είÍαι	Ç	Óιμ»	Óου	[	Æια	Íα	ισ×¿ει �	�α�	 �
x
 1�
��
�	�Á�	 �

�
 1�

x
�	�Æ�	 ��

��
 x
�
��Ã�	 ��

�
 [� �

�
�

�ρεÖ	ÓÇÍ	Óιμ»	Óου	φυσικο¿	αριθμο¿	[�	�α�	 [��
�
� 1
�
 �
�
�	�Á�	 �

�
� x
1�
 �
�
�	�Æ�	 �

�
� [��
1�

 1�

�¿σε	ÓιÖ	εÉισÐσειÖ�	�α�	Í�� ��	�Á�	[	¯	� ��	�Æ�	W���1 ��1��	�Ã�	�	¯	[ ��

�οιοÍ	αριθμ½	ÏρºÏει	Íα	ÏροσθºσειÖ	σÓοÍ	��	Æια	Íα	Ïροκ¿Âει	ο	αÍÓίσÓροφ½Ö	Óου	 �
�1
�

Σε	ºÍαÍ	αριθμ½	ÏροσθºÓουμε	�	και	ÏαίρÍουμε	άθροισμα	�1��	�οιοÖ	είÍαι	ο	αριθμ½Ö�

Τα	 ÓεÓράÆÕÍα	 Ïου	 αÏοÓελο¿Í	 ÓουÖ	 ±Ãομικο¿Ö	 λίθουÖ²	 με	 ÓουÖ	 οÏοίουÖ	 καÓασκευά-
Ùουμε	Óα	ÏαρακάÓÕ	σ×»μαÓα�	º×ουÍ	Ïλευρά	ίσÇ	με	1	FP�
�α�	%ρεÖ	ÓÇÍ	ÏερίμεÓρο	Óου	ÏºμÏÓου	σ×»μαÓοÖ	και	εÉ»ÆÇσε	ÏÐÖ	ºφÓασεÖ	σÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�
�Á�	ΓράÂε	ºÍα	Ó¿Ïο	με	ÓÇ	Áο»θεια	Óου	οÏοίου	θα	μÏορείÖ	Íα	υÏολοÆίσειÖ	ÓÇÍ	ÏερίμεÓρο	κάθε	σ×»μαÓοÖ�
�Æ�	�οια	είÍαι	Ç	σειρά	Óου	σ×»μαÓοÖ	Óου	οÏοίου	Ç	ÏερίμεÓροÖ	είÍαι	1��	FP�

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.
3.
4.

5.
6.

7.
8.

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Óο	ÓριÏλάσιο	εÍ½Ö	αριθμο¿
  

[ ¯ \ ! ��
Óο	ÃεκαÏλάσιο	εÍ½Ö	αριθμο¿

  
[!\ ��

ºÍαÖ	αριθμ½Ö	αυÉάÍεÓαι	καÓά	1�
  

3![
ºÍαÖ	αριθμ½Ö	ελαÓÓÐÍεÓαι	καÓά	�

  
[���

Ç	Ãιαφορά	Ã¿ο	αριθμÐÍ	είÍαι	μεÆαλ¿ÓερÇ	Óου	��
  

��![
Óο	ÆιÍ½μεÍο	Ã¿ο	αριθμÐÍ	είÍαι	ίσο	με	��

  
[ ¯ �

���
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Aς προσπαθήσουµε να δώσουµε απαντήσεις στα παρακάτω ερωτήµατα:
  Πότε, στη ζωή µας, λέµε ότι έχουµε “πρόβληµα”;
  Τι επιδιώκουµε να πετύχουµε όταν λέµε ότι: “λύνουµε ένα πρόβληµα”;
  Τι εννοούµε όταν λέµε ότι θέλουµε να βρούµε µία “λύση του προβλήµατος”;
  Όλα τα προβλήµατα λύνονται µε τη βοήθεια των Μαθηµατικών;
  Ποιες είναι οι αναγκαίες ενέργειες που πρέπει να κάνουµε για να καταφέρουµε να
 αντιµετωπίσουµε ένα πρόβληµα;

­Íα	καÓάσÓÇμα	Æια	Íα	Ïροσελκ¿σει	ÏελαÓεία	αÍακοιÍÐÍει	½Óι	ο	ÏελάÓÇÖ	Ïου	θα	αÆοράσει	Óρία	
ίÃια	 ÏακºÓα	 ÏροσφοράÖ	 εÍ½Ö	 συÆκεκριμºÍου	 ÏροÚ½ÍÓοÖ	 θα	 º×ει	 ºκÏÓÕσÇ	 �D�	 $Í	 και	 Óα	 Óρία	
ÏακºÓα	κοσÓίÙουÍ�	με	ÓÇÍ	ºκÏÓÕσÇ�	συÍολικά	��D�	Ïοιά	είÍαι	Ç	αρ×ικ»	αÉία	Óου	κάθε	ÏακºÓου�

Λύση  
Έστω [ η αρχική αξία του κάθε πακέτου. ¥ότε τα τρία πακέτα κοστίÙουν �![ και ο 
πελάτης που θα τα αγοράσει θα πληρώσει 3![¯� ή 85D, δηλαδή είναι: �![¯� �� ή
3![ ���� ή 3![ �� ή [ ��:� ή [ ��. ¬ρα η αρχική αξία κάθε πακέτου είναι ��D�

Να	ÏεριÆράÂειÖ	κάÏοιο	Ïρ½ÁλÇμα�	Ïου	Íα	λ¿ÍεÓαι	με	ÓÇ	Áο»θεια	ÓÇÖ	εÉίσÕσÇÖ�	�[���� 1����

Λύση  
�ια παράδειγμα τα δύο παρακάτω προβλήματα περιγράφονται από την εξίσωση αυτή.
w �ε τι ισούται η μία πλευρά του ορθογωνίου, που έχει περίμετρο ���� P και του 
 οποίου η άλλη πλευρά είναι ��� P�
w Πόσο ÙυγίÙει καθένα από τα δύο κιβώτια, με τα οποία είναι φορτωμένο ένα
 αυτοκίνητο, που έχει βάρος ��� NJ, όταν η πλάστιγγα που ανέβηκε δείχνει ���� NJ�
→		�ροσÏάθÇσε	Íα	ÃιαÓυÏÐσειÖ	και	άλλα	ÏροÁλ»μαÓα	Ïου	λ¿ÍοÍÓαι	με	ÓÇÍ	ÏαραÏάÍÕ	εÉίσÕσÇ�

    Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
! Πρόβληµα ονομάÙουμε την κατάσταση, που δημιουργείται, όταν αντιμετωπίÙουμε εμπόδια
 και δυσκολίες στην προσπάθειά μας να φτάσουμε σε ένα συγκεκριμένο στόχο.
! Λύση ενός προβλήματος είναι η επίτευξη του στόχου.
! Επίλυση ενός προβλήματος ονομάÙεται η διαδικασία, με την οποία επιτυγχάνεται η λύση του.

�ια τη λύση των προβλημάτων, με τη βοήθεια των εξισώσεων, ακολουθούμε τα εξής βήματα:
" ΠροσδιορίÚουµε το άγνωστο στοιχείο του προβλήματος και το εκφράÙουμε με ένα
 γράμμα �[ ή y ή z ή ω κ.τ.λ.�, που είναι ο ²άγνωστος³ του προβλήματος.
" ΕκφράÚουµε στοιχεία του προβλήματος με τη βοήθεια του αγνώστου.
" Περιγράφουµε με μία εξίσωση το πρόβλημα.
" Επιλύουµε την εξίσωση του προβλήματος.
" Επαληθεύουµε τη λύση που βρήκαμε.
¸μως, πρέπει να λάβουμε υπόψη ότι:
# υπάρχουν και προβλήματα που δεν λύνονται με εξισώσεις και
# υπάρχουν και άλυτα προβλήματα ή προβλήματα των οποίων δεν μπορούμε να
 βρούμε τη λύση.

Α.4.2. (πίλυση προβληµάτων

Π�£�������¥� �  ���£�¢���

1.

2.
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Η	«ρισÓίÍα	É½ÃεÂε	Óα	μισά	ÓÇÖ	×ρ»μαÓα	Æια	Íα	αÆοράσει	�	ÓεÓράÃια	και	μαρκαÃ½ρουÖ�	
ΑÍ	είÍαι	ÆÍÕσÓ½�	½Óι	κάθε	ÓεÓράÃιο	σÓοι×ίÙει	1	Q	και	½λοι	οι	μαρκαÃ½ροι	�	Q�	Ïοιο	είÍαι	
Óο	Ïοσ½	ÓÕÍ	×ρÇμάÓÕÍ	Ïου	εί×ε	Ç	«ρισÓίÍα	ÏριÍ	αÏ½	ÓιÖ	αÆορºÖ	αυÓºÖ�

Λύση
¥ο Ùητούμενο του προβλήματος είναι το ποσό των χρημάτων που είχε η «ριστίνα, 
δηλαδή ο άγνωστος [ του προβλήματος.
¥ο πρόβλημα μπορεί να περιγραφεί απλούστερα με την εξίσωση:
“τα χρήματα που ξοδεύτηκαν” = “τα χρήματα που κόστισαν οι αγορές”.
ή “τα μισά χρήματα της �ριστίνας”=“το κόστος τετραδίων”+“κόστος μαρκαδόρων”.
ή     x : 2 = 2 ! 1 + 3
ή     x : 2 = 2 + 3
ή     x : 2 = 5
ή          x = 5 ! 2
ή          x = 10
ΕÏαλ»θευσÇ:
¥α μισά των 10 Q είναι 5 Q και τα έξοδα είναι 2 ! 1 Q + 3 Q = 5 Q

Η	ÃεÉαμεÍ»	ÓÇÖ	κοιÍ½ÓÇÓαÖ	×Õράει	�����	P�	Íερ½�	Κάθε	μºρα	ÉοÃε¿οÍÓαι	���	P�	αÏ½	
Óα	 Íοικοκυριά	 και	 άλλα	 ���	P�	 αÏ½	 ÓιÖ	 ÁιοÓε×ÍίεÖ�	 Για	 ÓÇ	 συÍÓ»ρÇσÇ	 Óου	 ÃικÓ¿ου�	
σÓαμάÓÇσε	Ç	Ïαρο×»	Íερο¿	ÏροÖ	ÓÇ	ÃεÉαμεÍ»�	ΤºσσεριÖ	ÇμºρεÖ	μεÓά	ÓÇÍ	ºÍαρÉÇ	ÓÕÍ	
ερÆασιÐÍ	 αÏοφασίÙεÓαι	 Íα	 ÉοÃε¿οÍÓαι	 μ½Íο	 ���	 P�	 συÍολικά	 κάθε	 Çμºρα�	 �½σεÖ	
ÇμºρεÖ	ακ½μÇ	ÏρºÏει	Íα	κραÓ»σουÍ	Óα	ºρÆα	συÍÓ»ρÇσÇÖ�	ÐσÓε	Íα	μÇ	μείÍουÍ	×ÕρίÖ	
Íερ½	οι	κάÓοικοι	ÓÇÖ	κοιÍ½ÓÇÓαÖ�

Λύση
¥ο Ùητούμενο του προβλήματος είναι το επιπλέον πλήθος των ημερών συντήρησης 
του δικτύου, δηλαδή ο άγνωστος [ του προβλήματος.
¥ο πρόβλημα μπορεί να περιγραφεί με την εξίσωση:
“ποσό νερού που καταναλώνεται” = “ποσό νερού δεξαμενής” ή αναλυτικότερα:
“ποσό νερού που καταναλώνεται στις τέσσερις ημέρες της συντήρησης” + “ποσό νερού που 
καταναλώνεται στις επιπλέον ημέρες συντήρησης” = “ποσό νερού δεξαμενής”.

ή     (300+200) ! 4 + 400 ! x = 3 .000
ή      500 ! 4 + 400 ! x = 3 .000
ή      2 .000   + 400 ! x = 3 .000
ή          400 ! x = 3 .000–2 .000
ή              400 ! x = 1 .000
ή                     x = 1 .000 :400
ή                     x = 2 ,5 ημέρες

ΕÏαλ»θευσÇ� 2,5!400+4!(200+300)=3.000 ή 1.000+2.000=3.000 ή 3.000=3.000.

Α.4.3. Παραδείγµατα επίλυσης προβληµάτων

1.

2.

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ
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­ÍαÖ	ερÆάÓÇÖ	Æια	μια	ερÆασία	ÏºÍÓε	ÇμερÐÍ	συμφÐÍÇσε	Íα	Ïάρει	ÏροκαÓαÁολ»	Óο	
μισ½	ÓÇÖ	αμοιÁ»Ö	Óου	και	Óο	υÏ½λοιÏο	αυÓ»Ö	Íα	Óο	ÏλÇρÕθεί	½ÓαÍ	ÓελειÐσει	Ç	ερÆασία�	
ΑÍ	Ç	ÏροκαÓαÁολ»	»ÓαÍ	1��Q�	Ïοι½	»ÓαÍ	Óο	μεροκάμαÓ½	Óου� 

Λύση
Έστω ότι είναι [ το μεροκάματο του εργάτη. ¥ότε η αμοιβή του εργάτη για την

πενθήμερη εργασία θα είναι �![ και το μισό αυτής θα είναι 5![
2

.

�υνεπώς η εξίσωση που περιγράφει το πρόβλημα θα είναι:

5![
2

  ��� ή 5
2

![ ��� ή [ ���: 5
2  

ή [ ���! 2
5  

ή [ ���
5  

ή [ ��Q.

0εÓά	ÓÇ	συÍεÃρίασÇ	και	 Óα	1�	μºλÇ	Óου	ÃιοικÇÓικο¿	
συμÁουλίου	 μιαÖ	 εÓαιρείαÖ	 αÍÓαλλάσσουÍ	 μεÓαÉ¿	
ÓουÖ	×ειραÂίεÖ�	�½σεÖ	×ειραÂίεÖ	ÆίÍοÍÓαι	συÍολικά�

Λύση
1οÖ	Óρ½ÏοÖ� �ν υποθέσουμε ότι φεύγει ένας � ένας
    και χαιρετάει τους υπόλοιπους θα
    έχουμε ότι:

    ¢ πρώτος θα ανταλλάξει, συνολικά, 9  χειραψίες. ¢ δεύτερος 8 , 
    o τρίτος 7 , ο τέταρτος 6 , ο πέμπτος 5 , ο έκτος 4 , ο έβδομος 3 , 
    o όγδοος 2 , ο ένατος 1  και ο δέκατος καμία.
    �πομένως, ο συνολικός αριθμός θα είναι:

1+2+3+4+5+6+7+8+9 =  ( 1+9 )+ (2+8 )+ (3+7 )+ (4+6 )+5 =
       =    10  +    10  +   10  +   10  + 5  = 45    
    ¬ρα, η λύση είναι ότι θα γίνουν συνολικά 45 χειραψίες.

�οÖ	Óρ½ÏοÖ� �νωρίÙουμε ότι ο καθένας κάνει χειραψία με τους υπόλοιπους.
    �πομένως, αφού όλοι είναι 10, ο καθένας θα κάνει 10 – 1 = 9 χειραψίες.
    ¬ρα συνολικά θα γίνουν 10 φορές επί 9, δηλαδή 10 ! 9 = 90 χειραψίες.
    ¸μως, μεταξύ δύο ανθρώπων η χειραψία είναι μία και εμείς τη μετρήσα�
    με διπλή �μία για καθένα από τους δύο�.
    �πομένως, αυτές που έγιναν συνολικά θα είναι οι μισές, δηλαδή
    90 : 2 = 45.

3.

4.

ΜΕΡΟΣ	Α!-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΕÉισÐσειÖ	και	ÏροÁλ»μαÓα	 -	��	-

Ο	Διόφαντος	�μºσα	Óου	�ου	αιÐÍα	μ�«���	σÓÇÍ	εισαÆÕÆ»	ÓÕÍ	±ΑριθμÇÓικÐÍ²	Óου�	οÍομάÙει	
ÓοÍ	άÆÍÕσÓο	με	ÓÇ	λºÉÇ	±αριθμ½Ö²	και	ÓοÍ	συμÁολίÙει	με	Óο	σ¿μÁολο	±ς²�

ΑρÆ½Óερα	ο	Βιετ	�1���	-	1����	×ρÇσιμοÏοιεί	Óα	κεφαλαία	φÕÍ»εÍÓα	Α, Ε, Ι, Ο, 8, Υ	Æια	Íα
υÏοÃÇλÐσει	ÓοÍ	άγνωστο	και	Óα	σ¿μφÕÍα	%, ', *	κ�λÏ�	Æια	Óα	γνωστά µεγέθη.
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-	��	-	 	 ΜΕΡΟΣ	Α!-	Κεφάλαιο	�ο	-	ΕÉισÐσειÖ	και	ÏροÁλ»μαÓα

Η	Ãιαφορά	ÓÇÖ	ÇλικίαÖ	ÓÇÖ	κ½ρÇÖ	αÏ½	ÓÇ	μÇÓºρα	ÓÇÖ	είÍαι	��	×ρ½Íια�
ΑÍ	Ç	κ½ρÇ	είÍαι	1�	εÓÐÍ�	Ï½σÕÍ	εÓÐÍ	είÍαι	Ç	μÇÓºρα�

�½σοι	μαθÇÓºÖ	είÍαι	Óα	 7
1�  
ÓÕÍ	μαθÇÓÐÍ	εÍ½Ö	σ×ολείου�	αÍ	Óα	 2

�  
ÓÕÍ

μαθÇÓÐÍ�	αυÓο¿	Óου	σ×ολείου�	είÍαι	��	μαθÇÓºÖ�

Να	ÁρειÖ	ÓρειÖ	ÃιαÃο×ικο¿Ö	φυσικο¿Ö	αριθμο¿Ö	Ïου	º×ουÍ	άθροισμα	1����

�ρεÖ	Óο	ÂÇφίο	Ïου	λείÏει	αÏ½	ÓοÍ	αριθμ½	��$��	ÐσÓε	αυÓ½Ö	Íα	ÃιαιρείÓαι	με	Óο	��

Σε	ºÍα	ÃιαÆÐÍισμα�	κάθε	μαθÇÓ»Ö	ÏρºÏει	Íα	αÏαÍÓ»σει	σε	1��	ερÕÓ»σειÖ�	�α	Ïάρει	
�	μοÍάÃεÖ�	Æια	κάθε	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ	και	μ½Íο	1	μοÍάÃα�	Æια	κάθε	λαÍθασμºÍÇ�	­ÍαÖ	
μαθÇÓ»Ö	Ï»ρε	συÍολικά	���	μοÍάÃεÖ�	Σε	Ï½σεÖ	ερÕÓ»σειÖ	αÏάÍÓÇσε	σÕσÓά�

Η	Çλικία	εÍ½Ö	ÏαÓºρα	είÍαι	ÓεÓραÏλάσια	αÏ½	ÓÇÍ	Çλικία	Óου	Æιου	Óου�	Οι	Ã¿ο	ÇλικίεÖ	
μαÙί	συμÏλÇρÐÍουÍ	μισ½	αιÐÍα�	�½σο	×ροÍÐÍ	είÍαι	ο	καθºÍαÖ�

Τρία	 αÃºλφια	 μοιράÙοÍÓαι�	 εÉίσου�	 μια	 κλÇροÍομιά�	 Ïου	 είÍαι	 ºÍα	 ×Õράφι	 και	 ºÍα	
Ãιαμºρισμα�	Ο	ÏρÐÓοÖ	ÏαίρÍει	Óο	×Õράφι�	Ο	Ãε¿ÓεροÖ	ÏαίρÍει	Óο	Ãιαμºρισμα�	αλλά	
ÃίÍει	σÓοÍ	ÏρÐÓο	���	Q	και	σÓοÍ	ÓρίÓο	1�����	Q�	�οια	»ÓαÍ	Ç	αÉία	Óου	×Õραφιο¿	και	
Ïοια	Óου	ÃιαμερίσμαÓοÖ�

Σε	κάθε	μία	αÏ½	ÓιÖ	ÏράÉειÖ	�α�	και	�Á�	Óα	ÆράμμαÓα	αÍÓισÓοι×ο¿Í 
σε	ÃιαφορεÓικά	μεÓαÉ¿	ÓουÖ	ÂÇφία�	ΑÍÓικαÓºσÓÇσε	Óα	ÆράμμαÓα	
Α�	��	Γ	και	Δ	με	Óα	καÓάλλÇλα	ÂÇφία�

ΑÏ½	μία	Ïοσ½ÓÇÓα	κρασιο¿�	αφαιρο¿με	1�	OW�	Η		υÏ½λοιÏÇ	Ïοσ½ÓÇÓα	×Õράει	σε	Ãο×εία	
ÓÕÍ	�	OW�	ΑÍ	ÆÍÕρίÙειÖ	½Óι	Ç	αρ×ικ»	Ïοσ½ÓÇÓα	είÍαι	μικρ½ÓερÇ	αÏ½	1��	OW	και	μεÆαλ¿ÓερÇ	
αÏ½	��	OW�	Ï½σα	OW	είÍαι	Ç	Ïοσ½ÓÇÓα	αυÓ»�	�½σα	Ãο×εία	θα	×ρÇσιμοÏοι»σουμε�

­ÍαÖ	ÏαραÆÕÆ½Ö	ºφÓιαÉε	1��	OW	É¿Ãι	και	θºλει	Íα	Óο	συσκευάσει	σε	μÏουκάλια	Ïου	×ÕράÍε	
����	OW�	Να	ÁρειÖ�	�α�	�½σα	μÏουκάλια	θα	×ρειασÓεί�	�Á�	�½σα	OW	θα	Óου	ÏερισσºÂουÍ�

Δ¿ο	συÍερÆεία	καθαρισμο¿	ακÓÐÍ	καθαρίÙουÍ	μία	μεÆάλÇ	Ïαραλία	μ»κουÖ	1�!	ΚP�	
7R	ÏρÐÓο	συÍερÆείο	καθαρίÙει	�
	.P	και	Óο	Ãε¿Óερο	συÍερÆείο	�!	.P�	κάθε	μºρα�
Τα	Ã¿ο	συÍερÆεία	ερÆάÙοÍÓαι�	σÓα	Ã¿ο	άκρα	ÓÇÖ	ÏαραλίαÖ�	ºÕÖ	½Óου	συÍαÍÓÇθο¿Í�	
Σε	Ï½σεÖ	ÇμºρεÖ	θα	º×ουÍ	ολοκλÇρÐσει	ÓοÍ	καθαρισμ½	ÓÇÖ	ÏαραλίαÖ�

­Íα	καÓάσÓÇμα	Ïροσφºρει	ÓουÖ	υÏολοÆισÓºÖ	με	ºκÏÓÕσÇ	����	Ο	ΓιÐρÆοÖ	Ï»Æε	με	
ÓοÍ	ÏαÓºρα	Óου	και	αÆ½ρασε	ºÍαÍ	υÏολοÆισÓ»	και	ºÍα	κιÍÇÓ½	ÓÇλºφÕÍο	αÉίαÖ	���Q	και	
Ïλ»ρÕσαÍ	συÍολικά	1����Q�	�οια	»ÓαÍ	Ç	αρ×ικ»	αÉία	Óου	υÏολοÆισÓ»�

ΑυÓ»	 ÓÇ	×ροÍιά	Ç	Çλικία	 εÍ½Ö	αÍθρÐÏου	είÍαι	ÏολλαÏλάσιο	 Óου	�	 και	 ÓÇÍ	 εÏ½μεÍÇ	
×ροÍιά	είÍαι	ÏολλαÏλάσιο	Óου	��	ΑÍ	ÆÍÕρίÙουμε	½Óι	ÃεÍ	είÍαι	αιÕÍ½ÁιοÖ	Ïοιά	είÍαι	Ç	
Çλικία	Óου�

		�α�	 $%	 	 		�Á�	 ΓΔ
					�	��		 	 	 ¯�
	 ��		 	 	 Δ�

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.
4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.
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�.1. Ποσοστά
 x �ατανοώ την έννοια των ποσοστών και διαπιστώνω τη Øρησιμότητά τους
  στις εφαρμογές
 x �ράφω ένα δεκαδικό κλάσμα ως ποσοστό και αντιστρόφως

�.2. Προβλήµατα µε ποσοστά
 x �Àνω προβλήματα με ποσοστά
 x Παριστάνω ποσοστά με διαγράμματα

 Ποσοστά

$ΠΟƐƐ�ƒΙΟΣ Ο ΠƊΡΓΑΙΟΣ
(��5 - ��0 π.Χ.)

ΜΕΡΟΣ Α!
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- 80 -	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	�οσοσÓά

Σε	ÏολλºÖ	ÏεριÏÓÐσειÖ	ÓÇÖ	καθÇμεριÍ»Ö	μαÖ	ÙÕ»Ö	ακο¿με	εκφράσειÖ	½ÏÕÖ�
w	 �»ρε	α¿ÉÇσÇ	1���
w	 Οι	ÆεÍÍ»σειÖ	μειÐÍοÍÓαι�	καÓά	1���	Óο	×ρ½Íο�
w	 Με	συσÓÇμαÓικ»	ÏροÏ½ÍÇσÇ�	ºÍαÖ	ÃρομºαÖ	α¿ÉÇσε	ÓÇÍ	αÏ½Ãοσ»	Óου	καÓά	����
w	 ­Íα	μαÆαÙί	ºκαÍε	εκÏÓÐσειÖ	����
w	 Η	ευρ¿ÓερÇ	Ïεριο×»	ÓÇÖ	Αθ»ÍαÖ	καÓαλαμÁάÍει	Óο	��	ÓÇÖ	ºκÓασÇÖ	ÓÇÖ	ΕλλάÃαÖ
	 	 και	εκεί	καÓοικεί	Óο	���	Óου	ÏλÇθυσμο¿	ÓÇÖ	ΕλλάÃαÖ�
w	 Το	���	ÓÕÍ	υÏοÂÇφίÕÍ	ºÆραÂαÍ	Ïολ¿	καλά	και	Óο	���	κάÓÕ	αÏ½	ÓÇ	ÁάσÇ�
w	 �½ροÖ	�ροσÓιθºμεÍÇÖ	ΑÉίαÖ	���Α�	1���
w	 ΕιÃικ½Ö	�½ροÖ	ΚαÓαÍάλÕσÇÖ	���
w	 �αρακράÓÇσÇ	φ½ρου	����
w	 ΕÏιÓ½κιο	ΚαÓαθºσεÕÍ	ΤαμιευÓÇρίου	�����
w	 Το	���	Óου	ÏλÇθυσμο¿	º×ει	ÏάÍÕ	αÏ½	�	αυÓοκίÍÇÓα�
w	 Μ½Íο	Óο	��	ÓÕÍ	οικοÆεÍειÐÍ	º×ει	ÏάÍÕ	αÏ½	�	ÏαιÃιά�
w	 ΕίÍαι	1���	σίÆουρο�	½Óι	θα	ÁρºÉει�
w	 Η	ÏιθαÍ½ÓÇÓα	Íα	συμÁεί	�ºÍα	ÆεÆοÍ½Ö�	είÍαι	1��

→ �ροσÏάθÇσε	Íα	εÉÇÆ»σειÖ	Óι	ακριÁÐÖ	εÍÍοο¿με	κάθε	φορά	με	αυÓºÖ	ÓιÖ	εκφράσειÖ�

ΣÓοÍ	ÃιÏλαÍ½	ÏίÍακα	φαίÍεÓαι	Óο	σ¿Íολο	ÓÕÍ	
ÏολιÓÐÍ	Ïου	Â»φισαÍ	σÓα	×Õριά
Α�	 ��	 Γ	 και	 Δ	 και	 οι	 Â»φοι	 Ïου	 Ï»ραÍ	 οι	
αÍÓίσÓοι×οι	Ïρ½εÃροι	Ïου	εκλº×ÓÇκαÍ�

→	 �ρεÖ�	ÏοιοÖ	αÏ½	ÓουÖ	ÏροºÃρουÖ	Ïου
	 	 εκλº×ÓÇκαÍ�	είÍαι	ο	Ïιο	ÃÇμοφιλ»Ö�

 Σκεφτόμαστε
 �ρίσκουμε τα ποσοστά, με τα οποία εκλέχτηκαν οι
 πρόεδροι κάθε κοινότητας και παρατηρούμε ότι ο πιο
 δημοφιλής πρόεδρος είναι της κοινότητας � και μετά
 έρχονται στη σειρά οι πρόεδροι των κοινοτήτων �, � και �.

Συµβολισµοί
Μαθαίνουμε

! ¥ο σύμβολο α% ονομάÙεται ποσοστό επί τοις εκατό ή απλούστερα ποσοστό και
  είναι ίσο με το α

100
.

! «ρησιμοποιούμε ακόμη το ποσοστό α z που διαβάÙεται
  ποσοστό επί τοις χιλίοις και είναι ίσο με το α

1000
.

" Το ποσοστό α% του β είναι α
100

! β

" Τα κλάσµατα µπορούν να γράφονται και ως ποσοστά.

Α.5.1.  Ποσοστά

�οινότητα
 
�ηφίσαντες

 
¢ πρόεδρος

ψηφίστηκε από
A  585  354
B  �.���  �.���
�  ���  ���
�  �.���  ���

A  354 : 585 = 60,51�
�  1802 : 3.460 = 52,08�
�  312 : 456 = 68,42�
�  823 : 1.295 = 63,55�

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	�Ç
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Να	Æραφο¿Í�	ÕÖ	ÏοσοσÓά	εÏί	ÓοιÖ	εκαÓ½�	Óα	ÏαρακάÓÕ	κλάσμαÓα�

�α�	 �
�
�				�Á�	 �

8
�				�Æ�	 ��

�1
	με	σÓροÆÆυλοÏοίÇσÇ	σÓο	εκαÓοσÓ½�

Λύση
�α� 4
5

= 4!20
5!20

= 80
100

=80�,   �β� 3
8

= 3!12,5
8!12,5 = 37,5

100
=37,5�,   �γ� 84

91
=0,92= 92

100
=92�.

Να	Æραφο¿Í�	ÕÖ	κλάσμαÓα�	Óα	ακ½λουθα	ÏοσοσÓά�	�α�	1���	�Á�	����	�Æ�	������

Λύση

�α� 12� = 12
100

= 12 : 4
100 : 4

= 3
25

,
     

�β� 73� = 73
100

,    �γ� 32,5� = 32,5
100

= 325
1000

= 13
40

�οια	θα	είÍαι	Ç	Óιμ»	ÏÐλÇσÇÖ	εÍ½Ö	Ïουλ½Áερ�	αÉίαÖ	1��Q�	με	εÏιÁάρυÍσÇ	����Α�	1���

Λύση
�νωρίÙουμε, ότι: Τιµή πώλησης   Αξία � ΦΠΑ ¢ φόρος που αντιστοιχεί θα είναι:

Φόρος = Αξία ! 19� = 150 ! 19� = 150 ! 19
100  

= 150!19
100  

= 28,5 Q.

¬ρα, η τιμή πώλησης θα είναι: 150 Q + 28,5 Q = 178,5 Q.

ΓράÂε	ÕÖ	ÏοσοσÓά	εÏί	ÓοιÖ	εκαÓ½�	Óα	κλάσμαÓα�	�α�	 1
�

, �Á�	 �
�

,  �Æ�	 1
�

, �Ã�	 �
�

, �ε�	 �
�

.

Να	μεÓαÓρºÂειÖ	σε	ÏοσοσÓά	εÏί	ÓοιÖ	εκαÓ½�	ÓουÖ	ÃεκαÃικο¿Ö	αριθμο¿Ö�
�α�	����	�			�Á�	���1	�			�Æ�	��1�	�			�Ã�	����	�			�ε�	�����

Να	μεÓαÓρºÂειÖ	σε	ÃεκαÃικά	κλάσμαÓα	Óα	ÏοσοσÓά�	�α�	1���	�Á����	�Æ�����	�Ã�	����	ΣÓÇ	
συÍº×εια�	αÏλοÏοίÇσε	Óα	ÃεκαÃικά	κλάσμαÓα�	ºÕÖ	½Óου	φÓάσειÖ	σε	αÍάÆÕÆο	κλάσμα�

ªÏολ½Æισε�	 �α�	 Óο	1��	ÓÕÍ	����	Q�	 �Á�	 Óο	���	ÓÇÖ	1	ÐραÖ�	 �Æ�	 Óο	���	Óου	λίÓρου�
�Ã�	Óο	���	ÓÕÍ	���	ÆραμμαρίÕÍ�	�ε�	Óο	���	Óου	1	κιλο¿�

�ρεÖ	 Óι	 ÏοσοσÓ½	 είÍαι�	 �α�	 Óα	 ��	 Q	 Æια	 Óα	 1����	 Q�	 �Á�	 οι	 ��	 ÇμºρεÖ	 Æια	 1	 ºÓοÖ,
�Æ�	Óα	��	σÓρºμμαÓα	Æια	Óα	�����	σÓρºμμαÓα�	�Ã�	οι	�	ÏαλάμεÖ	Æια	Óα	1�	μºÓρα�

­Íα	μÏουκάλι	με	οιÍ½ÏÍευμα	ÏαρºμειÍε	αÍοικÓ½	και	εÉαÓμίσÓÇκε	Óο	���	Óου	½Æκου	
Óου�	Το	μÏουκάλι	Ïεριεί×ε	αρ×ικά	���1�	OW�	�½σα	OW	οιÍοÏÍε¿μαÓοÖ	εÉαÓμίσÓÇκαÍ�

Σε	ºÍα	σÇμείο	 ÓÇÖ	Æ»ιÍÇÖ	σφαίραÖ�	ο	φλοι½Ö	º×ει	Ïά×οÖ	��	.P�	ο	
μαÍÃ¿αÖ	�����	.P	και	ο	Ïυρ»ÍαÖ	�����	.P�	�α�	Να	ÁρειÖ	Óο	μ»κοÖ	
ÓÇÖ	ακÓίÍαÖ	ÓÇÖ	ΓÇÖ	σε	.P�	�Á�	Να	ÁρειÖ	Ïοιο	ÏοσοσÓ½	ÓÇÖ	ακÓίÍαÖ	
ÓÇÖ	ΓÇÖ	καÓº×ει	ο	φλοι½Ö�	ο	μαÍÃ¿αÖ	και	ο	Ïυρ»ÍαÖ	αÍÓίσÓοι×α�

Μια	οικοÆºÍεια	º×ει	μÇÍιαία	ºσοÃα	1����	Q�
Το	 1��	 ÓÕÍ	 εσ½ÃÕÍ	 αÏοÓαμιε¿οÍÓαι	 και	 Óα	 υÏ½λοιÏα	 ÉοÃε¿οÍÓαι	
½ÏÕÖ	 Ãεί×Íει	 Óο	 ÃιÏλαÍ½	 κυκλικ½	 ÃιάÆραμμα�	 �α�	 Να	 υÏολοÆίσειÖ	
Ï½σα	 ×ρ»μαÓα	 ÉοÃε¿ει	 Ç	 οικοÆºÍεια	 σε	 κάθε	 καÓÇÆορία	 ÃαÏαÍÐÍ�	 
�Á�	 Τι	 ÏοσοσÓ½	μÇÍιαίÕÍ	 εσ½ÃÕÍ	 ÓÇÖ	αÏοÓελεί	 κάθε	μία	 καÓÇÆορία	
ÃαÏαÍÐÍ�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	�οσοσÓά	 -	�1	-
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­ÍαÖ	ÇλεκÓρολ½ÆοÖ	εί×ε	ºσοÃα	�����	Q	Óο	Ãε¿Óερο	ÓρίμÇÍο	Óου	ºÓουÖ�	�½σα	×ρ»μαÓα	
ÏρºÏει	Íα	αÏοÃÐσει	σÓο	κράÓοÖ�	αÍ	ο	����Α�	Ïου	ÏαρακραÓά	αÏ½	ÓουÖ	ÏελάÓεÖ	Óου	
είÍαι	1���

Λύση
¥ο ποσό �.Π.�. έχει παρακρατηθεί από τον ηλεκτρολόγο, αφού κάθε πελάτης του 
έχει επιβαρυνθεί με ���, επί της αξίας της εργασίας του ηλεκτρολόγου.
Έτσι για εργασία ��� Q ο πελάτης έχει πληρώσει ��� Q, δηλαδή ο ηλεκτρολόγος σε 
έσοδα ��� Q οφείλει στο κράτος �� Q, δηλαδή τα ��

���  
των εσόδων.

Οφειλόμενος ΦΠΑ = Έσοδα ! 19
119  

= 2.856 ! 19
119  

= 456 Q

ΣÓÇÍ	ÏερίοÃο	ÓÕÍ	εκÏÓÐσεÕÍ�	ºÍα	καÓάσÓÇμα	ºκαÍε	ºκÏÓÕσÇ	���	σÓα	είÃÇ	ρου×ισμο¿	
και	 1��	σÓα	ÏαÏο¿Óσια�	�½σο	θα	ÏλÇρÐσουμε	 Æια	 ºÍα	Ïουκάμισο	 και	 ºÍα	 ÙευÆάρι	
ÏαÏο¿Óσια	Ïου	κ½σÓιÙαÍ	��	Q	και	1��	Q�	αÍÓίσÓοι×α�	ÏριÍ	ÓιÖ	εκÏÓÐσειÖ�

Λύση

� τιμή κάθε είδους υπολογίÙεται από τη σχέση:
Τιμή μετά την έκπτωση = Τιμή πριν την έκπτωση – Ποσό έκπτωσης.

�ια το πουκάμισο έχουμε ποσό έκπτωσης: 35� ! 58 Q = 35100  
! 58 Q = 20,30 Q.

� τιμή του πουκάμισου μετά την έκπτωση είναι: 58 Q – 20,30 Q = 37,70 Q.

�ια τα παπούτσια έχουμε ποσό έκπτωσης: 15�  ! 170 Q = 15
100  

! 170 Q = 25,50 Q.

� τιμή των παπουτσιών μετά την έκπτωση είναι: 170 Q – 25,50 Q = 144,50 Q.

�αι για τα δύο μαÙί θα πληρώσουμε: 37,70 Q + 144,50 Q = 182,20 Q. 

�οσ½	1����	Q	καÓαÓºθÇκε	σε	λοÆαριασμ½	ÓαμιευÓÇρίου�	με	εÏιÓ½κιο	���	�½σοÖ	είÍαι	
ο	 Ó½κοÖ	 Ïου	 θα	 αÏοÃÐσει	 Óο	 κεφάλαιο	 αυÓ½�	 μεÓά	 αÏ½	 1�	 μ»ÍεÖ�	 αÍ	 οι	 Ó½κοι	
ÏροσÓίθεÍÓαι	σÓο	κεφάλαιο	κάθε	×ρ½Íο�

Λύση
�νωρίÙουμε ότι: Τόκος = Κεφάλαιο ! Επιτόκιο

¬ρα: ¥όκος α' έτους είναι: 1.000 Q ! 5� = 1.000 Q 5100 = 50 Q

�το τέλος των �� μηνών το κεφάλαιο θα γίνει: 1.000 Q + 50 Q = 1050 Q
¢ τόκος στους επόμενους � μήνες θα είναι τα �

��  
του ετήσιου τόκου, δηλαδή:

1.050 Q ! 5� ! 6
12  

= 1.050 Q ! 5100  
! 6

12 = 26,25 Q

¢ συνολικός τόκος που απέδωσαν τα �.��� Q για �� μήνες είναι: 50Q+26,25Q=76,25Q.

-	��	-	 ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	�οσοσÓά

Α.5.2.  Προβλήµατα µε ποσοστά
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ΕÏι×ειρÇμαÓίαÖ	αÆ½ρασε	μεÓο×ºÖ	μιαÖ	εÓαιρείαÖ�	ÏροÖ	��	Q	ÓÇÍ	κάθε	μεÓο×»�	Σε	ºÍα	
μ»Íα	 Ç	 μεÓο×»	 ºÏεσε	 καÓά	 ��	 και	 Óο	 εÏ½μεÍο	 ÃίμÇÍο	 αÍºÁÇκε	 καÓά	 ��	 Óο	 μ»Íα�	 
�α�	 �οια	 »ÓαÍ	 Ç	 Óιμ»	 ÓÇÖ	 μεÓο×»Ö	 σÓο	 ÓºλοÖ	 Óου	 ÓρίÓου	 μ»Íα�	 �Á�	 Η	 εÏºÍÃυσÇ	 Óου	
εÏι×ειρÇμαÓία	»ÓαÍ	κερÃοφ½ρα	»	½×ι�	�Æ�	�οιο	είÍαι	Óο	ÏοσοσÓ½	κºρÃουÖ	»	ÙÇμίαÖ	Óου�	
εÏί	Óου	αρ×ικο¿	κεφαλαίου�
Κεφάλαιο	������	Q	καÓαÓºθÇκε�	σε	λοÆαριασμ½	ÓαμιευÓÇρίου�	με	εÏιÓ½κιο	����	Óο	×ρ½Íο�
�α�	�οιοÖ	θα	είÍαι	ο	Ó½κοÖ	σÓο	ÓºλοÖ	Óου	ÏρÐÓου	ºÓουÖ�	�Á�		�οιοÖ	θα	είÍαι	ο	Ó½κοÖ	
σÓο	ÓºλοÖ	Óου	Ãε¿Óερου	ºÓουÖ�	αÍ	ο	Ó½κοÖ	Óου	ÏρÐÓου	ºÓουÖ	κεφαλοÏοιÇθεί�

­Íα	 καιÍο¿ριο	 αυÓοκίÍÇÓο	 κ½σÓιÙε	 ������	 Q�	 Το	 αÆ½ρασε	 κάÏοιοÖ	 και	 μεÓά	 αÏ½	 1	
×ρ½Íο	»θελε	Íα	Óο	Ïουλ»σει�	καÓά	���	λιÆ½Óερο�	αÏ½	½σο	Óο	αÆ½ρασε�	Ο	υÏοÂ»φιοÖ	
αÆορασÓ»Ö	ºμαθε�	½Óι	 Óο	 ίÃιο	ακριÁÐÖ	μοÍÓºλο�	 καιÍο¿ριο�	 κ½σÓιÙε	������	Q�	 �α�	Σε	
Ïοια	 Óιμ»	 θα	 αÆ½ραÙε	 Óο	 μεÓα×ειρισμºÍο	 αυÓοκίÍÇÓο�	 �Á�	 Τι	 ÏοσοσÓ½	 ÓÇÖ	 Óιμ»Ö	 Óου	
καιÍο¿ριου	αυÓοκιÍ»Óου	είÍαι	Ç	Óιμ»	Óου	μεÓα×ειρισμºÍου�	�Æ�	ΑÍ	ºÍα	μαÆαÙί	Ïου	Ïουλάει	
μεÓα×ειρισμºÍα	 αυÓοκίÍÇÓα	 ÃίÍει	 Óο	 ίÃιο	 μοÍÓºλο	 σε	 Óιμ»	 ���	 φÓÇÍ½Óερα	 αÏ½	 ÓÇÍ	
Óρº×ουσα	Óιμ»	Óου	καιÍο¿ριου�	αÏ½	ÏοιοÍ	συμφºρει	Íα	αÆοράσει	Óο	μεÓα×ειρισμºÍο	
αυÓοκίÍÇÓο	ο	υÏοÂ»φιοÖ	αÆορασÓ»Ö�
Σε	 ºÍα	 ÏροÚ½Í�	 ºÆιÍε	 Ç	 Ïροσφορά	 Ïου	 φαίÍεÓαι	 σÓÇÍ	 ÏιÍακίÃα�	 ΣÓÇ	
συσκευασία	Óου	ÏροÚ½ÍÓοÖ	υÏ»ρ×ε	σÇμειÕμºÍÇ	Ç	συÆκεκριμºÍÇ�	Æια	 Óο	
είÃοÖ	Ïροσφορά�	ÃÇλαÃ»	Æια	κάθε	���	κ�εκ��	Ïρ½σθεÓα	άλλα	1��	κ�εκ�	 
�α�	Σ¿μφÕÍα�	με	½σα	ÃιαÁάÙειÖ�	θεÕρείÖ	½Óι	αλÇθε¿ουÍ	½σα	ÆράφοÍÓαι	
σÓÇÍ	 Ïροσφορά�	 �Á�	 Σε	 Ïοια	 ÏερίÏÓÕσÇ	 Ç	 εÓαιρεία	 θα	 Ïρ½σφερε�	
ÏράÆμαÓι�	Óο	���	Óου	ÏροÚ½ÍÓοÖ	Δ�ΡΕΑΝ�
Τι	κεφάλαιο	ÏρºÏει	Íα	καÓαθºσουμε	σÓÇÍ	ÓράÏεÙα�	Æια	Íα	Ïάρουμε	σÓο	
ÓºλοÖ	εÍ½Ö	ºÓουÖ	1����	Q�	αÍ	Óο	εÏιÓ½κιο	είÍαι	���
Τα	Áασικά	 ÓºλÇ	Ãιμ»Íου	Æια	 λοÆαριασμ½	 Óου	ΟΤΕ	είÍαι	 ��	Q	 και	 Ç	 ×ρºÕσÇ	Æια	
κάθε	μοÍάÃα	����	Q�	Να	ÁρειÖ	Ï½σο	θα	ÏλÇρÐσει	 ºÍαÖ	συÍÃρομÇÓ»Ö�	 αÍ	 º×ει	
κάÍει	1����	μοÍάÃεÖ	συÍÃιαλºÉεÕÍ	και	εÏί	Óου	συÍ½λου	υÏολοÆίÙεÓαι	��Α	1���
­ÍαÖ	 ºμÏοροÖ	 αÆ½ρασε	 Ãιάφορα	 εμÏορε¿μαÓα	 συÍολικ»Ö	 αÉίαÖ	 ������	 Q�	 �λ»ρÕσε	 ÓοιÖ	
μεÓρÇÓοίÖ	Óο	���	και	Óα	υÏ½λοιÏα	με	συÍαλλαÆμαÓικºÖ�	σε	�	μÇÍιαίεÖ	Ã½σειÖ	με	Ó½κο	1�	ÓοÍ	
μ»Íα�	 Να	 υÏολοÆίσειÖ�	 �α�	 Το	 συÍολικ½	 Ïοσ½	 ÓÇÖ	 εÏιÁάρυÍσÇÖ	 αÏ½	 ÓουÖ	 Ó½κουÖ	 Ïου	 θα	
ÏλÇρÐσει�	�Á�	Το	ÏοσοσÓ½	ÓÇÖ	εÏιÁάρυÍσÇÖ	αυÓ»Ö�	εÏί	ÓÇÖ	αρ×ικ»Ö	αÉίαÖ	ÓÕÍ	εμÏορευμάÓÕÍ�
­ÍαÖ	Óε×Íικ½Ö	εί×ε	ºσοÃα	σε	ºÍα	ÓρίμÇÍο	�����	Q�	�½σο	��Α	�1���	ÏρºÏει	Íα	αÏοÃÐσει	
σÓÇÍ	εφορία�
­Íα	ÂυÆείο	κοσÓίÙει�	ÓοιÖ	μεÓρÇÓοίÖ�	1����	Q ×ÕρίÖ	Óο	��Α	1���	ΚάÏοιοÖ	Óο	αÆ½ρασε	με	���	
ÏροκαÓαÁολ»	και	 Óο	υÏ½λοιÏο�	σε	�	μÇÍιαίεÖ	Ã½σειÖ	με	 Ó½κο	��	Óο	μ»Íα�	 �α�	Να	υÏολοÆίσειÖ	
Ï½σα	×ρ»μαÓα	ºÃÕσε�	ÕÖ	ÏροκαÓαÁολ»�	αÍ	μαÙί	με	αυÓ»Í	καÓºÁαλε	και	ολ½κλÇρο	Óο	Ïοσ½	Óου	
��Α�	�Á�	�οιο	»ÓαÍ	Óο	Ïοσ½	ÓÇÖ	κάθε	Ã½σÇÖ�	�Æ�	�½σο	Óου	σÓοί×ισε	συÍολικά	Óο	ÂυÆείο�
Για	ÓÇ	ÃιÏλαÍ»	Ãιαφ»μισÇ�	�α�	�½σο	είÍαι	Óο	��Α	Ïου	ÏρºÏει	Íα	
ÏλÇρÐσουμε�	�Á�	�½σο	θα	σÓοι×ίσει	Óο	ραÃιοκασεÓ½φÕÍο�	αÍ	Óο	
αÆοράσουμε	με	Ã½σειÖ�	 �Æ�	ΑÍ	 Óο	 ÓραÏεÙικ½	εÏιÓ½κιο	είÍαι	1���	
Ïοια	 εÏιλοÆ»	 αÆοράÖ	 μαÖ	 συμφºρει�	 με	 ÓÇÍ	 ÏροÛÏ½θεσÇ�	 ½Óι	
º×ουμε	½λο	Óο	αÏαιÓο¿μεÍο	Ïοσ½	σε	λοÆαριασμ½	ÓαμιευÓÇρίου�

Να	μελεÓ»σειÖ	Óα	εκλοÆικά	αÏοÓελºσμαÓα	σÓιÖ	ÓºσσεριÖ	ÓελευÓαίεÖ	εκλοÆºÖ	σÓÇ	×Ðρα	μαÖ	
και	Íα	καÓαÆράÂειÖ	σε	ºÍαÍ	ÏίÍακα�	�α�	Óα	ÏοσοσÓά	ÓÕÍ	ÂÇφισάÍÓÕÍ�	�Á�	Óα	ÏοσοσÓά	ÓÕÍ	
ºÆκυρÕÍ	ÂÇφοÃελÓίÕÍ�	ÓÕÍ	άκυρÕÍ	και	ÓÕÍ	λευκÐÍ�	�Æ�	Óα	ÏοσοσÓά	Ïου	ºλαÁε	κάθε	κ½μμα	
σε	½λÇ	ÓÇÍ	εÏικράÓεια	ÓÇÖ	×ÐραÖ�

ΜΕΡΟΣ	Α!	-	Κεφάλαιο	�ο	-	�οσοσÓά	 -	��	-
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Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης

Α.  Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους

¥οποθέτησε ένα “[” στην αντίστοιχη θέση ���¥¢ ���¢�

 1�	 Το	���	Óου	[	ισο¿Óαι	με	Óο	���	Óου		 [�  . 

 ��	 Σε	ºÍα	ÁιÁλίο	ºÆιÍε	α¿ÉÇσÇ	Óιμ»Ö	καÓά	��	και	Ãε¿ÓερÇ	α¿ÉÇσÇ
	 	 καÓά	1��	εÏί	ÓÇÖ	ÍºαÖ	Óιμ»Ö�	Η	συÍολικ»	α¿ÉÇσÇ	»ÓαÍ	1�����	

 �.	 ¸ÓαÍ	σ´	ºÍα	ÏροÚ½Í	αÉίαÖ	���	Q	Ç	ºκÏÓÕσÇ	είÍαι	���	Q�	Óο
	 	 ÏοσοσÓ½	ºκÏÓÕσÇÖ	είÍαι	ÏερίÏου	������	

 4�	 Το	���	Óου	��	είÍαι	1��	

 5�	 1	Q	ºκÏÓÕσÇ	σ´	ºÍα	σÓυλ½	Ïου	κοσÓίÙει	�	Q	αÍÓισÓοι×εί	σε	ÏοσοσÓ½
	 	 ºκÏÓÕσÇÖ	����	

 ��	 ­Íα	είÃοÖ	μεÓά	αÏ½	ºκÏÓÕσÇ	���	Q�	κοσÓίÙει	1��	Q�	ΣÓο	είÃοÖ	ºÆιÍε
	 	 ºκÏÓÕσÇ	����	  

 �.	 Ο	ÏλÇθυσμ½Ö	μιαÖ	κÕμ½ÏολÇÖ	»ÓαÍ	�����	κάÓοικοι	και	αυÉ»θÇκε	σε
	 	 �����	καÓοίκουÖ�	�ºμε	½Óι	ο	ÏλÇθυσμ½Ö	αυÉ»θÇκε	καÓά	1����	

 8�	 Το	κ½κκιÍο	μºροÖ	Óου	κ¿κλου	είÍαι	Óο	1��	�	

 ��	 Μια	ÓάÉÇ	º×ει	��	μαθÇÓºÖ	και	μια	μºρα	αÏουσίαÙαÍ	οι	��	ÃÇλαÃ»
	 	 αÏουσίαÙε	Óο	1��	ÓÇÖ	ÓάÉÇÖ�	

 ���	 Το	���	ÓÇÖ	ÐραÖ	είÍαι	��	λεÏÓά�	

 11�	 Μια	α¿ÉÇσÇ	1��	Q	σε	ºÍα	είÃοÖ	Ïου	κ½σÓιÙε	���	Q	είÍαι	μια	α¿ÉÇσÇ	1��	� 

�.  Ασκήσεις Αντιστοίχισης
  Σε	κάθε	μία	αÏ½	ÓιÖ	ÍºεÖ	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	ÏροÚ½ÍÓÕÍ
	 	 Ïου	αÍαφºροÍÓαι	σÓÇ	Ãιαφ»μισÇ�	Íα	
	 	 αÍÓισÓοι×ίσειÖ	Óο	ÏοσοσÓ½	ºκÏÓÕσÇÖ�




�

 

Παντελόνι ���Q 84Q 

�ούστες ��Q 48Q 

�ορέματα ���Q 153Q

�πλούÙες ��Q ��Q  

�όρμες ��Q 45Q 
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6 Ο

Κ
Ε
Φ
Α
Λ
Α
Ι
Ο

�.1. Παράσταση σηµείων στο επίπεδο
 x ΣØεδιάζω ένα σÀστημα ημιαξόνων
 x Βρίσκω τις συντεταγμένες ενός σημείου
 x Βρίσκω ένα σημείο όταν δίνονται οι συντεταγμένες του

�.2. �όγος δύο αριθµών � Αναλογία
 x �ατανοώ την έννοια του λόγου και την έννοια της αναλογίας
 x ΕπιλÀω εξισώσεις της μορφής α[   β� μέσω αναζήτησης της τέταρτης

  αναλόγου της σØέσης α	
Á

= 1
x

� �νωρίζω� ότι γενικά είναι� α	�Æ
Á�Æ

! α	
Á

�.�. $νάλογα ποσά � Ιδιότητες αναλόγων ποσών
 x Αναγνωρίζω αν υπάρØει αναλογία στη μεταβολή δÀο μεγεθών
 x Συμπληρώνω πίνακες αναλόγων ποσών όταν δίνεται ο λόγος τους
 x Υπολογίζω τον λόγο των δÀο αναλόγων ποσών όταν δίνονται οι πίνακές τους
 x ¬ρησιμοποιώ το ποσοστό ως ειδική περίπτωση συντελεστή αναλογίας

�.�. Γραφική παράσταση σχέσης αναλογίας
 x Αναπαριστάνω γραφικά μία σØέση αναλογίας
 x Διαπιστώνω ότι τα σημεία με συντεταγμένες τα ζεÀγη των αντίστοιØων τιμών δÀο
  αναλόγων ποσών βρίσκονται σε μια ημιευθεία με αρØή την αρØή των αξόνων

�.�. Προβλήµατα αναλογιών
 x Οργανώνω τα δεδομένα ενός προβλήματος αναλογιών σε πίνακα και κατασκευάζω
  με βάση τον πίνακα αυτόν� όπου κρίνεται απαραίτητο� και τη γραφική παράσταση
 x �Àνω τα προβλήματα εφαρμόζοντας� όπου κρίνεται απαραίτητο� τις ιδιότητες των
  αναλόγων ποσών σε δÀο πλαίσια� αριθμητικό και γραφικό

�.�. Αντιστρόφως ανάλογα ποσά
 x Διακρίνω εάν δÀο ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα
 x �νωρίζω ότι το γινόμενο των αντίστοιØων τιμών δÀο αντιστρόφως αναλόγων ποσών είναι σταθερό
 x �ατασκευάζω πίνακες αντίστοιØων τιμών αντιστρόφως αναλόγων ποσών
 x Παριστάνω με σημεία ενός συστήματος αξόνων τα ζεÀγη των αντίστοιØων τιμών δÀο
  αντιστρόφως αναλόγων ποσών και Øαράζω την καμπÀλη που περνά από αυτά
 x �Àνω προβλήματα εφαρμόζοντας τις ιδιότητες των αντιστρόφως αναλόγων ποσών

 $νάλογα ποσά 	 αντιστρόφως ανάλογα ποσά

 ¨ƌΜΟƏΡΙƙΟΣ Ο Αƈ¨ƌΡΙƙƌΣ
(460 - 370 π.Χ.)

ΜΕΡΟΣ Α"
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– Τι είναι τούτα τα περίεργα στην οθόνη 
σας κύριε Πέτρο; ρώτησαν τον μεσόκοπο 
άντρα που δούλευε απορροφημένος 
στον υπολογιστή του. �κείνος σήκωσε τα 
μάτια και κοίταξε πάνω απ´ τα γυαλιά τα 
παιδιά που μπήκαν χαρούμενα στο 
γραφείο του.
– Ο μπαμπάς μας είπε να τον περιμένουμε 
εδώ, δικαιολόγησαν την παρουσία τους 
κοιτώντας με περιέργεια τον υπολογιστή.
– Θα ξέρετε παιδιά, είπε ο κύριος Πέτρος, 
ότι ο πατέρας σας σχεδιάζει στον υπολογιστή 
τα κτίρια που κατασκευάζουμε. Εγώ έχω 
την τεχνική υποστήριξη αυτών των 
προγραμμάτων. Αυτά που βλέπετε όμως 

στην οθόνη είναι μια απλή οικονομική μελέτη για την κατασκευή. Αν είχατε μάθει στο 
σχολείο τους ακέραιους και τους ρητούς εύκολα θα καταλαβαίνατε όλα τούτα.
– }έρω τους ακέραιους, είπε ο �άσονας. «Είναι οι αριθμοί που περιέχουν μόνο ακέραιες 
μονάδες, δηλαδή δεν είναι κλάσματα. Αλλά οι ρητοί τι είναι; Γιατί τους λέμε έτσι;
– Πριν προσπαθήσω να σας εξηγήσω, ας δούμε τι αναφέρει και το λεξικό, είπε ο κύριος 
Πέτρος. �υμβουλεύτηκε ένα χοντρό βιβλίο από τη βιβλιοθήκη και συνέχισε: Ρητός είναι 
ο αριθμός που μπορούμε να τον πούμε. Η λέξη προέρχεται από το αρχαίο �είρηκα� δηλαδή 
έχω πει’ που είναι παρακείμενος του �λέγω�. �ρα ρητός είναι ο ειπωμένος αριθμός» .
¥α γεμάτα απορία μάτια των παιδιών τον έκαναν να συνεχίσει: «Εκτός από τους ρητούς 
που είναι οι ακέραιοι και τα γνωστά κλάσματα, υπάρχουν και αριθμοί με άπειρα δεκαδικά 
ψηφία, που δεν μπορείς να τους πεις ολόκληρους αφού τα ψηφία τους δεν τελειώνουν ποτέ 
και ούτε είναι γνωστά. Αυτούς τους αριθμούς τους ονομάζουμε άρρητους και θα τους μάθετε 
αργότερα στο σχολείοl.
�οίταξε πάλι το λεξικό και συνέχισε κάπως σκεπτικός. “Ομολογώ ότι δεν ήξερα από που 
προέρχεται η λέξη ρητός, ενώ γνωρίζω το “ρήτορας” ή την έκφραση “ρητή εντολή”. Και να 
σκεφτεί κανείς ότι τόσα χρόνια την αναφέρω στα μαθηματικά.. .l
– Συγνώμη, μηχανικός υπολογιστών δεν είστε; ρώτησε με αφοπλιστική αφέλεια ο �άσονας.
– �αι, με ειδίκευση στο λογισμικό, που προÇποθέτει όμως καλή γνώση μαθηματικών. Σου 
φαίνεται κάτι περίεργο; απόρησε ο κύριος Πέτρος.
– Όχι βέβαια, βιάστηκε να διορθώσει ο �άσονας, αλλά περίμενα ότι θα ψάχνατε τη λέξη 
στο ηλεκτρονικό λεξικό.
¢ κύριος Πέτρος χαμογέλασε με την παρατήρηση του �άσονα κι ύστερα με πιο σοβαρό 
ύφος είπε, δείχνοντας τον υπολογιστή:
– Ακούστε παιδιά. Γίνεται συχνά μια παρεξήγηση με τούτο το μηχάνημα. �λλοι το αποφεύγουν 
γιατί δεν ξέρουν να το χειρίζονται και άλλοι το χρησιμοποιούν περίπου σαν τηλεόραση. Και 
τα δύο είναι λάθος. Στον υπολογιστή έχω ηλεκτρονικό λεξικό, αυτό όμως δε σημαίνει ότι θα 
πάψω να συμβουλεύομαι το βιβλίο. Προτιμώ να χρησιμοποιώ τον υπολογιστή σε πιο σύνθετες 
και πιο δημιουργικές εργασίες. Για παράδειγμα θα ήταν σωστό να τον χρησιμοποιήσεις για 
να σχεδιάσεις ένα στάδιο, αλλά θεωρώ ότι είναι λάθος να παίζεις ποδόσφαιρο στην οθόνη 
του υπολογιστή. Το μηχάνημα αυτό δε φτιάχτηκε για να καταργήσει τις δικές μας λειτουργίες, 
αλλά για να βελτιώσει τη δημιουργική μας σκέψηl.
¥η συÙήτηση διέκοψε ο πατέρας των παιδιών που μπήκε βιαστικά και έδωσε ένα σχέδιο 
στον κύριο Πέτρο λέγοντας: gΣτο διάγραμμα που θα σχεδιάσεις να φαίνεται καθαρά ότι 
το κόστος είναι ανάλογο με το εμβαδόνl.
– Τι σημαίνει “ανάλογο” κύριε Πέτρο;, ρώτησε απορημένα η �θηνά.
�κείνος χωρίς να απαντήσει απευθύνθηκε μειδιώντας στον πατέρα τους.
– Σου δίνω “ρητή εντολή”, να φέρνεις πιο συχνά τα παιδιά στο γραφείο. Πάντα κάτι θα 
μαθαίνουμε από τις ερωτήσεις τους.

Η gρητή εντολήl
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Στα προηγούμενα τοποθετήσαμε τους φυσικούς αριθμούς πάνω σε μια ευθεία. Τώρα, θα 
ανοίξουμε λίγο τον ορίζοντά μας και από την ευθεία πάμε στο επίπεδο. Είναι εύκολο.
Αρκεί να πάρουμε δύο κάθετες ευθείες και έχουμε μπροστά μας ένα επίπεδο που έχει 
πολλά να μας δείξει. Ας τα δούμε ξεκινώντας με μια παρτίδα σκάκι.

Σε	μια	εφÇμερίÃα	ÃÇμοσιε¿ÓÇκε	μια	ÏαρÓίÃα	σκάκι�	½ÏÕÖ	είÍαι	αυÓ»	Ïου	φαίÍεÓαι	σÓÇÍ	
ÏαρακάÓÕ	σκακιºρα�

→	 	 ΔÐσε	 οÍομασίεÖ	 Æια	 ÓιÖ	 θºσειÖ	 ÓÕÍ	 ÏιοÍιÐÍ	 Ïου	 ÁρίσκοÍÓαι	 σÓÇ	 συÆκεκριμºÍÇ
	 	 σκακιºρα	και	φÓιάÉε	ºÍαÍ	ÏίÍακα	με	αυÓºÖ�

Η	 θερμοκρασία	 εÍ½Ö	 ασθεÍο¿Ö	 καÓά	 ÓÇÍ	 ÓρίÓÇ	 Çμºρα	 ÍοσÇλείαÖ	 Óου�	 φαίÍεÓαι	 σÓοÍ		
ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα�

7:30 9:00 10:00 11:00 12:30 13:30 14:30 16:00 18:00 20:00 21:30 23:00
37,2 37,7 37,9 38,6 39,2 38,2 37,2 37 36,6 37,8 38,2 37,1

→			 ΜÏορείÖ	Íα	ÏαρασÓ»σειÖ	αυÓ½Í	ÓοÍ	ÏίÍακα	με	ºÍαÍ	άλλο	Óρ½Ïο�
→			 �ÐÖ	θα	μÏορο¿σαμε	Íα	º×ουμε	μια	εκÓίμÇσÇ	ÓÇÖ	θερμοκρασίαÖ	Óου	ασθεÍο¿Ö
	 	 ÓιÖ	ÐρεÖ	Ïου	ÃεÍ	μεÓριºÓαι	αυÓ»�

Α.�.1. Παράσταση σηµείων στο επίπεδο

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

8
7
6
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4

3

2
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Μαθαίνουμε
Προκειμένου να προσδιορίσουμε τη θέση ενός σημείου στο επίπεδο: 

�χεδιάÙουμε δύο κάθετες μεταξύ τους ημιευθείες Ο[ και Oy.
Πάνω σε κάθε μια απ´ αυτές ορίÙουμε την ίδια μονάδα μέτρησης.
�υτές οι ημιευθείες αποτελούν ένα ορθογώνιο σύστημα ημιαξόνων.

!  Ο ηµιάξονας Ο[ λέγεται ημιάξονας
  των τετµηµένων ή ηµιάξονας των [.

!  Ο ηµιάξονας Ο\ λέγεται ημιάξονας
  των τεταγµένων ή ηµιάξονας των \.

!  Το σηµείο Ο ονομάÙεται αρχή των
  ηµιαξόνων. 
  

 " To 3 είναι η τετµηµένη του σημείου Α.

 " To 1 είναι η τεταγµένη του σημείου Α.

! � τετµηµένη και η τεταγµένη του σημείου Α ονομάÙονται συντεταγµένες του Α και
 συνήθως όταν θέλουμε να αναφερθούμε στο σημείο Α, γράφουμε Α(3,1).

! ¥ο Ùεύγος (3,1) του οποίου ο πρώτος αριθμός 3 είναι η τετµηµένη του σημείου Α και
 ο δεύτερος αριθμός 1 είναι η τεταγµένη του σημείου Α, λέγεται διατεταγµένο
 Úεύγος, επειδή έχει σημασία η διάταξη, δηλαδή η σειρά, με την οποία γράφονται οι
 αριθμοί που το αποτελούν.

" �ε το σύστημα αυτό αντιστοιχούμε σε κάθε σημείο Α ένα Ùεύγος αριθμών (3,1),
δηλαδή ένα διατεταγµένο Úεύγος, οι αριθμοί του οποίου ονομάÙονται συντεταγµένες 
του σηµείου.

" �ντίστροφα, κάθε διατεταγµένο Úεύγος αριθμών π.χ. το (2,4) αντιστοιχεί σε ένα 
 σημείο Μ του επιπέδου.

! ¥ο σύστημα ημιαξόνων που χρησιμοποιήσαμε λέγεται ορθοκανονικό, γιατί οι ημιάξονες
τέμνονται κάθετα (ορθο-) και έχουμε ορίσει πάνω τους την ίδια μονάδα μέτρησης
(-κανονικό).
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Να	σ×εÃιάσειÖ	ºÍα	ορθοκαÍοÍικ½	σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ�	με	μοÍάÃα	Óο	1	FP	και	Íα	
ÓοÏοθεÓ»σειÖ	Óα	σÇμεία	Α������	�������	Γ������	Δ������	Ε�1����	�������	Η������	�������
Ι������	 Κ������	 Τι	 ÏαραÓÇρείÖ	 Æια	 Óα	 σÇμεία	 Ι	 και	 Κ�	 �ο¿	 ÁρίσκοÍÓαι	 αυÓά�	 ΜÏορείÖ	 Íα	
ÆεÍικε¿σειÖ	 ÓιÖ	 ÏαραÓÇρ»σειÖ	 σου	 Æια	 Óα	 σÇμεία	Ïου	 º×ουÍ	 ÓεÓμÇμºÍÇ	 »	 ÓεÓαÆμºÍÇ	 Óο	
μÇÃºÍ�

Σε	ορθοκαÍοÍικ½	σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ	Íα	ÓοÏοθεÓ»σειÖ	Óα	σÇμεία	Α���1��	��1����	Γ�����	
και	Δ������	Τι	σ×»μα	είÍαι	Óο	Α�ΓΔ�	ΑÍ	Óα	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	ΑΓ	και	�Δ	ÓºμÍοÍÓαι	
σÓο	σÇμείο	Κ�	ÏοιεÖ	είÍαι	οι	συÍÓεÓαÆμºÍεÖ	Óου	��
ΓράÂε	ÏºÍÓε	ÃιαÓεÓαÆμºÍα	Ùε¿ÆÇ	σÇμείÕÍ�	ÓÕÍ	οÏοίÕÍ	Ç	ÓεÓμÇμºÍÇ	ÓουÖ	είÍαι	ίσÇ	με	
ÓÇÍ	 ÓεÓαÆμºÍÇ	 ÓουÖ�	 ΜÏορείÖ	 Íα	 Óα	
ÓοÏοθεÓ»σειÖ�	 σε	 ºÍα	 ορθοκαÍοÍικ½	
σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

ΣÓο	 σ×»μα	 ÁλºÏουμε	 Óμ»μα	 εÍ½Ö	 ÏίÍακα	
αÏουσιÐÍ	αÍά	ÓρίμÇÍο�	Æια	ÓουÖ	μαθÇÓºÖ	
ÓÇÖ	 Α "	 ΓυμÍασίου	 εÍ½Ö	 σ×ολείου�	 Κάθε	
θºσÇ	 Óου	 ÏίÍακα	 ορίÙεÓαι	 αÏ½	 Óο	 Ùε¿ÆοÖ	
�Æράμμα	σÓ»λÇÖ�	αριθμ½Ö	Æραμμ»Ö��
�α�		 Σε	Ïοια	θºσÇ	ÁρίσκεÓαι	Óο	½Íομα	Óου
	 	 μαθÇÓ»	ΓεÕρÆίου�
�Á�		 Τι	 αÍÓιÏροσÕÏε¿ει	 ο	 αριθμ½Ö	 Ïου
	 	 ÁρίσκεÓαι	σÓÇ	θºσÇ		&��
�Æ�		 �οιοÖ	αριθμ½Ö	ÏρºÏει	Íα	Æραφεί	σÓÇ
	 	 θºσÇ	'1�	και	ÏοιοÖ	σÓÇ	θºσÇ	Ε1��

Σε	 κάθε	ÁιÁλιάριο	υÆείαÖ	ÏαιÃιο¿�	Ïου	Ïαρº×ει	 Óο	ªÏουρÆείο	ªÆείαÖ	 και	�ρ½ÍοιαÖ�	
υÏάρ×ει	Óο	ÃιÏλαÍ½	ÃιάÆραμμα�	Óο	οÏοίο	ÏαρισÓάÍει	ÓÇÍ	καμÏ¿λÇ
α¿ÉÇσÇÖ	Óου	ÁάρουÖ	ÓÕÍ	ÁρεφÐÍ	αÏ½	�	ºÕÖ	�	εÓÐÍ�

�αραÓ»ρÇσº	Óο	ÏροσεκÓικά	και	αÏάÍÓÇσε	σÓα	ÏαρακάÓÕ	ερÕÓ»μαÓα�
�α�		 �οιο	είÍαι	Óο	μικρ½Óερο	και	Ïοιο	Óο	μεÆαλ¿Óερο
	 	 φυσιολοÆικ½	ÁάροÖ	εÍ½Ö	ÁρºφουÖ
	 	 ÇλικίαÖ	1�	μÇÍÐÍ�
�Á�		 �άÍÕ	αÏ½	Ïοιο	ÁάροÖ	θεÕρείÓαι
	 	 υÏºρÁαρο�	ºÍα	ÁρºφοÖ
	 	 ÇλικίαÖ	1�
	 	 μÇÍÐÍ	και
	 	 κάÓÕ	αÏ½
	 	 Ïοιο	ÁάροÖ
	 	 θεÕρείÓαι
	 	 λιÏοÁαρºÖ�
�Æ�		 ΕίÍαι
	 	 φυσιολοÆικ½
	 	 Óο	ÁάροÖ	ÓÕÍ
	 	 ���	κιλÐÍ	Æια
	 	 ºÍα	ÁρºφοÖ
	 	 �	μÇÍÐÍ�

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ
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­×ουμε	Óα	ÏαρακάÓÕ	Óρία	ÓεÓράÆÕÍα�

→			 ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα�

Πλευρά τετραγώνου  1,5 cm  4 cm  4,5 cm
Περίµετρος τετραγώνου    

→			 ΕÉ»ÆÇσε	ÏÐÖ	Ïροκ¿ÏÓουÍ	οι	αριθμοί	ÓÇÖ	Ãε¿ÓερÇÖ	σειράÖ�
→			 �ρεÖ	Æια	κάθε	ÓεÓράÆÕÍο	Óο	κλάσμα	Ïλευρά	ÏροÖ	ÏερίμεÓρο�
→			 �οιο	είÍαι	Óο	συμÏºρασμα	Ïου	ÁÆάÙειÖ�

«ρÇσιμοÏοιο¿με	 ÓÇ	φÕÓοÆραφικ»	 μÇ×αÍ»	
Æια	 Íα	 αÏεικοÍίσουμε	 εικ½ÍεÖ	 αÍÓικει-
μºÍÕÍ�	 Οι	 εικ½ÍεÖ	 αυÓºÖ	 Ãεί×ÍουÍ	 Óα	
ÏραÆμαÓικά	αÍÓικείμεÍα	σε	σμίκρυÍσÇ�
ΣÓÇ	 φÕÓοÆραφία	 Óο	 ¿ÂοÖ	 εÍ½Ö	 ÏαιÃιο¿	
είÍαι	�	FP	εÍÐ	ÆÍÕρίÙουμε	½Óι	Óο	ÏραÆμα-
Óικ½	Óου	¿ÂοÖ	είÍαι	1���	P	 	1��	FP�

→			 �½σÇ	θα	είÍαι	Ó½Óε	Ç	σμίκρυÍσ»	Óου	
	 	 σÓÇ	φÕÓοÆραφία�

Σ×εÃίασε	Óο	ÓρίÆÕÍο	Óου	
ÃιÏλαÍο¿	 σ×»μαÓοÖ	 και	
μεÓά	 σ×εÃίασº	 Óο	
μεÆεθυσμºÍο�	 ÐσÓε	 Ç	
Ïλευρά	μ»κουÖ	�	FP	Íα	
º×ει	Íºο	μ»κοÖ	1�	FP�

Α.�.2. Λόγος δύο αριθµών - Αναλογία

��� 4 ���

1�

1�

�

�

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç
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Σ¿ÆκριÍε	ÓουÖ	λ½ÆουÖ�	 Α�
Κ�
	και	 �Γ

�Μ
�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

→			 Τι	συμÏºρασμα	ÁÆάÙειÖ	Æια	ÓοÍ	λ½Æο	ÓÕÍ	ÏεριμºÓρÕÍ	ÓÕÍ
	 	 ορθοÆÐÍιÕÍ	ÏαραλλÇλοÆράμμÕÍ	Α�ΓΔ	και	Κ�ΜΝ�
	 	
ΜεÓά	σ¿ÆκριÍε	ÓουÖ	λ½ÆουÖ�	 Α�

Ε�
	και	 �Γ

�Η
�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

→			 Τι	συμÏºρασμα	ÁÆάÙειÖ	Æια	ÓοÍ	λ½Æο	ÓÕÍ	ÏεριμºÓρÕÍ	ÓÕÍ
	 	 ορθοÆÕÍίÕÍ	ÏαραλλÇλοÆράμμÕÍ	Α�ΓΔ	και	Ε�Η��

Μαθαίνουμε
!  ¥ο πηλίκο δύο αριθμών λέγεται και λόγος των αριθμών αυτών.

!  Η ισότητα λόγων ονομάÙεται αναλογία.

!  Ο λόγος της απόστασης δύο σημείων μιας εικόνας ενός αντικειμένου προς την
  απόσταση των δύο αντίστοιχων σημείων του ιδίου αντικειμένου, εφόσον οι
  απόστάσεις μετριούνται με την ίδια μονάδα, ονομάÙεται κλίµακα.

!  �ύο σχήματα λέγονται όµοια όταν το ένα αποτελεί σµίκρυνση ή µεγέθυνση 
  του άλλου �π.χ. στην παραπάνω δραστηριότητα το ΑΒΓΔ είναι μεγέθυνση του
  ΕΖΘΗ με λόγο 2:1�.

  #	Αν οι λόγοι των αντιστοίχων πλευρών δύο παραλληλογράµµων είναι ίσοι,
   τότε αυτοί θα είναι ίσοι και µε τον λόγο των περιµέτρων τους.

  #	Κάθε σχέση αναλογίας 
              

 είναι ισοδύναµη µε τη σχέση

	 ΜεÓρο¿με	μια	αÏ½σÓασÇ�	σε	×άρÓÇ�	με	κλίμακα	1�1���������	και	ÓÇ	Áρίσκουμε
	 ίσÇ	με	���	FP�	�οια	είÍαι	Ç	ÏραÆμαÓικ»	αÏ½σÓασÇ	ÓÕÍ	Ã¿ο	σÇμείÕÍ�
Λύση

  �φού δίνεται η κλίμακα 1:10.000.000, στο 1 cm του χάρτη αντιστοιχούν 10.000.000 FP 
  στην πραγματικότητα.

  �υνεπώς, αν τα 2,4 cm του χάρτη αντιστοιχούν σε [ FP στην πραγματικότητα,

  θα έχουμε: 2,4
x

 = 1

10.000.000
. �πομένως, ισχύει ότι:

  1 ! x = 2,4 ! 10.000.000   ή    x = 24.000.000 FP = 240.000 P = 240 KP.

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ
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α
β

 = γ
δ α#δ=β#γ

21-0027 book.indb   91 16/1/2013   9:41:38 μμ



-	��	-	 ΜºροÖ	Α"	Κεφάλαιο	�ο	-		ΑÍάλοÆα	Ïοσά	-	ΑÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆα	Ïοσά

Να	ÁρειÖ	ÓουÖ	λ½ÆουÖ	ÓÕÍ	Ãιαφ½ρÕÍ	ευθ¿ÆραμμÕÍ	ÓμÇμάÓÕÍ	
Ïου	είÍαι	σÓο	σ×ºÃιο�

�α�			 Α�
ΓΔ

, Ε�
Η�

,
 
Κ�
Α�

,
 
Α�
Κ�

,
 
Η�
Ε�

,
 
ΓΔ
Α�

.

�Á�		 ΓΔ
Ε�

,
 
Η�
Κ�

, Α�
Α�

,
 
Ε�
ΓΔ

,
 
Κ�
Η�

,
 
ΓΔ
ΓΔ

.

ΔίÍεÓαι	Óο	ορθοÆÐÍιο	Α�ΓΔ	Óου	ÃιÏλαÍο¿	σ×»μαÓοÖ�	
Να	 σ×εÃιάσειÖ	 ºÍα	 άλλο	 ορθοÆÐÍιο	 με	 ÏλευρºÖ	
αÍάλοÆεÖ	ÏροÖ	ÓιÖ	ÏλευρºÖ	Óου	ορθοÆÕÍίου	αυÓο¿�	
ºÓσι	ÐσÓε	ο	λ½ÆοÖ	ÓÕÍ	αÍÓίσÓοι×ÕÍ	ÏλευρÐÍ	ÓουÖ	Íα	
είÍαι�	��1�	

Σε	 μια	 φÕÓοÆραφία	 Óο	 ¿ÂοÖ	 εÍ½Ö	 αÍθρÐÏου	 είÍαι	 �	 FP�	 εÍÐ	 Óο	
ÏραÆμαÓικ½	Óο	¿ÂοÖ	είÍαι	1���	P�	�½σο	º×ει	σμικρυÍθεί	Ç	εικ½Íα	Óου
αÍθρÐÏου	σÓÇ	φÕÓοÆραφία�

­ÍαÖ	ÏροÁολºαÖ	 ÃιαφαÍειÐÍ	 ÏροÁάλλει	 Óο	 κείμεÍο	 μιαÖ	 ÃιαφάÍειαÖ	 σÓοÍ	 αÏºÍαÍÓι	
Óοί×ο�	ΑÍ	ºÍα	±Α²	º×ει	¿ÂοÖ	�	PP	σÓÇ	ÃιαφάÍεια	και	���	FP	σÓοÍ	Óοί×ο�	Ïοια	είÍαι	Ç	
μεÆºθυÍσÇ	Ïου	ÃίÍει	ο	ÏροÁολºαÖ�

Η	σ¿ÍθεσÇ	μιαÖ	μÏλο¿ÙαÖ	είÍαι	���	ÁαμÁάκι	και	Óο	υÏ½λοιÏο	ÏολυεσÓºραÖ�	$Í	Ç	μÏλο¿Ùα	
ÙυÆίÙει	���	JU�	Ï½σα	Æραμμάρια	ÙυÆίÙουÍ	Óα	Í»μαÓα	Óου	ÏολυεσÓºρα	Ïου	Ïεριº×ει�

Να	συμÏλÇρÕθεί
ο	ÏίÍακαÖ�

Οι	ÃιασÓάσειÖ	εÍ½Ö	ορθοÆÕÍίου	ÏαραλλÇλοÆράμμου	είÍαι	[��	και	[�	
�α�	Να	ÆράÂειÖ	ÓÇ	σ×ºσÇ	Ïου	συÍÃºει	ÓÇÍ	ÏερίμεÓρο	�	Óου	ορθοÆÕÍίου	με	Óο	[�	
�Á�	Να	συμÏλÇρÐσειÖ	ÓοÍ	ÏίÍακα�

	 	 	 	 	

$Í	 οι	 ÃιασÓάσειÖ	 εÍ½Ö	 ÃÕμαÓίου�	 σε	 ºÍα	 σ×ºÃιο	 με	 κλίμακα	 1�����	 είÍαι	 �[��	 οι	
ÏραÆμαÓικºÖ	ÃιασÓάσειÖ	Óου	ÃÕμαÓίου	θα	είÍαι	�����[�����	�

ΑÍ	αÍακαÓºÂουμε	�	κιλά	κ½κκιÍο	×ρÐμα	και	�	κιλά	κίÓριÍο	×ρÐμα�	
φÓιά×Íουμε	 μια	 συÆκεκριμºÍÇ	 αÏ½×ρÕσÇ	 Óου	 ÏορÓοκαλί�	 ΑÍ	
αÍακαÓºÂειÖ	�	κιλά	κ½κκιÍο	×ρÐμα	και	�	κιλά	κίÓριÍο�	θα	ÏάρειÖ	
ÓÇÍ	ίÃια	αÏ½×ρÕσÇ�	Δικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

Δ

Α Β

Γ

2,5 cm

4,5 cm

1.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

Κλίμακα 1 : 5 3 : 8 1 : 30 1 : 100
0»κοÖ	σε	σ×ºÃιο 4 cm 12 cm 2 cm �,� FP
�ραÆμαÓικ½	μ»κοÖ 24 m 10 m

x 2 4

\
Π 8 16

2.
¢

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

� �

� �

� �

�
�

� �
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Σ×εÃίασε	Óα	σ×»μαÓα	σε	μιλιμεÓρº	×αρÓί�
�α�	Το	ÓεÓράÆÕÍο	Α	με	κλίμακα	��1�
�Á�	Το	ÏαραλλÇλ½Æραμμο	�	με	κλίμακα	1��1�
�Æ�	Το	ÓρίÆÕÍο	Γ	με	κλίμακα	��1�

¸ÓαÍ	 ο	 ΚÐσÓαÖ	 ºκλεισε	 Óα	 ÃÐÃεκα	 ×ρ½Íια	 εί×ε	 Óο	 ºÍα	 ÓρίÓο	 ÓÇÖ	
ÇλικίαÖ	ÓÇÖ	μÇÓºραÖ	Óου�	¸ÓαÍ	θα	ÆίÍει	είκοσι	×ρ½ÍÕÍ�	ο	λ½ÆοÖ	ÓÕÍ	
Ã¿ο	ÇλικιÐÍ	ÓουÖ	θα	ÏαραμείÍει	ο	ίÃιοÖ�

Να	υÏολοÆίσειÖ	μερικºÖ	αÏ½	ÓιÖ	αÏ´	ευθείαÖ	αÏοσÓάσειÖ	ÓÕÍ	Ï½λεÕÍ	Ïου	συÍÃºοÍÓαι	με	
αεροÏορικ»	Æραμμ»�	º×οÍÓαÖ	υÏ½ÂÇ	½Óι	Ç	κλίμακα	Óου	ÃιÏλαÍο¿	×άρÓÇ	είÍαι	1����������	
και	Íα	ÃÇμιουρÆ»σειÖ	ºÍαÍ	ÏίÍακα	×ιλιομεÓρικÐÍ	αÏοσÓάσεÕÍ	Æια	ÓιÖ	Ï½λειÖ	αυÓºÖ�

�
�

�

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ

1.

2.

3.
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Οι	 μαθÇμαÓικºÖ	 ºÍÍοιεÖ	 ÃιαμορφÐθÇκαÍ	 και	 εÉελί×ÓÇκαÍ	 ÏαράλλÇλα	 με	 ÓÇÍ	
αÍθρÐÏιÍÇ	 σκºÂÇ�	 �υσικά	 μεÆºθÇ�	 ½ÏÕÖ	 Óο	 ÁάροÖ�	 Óο	 μ»κοÖ�	 Ç	 εÏιφάÍεια	 και	 ο	
½ÆκοÖ�	 ºÃιÍαÍ	 αφορμºÖ	 Æια	 μºÓρÇσÇ	 και	 Æια	 σ¿ÆκρισÇ�	 ÃÇλαÃ»	 Æια	 λ½ÆουÖ	 και	
αÍαλοÆίεÖ�	Η	συσÓÇμαÓικ»�	 ½μÕÖ�	 μελºÓÇ	 ÓÕÍ	 εÍÍοιÐÍ	αυÓÐÍ	άρ×ισε	 σÓÇÍ	αρ×αία	
ΕλλάÃα	ÓοÍ	�ο	Ï�«�	αιÐÍα�

Ο	Πυθαγόρας�	Ïου	ºÙÇσε	αÏ½	Óο	���	Ï�«�	μº×ρι	ÏιθαÍ½Í	Óο	
���	Ï�«��	»ÓαÍ	αÏ½	ÓουÖ	ÏρÐÓουÖ	­λλÇÍεÖ	Ïου	ασ×ολ»θÇκε	
με	 ÓουÖ	 λ½ÆουÖ	 και	 ÓιÖ	 αÍαλοÆίεÖ	 ÓÕÍ	 φυσικÐÍ	 αριθμÐÍ�	
ªÏάρ×ει	μια	ÏαράÃοσÇ	Ïου	αÍαφºρει	ÓοÍ	Óρ½Ïο	με	ÓοÍ	οÏοίο	
ο	 �υθαÆ½ραÖ	 οÃÇÆ»θÇκε	 σε	 αυÓ»Í	 ÓÇÍ	 ºρευÍα�	 ΣÓÇÍ	
ΑλεÉάÍÃρεια�	½Ïου	ºÙÇσε	αρκεÓά	×ρ½Íια�	ÁρºθÇκε	μια	μºρα	
κοÍÓά	 σε	 κάÏοιο	 σιÃÇρουρÆείο	 ½Ïου	 ÓºσσεριÖ	 Óε×ÍίÓεÖ	
κÓυÏο¿σαÍ	με	Óα	σφυριά	ÓουÖ	ºÍα	ÏυρακÓÕμºÍο	μºÓαλλο�	Ο	
»×οÖ	 αÏ½	 Óα	 κÓυÏ»μαÓα	 »ÓαÍ	 ÏαράÉεÍα	 μελÕÃικ½Ö�	 ΑυÓ½	
κºÍÓρισε	ÓÇÍ	ÏεριºρÆεια	Óου	�υθαÆ½ρα�	Ïου	αÍαÙ»ÓÇσε	ÓοÍ	
λ½Æο	ÓÇÖ	αÏροσÃ½κÇÓÇÖ	μελÕÃίαÖ	αυÓÐÍ	ÓÕÍ	»×ÕÍ�	

�»ÓÇσε	αÏ½	ÓουÖ	Óε×ÍίÓεÖ	Íα	εÉεÓάσει	 Óα	σφυριά	ÓουÖ�	�αραÓ»ρÇσε	½Óι	 Óο	ÁάροÖ	
ÓουÖ	ÃεÍ	»ÓαÍ	Óο	ίÃιο�	ΣυÆκρίÍοÍÓαÖ	Óο	Ïιο	Áαρ¿	με	Óα	υÏ½λοιÏα�	Áρ»κε	ÓουÖ	λ½ÆουÖ	

!�	�	και	
	αÍÓίσÓοι×α�	ΣκºφÓÇκε	½Óι	οι	λ½Æοι	αυÓοί�	ÏιθαÍ½Í�	Íα	εί×αÍ	κάÏοια	σ×ºσÇ	
με	ÓουÖ	»×ουÖ	Ïου	άκουσε�	�»ρε	Ó½Óε	ÓºσσεριÖ	μεÓαλλικºÖ	×ορÃºÖ	και	ÓιÖ	ÓºÍÓÕσε	
ºÓσι�	 ÐσÓε	 Óα	 μ»κÇ	 ÓουÖ	 Íα	 º×ουÍ	 αÍÓίσÓοι×ουÖ	 λ½ÆουÖ�	 ΔÇλαÃ»�	 Ç	 Ãε¿ÓερÇ	 εί×ε	
μ»κοÖ	ίσο	με	Óα	!	Óου	μ»κουÖ	ÓÇÖ	ÏρÐÓÇÖ�	Η	ÓρίÓÇ	�	και	Ç	ÓºÓαρÓÇ	εί×ε	μ»κοÖ	ίσο	
με	Óο	
	ÓÇÖ	ÏρÐÓÇÖ�

­κρουσε	ÓιÖ	×ορÃºÖ	και	ÃιαÏίσÓÕσε	½Óι	οι	»×οι	εί×αÍ	 ÓÇÍ	 ίÃια	μελÕÃικ»	σ×ºσÇ	με	
αυÓ»Í	Ïου	άκουσε	σÓο	σιÃÇρουρÆείο�	¶ÓαÍ	μια	±αρμοÍία²	»×ÕÍ	�συÆ×ορÃία��	Με	ÓοÍ	
Óρ½Ïο	αυÓ½�	ο	�υθαÆ½ραÖ	αÍακάλυÂε	αρμοÍικο¿Ö	Ó½ÍουÖ	ÓÇÖ	μουσικ»Ö	κλίμακαÖ�

­Óσι�	οι	λ½Æοι	 ÓÕÍ	φυσικÐÍ	αριθμÐÍ	ερμ»ÍευαÍ	φαιÍ½μεÍα	Ïου	καÍείÖ	μº×ρι	 Ó½Óε	
ÃεÍ	 μÏ½ρεσε	 Íα	 συσ×εÓίσει	 και	 Íα	 εÉÇÆ»σει�	 Ο	 Ãρ½μοÖ	 Æια	 ÓÇÍ	 αÍαÙ»ÓÇσÇ	 ÓÇÖ	
ÆÍÐσÇÖ	εί×ε	αÍοίÉει�	Η	ºρευÍα	και	Ç	ερμÇÍεία	ÓÕÍ	φαιÍομºÍÕÍ	ÓÇÖ	φ¿σÇÖ	εί×ε	»ÃÇ	
ÃιαμορφÐσει	 σÓοÍ	 Íου	 ÓÕÍ	 αÍθρÐÏÕÍ	 ºÍαÍ	 Íºο	 κÐÃικα�	 μια	 Íºα	 ±ÏαÆκ½σμια²	
ÆλÐσσα�	Óα	μαθÇμαÓικά�

ΙΣΤΟΡΙΚΗ	ΑΝΑΔΡΟΜΗ
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ΣÓο	 σ×»μα	 ÁλºÏειÖ	 ÓρειÖ	 ÃιαφορεÓικο¿Ö	
Óρ½ÏουÖ�	 με	 ÓουÖ	 οÏοίουÖ	 Óο	 σÇμείο	 Μ	
×ÕρίÙει	 ºÍα	 ευθ¿Æραμμο	 Óμ»μα	 ΑΒ�	 ορί-
ÙοÍÓαÖ	ÓιÖ	αÍÓίσÓοι×εÖ	αÍαλοÆίεÖ�	αÍάμεσα	
σÓα	μºρÇ	Óου�

Οι	αρ×αίοι	­λλÇÍεÖ	εί×αÍ	εÏιλºÉει	ÓοÍ	ÓρίÓο	
Óρ½Ïο	 ÕÖ	 καλ¿Óερο	 αισθÇÓικά	 και	
καÓασκε¿αÙαÍ	 ½λα	 Óα	 μÍÇμεία	 ÓουÖ	
×ρÇσιμοÏοιÐÍÓαÖ	 αυÓ»	 ÓÇ	 συÆκεκριμºÍÇ	
αÍαλοÆία	 σÓιÖ	 ÃιασÓάσειÖ	 ÓουÖ�	 ½ÏÕÖ	Ï�×�	
μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	Ã¿ο	ÃιασÓάσεÕÍ	ÓÇÖ	ÁάσÇÖ	Óου	
Íαο¿	 Óου	�αρθεÍÐÍα	 ÓÇÖ	Ακρ½ÏολÇÖ	 ÓÕÍ	
ΑθÇÍÐÍ�	 Η	 αÍαλοÆία	 αυÓ»	 οÍομάσÓÇκε	
±χρυσή τοµή²�

Αλλά	και	Ç	φ¿σÇ	φαίÍεÓαι	½Óι	º×ει	Ïαρ½μοιεÖ	ÏροÓιμ»σειÖ�

ΤÇÍ	αÍαλοÆία	ÓÇÖ	±×ρυσ»Ö	Óομ»Ö²	Áρίσκουμε	αÍάμεσα	σÓα	μ»κÇ	
ÓÕÍ	μελÐÍ	Óου	αÍθρÐÏιÍου	σÐμαÓοÖ�	αλλά	και	σÓιÖ	ÃιασÓάσειÖ	
ÓÕÍ	σ×ÇμάÓÕÍ	ÏολλÐÍ	φυÓÐÍ	και	ÙÐÕÍ�

#  <Ïάρ×ει	ÓºÓοια	αÍαλοÆία	σÓα	Ãιάφορα	αÍÓικείμεÍα
	 	 Ïου	ÏαραÓÇρο¿με	Æ¿ρÕ	μαÖ�

#  �ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	ÓÇÍ	αÍαλοÆία	ÓÇÖ	±×ρυσ»Ö	Óομ»Ö²	σε�
	 	 �α�	µνηµεία�	�Á�	Úωγραφικούς πίνακες�	�Æ�	ανθρώπινες κατασκευές�	�Ã�	σχήµατα
  Úώων και φυτών�	�ε�	ανθρώπινο σώµα και	άλλα�

#  ΣυÍÃºεÓαι	 Ç	 εÏιλοÆ»	 ÓÇÖ	 ±×ρυσ»Ö	 Óομ»Ö²	 αÏ½	 ÓουÖ	 αÍθρÐÏουÖ	 σÓÇ	 συÆκεκρι-
	 	 μºÍÇ	εÏο×»	με	εÏισÓÇμοÍικά�	αισθÇÓικά�	κοιÍÕÍικά�	θρÇσκευÓικά�	οικοÍομικά�	Ïολι-	
	 	 ÓισÓικά	 κ�λÏ�	 αίÓια�	 ΕάÍ	 Íαι	 ÏροσÏάθÇσε	 Íα	 ÃικαιολοÆ»σειÖ	 ÓÇÍ	 αÏάÍÓÇσ»	 σου�

#  �ροσÏάθÇσε	 Íα	αÏοÓυÏÐσειÖ�	 με	 ÓÇ	 Áο»θεια	 ίσÕÖ	 και	 Óου	 υÏολοÆισÓ»�	 σ×ºÃια
	 	 ÓÕÍ	μορφÐÍ	»	ÓÕÍ	σ×ÇμάÓÕÍ	Ïου	º×ουÍ	ÓÇÍ	αÍαλοÆία	ÓÇÖ	±×ρυσ»Ö	Óομ»Ö²�
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Σε	μια	Ïαρºα	κάÏοιοÖ	υÏοσÓ»ριÙε	½Óι	Óο	ÁάροÖ	Óου	αÍθρÐÏου	είÍαι	αÍάλοÆο	Óου	¿ÂουÖ	Óου�
ΜεÓρ»θÇκαÍ�	λοιÏ½Í�	½λοι	και	ºÁαλαÍ	σÓοÍ	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα	Óα	αÏοÓελºσμαÓα�

→	 	 ΜÏορείÖ	Íα	εÏιÁεÁαιÐσειÖ	»	Íα	αÏορρίÂειÖ	ÓοÍ
	 	 ισ×υρισμ½	αυÓ½�	 	

→	 	 �ÐÖ	ÃικαιολοÆείÖ	Óο	συμÏºρασμά	σου�	

Βάρος σε ΚJ 58 71 56 68

ºÃος σε P 1 ,60 1 ,65 1 ,62 1 ,72

2	μαÍάÁÇÖ	Ïουλάει	Óα	καρÏο¿Ùια	ÏροÖ	���	Q	
Óο	 κιλ½�	 Μºσα	 σε	 μια	 Çμºρα	 Ïο¿λÇσε	 11	
καρÏο¿Ùια	Ïου	Ù¿ÆιÙαÍ	1��	κιλά	συÍολικά�	Ο	
μαÍάÁÇÖ	ºÆραφε�	σ´	ºÍα	×αρÓί�	Óα	λεφÓά	Ïου	
εισºÏραÓÓε	 κάθε	 φορά�	 Ξº×ασε�	 ½μÕÖ�	 μία	
φορά	Íα	Óο	σÇμειÐσει�

→	 	 ΜÏορείÖ	Íα	ÓοÍ	ÁοÇθ»σειÖ	συμÏλÇρÐÍοÍÓαÖ	Óα	κεÍά	Óου	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα�

7ιµή 6  Q 2,8 Q 5,2 Q 3,2 Q 3,6 Q 4,8 Q 2,4 Q 1,6 Q 4,4 Q 2  Q

Κιλά

→	 	 Δικαιολ½ÆÇσε	 Óα	 αÏοÓελºσμαÓα	 ÓÕÍ	 ÏράÉεÕÍ	 Ïου	 ºκαÍεÖ	 και	 ÏροσÏάθÇσε	 Íα
	 	 ÃιαÓυÏÐσειÖ	ºÍαÍ	ÆεÍικ½	καÍ½Íα�

Μαθαίνουμε
!  �ύο ποσά λέγονται ανάλογα, εάν μεταβάλλονται με τέτοιο τρόπο, που όταν οι

τιμές του ενός πολλαπλασιάÙονται με έναν αριθμό, τότε και οι αντίστοιχες τιμές 
του άλλου να πολλαπλασιάÙονται με τον ίδιο αριθμό.

!  �ύο ποσά [ και y είναι ανάλογα, όταν οι αντίστοιχες τιμές τους δίνουν πάντα ίδιο

πηλίκο:   
          

. ¥ο πηλίκο α λέγεται συντελεστής αναλογίας.
 
  #		 ¥α ανάλογα ποσά [ και y συνδέονται με τη σχέση:           όπου α ο
    συντελεστής αναλογίας.

  #		 ¸ταν το ποσό y είναι ποσοστό του ποσού [, τα δύο ποσά συνδέονται με τη

    σχέση:                και είναι ανάλογα, με συντελεστή αναλογίας το α
100  

ή α%.

" � σχέση \   α ! [ εκφράÙει μια αλληλεπίδραση των ποσών [ και \.
�υγκεκριμένα, ο διπλασιασμός, τριπλασιασμός κ.ο.κ. του ενός ποσού επιφέρει διπλα�
σιασμό, τριπλασιασμό κ.ο.κ. του άλλου ποσού.

Α.�.3. $νάλογα ποσά - Ιδιότητες αναλόγων ποσών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

y
[

  α

y= α
100

![

\   α ! [
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Να	 συμÏλÇρÕθεί	 ο	 ÏίÍακαÖ�	 αÍ	 ÆÍÕρίÙουμε	 ½Óι	 Óα	 Ïοσά	 [	 και	 \	 είÍαι	 αÍάλοÆα�	 με	
συÍÓελεσÓ»	αÍαλοÆίαÖ	α	 	 2

3
.

Λύση
[ 0 1 ���

\ 	�	
3 3

\ = α ! x Tα ποσά [ και \ συνδέονται με τη σχέση: y = 
2

3  
! x

¬ρα για x = 0 , η τιμή του \ θα είναι: y = 
2

3  
! 0 = 0,

για x = 1  είναι  y = 
2

3  
! 1 = 

2

3

και για x = 0 ,3 είναι  y = 
2

3  
! 0,3 = 

2

3  
! 3

10  
= 

6

30  
= 0,2

x = 
y

a
  �ια  y =

5

3
, θα είναι: x = 

5

3  
: 

2

3  
= 

5

3  
! 3

2  
= 

15

6  
= 2,5

�ια y =3 , θα έχουμε, αντίστοιχα: x = 3 : 
2

3  
= 3 ! 3

2  
= 

9

2  
= 4,5

Σε	 ºÍα	 Ãιάλυμα	 Ùά×αρÇÖ	 Ç	 ÏεριεκÓικ½ÓÇÓα	 σε	 Ùά×αρÇ	 είÍαι	 ����	 �½σα	 Æραμμάρια	
Ùά×αρÇÖ	υÏάρ×ουÍ	σε	���	JU	Ãιαλ¿μαÓοÖ�

Λύση
Περιεκτικότητα 23% σε Ùάχαρη σημαίνει ότι σε 100 gr διαλύματος υπάρχουν 23 gr 

Ùάχαρη. ¬ρα, τα 23
100  

κάθε ποσότητας, από το διάλυμα, είναι Ùάχαρη.

�ηλαδή, θα ισχύει: Ποσότητα ζάχαρης = 
23

100  
! Ποσότητα διαλύματος.

�πομένως: y = 23

100  
! x. + σχέση αυτή κάνει φανερό ότι τα ποσά \ και [ είναι ανάλογα.

Έτσι, θα έχουμε: y = 23

100  
! 300 gr = 69 gr.

­Íα	Ïλοίο	º×ει	σÓαθερ»	Óα×¿ÓÇÓα	και	καλ¿ÏÓει	αÏ½σÓασÇ	��	.P	σε	�	ÐρεÖ�	Σε	Ï½σο	
×ρ½Íο	θα	καλ¿Âει	αÏ½σÓασÇ	�����	.P�

Λύση
«ρ½ÍοÖ	 �ÐρεÖ� 2 [

$Ï½σÓασÇ	 �NP� �� 2.000

�πομένως, έχουμε: 2

80
 = 

x

2.000  .         
 ¬ρα: 80 ! x = 2 ! 2.000

�πομένως:  80 ! x = 4.000. ¢πότε: x = 
4.000

80  
= 50 ώρες.

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ
1.

2.

3.
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�οια	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	Ïοσά	είÍαι	αÍάλοÆα�
�ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 ���¥¢   ���¢�

�α�		 Ο	αριθμ½Ö	αÍαÂυκÓικÐÍ	και	Óα	×ρ»μαÓα	Ïου	κοσÓίÙουÍ�	
�Á�		 Το	εμÁαÃ½Í	Óου	ÏαÓÐμαÓοÖ	και	ο	αριθμ½Ö	ÓÕÍ	ÏλακÐÍ
	 	 Ïου	είÍαι	σÓρÕμºÍο�	
�Æ�		 Ο	αριθμ½Ö	ÓÕÍ	ερÆαÓÐÍ	και	ο	×ρ½ÍοÖ	Ïου	αÏαιÓείÓαι
	 	 Æια	Íα	ολοκλÇρÐσουÍ	ºÍα	ºρÆο�	
�Ã�		 Το	μ»κοÖ	και	Óο	ÏλάÓοÖ	εÍ½Ö	ορθοÆÕÍίου	ÃεÃομºÍου	εμÁαÃο¿�	
�ε�		 Η	Óα×¿ÓÇÓα	και	ο	×ρ½ÍοÖ	Ïου	αÏαιÓείÓαι	Æια	ÓÇÍ	κάλυÂÇ
	 	 μιαÖ	αÏ½σÓασÇÖ�	
�σÓ�	 Η	Ïλευρά	εÍ½Ö	ÓεÓραÆÐÍου	και	Óο	εμÁαÃ½Í	Óου�	
�Ù�		 Η	Çλικία	εÍ½Ö	αÍθρÐÏου	και	Ç	Ïεριουσία	Óου�	
�Ç�		 Το	Ïοσ½	Ïου	ÉοÃε¿ει	κάÏοιοÖ�	Æια	Íα	αÆοράσει	λα×εία
	 	 και	Óο	Ïοσ½	Ïου	κερÃίÙει�	

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�

�α�		 Δ¿ο	 μεÆºθÇ	 ÓÕÍ	 οÏοίÕÍ	 οι	 αÍÓίσÓοι×εÖ	 ÓιμºÖ	 ÃίÍουÍ	 ÏάÍÓα	 Óο	 ίÃιο	 ÏÇλίκο

	 	 λºÆοÍÓαι	������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	�

�Á�		 ΑÍ	 ÓεÓραÏλασιάσουμε	 ÓÇÍ	 Óιμ»	 εÍ½Ö	 αÏ½	 Ã¿ο	 αÍάλοÆα	 Ïοσά	 και	 Ç	 αÍÓίσÓοι×Ç

	 	 Óιμ»	Óου	άλλου	Ïοσο¿	�����������������������������������������������������������������������������������������������������������	�

�Æ�		 Τα	αÍάλοÆα	Ïοσά	συÍÃºοÍÓαι	με	ÓÇ	σ×ºσÇ�	�������������������������������������������������������������������	�

ΕÉºÓασε	αÍ	Óα	Ïοσά	Ïου	ÃίÍοÍÓαι	σÓουÖ	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακεÖ	είÍαι	αÍάλοÆα�

�α�		 x  �  �  �

	
�Á�	 x  �  �  �  11

	 	 \  �  1�  1�   
\  ���  1��  1��  ���

ΣÓοÍ	ÏίÍακα	Ïου	ακολουθεί�	Óα	Ïοσά	[	και	\	είÍαι	αÍάλοÆα�	ªÏολ½Æισε	ÓοÍ	συÍÓελεσÓ»	

αÍαλοÆίαÖ	ÓουÖ	και	συμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�

x  �  �  1    ���  ���1  
\  1���� � ��1�� ����

0ια	συÍÓαÆ»	Æια	 κºικ	αÍαφºρει�	 ±�	αυÆά�	 1	ÏακºÓο	φαρίÍα�	

Óου	 μισο¿	 κιλο¿�	 ���	 JU	 ÁουÓ¿ρου�	 �	 φλιÓÙάÍια	 Ùά×αρÇ�	 1	

ÁαÍίλια�	 1	φλιÓÙάÍι	 Æάλα²�	�ρεÖ	ÏÐÖ	θα	 ÆίÍει	 Ç	 συÍÓαÆ»	αÍ	

θºλειÖ	Íα	φÓιάÉειÖ	μεÆαλ¿ÓερÇ	Ã½σÇ	και	º×ειÖ	�	αυÆά�

ΔίÍεÓαι	Ç	αÍαλοÆία	 x
�  
 	 �
�
�	ªÏολ½Æισε	Óο	[	και	ÓοÍ	λ½Æο	 [��

���
	�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

.εφάλαιο	1������	Q	καÓαÓºθÇκε	σÓÇÍ	ÓράÏεÙα	με	εÏιÓ½κιο	�����	�½σο	θα	º×ει	ÆίÍει	Óο	
κεφάλαιο�	μεÓά	αÏ½	1	×ρ½Íο�

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.
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Η	σ×ºσÇ�	μεÓαÉ¿	Ã¿ο	αÍάλοÆÕÍ	ÏοσÐÍ	[	και	\	με	συÍÓελεσÓ»	αÍαλοÆίαÖ	α	 	��	ÃίÍεÓαι	
αÏ½	ÓοÍ	Ó¿Ïο�	\	 	�	! [�

2	ÏίÍακαÖ	αÍαλοÆίαÖ	ÓÕÍ	ÏοσÐÍ	[	και	\	είÍαι�

x � ��� 1��

\ � 1�� ���

→	 	 ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά	Óου	ÏίÍακα	και	με	άλλεÖ	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	αÍαλ½ÆÕÍ	ÏοσÐÍ	[	και	\�

→	 	 �ρεÖ	Óα	σÇμεία	Óου	εÏιÏºÃου	Ïου
	 	 αÍαÏαρισÓο¿Í	Óα	ÏαραÏάÍÕ
	 	 Ùε¿ÆÇ	ÓιμÐÍ�

→	 	 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÃιαÏισÓÐσειÖ�	εάÍ
	 	 Óα	σÇμεία	αÍ»κουÍ	σε	μία	Çμιευθεία
	 	 »	½×ι�

→	 	 Η	Çμιευθεία	αυÓ»	ÏερÍάει	αÏ½
	 	 Óο	σÇμείο	Ο�����	ÃÇλαÃ»	ÓÇÍ	αρ×»
	 	 ÓÕÍ	ÇμιαÉ½ÍÕÍ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

�πό τα παραπάνω Ùεύγη μπορούμε να βγάλουμε το συμπέρασμα ότι:

 #	 Τα σηµεία που αντιστοιχούν στα Úεύγη τιµών ([, \) δύο ανάλογων ποσών 
   βρίσκονται πάνω σε µία ηµιευθεία µε αρχή την αρχή Ο(0,0) των ηµιαξόνων.

Α.�.4. Γραφική παράσταση σχέσης αναλογίας

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

y

5

4

3

2

1

1 2 3 4 xO
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ΔίÍοÍÓαι	οι	ÏίÍακεÖ	Α�	��	Γ	και	Δ�	�α�	Να	ÆίÍει	Ç	Æραφικ»	αÏεικ½ÍισÇ	ÓÕÍ	ÙευÆÐÍ	�[�	\�	ÓÕÍ	
ÏιÍάκÕÍ	σÓο	εÏίÏεÃο	και	�Á�	Íα	ÃιαÏισÓÕθεί	σε	Ïοια	ÏερίÏÓÕσÇ	αυÓά	ÏαρισÓάÍουÍ	Ïοσά	
αÍάλοÆα�

    
Α

 x � 1 � �

     \ � � 1 1��

    
B

 x � 1 � �

     \ 1 1�� � ���

	

    
Γ

 x � 1 � �

     \ � 1 � �

    
Δ

 x � 1 � �

     \ � ��� 1 1��

Λύση

¢ πίνακας Α είναι πίνακας τιμών των [ και y που δεν είναι

ανάλογα, αφού 1

2
≠ 2

1
=

3

1,5 .

2 πίνακας Β είναι πίνακας τιμών των [ και y που δεν είναι 

ανάλογα, αφού 1

1,5 ≠ 2

2
≠ 3

2,5 .

2 πίνακας Γ είναι πίνακας αναλογίας των ποσών [ και y, με 
συντελεστή αναλογίας το α = 1.

"  + ημιευθεία που την αναπαριστά έχει αρχή την αρχή των αξόνων και είναι η
  διχοτόμος της γωνίας [2

�
y των ημιαξόνων.

2 πίνακας Δ είναι πίνακας αναλογίας των ποσών [ και y με 
συντελεστή αναλογίας το α = 0,5.

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ
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Δ¿ο	Ïοσά	[	και	\	είÍαι	αÍάλοÆα�	με	συÍÓελεσÓ»	αÍαλοÆίαÖ	α	 	1���
�α�		 ΔÇμιο¿ρÆÇσε	ºÍαÍ	ÏίÍακα	ÓιμÐÍ	ÓÕÍ	Ã¿ο	ÏοσÐÍ�	ο	οÏοίοÖ	Íα	Ïεριº×ει
	 	 Óουλά×ισÓοÍ	Ã¿ο	Ùε¿ÆÇ	ÓιμÐÍ�
�Á�		 �ρεÖ	Óα	σÇμεία	Ïου	αÍαÏαρισÓο¿Í	Óα	Ùε¿ÆÇ	ÓιμÐÍ	Óου	ÏίÍακά	σου�
�Æ�		 Σ×εÃίασε	ÓÇ	Æραφικ»	ÏαράσÓασÇ	ÓÇÖ	σ×ºσÇÖ	αÍαλοÆίαÖ	ÓÕÍ	ÏοσÐÍ	[	και	\�	σε
	 	 ºÍα	ορθοκαÍοÍικ½	σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ�

Σε	καÓάλλÇλο	ορθοÆÐÍιο	σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ	Íα	σ×εÃιάσειÖ	ÓιÖ	ÆραφικºÖ	ÏαρασÓάσειÖ	
Æια	κάθε	μία	αÏ½	ÓιÖ	ακ½λουθεÖ	σ×ºσειÖ	αÍαλοÆίαÖ�
�α�	\	 	� 1

�
�	! [�	�Á�	\	 	�	! [�	�Æ�	\	 	���	! [�	�Ã�	\	 	1�	! [�	�ε�	\	 	���1	! [�

ΑÍÓισÓοί×ισε	κάθε	ÏίÍακα	με	ºÍα	αÏ½	ÓουÖ	ÏροÓειÍ½μεÍουÖ	Ó¿ÏουÖ�

�Α�	 x � � 1� 	 	 	 	 	 ��� \	 	�[	�	�

	 	 \ 1� 1��� ��

�%�	 x � ��� �      ��� \	 	�[

	 	 \ 11 1� 1�

�Γ�		 x � � 1�      ��� \	 	1��[

	 	 \ � � ��

�Δ�	 x � � �      ��� \	 	���[

	 	 \ � � �

�Ε�	 x � � ���      ��� \	 	�[	�	�

	 	 \ 1 ��� ����

�=�		 x ��� � 1�      ��� \	 	�[	�	1

	 	 \ ��� 1� ��

�+�	 x 1 1�� ���      ��� \	 	�[	¯	1

	 	 \ � ��� ���

���	 x ��� 1 1��      ��� \	 	���[

	 	 \ ��� � �

­ÍαÖ	καÓασÓÇμαÓάρ×ÇÖ	αθλÇÓικÐÍ	 ειÃÐÍ	ÃιαθºÓει	 1�����	Q	 Æια	 Íα	αÆοράσει	φ½ρμεÖ	
ÆυμÍασÓικ»Ö�	 μαÆι½	 και	 αθλÇÓικά	 ÏαÏο¿Óσια�	 Κάθε	 φ½ρμα	 κοσÓίÙει	 ��	 Q�	 κάθε	 μαÆι½
��	Q	και	κάθε	ÙευÆάρι	ÏαÏο¿Óσια	��	Q�
�α�		 Να	ÁρειÖ	 ÓιÖ	σ×ºσειÖ	αÍαλοÆίαÖ	±×ρ»μαÓα-κομμάÓια	αÏ½	κάθε	είÃοÖ²	και	 Íα	 ÓιÖ
	 	 ÏαρασÓ»σειÖ	Æραφικά	σÓο	ίÃιο	σ¿σÓÇμα	ορθοÆÕÍίÕÍ	αÉ½ÍÕÍ�
�Á�		 Ο	καÓασÓÇμαÓάρ×ÇÖ	αÏοφάσισε	Íα	Ãιαθºσει	Óο	 ίÃιο	Ïοσ½�	Æια	κάθε	είÃοÖ�	�ρεÖ
	 	 Ï½σα	 κομμάÓια	 αÏ½	 κάθε	 είÃοÖ	 θα	 αÆοράσει	 με	 Óα	 ×ρ»μαÓα	 Ïου	 ÃιαθºÓει�	
	 	 ×ρÇσιμοÏοιÐÍÓαÖ	μ½Íο	ÓÇ	Æραφικ»	ÏαράσÓασÇ	ÓÕÍ	σ×ºσεÕÍ	Ïου	ÃÇμιο¿ρÆÇσεÖ
	 	 σÓο	ÏρÐÓο	ερÐÓÇμα	ÓÇÖ	άσκÇσÇÖ�

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

4.
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�ια να διαπιστώσουμε, εάν δυο ποσά είναι ανάλογα, χρησιμοποιούμε τα παρακάτω:

1. Τον ορισµό των ανάλογων ποσών
 �ξετάÙουμε αν τα ποσά που μεταβάλλονται είναι

τέτοια ώστε: όταν οι τιμές του ενός ποσού 

πολλαπλασιάÙονται, με έναν αριθμό, τότε και οι 

αντίστοιχες τιμές του άλλου πολλαπλασιάÙονται 

με τον ίδιο αριθμό.

�ια παράδειγμα:

�ν 15 = 5 ! 3 πρέπει 21 = 7 ! 3 και

αν 2,5 = 5 ! 1

2
 πρέπει 3,5 = 7 ! 1

2
.

2. Τη σχέση  \   α ! [
 (ξετάÙουμε αν τα ποσά συνδέονται με μια σχέση
 αναλογίας.

 �ια παράδειγμα:

Κόστος ανθοδέσμης =0,5 ! αριθμός τριαντάφυλλων.

3. Τη σχέση  y
[   α

 (ξετάÙουμε αν όλες οι αντίστοιχες τιμές των δύο
 ποσών έχουν σταθερό λόγο.

Α.�.5. Προβλήµατα αναλογιών

 x y

 
 5 7

 15 21

 �,� �,�
!1/2 !1/2

!3!3

���	Q	Óο	ºÍα	
ÓριαÍÓάφυλλο

 3 6    6
3 =2

   �,�         11      11
�,� =2

. . . . . . . . . . . .

	
x y y

x =2
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Για	Íα	φÓιάÉουμε	Æλυκ½	Á¿σσιÍο	ÏρºÏει	Íα	καθαρίσουμε	Óα	Á¿σσιÍα	αÏ½	Óα	
κουκο¿Óσια�	ΑÍ	καθαρίσουμε	���	.J	Á¿σσιÍο�	ÏαίρÍουμε	�	.J	καθαρ½	Á¿σσιÍο�
ΑÍ	καθαρίσουμε	�	.J	Á¿σσιÍο�	Óι	Ïοσ½ÓÇÓα	καθαρο¿	Á¿σσιÍου	θα	Ïάρουμε�

Λύση
¥α ποσά ακαθάριστο βύσσινο και καθαρό βύσσινο είναι ανάλογα.
�υμβολίÙουμε με y την άγνωστη ποσότητα καθαρού βύσσινου και δημιουργούμε τον 
πίνακα αναλογίας.

Βύσσινο µε κουκούτσι 2,5 .J 5 .J
.αθαρό βύσσινο 2 .J y

�α έχουμε: 2,5
2

 = 5

y
  δηλαδή:

2,5 ! y = 2 ! 5,   επομένως   2,5 ! y = 10   συνεπώς,  

y = 
10

2,5    
άρα,   \ = 4 KJ 

To πρόβλημα μπορεί να λυθεί και με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης των δύο 
ανάλογων ποσών, από την οποία μπορούμε να υπολογίσουμε την ποσότητα καθαρού 
βύσσινου �τεταγμένη του σημείου Β�, από την ποσότητα των 5 .J βύσσινου με 
κουκούτσια �τετμημένη�.

+ ημιευθεία, που αναπαριστά τη σχέση αναλογίας του προβλήματός μας, ορίÙεται 
από τα σημεία Ο(0, 0) και Α(2,5, 2).

�τον ημιάξονα Ο[ �κιλά βύσσινο με κουκούτσια� και στο σημείο που βρίσκεται ο 
αριθμός 5 φέρουμε κάθετη.

�υτή τέμνει τη γραφική παράσταση της σχέσης αναλογίας, σε σημείο Β. ¥ο σημείο Β 
έχει τετμημένη 5.

� τεταγμένη του προκύπτει, αν φέρουμε κάθετη από το Β προς τον ημιάξονα Ο\ 
�καθαρό βύσσινο� και είναι 4 .J.

1.
�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

Αριθµητική
επίλυση του 
προβλήματος

Γραφική
επίλυση του 
προβλήματος

4
3

2

1

O
1  2  3  4  5  6

κ
α
θ
α
ρό

 β
ύ
σ
σ
ιν

ο

βύσσινο με κουκούτσια

B

A
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­ÍαÖ	μεσίÓÇÖ	αÆοράÙει	ºÍα	σÏίÓι	�������	Q	και	σκοÏε¿ει	Íα	
Óο	 Ïουλ»σει	 με	 κºρÃοÖ	 ����	 Σε	 ºÍαÍ	 ÏελάÓÇ	 ºκαÍε	
ºκÏÓÕσÇ	1���	εÏί	ÓÇÖ	Óιμ»Ö	ÏÐλÇσÇÖ�
�α�		 �½σο	Ïουλ»θÇκε	Óο	σÏίÓι	σÓοÍ	ÏελάÓÇ	αυÓ½Í�
�Á�		 �οιο	είÍαι	Óο	ÏοσοσÓ½	κºρÃουÖ	Óου	μεσίÓÇ�	Æια	Óο
	 	 σÏίÓι	αυÓ½�

Λύση
�νωρίÙουμε ότι:
Δύο ποσά που συνδέονται µε ποσοστιαία σχέση, είναι ποσά ανάλογα.

(α) �ια να βρεθεί η τιμή πώλησης του σπιτιού πρέπει ν´ αφαιρεθεί η έκπτωση που
έγινε στην αρχική τιμή πώλησης. �ηλαδή:

  w �α υπολογίσουμε την αρχική τιμή πώλησης του σπιτιού. �την τιμή κόστους θα 
έχουμε κέρδος ���, δηλαδή ένα προÚόν με τιμή κόστους ��� Q πωλείται
128 Q. ¥ότε, ο πίνακας αναλογίας θα είναι:

Τιµή αγοράς 100 3�0.000
Τιµή πώλησης 128 y

  
�ηλαδή: 100

128
 = 360.000

y

�πομένως, 100 ! \ = 360.000 ! 128

συνεπώς, y = 
360.000!128

100
.  

 
¬ρα,  y = 460.800 Q

  w �α υπολογίσουμε την τιμή πώλησης μετά την έκπτωση που έγινε. �την τιμή
πώλησης έγινε έκπτωση ���, δηλαδή ένα προÚόν με τιμή πώλησης ��� Q
πωλείται �� Q. �ς γράψουμε τον πίνακα αναλογίας:

	 	

Αρχική τιµή πώλησης 100 4�0.800

	 	

Τιµή πώλησης µε έκπτωση 15% 85 y

		 	
�ηλαδή: 100

85
 = 460.800

y

  
  

(πομένως, 100 ! y = 85 ! 460.800    συνεπώς,  y = 
85!460.800

100

  
¬ρα,  y = 391..680 Q. 2 πελάτης αγόρασε το σπίτι ���.��� Q.

(β) �ια να υπολογίσουμε το ποσοστό κέρδους επί της τιμής αγοράς, πρέπει να 
ανάγουμε το κέρδος στα ��� Q. ¥ο κέρδος του εμπόρου είναι:
391.680 Q – 360.000 Q = 31.680 Q

Έχουμε, λοιπόν, τον παρακάτω πίνακα αναλογίας:

	 	Τιµή αγοράς 3�0.000 100
Κέρδος 31.�80 [

�ηλαδή: 360.000
31.680  = 100

x

(πομένως,  360.000 ! x = 31.680 ! 100  συνεπώς,  x = 
31.680!100

360.000 . 

¬ρα,  x = 8,8. To ποσοστό κέρδους του εμπόρου είναι 8,8�.

2.
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­ÍαÖ	ÏάσσαλοÖ	¿ÂουÖ	1��	P	ρί×Íει	σκιά	�	P�	ΤÇÍ	ίÃια	σÓιÆμ»	ºÍα	ÃºÍÓρο	ρί×Íει	
σκιά	1�	P�	ΑÍ	ÆÍÕρίÙουμε	½Óι	Óα	Ïοσά	¿ÂοÖ	-	σκιά	είÍαι	αÍάλοÆα�	Íα	Áρεθεί	Óο
	¿ÂοÖ	Óου	ÃºÍÓρου�

Το	 ÁάροÖ	 σÓο	 φεÆÆάρι	 και	 Óο	 ÁάροÖ	 σÓÇ	 ÆÇ	 είÍαι	 Ïοσά	
αÍάλοÆα�	­ÍαÖ	ασÓροÍα¿ÓÇÖ	Ù¿ÆιÙει	σÓο	φεÆÆάρι	1���	.J	και	
σÓÇ	ÆÇ	��	.J�	�½σο	θα	ÙυÆίÙει	σÓο	φεÆÆάρι	ºÍα	ÏαιÃί�	Ïου	σÓÇ	
ÆÇ	º×ει	ÁάροÖ	��	.J�

$Ï½	1��	.J	σÓαφ¿λια	ÁÆαίÍουÍ	��	.J	μο¿σÓοÖ�	­ÍαÖ	αμÏελουρÆ½Ö	θºλει	Íα	Æεμίσει	με	
μο¿σÓο	 �	 Áαρºλια�	 ÓÕÍ	 ���	 .J	 Óο	 καθºÍα�	 �½σα	 .J	 σÓαφ¿λια�	 ÓÇÖ	 ίÃιαÖ	 Ïοι½ÓÇÓαÖ�	
ÏρºÏει	Íα	ÏαÓ»σει�

Δ¿ο	ερÆάÓεÖ	Ãο¿λεÂαÍ	σε	μια	οικοÃομ»	και	Ï»ραÍ	μαÙί	���	Q�	2	ÏρÐÓοÖ	Ãο¿λεÂε	�	
ÇμºρεÖ	και	ο	Ãε¿ÓεροÖ	�	ÇμºρεÖ�	�½σα	×ρ»μαÓα	αÍÓισÓοι×ο¿Í	σÓοÍ	καθºÍα�

Το	θαλασσιÍ½	Íερ½	Ïεριº×ει	αλάÓι	σε	ÏοσοσÓ½	���	�½σα	κιλά	θαλασσιÍ½	Íερ½	ÏρºÏει	
Íα	εÉαÓμισÓο¿Í	Æια	Íα	Ïάρουμε	��	.J	αλάÓι�

­ÍαÖ	ÆεÕρÆ½Ö	εί×ε	ºÍα	×Õράφι	�	σÓρºμμαÓα	και	Ï»ρε	και	Óο	ÆειÓοÍικ½	×Õράφι	εμÁαÃο¿	
�	σÓρεμμάÓÕÍ�	Æια	Íα	φυÓºÂει	καλαμÏ½κι�	Η	συμφÕÍία	με	Óο	ÆείÓοÍά	Óου	»ÓαÍ	Íα	Óου	
ÃÐσει	Óο	1��	ÓÇÖ	ÏαραÆÕÆ»Ö	Óου	×Õραφιο¿	Óου�	Η	συÍολικ»	ÏαραÆÕÆ»	»ÓαÍ	1�	Ó½Íοι	
καλαμÏ½κι�	�½σουÖ	Ó½ÍουÖ	θα	Ïάρει	ο	ÆεÕρÆ½Ö	και	Ï½σουÖ	ο	ÆείÓοÍάÖ	Óου�

ΑÍ	Â»σουμε	���	ΚJ	Õμ½	κρºαÖ	θα	μείÍει	1��	.J	ÂÇμºÍο	κρºαÖ�
�α�		 �½σο	είÍαι	Óο	ÏοσοσÓ½	αÏÐλειαÖ	Ïου	º×ουμε�
�Á�		 �½σο	κρºαÖ	ÏρºÏει	Íα	Â»σουμε	Æια	Íα	º×ουμε	���	.J	ÂÇμºÍο	κρºαÖ�

Η	μÇÍιαία	κάρÓα	αÏεριορίσÓÕÍ	ÃιαÃρομÐÍ	σÓοι×ίÙει	1�	Q	και	Ç	Óιμ»	ÓÇÖ	θα	αυÉÇθεί�	καÓά	
����	Το	εισιÓ»ριο	σÓο	ασÓικ½	λεÕφορείο	είÍαι	���	Q	 και	θα	αυÉÇθεί�	 καÓά	����	­ÍαÖ	
ερÆαÙ½μεÍοÖ	ÏαίρÍει	λεÕφορείο�	Æια	Íα	Ïάει	και	Íα	Æυρίσει	αÏ½	ÓÇ	Ãουλειά	Óου	κάθε	
Çμºρα�	Æια	είκοσι	φορºÖ	Óο	μ»Íα�	ΤοÍ	συμφºρει	Ç	×ρ»σÇ	ÓÇÖ	κάρÓαÖ	»	½×ι�

­Íα	κεφάλαιο	ÃίÍει	Ó½κο	1����	Q	Óο	×ρ½Íο�	με	εÏιÓ½κιο	1���	ΑÍ	Óο	εÏιÓ½κιο	μειÕθεί	καÓά	
����	Ï½σο	 ÓοιÖ	 εκαÓ½	ÏρºÏει	 Í´	 αυÉ»σουμε	 Óο	 κεφάλαι½	μαÖ	Æια	 Íα	 º×ουμε	 ÓοÍ	 ίÃιο	
Ó½κο�	Ïαρά	ÓÇÍ	μείÕσÇ	Óου	εÏιÓοκίου�

ΣυμÏλ»ρÕσε	 ÓοÍ	 ÏαρακάÓÕ	 ÏίÍακα	 και	 σ×εÃίασε	 ÃιάÆραμμα	 Ïου	 αÍÓισÓοι×εί	 σÓα	
ÃεÃομºÍα	Óου	ÏροÁλ»μαÓοÖ�

	 	 												
ΣΥΝΟΛΟ Με 0 

παιδιά
Με 1 

παιδιά
Με 2 

παιδιά
Με 3 

παιδιά
Με 4 

παιδιά
Πάνω από 
4 παιδιά

Οικογένειες 200 10 40 80 50 15 5

Ποσοστά 100%

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

21-0027 book.indb   105 16/1/2013   9:42:16 μμ



-	1��	-	 ΜºροÖ	Α"	Κεφάλαιο	�ο	-		ΑÍάλοÆα	Ïοσά	-	ΑÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆα	Ïοσά

ΞεκιÍο¿Í	ÓαυÓ½×ροÍα	αÏ½	μια	Ï½λÇ�
		�α�	 	 ºÍα	αυÓοκίÍÇÓο	Ïου	Óρº×ει	με	Óα×¿ÓÇÓα	1��	NP�K
		�Á�	 	 ºÍα	αεροÏλάÍο	με	���	.P�K
		�Æ�	 	 μία	μοÓοσικλºÓα	με	��	.P�K
		�Ã�	 	 ºÍα	λεÕφορείο	Ïου	Óρº×ει	με	��	.P�K
		�ε�	 	 ºÍα	ελικ½ÏÓερο	με	���	.P�K
�σÓ�	 	 ºÍα	ÓαÉί	με	1��	.P�K
		�Ù�	 	 μία	ÁºσÏα	με	��	.P�K	και
		�Ç�	 	 ºÍα	Ïο¿λμαÍ	με	��	.P�K

7R	ÓºλοÖ	ÓÇÖ	ÃιαÃρομ»Ö	είÍαι	μια	άλλÇ	Ï½λÇ�	Ïου	αÏº×ει	���	.P�

→	 	 �ρεÖ	σε	Ï½σεÖ	ÐρεÖ�	θα	φθάσει	Óο	καθºÍα	σÓοÍ	Ïροορισμ½	Óου	και	συμÏλ»ρÕσε
	 	 ÓοÍ	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα�

	 Τα×¿ÓÇÓα	σε	.P�K

	 ;ρ½ÍοÖ	σε	ÐρεÖ

→	 	 �οια	σ×ºσÇ	συÍÃºει	Óα	μεÆºθÇ	ÓÇÖ	Óα×¿ÓÇÓαÖ	και	Óου	×ρ½Íου�

→	 	 7RÏοθºÓÇσε	Óα	Ùε¿ÆÇ	ÓÕÍ	ÓιμÐÍ	Ïου	Áρ»κεÖ�	σε	ºÍα	σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ	και
	 	 ºÍÕσε	Óα	σÇμεία�	Ïου	ορίÙουÍ	Óα	Ùε¿ÆÇ	αυÓά�	με	μία	Æραμμ»�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

­Íα	 συÍερÆείο	 Ïου	 αÏοÓελείÓαι	 αÏ½	 �	 ερÆάÓεÖ	
×ρειάÙεÓαι	 ��	 ÇμºρεÖ	 Æια	 Íα	 ολοκλÇρÐσει	 ºÍα	
οικοÃομικ½	ºρÆο�	
→	 	 �½σεÖ	ÇμºρεÖ	θα	×ρειασÓεί	Óο	συÍερÆείο�
	 	 Ïου	αÏοÓελείÓαι	αÏ½	��	��	��	1��	1��	��	»	��
	 	 ερÆάÓεÖ	Æια	Íα	ÓελειÐσει	Óο	ίÃιο	ºρÆο�

→	 	 ΜÏορείÖ	Íα	συμÏλÇρÐσειÖ	ÓοÍ	ÏαρακάÓÕ
	 	 ÏίÍακα�
	

ΕρÆάÓεÖ	συÍερÆείου � � � � 1� 1� �� ��

ΗμºρεÖ	ερÆασίαÖ ��

→	 	 Τι	ÏαραÓÇρείÖ	Æια	Óο	ÆιÍ½μεÍο	±ερÆάÓεÖ²	!	±ÇμºρεÖ²�

→	 	 ΤοÏοθºÓÇσε	Óα	Ùε¿ÆÇ	ÓÕÍ	ÓιμÐÍ	Óου	ÏίÍακα�	σε	ºÍα	σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ	και
	 	 ºÍÕσε	Óα	σÇμεία�	Ïου	ορίÙουÍ	Óα	Ùε¿ÆÇ	αυÓά�	με	μία	Æραμμ»�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Α.�.�. Αντιστρόφως ανάλογα ποσά

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç
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­Íα	 ορθοÆÐÍιο	 ÏαραλλÇλ½Æραμμο	 º×ει	 ÃιασÓάσειÖ	 [	 και	 \�	 $Í	 ÆÍÕρίÙειÖ	 ½Óι	 Óο	
εμÁαÃ½Í	Óου	ορθοÆÕÍίου	είÍαι	1��	P��	μÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	ÃεκαÓºσσεριÖ	ακºραιεÖ	ÓιμºÖ	
ÓÕÍ	ÃιασÓάσεÐÍ	Óου	και	Íα	συμÏλÇρÐσειÖ	ÓοÍ	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα�

x
\

→	 	 �οια	σ×ºσÇ	συÍÃºει	ÓιÖ	ÃιασÓάσειÖ	Óου	ορθοÆÕÍίου	με	Óο	εμÁαÃ½Í	Óου�

→	 	 ΤοÏοθºÓÇσε	Óα	Ùε¿ÆÇ	ÓÕÍ	ÓιμÐÍ	Óου	ÏίÍακα�	σε	ºÍα	σ¿σÓÇμα	ÇμιαÉ½ÍÕÍ	και
	 	 ºÍÕσε	Óα	σÇμεία�	Ïου	ορίÙουÍ	Óα	Ùε¿ÆÇ	αυÓά�	με	μία	Æραμμ»�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

→	 	 �οιο	ορθοÆÐÍιο�	αÏ´	αυÓά	Ïου	Áρ»κεÖ�	º×ει	ÓÇ	μικρ½ÓερÇ	ÏερίμεÓρο�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

 #	 �ύο μεγέθη είναι αντιστρόφως ανάλογα,
   στην περίπτωση, που η μεταβολή τους
   είναι τέτοια, ώστε: όταν το ένα μέγεθος
   πολλαπλασιάÚεται επί έναν αριθμό, το
   άλλο διαιρείται µε τον ίδιο αριθµό.

 #	 ¸ταν δύο ποσά [ και y είναι αντιστρόφως
ανάλογα, το γινόµενο των αντίστοιχων 
τιμών τους παραμένει σταθερό:
y ! [   α,  α!0
  

"	 �την περίπτωση που α   1, τα [ και y είναι
 αντίστροφοι αριθμοί.

! ¥α σηµεία που παριστούν τα Úεύγη ([, \)
 βρίσκονται σε μία καµπύλη γραµµή.
 � καμπύλη αυτή ονομάÙεται υπερβολή.

"	 + υπερβολή δεν τέμνει ποτέ τους ημιάξονες Ο[
 και Ο\, διότι οι συντεταγμένες των σημείων της
 δεν παίρνουν ποτέ την τιμή 0.

 x y

 
 5 6

 15 2

 �,� ��
!1/2 :1/2

:3!3

x y y ! x = 30

5 6 5 ! 6 = 30

15 2 15 ! 2 = 30

... ... ...

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

0

21-0027 book.indb   107 16/1/2013   9:42:22 μμ



-	1��	-	 ΜºροÖ	Α"	Κεφάλαιο	�ο	-		ΑÍάλοÆα	Ïοσά	-	ΑÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆα	Ïοσά

­ÍαÖ	 ελαιοÏαραÆÕÆ½Ö	 ×ρÇσιμοÏοιεί	 Ãο×εία	 ÓÕÍ	 ��	 OW�	 1�	 OW�	 1�	 OW	 και	 �	 OW�	 Æια	 Íα	
συσκευάσει	Óο	λάÃι	Ïου	ÏαράÆει�	Η	ÏαραÆÕÆ»	Óου	είÍαι	�����	OW�	�ºλει	Íα	συσκευάσει	
ÓÇÍ	ίÃια	Ïοσ½ÓÇÓα	λαÃιο¿	σε	κάθε	μία	αÏ½	ÓιÖ	ÓºσσεριÖ	ÃιαφορεÓικºÖ	συσκευασίεÖ�
�α�		 �½σα	Ãο×εία	×ρειάÙεÓαι	αÏ½	κάθε	είÃοÖ�
�Á�		 �½σο	θα	κοσÓίσει	Ç	συσκευασία	ÓÇÖ	ÏαραÆÕÆ»Ö	Óου	αÍ	σÓοι×ίÙει	���	Q	Óο	Ãο×είο
	 	 ÓÕÍ	��	OW�	���	Q	Óο	Ãο×είο	ÓÕÍ	1�	OW�		���	Q	Óο	Ãο×είο	ÓÕÍ	1�	OW	και	��1	Q	Óο	Ãο×είο
	 	 ÓÕÍ	�	OW�

Λύση
(α) ¢ παραγωγός θέλει να συσκευάσει την ίδια ποσότητα λαδιού σε � διαφορετικά είδη

δοχείων, άρα σε κάθε είδος δοχείου θα συσκευάσει το 1
4

 της παραγωγής του, 

δηλαδή 1

4  
! 3.600 = 3.600

4  
= 900 lt, για κάθε είδος δοχείων.

�υνεπώς, θα ισχύει: x (�ωρητικότητα) ! \ (Αριθμός Δοχείων) = 900 OW. Tότε, θα είναι:

για x = 20 lt , είναι:  y = 
900

x  
= 

900

20  
= 45 

για x = 15 lt , είναι:  y = 
900

x  
= 

900

15  
= 60

για x = 10 lt , είναι:  y = 
900

x  
= 

900

10  
= 90

για x = 5 lt,   είναι:  y = 
900

x  
= 

900

5  
= 180

Έτσι, θα έχουμε τον παρακάτω πίνακα και το 
αντίστοιχο διάγραμμα.

	 	 [ (χωρητικότητα) 20 15 10 5

	 	 \ (αριθµός δοχείων) 45 60 90 180

(β) ¥α ποσά Αριθµών δοχείων και Κόστος συσκευ-
 ασίας είναι ανάλογα.

Έτσι, σε κάθε είδος δοχείου, θα έχουμε:  

Δοχεία 20 OW $ριθµός δοχείων 1 45 	 �ηλαδή: ω = 45 ! 0,4    άρα   ω = 18 Q

	 	 	 	 Κόστος δοχείων 0,4 ω

Δοχεία 15 OW $ριθµός δοχείων 1 60 	 �ηλαδή: ω = 60 ! 0,3    άρα   ω = 18 Q

	 	 	 	 Κόστος δοχείων 0,3 ω

Δοχεία 10 OW $ριθµός δοχείων 1 90 	 �ηλαδή: ω = 90 ! 0,2    άρα   ω = 18 Q

	 	 	 	 Κόστος δοχείων 0,2 ω

Δοχεία 5 OW $ριθµός δοχείων 1 180 	 �ηλαδή: ω = 180 ! 0,1  άρα   ω = 18 Q

	 	 	 	 Κόστος δοχείων 0,1 ω

Έτσι, το συνολικό κόστος της συσκευασίας θα είναι το άθροισμα του κόστους των
δοχείων και των τεσσάρων ειδών.Συνολικό κόστος = 18 Q + 18 Q + 18 Q + 18 Q = 72 Q.

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1000

900

800

700
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400

300
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100

0
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�οια	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	Ïοσά	είÍαι	αÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆα�
�ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 ���¥¢   ���¢�

�α�		 Η	ÁάσÇ	και	Óο	εμÁαÃ½Í	εÍ½Ö	ÓριÆÐÍου�	με	σÓαθερ½	¿ÂοÖ�	

�Á�		 Η	Ïαρο×»	μιαÖ	Áρ¿σÇÖ	και	ο	×ρ½ÍοÖ	Ïου	×ρειάÙεÓαι	Æια
	 	 Íα	Æεμίσει	μια	μÏαÍιºρα�	
�Æ�		 Το	εµβαδόν	ÓÇÖ	ρÕÆμ»Ö	εÍ½Ö	Ïλοίου	και	ο	χρόνος	Ïου
	 	 αÏαιÓείÓαι�	Æια	Íα	ÆεμίσουÍ	Óα	αμÏάρια	Óου	με	Íερ½�	
�Ã�		 Ο	αριθµός ατόµων	και	Óο	βάρος του παγωτού	Ïου	θα
	 	 φάÍε�	αÏ½	ºÍα	οικοÆεÍειακ½	ÏαÆÕÓ½	�	.J�	
�ε�		 Η	χωρητικότητα	ÓÕÍ	μÏουκαλιÐÍ	και	ο	αριθμ½Ö	μÏουκαλιÐÍ
	 	 Ïου	×ρειαÙ½μασÓε�	Æια	Íα	εμφιαλÐσουμε	1��	OW	κρασιο¿�	
�σÓ�	 Ο	αριθµός των ατόµων και	οι	σκηνές	ÓÕÍ	�	αÓ½μÕÍ
	 	 Ïου	×ρειάÙοÍÓαι�	Æια	Íα	καÓασκÇÍÐσουÍ�	

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Δ¿ο	Ïοσά	είÍαι	αÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆα	και	Ç	Óιμ»	Óου	εÍ½Ö	ÃιÏλασιάÙεÓαι�	Ó½Óε	Ç
	 	 αÍÓίσÓοι×Ç	Óιμ»	Óου	άλλου	������������������������������������������������������������������������������������������������������	�
�Á�		 Η	Æραφικ»	αÍαÏαράσÓασÇ	Ã¿ο	αÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆÕÍ	ÏοσÐÍ	είÍαι	��������������������
	 	 Æραμμ»	και	οÍομάÙεÓαι	�����������������������������������������������������������������������������������������������������������	�

ΕÉºÓασε	ÓουÖ	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακεÖ�

�α�		 x 1 2 3 4 	 �Á�	 x �,�� �,� �,�

	 	 y 2 1 � 
 	 	 y 10 �,�� 5

�Æ�		
x

1
100

2
58

7
10 4

	 �Ã�	
x 3 6 9

	 	
	 	

y 100 29
10
7

1
4 	 	

y 9 5 3

�οιοι	αÏ½	αυÓο¿Ö	είÍαι	ÏίÍακεÖ	ÓιμÐÍ	αÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆÕÍ	ÏοσÐÍ�

Τα	Ïοσά	[	και	\	είÍαι	αÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆα�	�α�	ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�

x �,� �,� �,� 1 �,� 3 10 12

y �,� �,� �,�� �,���

�Á�		 �ρεÖ	Óα	σÇμεία	Ïου	ÏαρισÓάÍουÍ	κάθε	ÙευÆάρι	ÓιμÐÍ	�[�	\��	σε	καÓάλλÇλο
	 	 σ¿σÓÇμα	ορθοÆÕÍίÕÍ	ÇμιαÉ½ÍÕÍ	και	σ×εÃίασε	ÓÇÍ	υÏερÁολ»�

Για	ÓÇÍ	αÍαÃάσÕσÇ	μιαÖ	ÏλαÆιάÖ�	ερÆάσÓÇκαÍ	��	ερÆάÓεÖ	Æια	1�	ÇμºρεÖ�	�½σοι	ερÆάÓεÖ�	
ίÃιαÖ	αÏ½ÃοσÇÖ�	×ρειάÙοÍÓαι	Æια	Íα	αÍαÃασÐσουÍ	ÓÇÍ	ºκÓασÇ	αυÓ»�	σε	�	ÇμºρεÖ�

Σε	ºÍα	αÆρ½κÓÇμα�	ÓοÏοθºÓÇσαÍ	ÍÓομάÓεÖ	σε	��	καφάσια�	ÓÕÍ	1�	.J	Óο	καθºÍα�	�½σα	
καφάσια	 ÓÕÍ	 ��	 NJ	 θα	 ×ρειαÙ½ÍÓουσαÍ	 Æια	 Íα	 ÓοÏοθεÓ»σουÍ	 ÓιÖ	 ÍÓομάÓεÖ�	 ΑÍ	 κάθε	
καφάσι	ÓÕÍ	1�	NJ	σÓοι×ίÙει	����	Q	και	κάθε	καφάσι	ÓÕÍ	��	NJ	����	Q�	Ïοια	συσκευασία	
ÓουÖ	συμφºρει�	ÐσÓε	Íα	ελα×ισÓοÏοιÇθεί	Óο	κ½σÓοÖ	συσκευασίαÖ	Óου	ÏροÚ½ÍÓοÖ	ÓουÖ�

Το	ÏεÓρºλαιο	Ïου	υÏάρ×ει	σÓÇ	ÃεÉαμεÍ»	μιαÖ	ÏολυκαÓοικίαÖ�	εÏαρκεί	Æια	��	ÇμºρεÖ�	
½ÓαÍ	 καÓαÍαλÐÍοÍÓαι	 ��	 OW	 ÓÇÍ	 Çμºρα�	 ¸ÓαÍ	 Óο	 κρ¿ο	 ÃυÍαμÐÍει�	 Ç	 Çμερ»σια	
καÓαÍάλÕσÇ	αυÉάÍεÓαι�	καÓά	����	Για	Ï½σεÖ	ÇμºρεÖ	θα	φÓάσει	Óο	ÏεÓρºλαιο�

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.
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A ν α κ ε φ α λ α ί ω σ η

Γραφική παράσταση

Πίνακας τιμών :

y 0 �,� �,� �,� 3 �,� �,� �,� 6
x 0 1 3 5 10 12 15 18 20

Τα ποσά [ και \ είναι ανάλογα, τότε και µόνο τότε, αν ισχύει η σχέση:

         
όπου, α συντελεστής αναλογίαςy

x
 

= α   ή   \ = α ! x

y = 0 ,3! x

ή και

y = 30%! x 

7R	\	είÍαι	ÏοσοσÓ½	Óου	[

�άθε Úευγάρι τιµών ([, \) δύο 
ανάλογων ποσών αναπαρίσταται 
από ένα σηµείο του επιπέδου με 
συντεταγμένες το Ùευγάρι τιμών �[, \�.

¥α σημεία αυτά βρίσκονται πάνω σε 
μια ηµιευθεία, με αρχή το σημείο 
Ο(0,0).

�άθε σημείο της ημιευθείας η οποία
αναπαριστά μια σχέση αναλογίας, έχει 
συντεταγμένες που ικανοποιούν αυτήν 
τη σχέση αναλογίας \   0, 3! [ .

α
β  

= κ

Λόγος δύο αριθμών:

   

α
β  

=
γ
δ    

τότε   α ! δ = β ! γ    και    

   

α
β  

= 
γ
δ =

α+γ
β+δ

Aναλογία είναι η ισότητα δύο λόγων

Ποσά ανάλογα

1

2

3

4

5

6

7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 2122
0

!20

!20

!15

!15

! 0,3
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Ποσά αντιστρόφως ανάλογα

¥α ποσά [ και \ είναι αντιστρόφως ανάλογα, τότε και μόνο τότε,
αν ισχύει η σχέση:

       όπου [, \ ! 0y ! x = α   ή  
 
y = 

a
x

x 15 5 3 �,� �,� �,�� 1
y 1 3 5 6 10 12 15

�ύο μεγέθη λέγονται 
αντιστρόφως ανάλογα, όταν 
μεταβάλλονται έτσι ώστε το 
ένα μέγεθος πολλαπλασιάÚεται
επί έναν αριθμό όταν το άλλο, 
ταυτόχρονα, διαιρείται µε 
τον ίδιο αριθµό.

�ύο αντιστρόφως ανάλογα ποσά x και y,
δεν μπορούν να πάρουν τιμές ίσες με μηδέν.

¥α σηµεία που παριστούν τα Ùεύγη 
�[, \� βρίσκονται, σε μια καµπύλη 
γραµµή.

    � καμπύλη αυτή, που έχει
    χαρακτηριστικό σχήμα και
    ιδιότητες, ονομάÙεται υπερβολή.

� υπερβολή δεν τέμνει ποτέ
τους ημιάξονες Ο[ και Ο\, διότι οι 
συντεταγμένες των σημείων της 
δεν παίρνουν ποτέ την τιμή 0.

Πίνακας τιμών :

Γραφική παράσταση

: 15

!15

: 10

!10
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Α.  Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους
ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ	 ���¥¢ ���¢�
	 1�	 ΣÓα	αÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆα	Ïοσά	οι	ÓιμºÖ	ÓουÖ	º×ουÍ	σÓαθερ½	ÆιÍ½μεÍο�		
	 2�	 Η	Ïαρο×»	ÓÇÖ	Áρ¿σÇÖ	είÍαι	αÍάλοÆÇ	Óου	×ρ½Íου	Ïου	ÆεμίÙει	Ç	μÏαÍιºρα�		
	 3�	 ΣÓα	αÍάλοÆα	Ïοσά	οι	αÍÓίσÓοι×εÖ	ÓιμºÖ	ÓουÖ	º×ουÍ	σÓαθερ½	ÏÇλίκο�		
	 4.	 Το	Ïοσ½	α	είÍαι	ÏοσοσÓ½	Óου	Á�	Ó½Óε	Óα	Ïοσά	α	και	Á	είÍαι	αÍάλοÆα.	
	 5�	 Μια	κλίμακα	��1	αÍÓισÓοι×εί	σε	σμίκρυÍσÇ	σÓο	μισ½	Óου	αρ×ικο¿	σ×»μαÓοÖ�		
	 6�	 ­ÍαÖ	×άρÓÇÖ	Ïεριο×»Ö	με	κλίμακα	1�1����	είÍαι	μικρ½ÓεροÖ	αÏ½	ºÍαÍ
	 	 άλλο	×άρÓÇ	ÓÇÖ	ίÃιαÖ	Ïεριο×»Ö	με	κλίμακα	1������	�	
	 7.	 ΑÍ	Ã¿ο	μοιρασÓο¿Í	�����	Q	με	λ½Æο	��1	Ó½Óε	ο	ºÍαÖ	θα	Ïάρει	�����	Q.	

%.  Ασκήσεις Συμπλήρωσης κενού
	 1�	 Το	ÏÇλίκο	ÓÕÍ	μºÓρÕÍ	Ã¿ο	ομοειÃÐÍ	μεÆεθÐÍ�	½ÓαÍ	º×ουÍ	μεÓρÇθεί	με	ÓÇÍ	ίÃια	μοÍάÃα�
	 	 λºÆεÓαι	.........................................................................	�
	 2�	 Ο	λ½ÆοÖ	ÓÇÖ	αÏ½σÓασÇÖ	Ã¿ο	σÇμείÕÍ	μιαÖ	εικ½ÍαÖ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ÏραÆμαÓικ»	αÏ½σÓασÇ
	 	 ÓÕÍ	Ã¿ο	αÍÓίσÓοι×ÕÍ	σÇμείÕÍ	Óου	αÍÓικειμºÍου	οÍομάÙεÓαι	.............................................	�
	 3�	 ΑÍ	ÏεÍÓαÏλασιάσουμε	ÓÇÍ	Óιμ»	εÍ½Ö	αÏ½	Ã¿ο	αÍάλοÆα	Ïοσά	και	Ç	αÍÓίσÓοι×Ç	Óιμ»	Óου
	 	 άλλου	Ïοσο¿	.........................................................................	�
	 4�	 Το	ÏÇλίκο	ÓÕÍ	αÍÓίσÓοι×ÕÍ	ÓιμÐÍ	Ã¿ο	αÍάλοÆÕÍ	ÏοσÐÍ	οÍομάÙεÓαι	................................	�
	 5�	 Η	 Æραφικ»	 αÍαÏαράσÓασÇ	 μιαÖ	 σ×ºσÇÖ	 αÍαλοÆίαÖ	 είÍαι	 �������������������������	 Æραμμ»	 Ïου
	 	 ÏερÍάει	αÏ½	Óο	σÇμείο	.............................................	�
	 6�	 ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÃιÏλαÍ½	ÏίÍακα	αÍάλοÆÕÍ	ÏοσÐÍ	 x 2 4 12 16

	 	 y 15 30

	 7�	 Δ¿ο	Ïοσά	ÓÕÍ	οÏοίÕÍ	Óο	ÆιÍ½μεÍο	ÓÕÍ	Ã¿ο	αÍÓίσÓοι×ÕÍ	ÓιμÐÍ	είÍαι	σÓαθερ½	λºÆοÍÓαι
.............................................	�

	 8�	 ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÃιÏλαÍ½	ÏίÍακα	ÓÕÍ																			 x 2 4 8

	 	 αÍÓισÓρ½φÕÖ	αÍάλοÆÕÍ	ÏοσÐÍ�																											 y 8 16 32

	 9.	 ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα	με	ÓιÖ	συÍÓεÓαÆμºÍεÖ	ÓÕÍ	σÇμείÕÍ	ÓÕÍ	ÆραφικÐÍ
	 	 ÏαρασÓάσεÕÍ�	 Ïου	 º×ουÍ	 σÇμειÕθεί	 ºÍÓοÍα�	 ÏροσÏάθÇσε	 Íα	 ÁρειÖ	 ÓοÍ	 αÍÓίσÓοι×ο		

Ó¿Ïο	και	Íα	εκÓιμ»σειÖ	αÍ	αυÓ½Ö	αφο-
ρά	σ×ºσÇ	αÍαλοÆίαÖ�

x

	 	y

x

	 	y
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Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης

y = ..........

y

1

1 2 3 4

2

3
4

x

y

1

1 2 3 4

2

3
4

x

y = ..........
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ΜΕΡΟΣ Α!

7.1. Θετικοί και Αρνητικοί αριθµοί �¤ητοί αριθµοί� � � ευθεία των ρητών � Τετµηµένη σηµείου
 x �ατανοώ την ανάγκη εισαγωγής των αρνητικών αριθμών
 x Εκφράζω μεγέθη ή μεταβλητές μεγεθών� με θετικούς ή αρνητικούς αριθμοÀς
 x Παριστάνω έναν ρητό με σημείο ενός άξονα
�.2. Απόλυτη τιµή ρητού � Αντίθετοι ρητοί � Σύγκριση ρητών
 x �νωρίζω την έννοια της απόλυτης τιμής ενός ρητοÀ και με τη βοήθεια αυτής και του
  προσήμου του ρητοÀ� αντιστοιØίζω τον ρητό με ένα σημείο του άξονα
 x Βρίσκω με ακρίβεια ή με προσέγγιση τον ρητό που αντιστοιØεί σε ένα σημείο του άξονα
 x �νωρίζω ποιοι ρητοί είναι αντίθετοι και ποια είναι η σØετική τους θέση στον άξονα
 x Συγκρίνω δÀο ρητοÀς και γνωρίζω τη θέση τους πάνω στον άξονα
 x Διατάσσω δÀο ή περισσότερους ρητοÀς 
�.�. Πρόσθεση ρητών αριθµών
 x Βρίσκω το άθροισμα δÀο ρητών αριθμών
 x Βρίσκω το άθροισμα πολλών ρητών αριθμών
 x �νωρίζω τις ιδιότητες της πρόσθεσης και τη σημασία τους στον υπολογισμό
  αθροισμάτων πολλών προσθετέων
�.�. Αφαίρεση ρητών αριθµών
 x �νωρίζω ότι η διαφορά α – β� ορίζεται ως η μοναδική λÀση της εξίσωσης β+x=α
 x Βρίσκω τη διαφορά δÀο ρητών αριθμών
 x Υπολογίζω αριθμητικές παραστάσεις με προσθέσεις και αφαιρέσεις
 x �άνω απαλοιφή παρενθέσεων
�.�. Πολλαπλασιασµός ρητών αριθµών
 x Βρίσκω το γινόμενο δÀο ρητών αριθμών
 x �νωρίζω και εφαρμόζω τις ιδιότητες του γινομένου ρητών αριθμών
 x Υπολογίζω αριθμητικές παραστάσεις
 x Εφαρμόζω την επιμεριστική ιδιότητα
�.�. Διαίρεση ρητών αριθµών
 x �νωρίζω ότι το πηλίκο α : β� ορίζεται ως η μοναδική λÀση της εξίσωσης β ! x=α
 x Βρίσκω το πηλίκο δÀο ρητών αριθμών
 x �νωρίζω ότι το γινόμενο και το πηλίκο δÀο ρητών αριθμών είναι ομόσημοι αριθμοί
 x �ατανοώ το πηλίκο δÀο ρητών και ως λόγο
�.�. Δεκαδική µορφή ρητών αριθµών
 x Διακρίνω τους ρητοÀς ως δεκαδικούς ή περιοδικούς δεκαδικοÀς
 x �ετατρέπω ένα κλάσμα σε δεκαδικό ή περιοδικό δεκαδικό και αντιστρόφως

7.8. Δυνάµεις ρητών αριθµών µε εκθέτη φυσικό
 x �νωρίζω την έννοια της δύναμης αν� με α ρητό
  και ν φυσικό και υπολογίζω τέτοιες δυνάμεις
 x �νωρίζω τις ιδιότητες των δυνάμεων με
  εκθέτη φυσικό και τις εφαρμόζω στον
  υπολογισμό αριθμητικών παραστάσεων
 x �νωρίζω την έννοια της δύναμης α–ν, με τον
  ρητό α"0 και ν� φυσικό και υπολογίζω τέτοιες
  δυνάμεις
 x Εκτελώ τις πράξεις με την προβλεπόμενη
  προτεραιότητα των πράξεων

7.9. Δυνάµεις ρητών αριθµών µε εκθέτη ακέραιο
 x �νωρίζω τις ιδιότητες των δυνάμεων με
  εκθέτη ακέραιο και υπολογίζω αριθμητικές
  παραστάσεις με δυνάμεις

 x �νωρίζω ότι�  ! αÁ "
Í
=! Áα "

¯Í	
και με τη βοήθεια

  της ισότητας αυτής� υπολογίζω δυνάμεις με
  βάση κλασματικό αριθμό και εκθέτη αρνητικό
  ακέραιο

�.1�. Τυποποιηµένη µορφή µεγάλων και µικρών
 αριθµών
 x �ράφω πολÀ ²μεγάλους³ και ²μικροÀς³ αριθμοÀς
  σε τυποποιημένη μορφή

 Θετικοί και Αρνητικοί αριθµοί

ΥΠΑƙΙΑ (��0 - ��5 �.X.)
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- 114 -	 ΜºροÖ	Α´	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

Oι αριθµοί που γνωρίσαµε , µέχρι τώρα , οι φυσικοί , οι δεκαδικοί και οι κλασµατικοί , µπορούν να 
εκφράσουν τα φυσικά µεγέθη , όχι όµως και όλες τις ανθρώπινες δραστηριότητες και καταστάσεις . 
Άλλωστε , όταν τοποθετήσαµε τους φυσικούς αριθµούς πάνω σε µια ευθεία , πήραµε αυθαίρετα ένα 
σηµείο ως αρχή και συνεχίσαµε “δεξιά”, σε ίσες αποστάσεις , να γράφουµε τους γνωστούς µας αριθµούς . 
Κάθε “δεξιά” όµως µιας αρχής , προϋποθέτει και το “αριστερά”. Όπως το δεξί χέρι προϋποθέτει το 
αριστερό του . Και ακόµα , δεν θα υπήρχε το “πάνω” χωρίς το “κάτω”, το “ζεστό” χωρίς το “κρύο” κ .λπ . 
Έτσι , αν το πρώτο το πούµε “θετικό” θα πρέπει να υπάρχει το αντίθετό του και να το πούµε 
“αρνητικό”. Επίσης , σε κάθε στοιχείο του ενός χρειάζεται να αντιστοιχήσουµε ακριβώς ένα στοιχείο του 
άλλου και να βρούµε τρόπο να το συµβολίσουµε . ∆ε θα είναι δύσκολο , αφού είναι πράγµατα που τα 
βιώνουµε καθηµερινά . Όπως π .χ . η πρόβλεψη του καιρού στη δραστηριότητα που ακολουθεί .

+	μεÓεÕρολοÆικ»	υÏÇρεσία	ÏροºÁλεÂε	½Óι	οι	
θερμοκρασίεÖ	 σÓιÖ	 ÃιάφορεÖ	 Ï½λειÖ	 θα	 είÍαι	
αυÓºÖ	 Ïου	 αÍαÆράφοÍÓαι	 σÓοÍ	 ÏαρακάÓÕ	
ÏίÍακα�

	 Αθ»Íα	 	 ��	 ÏάÍÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ
	 �εσσαλοÍίκÇ	 ��	 κάÓÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ
	 ΙÕάÍÍιÍα	 	 ��	 κάÓÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ
	 �άÓρα	 	 ��	 ÏάÍÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ
	 ΑλεÉαÍÃρο¿ÏολÇ	 ��	 κάÓÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ
	 �λÐριÍα	 	 1��	 κάÓÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ
	 ΤρίÏολÇ	 	 ��	 κάÓÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ
	 «αÍιά	 	 11�	 ÏάÍÕ	αÏ½	Óο	μÇÃºÍ

�	 	 �ροσÏάθÇσε	Íα	σÇμειÐσειÖ	σÓοÍ	×άρÓÇ	αριθμο¿Ö	Ïου	Íα	εκφράÙουÍ	ÓιÖ
	 	 συÆκεκριμºÍεÖ	θερμοκρασίεÖ�

ΣÓοÍ	αÍελκυσÓ»ρα	εÍ½Ö	ÆκαράÙ	υÏάρ×ουÍ	Óα	κουμÏιά	Ïου	ÁλºÏειÖ	ÃίÏλα�

�	 	 Τι	εκφράÙουÍ	οι	αριθμοί	Ïου	είÍαι	ÆραμμºÍοι	σÓα	κουμÏιά�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	ÏαραÓÇρο¿με	½Óι	Óο	αεροÏλάÍο
ÏεÓάει	σÓα	���	P	και	ο	καρ×αρίαÖ	ÁρίσκεÓαι	σε	ÁάθοÖ	
���	P	κάÓÕ	αÏ½	ÓÇÍ	εÏιφάÍεια	ÓÇÖ	θάλασσαÖ�

�	 �ροσÏάθÇσε	 Íα	 εκφράσειÖ	 με	 καÓάλλÇλουÖ	 αριθμο¿Ö	 ÓιÖ
	 θºσειÖ	Óου	αεροÏλάÍου	και	Óου	καρ×αρία	σε	σ×ºσÇ	με	ÓÇÍ	
	 εÏιφάÍεια	ÓÇÖ	θάλασσαÖ�

  Σκεφτόµαστε
$Í	ο	αριθμ½Ö	�	εκφράÙει	ÓÇ	θºσÇ	ÓÇÖ	εÏιφάÍειαÖ	ÓÇÖ	θάλασσαÖ�	
Ó½Óε	 Óο	 αεροÏλάÍο	 ÏεÓάει	 σÓα	 ����	 P	 και	 ο	 καρ×αρίαÖ	
ÁρίσκεÓαι	σÓα	¯���	P�

Α.7.1. Θετικοί και Αρνητικοί Αριθµοί (Ρητοί αριθµοί) -
   + ευθεία των ρητών - Τετµηµένη σηµείου

0 P

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

3
2
1
0

-1
-2
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
�ετά από τα παραπάνω συμφωνούμε ότι:

!  ¥α σύμβολα «+» και « – » λέγονται πρόσηµα.
  �ράφονται πριν από τους αριθμούς και τους
  χαρακτηρίÙουν, αντίστοιχα, ως θετικούς ή
  αρνητικούς.

"  ¢ι αριθμοί που συναντήσαμε μέχρι τώρα ήταν
μόνο θετικοί και επομένως δεν υπήρχε ανάγκη 
να χρησιμοποιούμε πρόσημο. � εισαγωγή των 
αρνητικών αριθμών δημιουργεί την ανάγκη της 
τοποθέτησης πρόσημου μπροστά από όλους 
τους αριθμούς. Έτσι γίνεται φανερό ποιοι 
αριθμοί είναι οι θετικοί και ποιοι οι αρνητικοί.

" ¥ο µηδέν δεν είναι ούτε θετικός ούτε αρνητικός αριθμός.

! Οµόσηµοι λέγονται οι
 αριθμοί που έχουν
 το ίδιο πρόσηµο.

! Ετερόσηµοι λέγονται οι
 αριθμοί που έχουν
 διαφορετικό πρόσηµο.

! Ακέραιοι αριθµοί είναι οι φυσικοί αριθμοί μαÙί
 με τους αντίστοιχους αρνητικούς αριθμούς.

! Ρητοί αριθμοί είναι όλοι οι γνωστοί μας έως τώρα αριθμοί: φυσικοί, κλάσµατα και
 δεκαδικοί μαÙί με τους αντίστοιχους αρνητικούς αριθµούς.

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	11�	-

π.χ. οι αριθμοί –7, –0,58 και – 3
4

 είναι ομόσημοι και 

οι αριθμοί +1,25, + 10
7  

και +5 είναι ομόσημοι.

Οι αριθμοί –7 και +0,58 είναι ετερόσημοι αλλά και

οι αριθμοί –1,25 και + 10
7  

είναι ετερόσημοι.

. . . , –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, . . .

Οι	αρÍÇÓικοί	αριθμοί	εμφαÍίÙοÍÓαι	Æια	ÏρÐÓÇ	φορά	σε	ºÍα	ΚιÍºÙικο	μαθÇμαÓικ½	ÁιÁλίο�	
με	ÓίÓλο	±ΜαθÇμαÓικά	σε	εÍÍºα	�ιÁλία²	�±Τσιου-ÓσαÍÆκ-σουάÍ	σου²��	Ïου	ÓοÏοθεÓείÓαι	
×ροÍικά	σÓÇÍ	ÏερίοÃο	ÓÇÖ	ÃυÍασÓείαÖ	ÓÕÍ	«αÍ	����	Ï�«�	-	���	μ�«���
ΣÓÇÍ	(υρÕÏαÚκ»	ÏαράÃοσÇ	ο	μεÆάλοÖ	­λλÇÍαÖ	μαθÇμαÓικ½Ö	Διόφαντος�	Ïου	άκμασε	
σÓÇÍ	ΑλεÉάÍÃρεια	Æ¿ρÕ	σÓα	���	μ�«�	και	ºÆραÂε	Óο	οÆκÐÃεÖ	ºρÆο	Óου	�1�	ÁιÁλία�	Óα	
±ΑριθμÇÓικά²�	 ×ρÇσιμοÏοιεί	 ÏρÐÓοÖ	 ÓουÖ	 αρÍÇÓικο¿Ö	 αριθμο¿Ö	 σÓουÖ	 εÍÃιάμεσουÖ	
υÏολοÆισμο¿Ö	Óου�	εÍÐ	ÕÖ	λ¿σÇ	εÍ½Ö	ÏροÁλ»μαÓοÖ	αÍαÙÇÓεί	ÏάÍÓα	θεÓικ½	ρÇÓ½	αριθμ½�

  �ράφονται πριν από τους αριθμούς και τους  �ράφονται πριν από τους αριθμούς και τους
  χαρακτηρίÙουν, αντίστοιχα, ως 

+3, + 3
4

, +15,7 και +0,352
θετικοί αριθμοί

–2, –10, –28,95 και –0,098
αρνητικοί αριθμοί

Σε περιπτώσεις που 
αναφερόμαστε μόνο σε θετικούς 

αριθμούς, μπορούμε να 
παραλείψουμε το πρόσημο + 

π.χ. αντί να γράψουμε +7 
παραλείπουμε το + και 

γράφουμε 7.
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Παράσταση των ρητών αριθµών µε σηµεία µιας ευθείας
! �ν θεωρήσουμε αριστερά της αρχής Ο του ημιάξονα Ο[ των αριθμών, τον αντικείμενο
 αυτού ημιάξονα 2[!, μπορούμε να παραστήσουμε τους αρνητικούς αριθμούς σε
 συμμετρικά σημεία, ως προς Ο, των αντιστοίχων σημείων που παριστάνουν τους
 θετικούς αριθμούς. �ε τον ίδιο τρόπο μπορούμε να βρούμε σημεία που να παρι�
 στάνουν κλασματικούς ή δεκαδικούς αριθμούς. 

 #		 Ο άξονας [!2[  περιλαµβάνει όλους τους ρητούς αριθµούς
   (αρνητικούς, θετικούς και το µηδέν).

! � θέση ενός σημείου Α επάνω στην ευθεία ορίÙεται με έναν αριθμό που ονομάÙεται
 τετµηµένη του σηµείου.

 ¥ο σημείο Α έχει τετμημένη 4 και το σημείο Β έχει τετμημένη –2.

Να	εκφρασÓο¿Í	με	ÓÇ	Áο»θεια	ÓÕÍ	θεÓικÐÍ	και	αρÍÇÓικÐÍ	ρÇÓÐÍ	αριθμÐÍ�
�α�	 1����	P	 κάÓÕ	αÏ½	 ÓÇÍ	 εÏιφάÍεια	 ÓÇÖ	 θάλασσαÖ�	 �Á�	 ���	Κελσίου	ÏάÍÕ	αÏ½	 Óο	
μÇÃºÍ�	�Æ�	κºρÃοÖ	��������	Q�	�Ã�	α¿ÉÇσÇ	καÓά	������1�	Q�	�ε�	μείÕσÇ	καÓά	��	μοÍάÃεÖ	
και	�σÓ�	ºκÏÓÕσÇ	1��	εÏί	ÓÇÖ	Óιμ»Ö�

Λύση
�α� –13,75 P, �β� +20°, �γ� +3.368,97 Q, �δ� +2.527,15 Q, �ε� –50, �στ� –15�.

$Ö	υÏοθºσουμε�	½Óι	Ç	σÓιÆμ»	ÓÇÖ	ÆºÍÍÇσ»Ö	σου	είÍαι	 Óο	μÇÃºÍ�	ÃÇλαÃ»	Ç	αρ×»	ÓÇÖ	
μºÓρÇσÇÖ	Óου	×ρ½Íου�	�ρεÖ	μº×ρι	Ãºκα	×ροÍολοÆίεÖ�	Ïου	αφορο¿Í	Óα	Ïιο	σÇμαÍÓικά�	
Æια	σºÍα�	ÏροσÕÏικά	και	οικοÆεÍειακά	ÆεÆοÍ½Óα	και	 ÓοÏοθºÓÇσº	Óα	σÓÇÍ	ÏαρακάÓÕ	
ευθεία.

-	11�	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί
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Η γέννησή σου
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Οι	ρÇÓοί	Ïου	º×ουÍ	Ïρ½σÇμο	±�²	λºÆοÍÓαι	������������������������������������������		εÍÐ	αυÓοί	Ïου
	 	 º×ουÍ	Ïρ½σÇμο	±¯²	λºÆοÍÓαι	������������������������������������������	�
�Á�		 Οι	αριθμοί	με	Óο	ίÃιο	Ïρ½σÇμο	λºÆοÍÓαι	������������������������������������������������		εÍÐ	αυÓοί	με
	 	 ÃιαφορεÓικ½	Ïρ½σÇμο	λºÆοÍÓαι	������������������������������������������	�
�Æ�		 ΣÓÇÍ	ευθεία	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	ÃεÉιά	Óου	μÇÃεÍ½Ö	ÁρίσκοÍÓαι	οι	���������������������������	�
	 	 ρÇÓοί	και	αρισÓερά	Óου	μÇÃεÍ½Ö	οι	������������������������������������������	ρÇÓοί�

Να	 καÓαÓάÉειÖ	 ÓουÖ	 ÏαρακάÓÕ	 αριθμο¿Ö	 σε	 Ã¿ο	 ομάÃεÖ�	 ÓουÖ	 θεÓικο¿Ö	 και	 ÓουÖ	
αρÍÇÓικο¿Ö�	¯��1�		���		���		¯���		��		¯��		1��

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ	 Σ�ΣΤΟ			�Α�ΟΣ

�α�		 Οι	ακ½λουθοι	αριθμοί	είÍαι	½λοι	θεÓικοί�	�1�	���	��1��	����1	
�Á�		 Οι	αριθμοί	Ïου	ακολουθο¿Í	είÍαι	½λοι	αρÍÇÓικοί�	¯��	¯��	��	¯��	   

Οι	εÏ½μεÍεÖ	ÓρειÖ	ερÕÓ»σειÖ	αÍαφºροÍÓαι	σÓο	σ×»μα	Ïου	ακολουθεί�

�Æ�		 Η	ÓεÓμÇμºÍÇ	Óου	σÇμείου	Κ	είÍαι	��	
�Ã�		 Η	ÓεÓμÇμºÍÇ	Óου	σÇμείου	�	είÍαι	¯�	
�ε�		 Τα	σÇμεία	Κ	και	Μ	º×ουÍ	ÓÇÍ	ίÃια	ÓεÓμÇμºÍÇ	  

ΣÓα	Ùε¿ÆÇ	αριθμÐÍ	Ïου	ακολουθο¿Í	Íα	ÁρειÖ	Ïοιοι	αριθμοί	είÍαι	ομ½σÇμοι	και	Ïοιοι	
είÍαι	εÓερ½σÇμοι�	�α�	�	και	���	�Á�	�	και	��	�Æ�	¯�	και	¯��	�Ã�	�	και	���	�ε�	¯�	και	1�
�σÓ�	1�	και	¯���	�Ù�	¯�	και	¯����	�Ç�	¯1���	και	11�	�θ�	¯�	και	¯1���	�ι�	����	και	�1����

Να	εκφράσειÖ	με	ρÇÓο¿Ö	αριθμο¿Ö	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ÏροÓάσειÖ�	�α�	ΚαÓάθεσÇ	������	Q, 
�Á�	ΑÍάλÇÂÇ	������	Q�	 �Æ�	Α¿ÉÇσÇ	μισθο¿	καÓά	���	Q�	 �Ã�	ΜείÕσÇ	εÏιÓοκίου	καÓά	1	
μοÍάÃα�	�ε�	��	μºÓρα	αρισÓερά�

�ρεÖ	ÓÇ	λºÉÇ	Ïου	σ×ÇμαÓίÙεÓαι	αÏ½	Óα	ÆράμμαÓα	με	ÓεÓμÇμºÍεÖ	¯��	1��	��	¯��	��	¯��	�	
σÓο	 ÏαρακάÓÕ	 σ×»μα�	 ΣÓÇ	 συÍº×εια	 ÆράÂε	 μ´	 αυÓ½	 ÓοÍ	 Óρ½Ïο	 ºÍα	 ½Íομα	 Ïου	 σου	
αρºσει�

Τα	σÇμεία	Α	και	�	º×ουÍ	ÓεÓμÇμºÍεÖ	α	και	Á�	αÍÓίσÓοι×α�	Να	Áρεθεί	Ç	ÓεÓμÇμºÍÇ	Óου	
μºσου	Μ	Óου	Óμ»μαÓοÖ	Α�	½ÓαÍ�	�α�	α	 	��	και	Á	 	���	�Á�	α	 	¯�	και	Á	 	¯1��

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	11�	-

x! x

-3-4

� � O �

-2 -1 0 +1 +2 +3 +4

x! x

� � ¥ £ � � � � � � � ¢ � � � � � �   Π � ª « �

-11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.
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�ρεÖ	Ï½σεÖ	μοÍάÃεÖ	αÏº×ουÍ	αÏ½	ÓÇÍ	αρ×»	Ο	Óου	άÉοÍα	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ�

ΣÓÇÍ	ÏαρακάÓÕ	ευθεία	ÁρεÖ	ÓιÖ	ÓεÓμÇμºÍεÖ	ÓÕÍ	σÇμείÕÍ	Μ!	και	Μ�

→		 Τι	ÏαραÓÇρείÖ	Æια	ÓιÖ	ÓεÓμÇμºÍεÖ	ÓÕÍ	σÇμείÕÍ	Μ!	και	Μ�
→		 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÓοÏοθεÓ»σειÖ	σÓÇÍ	ÏαραÏάÍÕ	ευθεία	ÓÕÍ	ρÇÓÐÍ	Óα	σÇμεία	Α!

	 	 και	Α	Ïου	αÏº×ουÍ	αÏ½	ÓÇÍ	αρ×»	Ο	Óου	άÉοÍα	���	μοÍάÃεÖ�
→		 ΚάÍε	Óο	ίÃιο	Æια	Óα	σÇμεία	�!	και	�	Ïου	αÏº×ουÍ	αÏ½	ÓÇÍ	αρ×»	Ο	Óου	άÉοÍα	�
	 	 μοÍάÃεÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  � απόλυτη τιµή ενός ρητού αριθμού α εκφράÙει την απόσταση του σηµείου µε
  τετµηµένη α από την αρχή Ο του άξονα και συμβολίÙεται με !α!.

!  Αντίθετοι ονομάÙονται δύο αριθμοί
  που είναι ετερόσηµοι και έχουν
  την ίδια απόλυτη τιµή.

" ¢ αντίθετος του [ είναι ο °[.

 #		 H απόλυτη τιµή ενός θετικού αριθµού
   είναι ο ίδιος ο αριθµός.
 #		 H απόλυτη τιµή ενός αρνητικού αριθµού
   είναι ο αντίθετός του.
 #		 + απόλυτη τιµή του µηδενός είναι το
   µηδέν.

" �ύο σημεία που βρίσκονται σε ίση απόσταση,
δεξιά και αριστερά από την αρχή των αξόνων, 
έχουν τετμημένες, αντίθετους αριθμούς.

- 118 -	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

Α.7.2.  Απόλυτη τιµή ρητού - Αντίθετοι ρητοί - Σύγκριση ρητών

–3–4–5

B� O A �

–2 –1 0 1 2 3 4 5

M! MO

–9 –8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

!–2! = !+2! = 2

ο αντίθετος του +5,1 είναι ο –5,1
ο αντίθετος του –2,7 είναι ο –(–2,7)=+2,7

π.χ. !+9,63! = 9,63

π.χ. !–8,4! = 8,4 = –(–8,4)

π.χ. !0! = 0

0-2 +2

2 2

Dπόσταση 3
           2

Dπόσταση 3
           2

0- 3
 2

3

2

` `

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç
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Μια	κρ¿α	μºρα	Óου	×ειμÐÍα	ο	ΚÐσÓαÖ	κοιÓο¿σε	ÓÇ	θερμοκρασία	κάθε	Ã¿ο	ÐρεÖ�	Οι	
εÍÃείÉειÖ	Óου	θερμομºÓρου�	Ïου	ºÁλεÏε�	φαίÍοÍÓαι	ÏαρακάÓÕ�

→		 ΜÏορείÖ	 Íα	 καÓαÆράÂειÖ	 ½λεÖ	 ÓιÖ	 εÍÃείÉειÖ	 Óου	 θερμομºÓρου	 με	 α¿Éουσα
	 	 »	φθίÍουσα	σειρά�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
 #		 ¢ μεγαλύτερος από δύο ρητούς αριθμούς είναι εκείνος που βρίσκεται
   δεξιότερα από τον άλλο πάνω στον άξονα.
 

�άθε θετικός ρητός είναι μεγαλύτερος από κάθε αρνητικό ρητό αριθμό.

 –4,75 < –3,5 < – 32  < –0,6 < 0 < 0,6 < +
 
3

2  < +3,5 < +4,75

" ¥ο µηδέν είναι µικρότερο από κάθε θετικό αριθμό και
 µεγαλύτερο από κάθε αρνητικό αριθμό.

" ¢ µεγαλύτερος από δύο θετικούς ρητούς είναι εκείνος
που έχει την μεγαλύτερη απόλυτη τιμή, δηλαδή αυτός 
που βρίσκεται δεξιότερα από τον άλλο πάνω στον άξονα.

" ¢ µεγαλύτερος από δύο αρνητικούς ρητούς είναι εκείνος 
 που έχει την μικρότερη απόλυτη τιμή, δηλαδή αυτός που
 βρίσκεται δεξιότερα από τον άλλο πάνω στον άξονα.

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	11�	-

π.χ. 0<2,9 και –3,8<0

+2,67 < +5,89 
διότι

!2,67! < !5,89!

–6,8 < –3,7
διότι

!–6,8! = 6,8 > 3,7 = !–3,7!

-4,75 4,75-3,5 -0,6 0,60- 3
  2

3

2
3,5

8:00

��

10:00

+1

16:00

0

12:00

0

+3

14:00

0

+5

18:00

0

–1

20:00

0

–2

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç
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ΣÓοÍ	άÉοÍα	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	Íα	ÓοÏοθεÓÇθο¿Í	οι	αριθμοί�

�α�	¯�����			�Á�	¯�����			�Æ�	¯1����			�Ã�	� 9
4
�			�ε�	�����	και			�σÓ�	������

Λύση

     –3,33 < –2,25 < –1,75 < +
9

4
 < +3,66 < +4,75

Το	σÇμείο	Κ	º×ει	ÓεÓμÇμºÍÇ	¯��	Να	Áρεθεί	Óο	σÇμείο	�	με	αÍÓίθεÓÇ	ÓεÓμÇμºÍÇ�

Λύση

Πάνω σε άξονα [!2[ βρίσκουμε το σημείο K με τετμημένη –7.
¥ότε το Λ έχει τετμημένη τον αριθμό +7.

ΕάÍ	Ç	αÏ½λυÓÇ	Óιμ»	Óου	αριθμο¿	α	είÍαι	��	Íα	Áρεθεί	ο	αριθμ½Ö	α�

Λύση
�φόσον !α!=2 τότε ο
αριθμός α θα είναι, είτε
το �� είτε το ¯�, διότι 
!+2! = 2 και !–2! = 2 .

Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί –2 και +2, έχουν την ίδια απόλυτη τιμή αλλά αντίθετο 
πρόσημο.

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Η	αÏ½σÓασÇ	Óου	σÇμείου�	με	Óο	οÏοίο	αÍαÏαρισÓάÍεÓαι	ºÍαÖ	ρÇÓ½Ö	αριθμ½Ö�	αÏ½		

ÓÇÍ	αρ×»	Óου	άÉοÍα	λºÆεÓαι	��������������������	Óου	αριθμο¿	και	είÍαι	ÏάÍÓα	�������������������
αριθμ½Ö�

�Á�		 Δ¿ο	 ρÇÓοί	 αριθμοί	 Ïου	 º×ουÍ	 ÓÇÍ	 ίÃια	 αÏ½λυÓÇ	 Óιμ»	 και	 είÍαι	 εÓερ½σÇμοι
	 	 λºÆοÍÓαι	������������������������������������������	�
�Æ�		 ΑÍ	ºÍαÖ	αριθμ½Ö	α	είÍαι	θεÓικ½Ö	ο	αÍÓίθεÓ½Ö	Óου	είÍαι	������������������������������������������������	�
	 	 ΑÍ	Ç	αÏ½λυÓÇ	Óιμ»	εÍ½Ö	αριθμο¿	είÍαι	ίσÇ	με	�	Ó½Óε	ο	αριθμ½Ö	είÍαι	ο	������	»	ο	�����	�
�Ã�		 ΑÏ½	Ã¿ο	θεÓικο¿Ö	ρÇÓο¿Ö	μικρ½ÓεροÖ	είÍαι	εκείÍοÖ	Ïου	º×ει	ÓÇÍ	�������������������������������
	 	 αÏ½λυÓÇ	Óιμ»�
�ε�		 ΑÏ½	Ã¿ο	αρÍÇÓικο¿Ö	ρÇÓο¿Ö	μεÆαλ¿ÓεροÖ	είÍαι	εκείÍοÖ	Ïου	º×ει	ÓÇÍ	�����������������������
	 	 αÏ½λυÓÇ	Óιμ»�

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.

0 1¯1¯�,�� ¯�,��

¯�,�� �,�� �,��
9
4

¯�¯� ¯� ¯4 ¯3 ¯� ¯1 0 �� �� �� �� �� �� ��

K

¢

�

0 1¯1¯�¯3¯4 � 3 4

!a! = 2

a=–2                   a=+2

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.
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Να	συμÏλÇρÐσειÖ	ÓοÍ	ÏίÍακα	Ïου	ακολουθεί�
Αριθμ½Ö ¯���� ����� ¯1��� � ����� –8

$Ï½σÓασÇ	Óου	σÇμείου	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	
αÏ½	ÓÇÍ	αρ×»	Óου	άÉοÍα

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 Σ�ΣΤΟ			�Α�ΟΣ

�α�		 ,σ×¿ει	Ç	αÍισ½ÓÇÓα�	¯���	�	����	
�Á�		 Ισ×¿ει	Ç	αÍισ½ÓÇÓα�	¯���	!	¯����	  
�Æ�		 ΣÓÇÍ	αÍισ½ÓÇÓα	���	�	[	�	���	ο	[	μÏορεί	Íα	Ïάρει	�	ακºραιεÖ	ÓιμºÖ�	  
�Ã�		 ªÏάρ×ουÍ	�	ακριÁÐÖ	ακºραιοι	Ïου	αλÇθε¿ουÍ	ÓÇ	σ×ºσÇ�	¯�"["���  
�ε�		 Δ¿ο	ακºραιοι	με	αÍÓίθεÓο	Ïρ½σÇμο	είÍαι	αÍÓίθεÓοι�	   

�ρεÖ	ÓÇÍ	αÏ½λυÓÇ	Óιμ»	ÓÕÍ	ρÇÓÐÍ�	�α�	������	�Á�	¯����	�Æ�	�1��	�Ã�	¯������	�ε�	¯���

�ρεÖ	ÓουÖ	αριθμο¿Ö	Ïου	º×ουÍ	ÕÖ	αÏ½λυÓÇ	Óιμ»�	�α�	1���	�Á�	�1���	�Æ�	��	�Ã�	�����	�ε�	����

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�	 Αριθμ½Ö 1 ¯1�

       
ΑÍÓίθεÓοÖ –8 1�

       
ΑÏ½λυÓÇ	Óιμ» � �

ΤοÏοθºÓÇσε	σÓοÍ	άÉοÍα	[!2[	Óα	σÇμεία	με	ÓεÓμÇμºÍεÖ�

¯��	¯����	���	¯��	¯�����	�1�	�1��	���	���	�οια	αÏ½	αυÓά	είÍαι	συμμεÓρικά	ÕÖ	ÏροÖ	

ÓÇÍ	αρ×»	Óου	άÉοÍα�

Σ×εÃίασε	 ÓοÍ	 άÉοÍα	 [!2[�	 με	 καÓάλλÇλÇ	 μοÍάÃα	 Æια	 Íα	 ÏαρασÓ»σειÖ	 Óα	 σÇμεία	 με

ÓεÓμÇμºÍεÖ	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	¯�����	�1��	¯������	¯������	����	�����������	¯���

Να	συÆκρίÍειÖ	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	�α�	��1	και	����	�Á�	�	και	11�	�Æ�	¯�	και	¯��	�Ã�	¯�	και	

¯1��	�ε�	�	και	¯��	�σÓ�	�	και	¯��	�Ù�	�	και	���

Να	συÆκρίÍειÖ	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	�α�	11�	¯11	και	!11!�	�Á�	¯��	��	και	!�!�	Τι	συμÏεραίÍειÖ�

Να	ÆράÂειÖ	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	¯��	���	�1��	¯��	��	¯��	���	¯�	και	¯1�	σε	α¿Éουσα	σειρά�

Να	συμÏλÇρÐσειÖ	με	Óο	καÓάλλÇλο	σ¿μÁολο�	��	!	»	 	Óα	κεÍά�	ÐσÓε	Íα	Ïροκ¿ÂουÍ	

αλÇθείÖ	σ×ºσειÖ�	 �α�	 ¯�	 ���	 ¯��	 �Á�	 ¯�	 ���	 1��	 �Æ�	 �	 ���	 ¯1�	 �Ã�	��	 ���	 ��	 �ε�	 ¯�	 ���	 ¯!¯�!�
�σÓ�	¯�	���	¯�����	�Ù�	!��!	���	!¯�!�	�Ç�	¯�¯��	���	¯��	�θ�	��	���	¯�����	�ι�	�	���	¯!–4!�

Το	[	ÏαρισÓάÍει	ºÍαÍ	ακºραιο	αριθμ½�	Για	ÏοιεÖ	ÓιμºÖ	Óου	[	θα	ισ×¿ουÍ	οι	σ×ºσειÖ�
�α�	¯1�	�	[	�	¯��			�Á�	¯�	!	[	!	¯��			�Æ�	¯�	�	[	�	��

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1�1	-

2.

3.

4.

5.
6.

7.

8.

9.

10.

11.
12.

13.
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Σε	 κάθε	μία	 αÏ½	 ÓιÖ	 ÏεριÏÓÐσειÖ	Ïου	ÏεριÆράφοÍÓαι	 σÓοÍ	ÏρÐÓο	ÏίÍακα�	 Íα	 ÁρειÖ	
σÓοÍ	 Ãε¿Óερο	 ÏίÍακα	 ÓÇÍ	 Ïρ½σθεσÇ	 Ïου	 ÓÇÖ	 αÍÓισÓοι×εί	 και	 ÓºλοÖ	 Óο	 αÍÓίσÓοι×ο	
αÏοÓºλεσμα	σÓοÍ	ÓρίÓο	ÏίÍακα�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
" �ια να προσθέσουµε δύο οµόσηµους ρητούς
 αριθμούς, προσθέτουµε τις απόλυτες τιμές τους
 και στο άθροισμα βάÙουμε το πρόσημό τους.

" �ια να προσθέσουµε δύο ετερόσηµους ρητούς
 αριθμούς, αφαιρούµε από τη μεγαλύτερη τη
 μικρότερη απόλυτη τιμή και στη διαφορά βάÙουμε
 το πρόσημο του ρητού με τη μεγαλύτερη απόλυτη τιμή.

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

(+8) + (–6)

α
Η	Óιμ»	εÍ½Ö	ÏροÚ½ÍÓοÖ	
αυÉ»θÇκε	 συÍε×½μεÍα	
Ã¿ο	 φορºÖ�	 Η	 ÏρÐÓÇ	
α¿ÉÇσÇ	»ÓαÍ	8 Q	και	Ç	
Ãε¿ÓερÇ	6 Q1

–14

ΜειÐθÇκε
καÓά	1�	Q I

(–8) + (+6)

β
Η	Óιμ»	εÍ½Ö	ÏροÚ½ÍÓοÖ	
μειÐθÇκε	 συÍε×½μεÍα	
Ã¿ο	 φορºÖ�	 Η	 ÏρÐÓÇ	
μείÕσÇ	»ÓαÍ	8 Q	και	Ç	
Ãε¿ÓερÇ	6 Q2

+2

ΑυÉ»θÇκε
καÓά	�	Q ,�

(+8) + (+6)

γΗ	Óιμ»	εÍ½Ö	ÏροÚ½ÍÓοÖ	
αυÉ»θÇκε	καÓά	8 Q	και	
μεÓά	 μειÐθÇκε	 καÓά
6 Q

3

–2

0ειÐθÇκε
καÓά	�	Q ,��

(–8) + (–6)

δΗ	Óιμ»	εÍ½Ö	ÏροÚ½ÍÓοÖ	
μειÐθÇκε	καÓά	8 Q	και	
μεÓά	 αυÉ»θÇκε	 καÓά
6 Q

4

+14

ΑυÉ»θÇκε
καÓά	1�	Q

IV

(+8,5) + (+6,2)  = +14,7

(–8,5) + (–6,2)  = –14,7

(+8,5) + (–6,2)  = +2,3

(–8,5) + (+6,2)  = –2,3

Α.7.3. Πρόσθεση ρητών αριθµών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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Γενικά ισχύει ότι:

 #	 Αντιµεταθετική ιδιότητα
  (�πορούμε να αλλάÙουμε τη σειρά των
  δύο προσθετέων ενός αθροίσματος�
  
  α � β   β � α

 
 #	 Προσεταιριστική ιδιότητα

  α � (β�γ)   (α�β) � γ

 

 #	 ¥ο  άθροισµα ενός ρητού µε το µηδέν
  ισούται με τον ίδιο τον ρητό.

  α � 0   0 � α   α

 
 #	 ¥ο άθροισμα δύο αντίθετων αριθμών
  είναι μηδέν.

  α � (°α)   (°α) � α   0

Σε	μια	Ï½λÇ	ÏαραÓÇρ»θÇκαÍ	οι	ÏαρακάÓÕ	αυÉομειÐσειÖ	ÓÇÖ	θερμοκρασίαÖ�
 Αρ×ικºÖ	θερμοκρασίεÖ   ΑυÉομειÐσειÖ	θερμοκρασίαÖ
	 �α�		 �ράÃυ	 +1°C		 	 ÓÇÍ	εÏ½μεÍÇ	μºρα	αυÉ»θÇκε	καÓά	4°C
	 �Á�		 ΜεσÇμºρι	 	–1°C		 	 Óο	ÁράÃυ	μειÐθÇκε	καÓά	2°C
	 �Æ�		 �ράÃυ	 	–2°C		 	 ÓÇÍ	εÏ½μεÍÇ	μºρα	αυÉ»θÇκε	καÓά	5°C
	 �Ã�		 ΜεσÇμºρι	 +5°C		 	 Óο	ÁράÃυ	μειÐθÇκε	καÓά	7°C
	 �ε�		 ΜεσÇμºρι	 	–3°C		 	 Óο	ÁράÃυ	μειÐθÇκε	καÓά	3°C

�οια	»ÓαÍ	Ç	Óελικ»	θερμοκρασία	σε	κάθε	ÏερίÏÓÕσÇ�

Λύση
(α) ¥ην επομένη ημέρα η θερμοκρασία έχει αυξηθεί κατά

��&, δηλαδή έχει μεταβληθεί κατά ���&.
+ θερμοκρασία θα είναι ��& πάνω από το μηδέν, διότι:

  (+1) + (+4) = +5

(β) �πό ¯��& η θερμοκρασία μειώθηκε κατά ��&, άρα
μεταβλήθηκε κατά ¯��&.
+ νέα θερμοκρασία είναι ¯��&, διότι έχουμε:

 (–1) + (–2) = –3

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

�διότητες της πρόσθεσης
Παρατηρούμε ότι:

( +1,5 ) + ( –2,3 ) = –0,8

( –2,3 ) + ( +1,5 ) = –0,8

(–1,4) +[ (+2,7) + (–3,1) ]= (–1,4) + (–0,4) = –1,8

[ (–1,4) + (+2,7) ]+ (–3,1) = (+1,3) + (–3,1) = –1,8

( +1,5 ) + 0 = +1,5

0 +
 
( –2,3 ) = –2,3

  (+ 9
4

) + (– 9
4

) = 0   ή

  (– 9
4

) + (+ 9
4

) = 0

+4
0 0

0 0

–2
–1

–3

+5

+1

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.
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(γ)  �την περίπτωση αυτή η θερμοκρασία από ¯��&, αυξή�
θηκε κατά ��&, δηλαδή έχουμε μια μεταβολή ���&.
� θερμοκρασία έφτασε στους ���&, διότι:

 (–2) + (+5) = +3

(δ) � αρχική θερμοκρασία ήταν ���& και μειώθηκε κατά
��&, δηλαδή έχουμε μια μεταβολή κατά ¯��&.
+ θερμοκρασία έγινε, τελικά ¯��&, διότι:

 (+5) + (–7) = –2

(ε)  �πό ��& η θερμοκρασία μειώθηκε κατά ��&, δηλαδή
μεταβλήθηκε κατά ¯��&.
� θερμοκρασία έγινε τελικά ��&, διότι:

 (+3) + (–3) = 0

Να	υÏολοÆισÓο¿Í	Óα	ÏαρακάÓÕ	αθροίσμαÓα�
�α�		 ������	�	������	�	�¯����	�	�¯����	�	������	�	�¯����	και
�Á�		 �¯1���	�	������	�	������	�	�¯����	�	�¯����	�	��1����

Λύση

(α) ( +5,6 ) + ( +8,7 ) + ( –3,2 ) + ( –6,9 ) + ( +3,2 ) + ( –7,4 ) = 

 = ( +5,6 ) + ( +8,7 ) + ( +3,2 ) + ( –3,2 ) + ( –6,9 ) + ( –7,4 ) =
     �×ÕρίÙουμε	 ÓουÖ	αρÍÇÓικο¿Ö	αÏ½	 ÓουÖ	θεÓ ικο¿Ö�

 = ( +17,5 )                   +  ( –17,5 ) = 0

   �ÏροσθºÓουμε	×ÕρισÓά	ÓουÖ	αρÍÇÓικο¿Ö	και	ÓουÖ	θεÓικο¿Ö�

(β)  ( –1,8 ) + ( +4,8 ) + ( +9,7 ) + ( –4,8 ) + ( –3,4 ) + ( +1,5 ) = 

 = ( –1,8 ) + ( –4,8 ) + ( –3,4 ) + ( +4,8 ) + ( +9,7 ) + ( +1,5 ) =

 = ( –10 )                      + ( +16 ) = +6

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

0 0

0 0

–2

+3

–2

+5

0 0

+5

–7

–3

2.

+3
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 ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�		 	 	 	 	 Σ�ΣΤΟ			�Α�ΟΣ

�α�		 ΣÓουÖ	ρÇÓο¿Ö	αριθμο¿Ö	Ç	Ïρ½σθεσÇ	σÇμαίÍει	ÏάÍÓα	α¿ÉÇσÇ�	
�Á�		 ΑÍ	Óο	άθροισμα	Ã¿ο	ρÇÓÐÍ	είÍαι	αρÍÇÓικ½Ö	αριθμ½Ö�	Ó½Óε	και
						 οι	Ã¿ο	ρÇÓοί	είÍαι	αρÍÇÓικοί	αριθμοί�	
�Æ�		 ΑÍ	α�Á ��	�α�	Á!��	Ó½Óε	οι	α	και	Á	είÍαι	αÍÓίθεÓοι	ρÇÓοί	αριθμοί�	
�Ã�		 ΑÍ	Óο	άθροισμα	Ã¿ο	ρÇÓÐÍ	είÍαι	θεÓικ½Ö	αριθμ½Ö�	Ó½Óε	και
	 	 οι	Ã¿ο	ρÇÓοί	είÍαι	θεÓικοί	αριθμοί�	
�ε�		 Το	άθροισμα	εÍ½Ö	ρÇÓο¿	και	Óου	αÍÓίθεÓου	αυÓο¿	είÍαι	ÏάÍÓα	μÇÃºÍ�	 	

ªÏολ½Æισε	Óα	αθροίσμαÓα�
�α�		 �������	�	����1���	�Á�	�������	�	��������	�Æ�	������	�	��������
�Ã�		 ������	�	��11����	�ε�	�������	�	��������	�σÓ�	�¯����	�	�¯�����
�Ù�		 �¯1���	�	�¯�����	�Ç�	�¯��1��	�	�¯������	�θ�	�¯�����	�	�¯������	�ι�	�¯1����	�	�¯�����

ªÏολ½Æισε	Óα	αθροίσμαÓα�
�α�		 �������	�	�¯��1���	�Á�	�������	�	�¯������	�Æ�	�¯����	�	��������
�Ã�		 �¯����	�	��11����	�ε�	�������	�	�¯������	�σÓ�	������	�	�¯�����
�Ù�		 �¯1���	�	�������	�Ç�	����1��	�	�¯������	�θ�	�¯�����	�	��������	�ι�	��1����	�	�¯�����

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�	 � �� ¯� ¯11 �1�

	 	 	 	 	 	 	 ¯�	 	
	 	 	 	 	 	 	 ��

	 	 	 	 	 	 	 ¯�

	 	 	 	 	 	 	 ¯�1

7RÏοθºÓÇσε	σÓα	κεÍά	Óα	καÓάλλÇλα	Ïρ½σÇμα�	ÐσÓε	Íα	Ïροκ¿ÂουÍ	αλÇθείÖ	ισ½ÓÇÓεÖ�	
�α�		 �������	�	�¯��	 	¯��	�Á�	����	�	�������	 	��	�Æ�	����	��������	 	�1��
�Ã�		 �������	�	�������	 	¯1��	�ε�	�������	�	�������	 	�11	�

ΕÉºÓασε	αÍ	είÍαι	μαÆικά	Óα	ÓεÓράÆÕÍα�
�ΜαÆικά	ÓεÓράÆÕÍα	είÍαι	αυÓά	σÓα	οÏοία	
Ç	Ïρ½σθεσÇ	ÓÕÍ	αριθμÐÍ	κάθε	σÓ»λÇÖ	»	
Æραμμ»Ö�	 καθÐÖ	 και	 ÓÕÍ	 ÃιαÆÕÍίÕÍ	
ÓουÖ�	ÃίÍουÍ	Óο	ίÃιο	ακριÁÐÖ	άθροισμα��

ªÏολ½Æισε	Óα	αθροίσμαÓα�
�α�		 �¯����	�	������	�	�¯����	�	������		και
�Á�		 �¯����	�	�¯�����	�	������	�	�¯1�����	�	��������	�	�������

ªÏολ½Æισε	Óα	αθροίσμαÓα�

�α�		�� �
�
�	�	�¯	 �

�
�	�	�� �

�
�	�	�¯ �

�
�	�	�� �

1�
�	�	�¯ ��

1�
�		και

�Á�		�� 1
�
�	�	�¯ �

�
�	�	�� �

�
�	�	�¯ 1

��
�	�

ΜºροÖ	Α"	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

 –1	 ��	 –�

	–�	 �	 ��

	��	 –�	 �1

�1�1	����	–���

–��1	 ����	–���

	 �	 –���	����

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.
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ΣÓο	 σ×»μα	 ÁλºÏουμε	 ÓÇ	 μºσÇ	 θερμοκρασία	 μιαÖ	 Ïεριο×»Ö	 Æια	 ÓουÖ	 1�	 μ»ÍεÖ	 Óου	
×ρ½Íου	σε	συÆκεκριμºÍÇ	Ðρα	ÓÇÖ	ÇμºραÖ�

→		 �οιοÖ	είÍαι	ο	Ïιο	ÙεσÓ½Ö	μ»ÍαÖ	Óου	ºÓουÖ	και	ÏοιοÖ	ο	Ïιο	κρ¿οÖ�
→		 �οια	είÍαι	Ç	Ãιαφορά	θερμοκρασίαÖ	μεÓαÉ¿	αυÓÐÍ	ÓÕÍ	μÇÍÐÍ�
→		 �οια	είÍαι	Ç	Ãιαφορά	θερμοκρασίαÖ	μεÓαÉ¿	κάθε	Ã¿ο	ÃιαÃο×ικÐÍ	μÇÍÐÍ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
"  �ια να αφαιρέσουµε από τον αριθμό
  α τον αριθμό β, προσθέτουµε στον
  α τον αντίθετο του β.

α ° β   α � (°β)

"  �τους ρητούς αριθμούς η αφαίρεση µετατρέπεται σε πρόσθεση και επομένως
  είναι πάντα δυνατή �δηλαδή, δεν απαιτείται να είναι ο μειωτέος πάντα μεγαλύ�
  τερος από τον αφαιρετέο, όπως ίσχυε μέχρι τώρα�.

Απαλοιφή παρενθέσεων
Σε αρκετές περιπτώσεις αριθμητικών παραστάσεων εμφανίζονται περισσότεροι του ενός αριθμοί 
με τα πρόσημά τους μέσα σε παρενθέσεις, μπροστά από τις οποίες μπορεί να
υπάρχουν τα πρόσημα + ή – . Για να απαλείψουμε τις παρενθέσεις εργαζόμαστε ως εξής:

" ¸ταν μια παρένθεση έχει μπροστά της το +
�ή δεν έχει πρόσημο�, μπορούμε να την 
απαλείψουμε μαÙί με το + �αν έχει� και να 
γράψουμε τους όρους που περιέχει με τα 
πρόσημά τους.

" ¸ταν μια παρένθεση έχει μπροστά της το –,
μπορούμε να την απαλείψουμε μαÙί με το – και 
να γράψουμε τους όρους που περιέχει με 
αντίθετα πρόσημα.

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

�ερμοκρασία

+40

0

–10 ,αν.
�εβ.

0αρ. �πρ. �άιος �ουν. �ουλ. �υγ. �επτ. ¢κτ.
 οεμ.

�εκ.

�ήνες

+10

+30

+20

( +8,5 ) – ( +6,2 ) = ( +8,5 ) + ( –6,2 ) =
                    = 8,5 - 6,2 = 2,3

( +8,5 ) – ( –6,2 ) = ( +8,5 ) + ( +6,2 ) =

                    = 8,5 + 6,2 = 14,7

(+5) + (-7) = +5 - 7 = -2

(9,1–6,2+3,4) + (–7,5+10–8,3) =

= 9,1–6,2 + 3,4–7,5 + 10–8,3

(-5) - (-7) = -5 + 7 = +2

–(9,1–6,2+3,4)–(–7,5+10–8,3) =

= –9 , 1+6 ,2–3 ,4+7 ,5–10+8 ,3

Α.7.4.  Αφαίρεση ρητών αριθµών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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­Íα	ÁράÃυ	 Óο	 θερμ½μεÓρο	σÓο	μÏαλκ½Íι	 εÍ½Ö	σÏιÓιο¿	 ºÃει×Íε	 ¯�	 �&	 και	 μºσα	σÓο	
σÏίÓι	1��&�	�½σÇ	»ÓαÍ	Ç	Ãιαφορά	θερμοκρασίαÖ�

Λύση
To πρόβλημα Ùητάει να υπολογίσουμε τη διαφορά των 
θερμοκρασιών, δηλαδή τη διαφορά (+18) – (–3).

�ν παρατηρήσουμε το σχήμα θα δούμε ότι η διαφορά 
θερμοκρασίας μεταξύ του εσωτερικού του σπιτιού και του 
εξωτερικού του ήταν ����&.
�ύμφωνα με τον ορισμό της αφαίρεσης ρητών θα έχουμε: 
(+18) – (–3) = (+18) + (+3) = (+21)�

­ÍαÖ	ºμÏοροÖ	×ρÕσÓάει	σÓοÍ	ÏρομÇθευÓ»	Óου	������	Q	και	Óου	οφείλει	ºÍαÖ	ÏελάÓÇÖ	
������	Q�	�½σα	Q	ÏρºÏει	Íα	º×ει	σÓο	Óαμείο	Æια	Íα	Éε×ρεÐσει�

Λύση

�ν [ είναι το ποσό των χρημάτων που χρειάÙεται, θα είναι:

x + (+527,42) = +897,56. �νωρίÙουμε ότι: x = (+897,56) – (+527,42).
�ύμφωνα με τον κανόνα της αφαίρεσης ρητών, έχουμε ότι:

x = (+897,56) + (–527,42). ¬ρα, x = +(897,56 – 527,42)  ή  x = +370,14 Q�

1α	λυθο¿Í	οι	εÉισÐσειÖ�	�α�	[	�	����	 	�¯���	�Á�	�¯��	¯	[	 	���

Λύση

(α) �ν είναι: x + (+3) = (–9)  τότε  x = (–9) – (+3)  ή  x = (–9) + (–3)  ή  x = (–12).
   �ηλαδή,   x = –12.

(β) �φ´ όσον (–8) – x = +7  θα ισχύει ότι:  (–8) = (+7) + x  και επίσης:

   x = (–8) – (+7)   ή   x = (–8) + (–7)   δηλαδή   x = –15.

1α	Áρεθεί	Ç	Óιμ»	ÓÇÖ	ÏαράσÓασÇÖ�	¯1�	¯	�����	¯	11	¯	1��	�	�����	¯	11��

Λύση

Έχουμε: –13 – (0,38 – 11 – 13) + (0,38 – 11) =
    = –13 – 0,38 + 11 + 13 + 0,38 – 11 =
        = –13 + 13 – 0,38 + 0,38 – 11 + 11 =
    = 0 + 0 + 0 = 0�

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.

4.
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ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 ���¥¢   ���¢�

�α�		 ΣÓουÖ	ρÇÓο¿Ö	αριθμο¿Ö	Ç	αφαίρεσÇ	σÇμαίÍει	ÏάÍÓα	ελάÓÓÕσÇ�	
�Á�		 ΑÍ	Ç	Ãιαφορά	Ã¿ο	ρÇÓÐÍ	είÍαι	αρÍÇÓικ½Ö	αριθμ½Ö�	Ó½Óε	και	οι
						 Ã¿ο	ρÇÓοί	είÍαι	αρÍÇÓικοί	αριθμοί�	
�Æ�		 Ισ×¿ει	σÓÇÍ	αφαίρεσÇ	Ç	αÍÓιμεÓαθεÓικ»	ιÃι½ÓÇÓα�	α	¯	Á	 	Á	¯	α	�	
�Ã�		 Ισ×¿ει	½Óι�	�	¯	����	�	����	�	�¯��	�	���	�	�¯1�	 	�	�	
�ε�		 �¿σÇ	ÓÇÖ	εÉίσÕσÇÖ	[	�	�¯��	 	¯�	είÍαι	ο	αριθμ½Ö	�1	�		
�σÓ�		 Οι	εÉισÐσειÖ	[��¯�� ��	και	[¯���� ¯1������	º×ουÍ	ÓÇÍ
	 	 ίÃια	λ¿σÇ�	
�Ù�		 �¿σÇ	ÓÇÖ	εÉίσÕσÇÖ	[	¯	�¯��	 	¯�	�	����	¯	�¯��	είÍαι	ο	αριθμ½Ö	�1	�	

ªÏολ½Æισε	ÓιÖ	ÃιαφορºÖ�
�α�	�	¯	�¯���	�Á�	¯�	¯	�����	�Æ�	¯�	¯	�¯1�����	�Ã�	1����	¯	1�����	�ε�		¯ �

�
¯	�¯ �

�
��

ΚάÍε	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�
�α�	!��!	�	!¯�!	�	!¯�!�		�Á�	!¯��!	�	!¯1�! – !�1�!�			�Æ�	!¯�! – !¯�!	�	!¯� ! – !��!�

ΚάÍε	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�
�α�	����	¯	����	�	�����		�Á�	�¯���	�	�¯��	¯	�¯1���		�Æ�	��1��	�	����	¯	�¯���

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα	με	ÓουÖ	
καÓάλλÇλουÖ	αριθμο¿Ö�	 	 	 	

Να	λ¿σειÖ	ÓιÖ	εÉισÐσειÖ�	�α�	[	�	�¯��	 	¯1��		�Á�	[	�	1�	 	¯1��		�Æ�	[� �
4

= �
8
�

�Ã�	[¯ �
4
 ��

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓιÖ	Ã¿ο	ÓελευÓαίεÖ	σÓ»λεÖ	Óου	ÏίÍακα�
Τι	 συμÏεραίÍειÖ	 Æια	 ÓουÖ	 αριθμο¿Ö	 ÓÕÍ	 Ã¿ο	 αυÓÐÍ	
σÓÇλÐÍ�

ªÏολ½Æισε	ÓÇÍ	Óιμ»	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ	με	Ã¿ο	Óρ½ÏουÖ�	�α�	11¯�1�¯����1�¯��¯������	

�Á�	¯�1���¯�����1���¯�¯�������	�Æ�	 1
�
¯� �

4
– �

4
�¯� �
1�
� �
�
��

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�	

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
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­ÍαÖ	 ºμÏοροÖ	 ÃιαÏίσÓÕσε�	 ½Óι	 κάθε	 Çμºρα	 Óου	 ÓελευÓαίου	

Ãεκα»μερου	ÓÕÍ	εκÏÓÐσεÕÍ	ºÁÆαÙε	κºρÃοÖ	�����Q�

Το	εÏ½μεÍο�	½μÕÖ�	Ãεκα»μερο	εί×ε	καθÇμεριÍ»	ÙÇμιά	�����Q�	

ΕίÍαι	 ÆÍÕσÓ½�	 ½Óι	 σÓα	 λοÆισÓικά	 ÁιÁλία	 Óο	 κºρÃοÖ	 καÓα×Õ-

ρείÓαι	ÕÖ	θεÓικ»	εÆÆραφ»	και	Ç	ÙÇμιά	ÕÖ	αρÍÇÓικ»�

ΔÇλαÃ»�	Óο	συÍολικ½	κºρÃοÖ	Æια	Óο	Ãεκα»μερο	ÓÕÍ	εκÏÓÐσεÕÍ	
θα	 είÍαι	 �������Q�	 " ��1�	 ÇμºρεÖ�	 και	 Æια	 Óο	 εÏ½μεÍο	
Ãεκα»μερο	Ç	συÍολικ»	ÙÇμιά	θα	είÍαι	�¯�����Q�	" ��1�	ÇμºρεÖ�

→		 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	Óο	αÏοÓºλεσμα	ÓÕÍ	ÏαραÏάÍÕ	ÏράÉεÕÍ	×ÕρίÖ	Íα	κάÍειÖ
	 	 ÓουÖ	ÏολλαÏλασιασμο¿Ö�
→		 Τι	ÏαραÓÇρείÖ	Æια	Óο	Ïρ½σÇμο	ÓÕÍ	αÏοÓελεσμάÓÕÍ�

�ιαπιστώνουμε, λοιπόν, ότι:
#		 ¥ο γινόμενο δύο θετικών ρητών είναι θετικός ρητός.
  
#		 ¥ο γινόμενο ενός θετικού και ενός αρνητικού ρητού είναι αρνητικός ρητός.
  

�ς δούμε τώρα πώς βρίσκουμε το γινόμενο δύο αρνητικών ακεραίων.
�¯��� " ����    ¯��
�¯��� " ����    ¯�� �ημειώνουμε τους πολλαπλασιασμούς δύο παραγόντων,
�¯��� " ����    ¯�� από τους οποίους ο ένας μένει σταθερός, το ¯��, και ο
�¯��� " ����    ¯�� άλλος μειώνεται διαδοχικά κατά � κάθε φορά.
�¯��� " ����   ¯��
�¯��� " ����    ¯�� Παρατηρούμε ότι τα γινόμενα αυξάνονται διαδοχικά κατά ��.
�¯��� " ����    ¯��
�¯��� " ����    ¯�� �ν υποθέσουμε ότι και μετά το μηδενισμό του δεύτερου
�¯��� " ����    ¯�� παράγοντα τα γινόμενα συνεχίÙουν να αυξάνονται με τον
�¯��� "    �       �  ίδιο τρόπο, πρέπει να ορίσουμε ότι:
�¯��� " �¯��     ;  �¯��� " �¯��   ���   ���� " ��
�¯��� " �¯��     ;  �¯��� " �¯��   ���   ���� " ��
�¯��� " �¯��     ;  �¯��� " �¯��   ���   ���� " ��
�¯��� " �¯��     ;  �¯��� " �¯��   ���   ���� " ��
.........................  ...............................................
�ιαπιστώνουμε επομένως ότι:
#		 ¥ο γινόμενο δύο αρνητικών ακεραίων είναι θετικός ακέραιος.
  �ενικότερα:
#		 ¥ο γινόμενο δύο αρνητικών ρητών είναι θετικός ρητός.

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

Α.7.5. Πολλαπλασιασµός ρητών αριθµών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

+524,5 –265,4 
i
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  �ια να πολλαπλασιάσουµε δύο οµόσηµους ρητούς

αριθµούς, πολλαπλασιάÙουμε τις απόλυτες τιμές 
τους και στο γινόμενο βάÙουμε το πρόσημο ¦+».

�ηλαδή:   + " �   �    και    – " °   �

!  �ια να πολλαπλασιάσουµε δύο ετερόσηµους ρητούς 
αριθµούς, πολλαπλασιάÙουμε τις απόλυτες τιμές 
τους και στο γινόμενο βάÙουμε το πρόσημο ¦–».

�ηλαδή:   + " °   °    και    – " �   °

Ιδιότητες τRυ πολλαπλασιασµού
Γενικά ισχύει ότι:

#	 Αντιµεταθετική ιδιότητα
  ��πορούμε να αλλάÙουμε τη σειρά δύο
  παραγόντων ενός γινομένου� 

  α " β   β " α

#	 Προσεταιριστική ιδιότητα 

  α " (β " γ)   (α"β) " γ

#	 ¥ο γινόµενο ενός ρητού αριθµού µε τη
  µονάδα ισούται με τον ίδιο τον αριθµό.

  1 " α     α " 1    α

#	 Επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού
  ως προς την πρόσθεση και την αφαίρεση:

  α"(β�γ) α"β�α"γ  και α"(β°γ) α"β°α"γ

! ¢ι ρητοί αριθμοί α και β λέγονται αντίστρο-
  φοι, όταν είναι διάφοροι του μηδενός και το
  γινόμενό τους είναι ίσο με τη μονάδα:  

  α "  β   1
 

  ¢ καθένας από τους α και β είναι αντίστροφος 
  του άλλου.

 " ¥ο γινόμενο ενός ρητού αριθμού επί το μηδέν
  ισούται με το μηδέν. 0 " α   α " 0   0

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

( +1,5 ) " ( +2,2 ) = ( +3,3 )

( –1,5 ) " ( –2,2 ) = ( +3,3 )

( +1,5 ) " ( –2,2 ) = ( –3,3 )

( –1,5 ) " ( +2,2 ) = ( –3,3 )

Ο	Δι½φαÍÓοÖ	ÏρÐÓοÖ	εισάÆει	ÓÇÍ	ºÍÍοια	¦ΛΕΙΨΙΣ»	 �αρÍÇÓικ½Ö�	ÃιαÓυÏÐÍοÍÓαÖ	ÓουÖ	
καÍ½ÍεÖ	ÓÇÖ	ÏράÉÇÖ	Óου	ÏολλαÏλασιασμο¿	με	ÓÇÍ	ºκφρασÇ�

«ΛΕΙΨΙΣ ΕΠΙ ΛΕΙΨΙΝ ΠΟΙΕΙ ΥΠΑΡΞIN, ΛΕΙΨΙΣ ΕΠΙ ΥΠΑΡΞIN ΠΟΙΕΙ ΛΕΙΨIN»

Παρατηρούμε ότι:

( +1,5 ) " ( –2,2 ) = –3,3

( –2,2 ) " ( +1,5 ) = –3,3

(–0,5) "[ (+2,2) " (–3,5) ]= (–0,5) " (–7,7) = +3,85

[ (–0,5) " (+2,2) ]" (–3,5) = (–1,1) " (–3,5) = +3,85

1 " ( +1,5 ) = (+1,5)  " 1 = +1,5

1 " ( –2,2 ) = (–2,2)  " 1 = –2,2

0,15 " (–5) + 1,85 " (–5) =

            (–0,75) + (–9,25) = –10

 ή (0 , 15+1 ,85) "(–5)=2 "(–5)= –10

  (+3) " (+ 1
3

) = +(3 " 1
3

) = 1

(– 2
3

) " (– 3
2

) = + ( 2
3

" 3
2

) = 1

(–0,25) " (–4) = +(0,25 " 4) = 1

(–1,3) " 0 = 0  ή  0 " (+ 2
3

) = 0
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Γινόµενο πολλών παραγόντων
�ÐÖ	ερÆαÙ½μασÓε	½ÓαÍ	º×ουμε	Íα	υÏολοÆίσουμε	ºÍα	ÆιÍ½μεÍο	με	Ïερισσ½ÓερουÖ	αÏ½	Ã¿ο	
ÏαράÆοÍÓεÖ�

�νωρίÙουμε ότι το γινόμενο θετικών ρητών είναι πάντα θετικό. �ν υπάρχει ένας παράγοντας 
που είναι αρνητικός μετατρέπει το γινόμενο σε αρνητικό. �την περίπτωση που υπάρχει και 
δεύτερος αρνητικός παράγοντας ξαναμετατρέπει το γινόμενο σε θετικό κ.ο.κ.
¬ρα:

" �ια να υπολογίσουμε ένα γινόμενο πολλών παραγόντων �που κανένας δεν είναι
 μηδέν�, πολλαπλασιάÙουμε τις απόλυτες τιμές τους και στο γινόμενο βάÙουμε:

  w ¥ο πρόσημο +, αν το πλήθος των αρνητικών παραγόντων είναι άρτιο �ÙυÆ½��
  w ¥ο πρόσημο –, αν το πλήθος των αρνητικών παραγόντων είναι περιττό �μοÍ½��

" $ν τουλάχιστον ένας παράγοντας είναι μηδέν, τότε και το γινόμενο είναι ίσο με μηδέν.

¥ο σημείο του πολλαπλασιασμού ¦"» μεταξύ των γραμμάτων και των παρενθέσεων 
παραλείπεται.

1α	υÏολοÆισÓο¿Í	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α�	�¯1���"��		�Á�	�� �
�
�"�¯��1��			�Æ�	�¯1��"�¯�����

Λύση
�α�   (–1,4)"5 = –(1,4"5) = –7

�β� (+ 2
3

)"(–2,1 ) = –( 2
3

"2,1) = –1,4

�γ�  (–10) " (–0,7) = +(10"0,7) = +7

1α	υÏολοÆισÓεί	Óο	ÆιÍ½μεÍο	�¯1�α�	½ÓαÍ	Óο	α	ÏαίρÍει	ÓιÖ	ÓιμºÖ�	���	¯1���	� �
�
�	¯�.

Λύση

�ια α = +3    είναι: (–1)(+3) = –3  �ια α = –1,2 είναι: (–1)(–1,2) = +1,2

�ια α =+ 2
3  

είναι: (–1 ) (+ 2
3

)=– 2
3           

�ια α = –2 είναι: (–1)(–2) = +2

Να	Ãει×θεί	½Óι�	�α�Á��Æ�Ã�	 	αÆ	�	αÃ	�	ÁÆ	�	ÁÃ�

Λύση
�ύμφωνα με την επιμεριστική ιδιότητα, έχουμε:
(α+β) (γ+δ) = (α+β)γ+(α+β)δ = αγ+βγ+αδ+βδ

Να	υÏολοÆισÓεί	Ç	Óιμ»	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ�	�¯1��¯����� �
�
��¯���¯������

Λύση
(–1)(–20)(+ 2

3
)(–3)(–0,25)=   �Ïλ»θοÖ	αρÍÇÓικÐÍ	ÏαραÆ½ÍÓÕÍ	��

 
 = +(1"20" 2

3
"3"0,25) = +(20"2"0,25) = +(40"0,25) = +10

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1�1	-

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.

4.
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Να	συμÏλÇρÕθο¿Í	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Το	Ïρ½σÇμο	Óου	ÆιÍομºÍου	Ã¿ο	ομ½σÇμÕÍ	ρÇÓÐÍ	είÍαι	ÏάÍÓα	����������������������������������	�
�Á�		 Το	Ïρ½σÇμο	Óου	ÆιÍομºÍου	Ã¿ο	εÓερ½σÇμÕÍ	ρÇÓÐÍ	είÍαι	ÏάÍÓα	����������������������������	�
�Æ�		 ­ÍαÖ	ρÇÓ½Ö	½ÓαÍ	ÏολλαÏλασιάÙεÓαι	με	Óο	1	ÃεÍ	����������������������������������������������������������	�
�Ã�		 Το	ÆιÍ½μεÍο	Ã¿ο	αÍÓίσÓροφÕÍ	αριθμÐÍ	είÍαι	ÏάÍÓα	ίσο	με	���������������������������������������	�
�ε�		 Το	 Ïρ½σÇμο	 ÆιÍομºÍου	 ÏολλÐÍ	 ÏαραÆ½ÍÓÕÍ	 εÉαρÓάÓαι	 αÏ½	 Óο	 Ïλ»θοÖ	 ÓÕÍ
  ������������������������������������������	ÏαραÆ½ÍÓÕÍ�

ªÏολ½Æισε	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α�	�¯1��¯1��	�Á�	¯��¯1���	�Æ�	¯1���¯�����	�Ã�	��¯1������

�ε�	1�¯���1���	�σÓ�	¯�������1�����	�Ù�	 1�
��
�¯ 1�
��
��

ªÏολ½Æισε	ÓÇÍ	Óιμ»	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ	με	ÓιÖ	λιÆ½ÓερεÖ	ÃυÍαÓºÖ	ÏράÉειÖ�

�α�	¯�"��	�	�"���		�Á�	1�����¯���	�	�����¯����		�Æ�	¯ �
�
�¯1����¯ �

�
������

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÃιÏλαÍ½	ÏίÍακα�	

ΚάÍε	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�	�α�	¯��¯��1�¯���	�Á�	�����¯������¯ 1
4
� 1
�

– 1
8
��		�Æ�¯1�¯�� 1

�
– 1
�
��

ΚάÍε	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�	�α�	���α����Á��		�Á�	�α����α¯���		�Æ�	�α¯���Á¯���		�Ã�	�Æ����Ã����

ªÏολ½Æισε	Óα	ÆιÍ½μεÍα�	�α�	�¯1��¯1��		�Á�	�¯1��¯1��¯1��		�Æ�	�¯1��¯1��¯1��¯1��

ªÏολ½Æισε	ÓÇÍ	Óιμ»	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ�
Α	 	�α¯1��α�1��α¯���α����	 	 	 ½ÓαÍ	α	 	�
%	 	Á�Á¯���Á����Á¯���Á����	 	 	 ½ÓαÍ	Á	 	�
Γ	 	Æ��Æ¯1���Æ�1���Æ¯���Æ����Æ¯���		 ½ÓαÍ	Æ ���

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�	

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

w –1 ¯ 
 0 +2 +3
–2

¯�,�

�  
+10

x y z ω � [\] % \[ω � [�¯� ����
–2 �,� +1 –3
¯ 
 +6 –4 ¯�,�

–2 �  �,� –7
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
  ! �ια να διαιρέσουµε δύο ρητούς αριθµούς,

  διαιρούμε τις απόλυτες τιμές τους και στο πηλίκο
  βάÙουμε:

  #  το πρόσημο +, αν είναι οµόσηµοι. �ηλαδή:

  � : �   �   και   ° : °   �

  # το πρόσημο –, αν είναι ετερόσηµοι. �ηλαδή:

  � : °   °   και   ° : �   °

! ¥ο πηλίκο της διαίρεσης α:β ή α
β 

 λέγεται λόγος του α προς το β και
 ορίÙεται ως η μοναδική λύση της
 εξίσωσης β"[ α.

" � διαίρεση α
β

 μπορεί και να γραφεί α " 1
β

, επομένως

για να διαιρέσουμε δύο ρητούς αριθμούς, αρκεί να 
πολλαπλασιάσουμε τον διαιρετέο με τον αντίστροφο 
του διαιρέτη.

" Διαίρεση µε διαιρέτη το µηδέν δεν ορίÚεται.

Να	υÏολοÆισÓο¿Í	Óα	ÏÇλίκα�

�α�	��1���������		�Á�	�� �
�
���¯ �

�
��		�Æ�	�¯�������¯��1���

Λύση

�α�   (+1,5) : (+5) = +(1,5 : 5) = +0,3

�β�   (+ 2
3

) : (– 75 ) = –( 2
3

 : 75 ) = –( 2
3

 " 5
7

) = – 10
21

�γ�   (–0,45) : (–0,15) = +(0,45 : 0,15) = +3

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

( +11,22 ) : ( +2,2 ) = ( +5,1 )

( –11,22 ) : ( –2,2 ) = ( +5,1 )

( +11,22 ) : ( –2,2 ) = ( –5,1 )

( –11,22 ) : ( +2,2 ) = ( –5,1 )

Ο λόγος του –20 προς το 4 είναι:

(–20) : (+4) = 
-20
+4 =–5 διότι (+4) " (–5) = (-20)

Ο λόγος του –7 προς το –2 είναι:

(–7) : (–2) = -7
–2 = 72  

διότι (-2) " 72 = (-7)

Α.7.�.  Διαίρεση ρητών αριθµών

α
β  

  α " 1
β

(–3) : (–4) = -3
-4

= –3"(– 1
4

)

6 : (–7) = 6
-7

= 6 " (– 1
7

)

(–5) : (+2) = -5
2

= –5" ( 1
2

)

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.
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Να	λυθο¿Í	οι	εÉισÐσειÖ�	�α�	¯�[	 	¯���			�Á�	¯�[	 	�1��			�Æ�	[	�	�¯��	 	¯��

Λύση
�α� –6x = –24   �β� –3x = +15   �γ� x : (–2) = –3
  x = (–24) : (–6)     x = (+15) : (–3)  x = (–3) " (–2)
  x = +(24 : 6)      x = –(15 : 3)   x = +(3 " 2)
  x = +4       x = –5    x = +6

1α	Áρεθεί	Ç	Óιμ»	ÓÇÖ	ÏαράσÓασÇÖ�	> �
�
�¯��¯�¯���¯��@	�	>����¯1��¯�¯�����¯��@���

Λύση

[
2
3

(–3)–(–2)(–9)@ : >0,4(–10)–(–0,2)(–5)@+7 = 

= >–( 2
3

"3)–(2"9)@ : >–(0,4"10)–(0,2"5)@+7 =   �κάνουμε τις πράξεις μέσα στις παρενθέσεις�

= (–2–18) : (–4–1) + 7 =
= (–20) : (–5) + 7 =         �κάνουμε τους πολλαπλασιασμούς και τις διαιρέσεις�

= +(20 : 5) + 7 =
= +4 +7 =               �κάνουμε τις προσθέσεις και τις αφαιρέσεις�

=  +11

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Το	Ïρ½σÇμο	Óου	ÏÇλίκου	Ã¿ο	ομ½σÇμÕÍ	ρÇÓÐÍ	είÍαι	ÏάÍÓα	����������������������������������	�
�Á�		 Το	Ïρ½σÇμο	Óου	ÏÇλίκου	Ã¿ο	εÓερ½σÇμÕÍ	ρÇÓÐÍ	είÍαι	ÏάÍÓα	�������������������������������	�
�Æ�		 Για	Íα	Ãιαιρºσουμε	Ã¿ο	ρÇÓο¿Ö�	αρκεί	Íα	ÏολλαÏλασιάσουμε	Óο	���������������������������	� 
	 	 με	ÓοÍ	αÍÓίσÓροφο	Óου	��������������������������������	�
�Ã�		 ­Íα	ÏÇλίκο	α	�	Á	λºÆεÓαι	και	��������������������������������	Óου	α	ÏροÖ	Óο	Á�

ΚάÍε	ÓιÖ	ÃιαιρºσειÖ�
�α�	��1��1��	�	�����		�Á�	�¯����	�	�¯1����		�Æ�	�¯�1�	�	�������		�Ã�	��	�	�¯���

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�	

<Ïολ½Æισε	Óα	ÏÇλίκα�	�α� 
1�
����

�		�Á�	 ¯����
¯���

�		�Æ�	 ¯1��
�¯1��	�	�¯��

�	�Ã�	�¯� 1
�
���¯� �

�
��

�¿σε	ÓιÖ	εÉισÐσειÖ�	�α�	¯�[	 	���	�Á�	¯��1�[	 	¯���	�Æ�	[�¯��	 	1��	�Ã�	 �
�
[	 	¯ 4

�
�

.άÍε	ÓιÖ	ÏράÉειÖ�	�α�	 –1
�
	�	 �

¯�
 – 1�
¯1�

�		�Á�	¯ �¯���¯���¯1�
¯1�

�		�Æ�	� ¯�
�

– �
¯�
���¯ �

�
��

ªÏολ½Æισε	ÓÇÍ	Óιμ»	ÓÇÖ	ÏαράσÓασÇÖ�	>�¯��� ¯�
��
�¯�¯1��	�	�¯��@�¯����¯���	�	�¯ �

8
��

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

2.

3.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

4.

5.
6.
7.

x y x+y x–y x y [:\

–7
3

5
–6

�,� �,�

– $ –1
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ΤºσσεριÖ	μαθÇÓºÖ�	ο	ΚÐσÓαÖ�	Ç	Μαρία�	Ç	ΕλºÍÇ	
και	ο	ΓιÐρÆοÖ�	Ï»ÆαÍ	σÓο	Æ»ÏεÃο	 Óου	σ×ολείου	
ÓουÖ	Æια	Íα	ÓρºÉουÍ	Æ¿ρÕ	αÏ½	αυÓ½�	­ÍαÖ	Æ¿ροÖ	
Óου	ÆÇÏºÃου	είÍαι	���	μºÓρα�	Ο	ΚÐσÓαÖ	ºÓρεÉε

Óο	 1
1�  

Óου	 Æ¿ρου�	 Ç	 Μαρία	 ºÓρεÉε	 Óο	 1
4  
Óου

Æ¿ρου�	Ç	ΕλºÍÇ	ºÓρεÉε	μισ½	Æ¿ρο	και	ο	ΓιÐρÆοÖ	

ºÓρεÉε	Óο	 1
�  
Óου	Æ¿ρου�

→		 �οι½	είÍαι	Óο	ακριÁºÖ	μ»κοÖ	σε	μºÓρα	Ïου	ºÓρεÉε	Óο	καθºÍα	αÏ½	Óα	ÏαιÃιά�

 Σκεφτόμαστε
�ια να βρούμε πόσα μέτρα έτρεξε ο �ώστας διαιρούμε το ��� με το �� και βρίσκουμε: 
��� : ��   �� μέτρα. �ε τον ίδιο τρόπο, για τη �αρία βρίσκουμε: ��� : �   ��� μέτρα 
και για την �λένη ��� : �   ��� μέτρα.
¸ταν φτάσουμε στο �ιώργο, κάνοντας τη διαίρεση του ��� με το � παρατηρούμε ότι 
η διαίρεση δεν είναι τέλεια, αλλά δίνει πηλίκο �� και υπόλοιπο �. �ν συνεχίσουμε τη 
διαίρεση, επειδή το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι πάντα το ίδιο, τα δεκαδικά ψηφία θα 
επαναλαμβάνονται και θα είναι όλα ίσα με �. Έτσι, το πηλίκο θα είναι ο δεκαδικός 
αριθμός ��,��...

�ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ�	με	½σÇ	ακρίÁεια	μÏορείÖ�	Óο	ÏÇλίκο	ÓÇÖ	ÃιαίρεσÇÖ	1�1	Ãιά	���

 Σκεφτόμαστε
�λέπουμε ότι η διαίρεση ���: �� δεν είναι τέλεια. 
�ίνει ακέραιο πηλίκο � και υπόλοιπο ��.
�ν συνεχίσουμε τη διαίρεση θα βρούμε τον 
δεκαδικό αριθμό �,������... με άπειρα δεκαδικά 
ψηφία, τέτοια ώστε, μετά το δεύτερο δεκαδικό
�το �� να επαναλαμβάνονται συνεχώς τα ίδια δύο 
ψηφία �� και ��, δηλαδή ������...

Μαθαίνουμε
! ¥ους αριθμούς που βρήκαμε παραπάνω τους ονομάÙουμε περιοδικούς δεκαδικούς αριθµούς. 
  
! ¥ο τμήμα των επαναλαμβανομένων δεκαδικών ψηφίων κάθε περιοδικού αριθμού
 ονομάÙεται περίοδος.

	 ΓεÍικ½Óερα�	λοιÏ½Í�	μÏορο¿με	Íα	Ïο¿με	½Óι�
 #		 �άθε ρητός αριθμός μπορεί να έχει τη μορφή δεκαδικού ή περιοδικού δεκαδικού
   αριθμού και συμβολίÙεται όπως φαίνεται στα παραδείγματα.

	 	 	 Ï�×�	 �
�  
 	1��		και		 1��������

�  
 	1������1������

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

101 ,00000 . . .   44
 130   2 ,295454 . . .
  4 20
   240
     200
      240
  . . . . . . .

Α.7.7.  Δεκαδική µορφή ρητών αριθµών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç
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Προηγουμένως, είδαμε με ποιον τρόπο ένας ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί με τη μορφή 
περιοδικού δεκαδικού αριθμού.
Γεννιέται, όμως, το ερώτημα αν μπορούμε να κάνουμε και το αντίστροφο. Δηλαδή, αν μπορούμε 
έναν περιοδικό δεκαδικό αριθμό να τον γράψουμε με μορφή ρητού.

1α	Æραφο¿Í	με	κλασμαÓικ»	μορφ»	οι	ÃεκαÃικοί	ÏεριοÃικοί	αριθμοί�	�α�	���		και		�Á�	1����

Λύση  
�α� �έτουμε x =  0,2  και έχουμε διαδοχικά: �β� �ν x = 1 ,64 έχουμε    
  x = 0,222.. .   x = 1,646464.. .
  10x = 2,222.. .   100x = 164,646464.. .
           10x = 2 + 0,222.. .   100x = 164 + 0,646464.. .
           10x = 2 + x   100x = 164 + x – 1
  9x + x = 2 + x   99x + x = 163
  9x = 2   99x = 163

  x = 2
9  

�ηλαδή: 0,2= 2
9    x = 163

99 �ηλαδή: 1 ,64= 163
99

ΣυμÏεραίÍουμε	½Óι�
 #		 Κάθε περιοδικός δεκαδικός αριθµός µπορεί να έχει τη µορφή κλασµατικού ρητού.

�ρεÖ	ÓÇ	ÃεκαÃικ»	μορφ»	ÓÕÍ	ρÇÓÐÍ�	�α�	¯ 1�
1�
�		�Á�	 �

8
�	�Æ� 1�

14
�	�Ã�	 ��

11
�	�ε� ��

�1
�

�ρεÖ	ÓÇÍ	κλασμαÓικ»	μορφ»	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�
�α�	������	�Á�	����	�Æ�	�����	�Ã�	�����1�	�ε�	1������

%ρεÖ	μια	άλλÇ	ÃεκαÃικ»	μορφ»	ÓÕÍ	αριθμÐÍ�	�α�	�� ��	�Á�	�����	�Æ�	�������

Ο	αρ×αίοÖ	φιλ½σοφοÖ	�»ÍÕÍαÖ�	Ïου	ºÙÇσε	σÓÇ	ΜεÆάλÇ	ΕλλάÃα	 Óο	���	 -	���	Ï�«�	
ÃιαÓ¿ÏÕσε�	μεÓαÉ¿	άλλÕÍ�	και	Óο	ÏαρακάÓÕ	ÏαράÃοÉο	Óου	Α×ιλλºα	με	ÓÇ	×ελÐÍα�
±Ο	Α×ιλλºαÖ	ÁαÃίÙει	1�	φορºÖ	Ïιο	Æρ»Æορα	αÏ½	ÓÇ	×ελÐÍα�	Δε	θα	μÏορºσει	ÏοÓº	Íα	
ÓÇ	φÓάσει�	αÍ	Ç	×ελÐÍα	ÏροÇÆείÓαι	ºÍα	σÓάÃιο	�1��	μºÓρα	ÏερίÏου�	αÏ´	αυÓ½Í²�
Ερε¿ÍÇσε	και	ÏροσÏάθÇσε	Íα	εÏιÁεÁαιÐσειÖ	»	Íα	αÏορρίÂειÖ	Óο	λ½Æο	Æια	ÓοÍ	οÏοίο	
ο	�»ÍÕÍαÖ	ισ×υρίÙεÓαι	κάÓι	ÓºÓοιο�

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α´	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.
2.

3.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ
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­ÍαÖ	υÏολοÆισÓ»Ö	μολ¿ÍθÇκε	αÏ½	κάÏοιο	ι½�	ο	οÏοίοÖ	εί×ε	
ÓÇÍ	 ιÃι½ÓÇÓα	Íα	καÓασÓρºφει	 Óα	ÇλεκÓροÍικά	αρ×εία	με	 ÓοÍ	
εÉ»Ö	Óρ½Ïο�
Κάθε	 μολυσμºÍο	 αρ×είο	 μ½λυÍε�	 ÏριÍ	 καÓασÓραφεί�	 Óρία	
άλλα	αρ×εία	μºσα	σε	μία	Ðρα	λειÓουρÆίαÖ	Óου	υÏολοÆισÓ»�

→		 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ�	Ï½σα	μολυσμºÍα	αρ×εία	υÏάρ×ουÍ	σÓο	ÓºλοÖ	ÓÇÖ	�ÇÖ	ÐραÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
Συµβολισµοί

! ¥ο γινόμενο α"α"α" ... "α �είÓε	 ο	 α	 είÍαι	 θεÓικ½Ö
	 είÓε	αρÍÇÓικ½Ö	ρÇÓ½Ö�, συμβολίÙεται με το αν και λέγεται
 δύναµη με βάση το α και εκθέτη το φυσικό ν!1.

! �ια ν   1, γράφουμε α1   α.

! � δύναµη αν διαβάÙεται και νιοστή δύναµη του α.

! � δύναµη α2 λέγεται και τετράγωνο του α ή α στο τετράγωνο.

! � δύναµη α3 λέγεται κύβος του α ή α στον κύβο.

Πρόσηµο δύναµης

Γενικά ισχύει ότι:

# �ύναμη με βάση θετικό αριθμό είναι θετικός
 αριθμός.
 �ν α ! 0, τότε αν ! 0

# �ύναμη με βάση αρνητικό αριθμό και εκθέτη
 άρτιο είναι θετικός αριθμός.
 �ν α � 0 και ν άρτιος, τότε αν ! 0

# �ύναμη με βάση αρνητικό αριθμό και εκθέτη
 περιττό είναι αρνητικός αριθμός.
 �ν α � 0 και ν περιττός, τότε αν � 0

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

`ν παράγοντες

Παρατηρούμε ότι:

(+2)5 = (+2)(+2)(+2)(+2)(+2) = +32 > 0

(–2)4 = (–2)(–2)(–2)(–2) = +16 > 0

(–2)5 =  (–2)(–2)(–2)(–2)(–2) = –32 < 0

`����άρτιο πλήθος

`περιττό πλήθος

Α.7.8.  Δυνάµεις ρητών αριθµών µε εκθέτη φυσικό

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
`

ν παράγοντες

αν = α "  α "  α" . . .  "α

εκθέτης

βάση
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Ιδιότητες δυνάµεων ρητών µε εκθέτη φυσικό

  Γενικά ισχύει ότι:

#	 	 �ια να πολλαπλασιάσουμε δυνάμεις
  με την ίδια βάση, αφήνουμε την ίδια
  βάση και βάÙουμε εκθέτη το
  άθροισμα των εκθετών.

  αµ " αν   αµ�ν

#	 	 �ια να διαιρέσουμε δυνάμεις με την
  ίδια βάση, αφήνουμε την ίδια βάση
  και βάÙουμε εκθέτη τη διαφορά του
  εκθέτη του διαιρέτη από τον εκθέτη
  του διαιρετέου.

  αµ : αν   αµ°ν

#	 	 �ια να υψώσουμε ένα γινόμενο σε
  εκθέτη, υψώνουμε κάθε παράγοντα
  του γινομένου στον εκθέτη αυτό.

  (α"β)ν   αν " βν

#	 	 �ια να υψώσουμε ένα πηλίκο σε έναν
  εκθέτη, υψώνουμε καθένα από τους
  όρους του πηλίκου στον εκθέτη αυτό.

  

    α   ν  α
ν

  (# �     # 
    β        βν

#	 	 �ια να υψώσουμε μία δύναμη σε έναν
  εκθέτη, υψώνουμε τη βάση της
  δύναμης στο γινόμενο των εκθετών.

  (αµ)ν   αµν 

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

Παρατηρούμε ότι:

(–3)3 (–3)5=

= (–3)(–3)(–3)(–3)(–3)(–3)(–3)(–3) = 

= (–3)8 = (–3)3+5

7
8 : 73 = 

7
8

7
3

 
= 
7"7"7"7"7"7"7"7

7"7"7  
=

    = 7"7"7"7"7 = 75 = 78–3

(2"7)6 = (2"7)(2"7)(2"7)(2"7)(2"7)(2"7)

   =(2"2"2"2"2"2) (7"7"7"7"7"7)=

   = 26 " 76

( 2
9 )

5

 
= 2

9
" 2

9
" 2

9
" 2

9
" 2

9  
=

   =  
2"2"2"2"2
9"9"9"9"9  

= 
25

95

(83)7 = 83"83"83"83"83"83"83 =

   = 83+3+3+3+3+3+3 = 

   = 87"3 = 821 

8 παράγοντες

3 παράγοντες 5 παράγοντες
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1α	υÏολοÆισÓο¿Í	οι	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ�	�α�	¯���	�Á�	�¯����	�Æ�	¯�4 ��Ã�	�¯��4�

Λύση
�α�   � παράσταση θα είναι: –33 = -3"3"3 = –27
�β�   �πειδή ο εκθέτης είναι περιττός, η δύναμη θα είναι αρνητικός αριθμός.
   ¬ρα, θα είναι: (–3)3 = (-3)"(-3)"(-3) = –33 = –27.
�γ�   � παράσταση θα είναι: –34 = -3"3"3"3 = –81
�δ�   �πειδή ο εκθέτης είναι άρτιος, η δύναμη θα είναι θετικός αριθμός.
   ¬ρα, θα είναι: (–3)4 = (-3)"(-3)"(-3)"(-3) = +34 = +81

1α	υÏολοÆισÓεί	Ç	Óιμ»	ÓÇÖ	ÏαράσÓασÇÖ�	� �¯���"�¯�4��¯��4�1��>¯1¯�¯1��"�@�

Λύση
� σειρά των πράξεων είναι η εξής: 1ο �υνάμεις, 2ο Πολλαπλασιασμοί και διαιρέσεις, 
3ο Προσθέσεις και αφαιρέσεις.
�ν υπάρχουν παρενθέσεις, προηγούνται οι πράξεις μέσα σ´ αυτές με την ίδια σειρά. 
¬ρα: Π = (–2)3"3–34+(–2)4 :16+>–1–(–1)7"8@ = (–8)"3–81+(+16):16+>–1+8@ =
           = –24–81+1+7 = –97 

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
	�α�	 Δ¿ÍαμÇ	με	ÁάσÇ	θεÓικ½	αριθμ½	είÍαι	��������������������	αριθμ½Ö�
	�Á�	 Δ¿ÍαμÇ	με	ÁάσÇ	αρÍÇÓικ½	αριθμ½	και	εκθºÓÇ	��������������������	είÍαι	θεÓικ½Ö	αριθμ½Ö�
	�Æ�	 Δ¿ÍαμÇ	με	ÁάσÇ	����������������	αριθμ½	και	εκθºÓÇ	ÏεριÓÓ½	είÍαι	αρÍÇÓικ½Ö	αριθμ½Ö�
	�Ã�	 Για	Íα	ÏολλαÏλασιάσουμε	ÃυÍάμειÖ	με	ÓÇÍ	ίÃια	ÁάσÇ�	αφ»Íουμε	ÓÇÍ	ίÃια	ÁάσÇ
	 	 και	ÁάÙουμε	εκθºÓÇ	Óο	��������������������������������	ÓÕÍ	εκθεÓÐÍ�
	�ε�	 Για	 Íα	 Ãιαιρºσουμε	 ÃυÍάμειÖ	 με	 ÓÇÍ	 ίÃια	 ÁάσÇ�	 αφ»Íουμε	 ÓÇÍ	 ίÃια	 ÁάσÇ	 και
	 	 ÁάÙουμε	εκθºÓÇ	����������������������������������������������������������������	�
�σÓ�	 Για	Íα	υÂÐσουμε	ºÍα	ÆιÍ½μεÍο	σε	ºÍαÍ	εκθºÓÇ�	υÂÐÍουμε	��������������������������������������� 
	 	 Óου	ÆιÍομºÍου	σÓοÍ	εκθºÓÇ	αυÓ½�
	�Ù�	 Για	Íα	υÂÐσουμε	ºÍα	ÏÇλίκο	σε	ºÍαÍ	εκθºÓÇ�	υÂÐÍουμε	�������������������������������������������
	 	 Óου	ÏÇλίκου	σÓοÍ	εκθºÓÇ	αυÓ½�
	�Ç�	 Για	Íα	υÂÐσουμε	μια	Ã¿ÍαμÇ	σε	ºÍαÍ	εκθºÓÇ�	υÂÐÍουμε	ÓÇ	ÁάσÇ	ÓÇÖ	Ã¿ÍαμÇÖ
	 	 σÓο	�����������������������������������������������	ÓÕÍ	εκθεÓÐÍ�
�ρεÖ	με	Ïοιο	σÓοι×είο	ÓÇÖ	�ÇÖ	και	ÓÇÖ	�ÇÖ	Æραμμ»Ö	αÍÓίσÓοι×α	είÍαι	ίσο	κάθε	σÓοι×είο	
ÓÇÖ	1ÇÖ	Æραμμ»Ö	Óου	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα�

� � �2 �� � ��2 3"52 (3"��2 � ¯ �2 �� ¯ ��2
32

5
3
5

Διαφορά
ÓÕÍ	�	και	��

¬θροισμα
ÓÕÍ	�	και	��

ΓιÍ½μεÍο
ÓÕÍ	�	και	��

�Çλίκο
ÓÕÍ	��	και	�

ΤεÓράÆÕÍο
ÓÇÖ	ÃιαφοράÖ	
�	ÏλÇÍ	�

ΤεÓράÆÕÍο
Óου	ÏÇλίκου
�	Ãια	�

ΤεÓράÆÕÍο
Óου	αθροίσμαÓοÖ 
�	και	�

ΤεÓράÆÕÍο
Óου	ÆιÍομºÍου 
�	εÏί	�

75 4 28 64 �,�� 225 �,� –22

<Ïολ½Æισε	ÓιÖ	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ�	Α	 	�¯1�1	��¯1��	��¯1��	�	�¯1�4	�	�¯1���	

�	 	��"�4	¯	��"4�	�	����"4��					Γ	 	¯	
�¯���

��
 – 84

�¯��4  
�	 1�

�

�¯��� .

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

" #
2

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
Σ¿μφÕÍα	με	ÓοÍ	καÍ½Íα	ÓÇÖ	ÃιαίρεσÇÖ	ÓÕÍ	ÃυÍάμεÕÍ	με	ÓÇÍ	ίÃια	ÁάσÇ�	Ïου	μάθαμε	σÓÇÍ	
ÏροÇÆο¿μεÍÇ	ÏαράÆραφο�	είÍαι�

��

��  
 	��¯�	 	���	ÆÍÕρίÙουμε	½Óι	είÍαι	και	 �

�

��  
 	1	εÏομºÍÕÖ�	��	 	1�

�ε την έννοια αυτή ορίÙουμε:

! Η δύναµη κάθε αριθµού, διάφορου του µηδενός
 µε εκθέτη το µηδέν είναι ίση µε µονάδα.      α0     1

 
�πίσης, θα είναι:

57

58
 
= 57–8 = 5–1, γνωρίÙουμε ότι είναι και 57

58 = 5"5"5"5"5"5"5
5"5"5"5"5"5"5"5 = 1

5 ,άρα 5–1 = 1
5

56

58
 
= 56–8 = 5–2, γνωρίÙουμε ότι είναι και 56

58 = 5"5"5"5"5"5
5"5"5"5"5"5"5"5 = 1

52 ,άρα 5–2 = 1
52

 κ.ο.κ. 
 �ε την έννοια αυτή ορίÙουμε:

! � δύναµη κάθε αριθµού, διάφορου του μηδενός, 

 με εκθέτη αρνητικό είναι ίση με κλάσμα που έχει

 αριθµητή τη µονάδα και παρονοµαστή τη δύναµη

 του αριθµού αυτού µε αντίθετο εκθέτη.        

 �πειδή τα 
α
β  

και 
β
α  

είναι αντίστροφοι αριθμοί,      

 όπως και τα α και 
1
α

 
στην προηγούμενη σχέση,        

 εξάγουμε το συμπέρασμα ότι ισχύει:

" 2ι ιδιότητες των δυνάμεων με εκθέτη φυσικό, που μάθαμε στην προηγούμενη
 παράγραφο, ισχύουν και για τις δυνάμεις με εκθέτη ακέραιο.

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

Α.7.�.  Δυνάµεις ρητών αριθµών µε εκθέτη ακέραιο

 α¯ν   
   �   

  ( � �ν        #      #           αν                   α

      α            β
 (#�–ν

  (#�ν
      β            α
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Να	υÏολοÆισÓο¿Í	οι	ÃυÍάμειÖ�	�α�	�¯��¯��			�Á�	¯�¯��			�Æ�	�¯��������.

Λύση
�α�  (–2)–5=

1
(–2)5 = 1

–32 =– 1
32 ,  �β� –3–3=– 1

33
=– 1

27 ,  �γ� (–234567)0=1

Να	υÏολοÆισÓο¿Í	οι	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ�

�α�		 >�¯���@��			�Á�	��	�	�¯��			�Æ�	�¯��4 " �¯����			�Ã�	 1�	
–�

�	–� .

Λύση

�α�  > (–3)3]2 = (–3)3 "2 = (–3)6 = 729

�β�  33 :  3–2 = 33–(–2) = 33+2 = 35 = 243

�γ�  (–2 )4 " (–2 )6 = (–2 )4+6 = (–2 ) 10 = 1024

�δ�  12–3

3–3
 
= ( 12
3

)
–3

= ( 41 )
–3

= ( 1
4

)
3

= 1
43

= 1
64

Να	υÏολοÆισÓο¿Í	οι	ÃυÍάμειÖ�	1�–1�	1�¯��	1�¯��	1�–4�	1�¯��	1�¯��	1�¯��

Λύση

10–1= 1
101 = 1

10 =0,1

10–2= 1
102 = 1

100 =0,01

10–3= 1
103

= 1
1000 =0,001

10–4= 1
104

= 1
10000 =0,0001

10–5= 1
105 = 1

100000 =0,00001

10–6= 1
106 = 1

1000000 =0,000001

10–7= 1
107

= 1
10000000 =0,0000001

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1�1	-

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓ(Σ
1.

2.

3.
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ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�

 
α Á Æ �α�Á�� �αÁ��    α

 (#��   Á �¯α�¯� �ÆÁ�–1

  
           
       


 –2 –

      
       

–1 –
  
      
       

10 –10 �,��

ªÏολ½Æισε	ÓιÖ	ÓιμºÖ	ÓÕÍ	ÏαρασÓάσεÕÍ�

Α	 	�¯1�¯���¯1�¯���¯1�–1��¯1����¯1�1��¯1��	�

�	 	>�¯���@�>�¯���@¯��>�¯������������¯�@��						Γ	 	 �¯��
¯�

1�¯�
� 1�–4

�¯���–4 – �¯�
�¯1��¯� .

�ρεÖ	ÏοιοÖ	αÏ½	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�	 1
1�
�1��"�"�� 1

1�� �1�
��1���	ÃεÍ	είÍαι	Ã¿ÍαμÇ	Óου	1��

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�
x �,��� �,�� �,� –10 –100 2"104 5"10–3 
  –


x–3

x3

x–1

ΣυμÏλ»ρÕσε	ÓοÍ	ÏίÍακα�
 " 10–3 10–2 10–1 100 101 102 103

         
       

10–3

         
       

10–2

       
10–1

       
100

       
101

      
       

102

       
103

-	1��	-	 ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.
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Η	ÃιάμεÓροÖ	εÍ½Ö	αÓ½μου	υÃροÆ½Íου	είÍαι	�����������1�	FP�
→		 ΜÏορείÖ	Íα	ÃιαÁάσειÖ	και	Íα	θυμÇθείÖ	ε¿κολα	αυÓ½Í	ÓοÍ	αριθμ½�

Παρατηρούμε ότι υπάρχει, αρκετή δυσκολία στη γραφή και των αριθμών που εκφράζουν
πολύ μικρά μεγέθη. Όμως, η κατάλληλα προσαρμοσμένη χρήση της “τυποποιημενης μορφής” 
των αριθμών, που μάθαμε στην παράγραφο 3.4. , για τη γραφή των πολύ μεγάλων
αριθμών, μπορεί να βοηθήσει στην αντιμετώπιση και της γραφής των πολύ μικρών αριθμών.

Μαθαίνουμε
   !  ̧ πως οι πολύ μεγάλοι, έτσι και οι πολύ μικροί αριθμοί μπορούν να γραφούν σε τυποποιημένη 
   μορφή και συγκεκριμένα στη μορφή: α "10-ν , όπου α είναι ένας δεκαδικός αριθμός με
   ακέραιο μέρος μεγαλύτερο ή ίσο του � και μικρότερο του �� και ν φυσικό αριθμό.

Να	εκφρασÓεί	με	ÓυÏοÏοιÇμºÍÇ	μορφ»	Óο	ÁάροÖ	εÍ½Ö	μορίου	Íερο¿�	Ïου	είÍαι�	
�������������������������	JU�

Λύση
�ια να εκφράσουμε το βάρος ενός μορίου νερού με την τυποποιημένη μορφή πρέπει 
να βρούμε εκείνη τη δύναμη του �� που, όταν πολλαπλασιάσει έναν δεκαδικό αριθμό 
με έναν μόνο ακέραιο ψηφίο, δίνει ξανά το παραπάνω βάρος. �ηλαδή:

�������������������������	JU ���	"1� –��

             

	 	 	 	 	 	 	 	 ��	θºσειÖ

�ια να βρούμε τον φυσικό αριθμό ν �ο οποίος με αρνητικό πρόσημο είναι εκθέτης του 
��� μετράμε πόσες θέσεις προς τα δεξιά πρέπει να μετακινηθεί η υποδιαστολή �ώστε 
να προκύψει ο δεκαδικός αριθμός α που έχει ακέραιο μέρος μεγαλύτερο ή ίσο του � 
και μικρότερο του ���.

Να	εκφρασÓο¿Í	με	ÓυÏοÏοιÇμºÍÇ	μορφ»	οι	αριθμοί�
�α�	��1���������	�Á�	��������������	�Æ�	���������1������

Λύση  �α� �,��������� �,��������"10–1, �β� �,����������� �,���"10–8,
   �γ� �,������:������� �,������������ �"10–12

ΓράÂε	με	ÓυÏοÏοιÇμºÍÇ	μορφ»	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�
�α�			 Η	αÏ½σÓασÇ	ΓÇÖ	-	Σελ»ÍÇÖ	είÍαι	�����������	P�
�Á�		 Η	Çλικία	ÓÇÖ	ΓÇÖ	είÍαι	�������������	ºÓÇ�
�Æ�		 Η	αÏ½σÓασÇ	ΓÇÖ	-	¶λιου	είÍαι	1����������	NP�

+	μάÙα	Óου	αÓ½μου	Óου	υÃροÆ½Íου	είÍαι	1���"1�¯��	JU�
Να	ÁρειÖ	Ï½σα	άÓομα	Ïεριº×ει	1	JU	υÃροÆ½Íου�

ΓράÂε	με	ÓυÏοÏοιÇμºÍÇ	μορφ»	ÓουÖ	αριθμο¿Ö�
�α�		 Η	ÃιάμεÓροÖ	εÍ½Ö	Ïυρ»Íα	αÓ½μου	είÍαι	���������������1	FP�
�Á�		 Το	ÁάροÖ	εÍ½Ö	μορίου	αλαÓιο¿	είÍαι	��������������������������	JU�

ΜºροÖ	Α!	-	.εφάλαιο	�ο	-	�εÓικοί	και	ΑρÍÇÓικοί	Αριθμοί	 -	1��	-

Α.7.10.  7υποποιηµένη µορφή µεγάλων και µικρών αριθµών

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.
3.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

1.

2.
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A ν α κ ε φ α λ α ί ω σ η
. . . . ,  –4 ,  –3 ,  –2 ,  –1 ,  0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  4 , . . . . .Aκέραιοι αριθμοί :

Έχουν το ίδιο πρόσημοΟμόσημοι ρητοί αριθμοί :

Έχουν αντίθετο πρόσημοΕτερόσημοι ρητοί αριθμοί:

Οι ετερόσημοι με ίδια απόλυτη τιμήΑντίθετοι ρητοί αριθμοί:

Εκφράζει την απόσταση σημείου με τετμημένη  
α από την αρχή Ο του άξονα των ρητών

Απόλυτη τιμή ρητού $a $ :

Φυσικοί ,  Κλάσματα , Δεκαδικοί
(Θετικοί και Αρνητικοί )

Ρητοί αριθμοί :

�ν  α > 0,   τότε  $ α$  = D και αν   D < 0,   τότε  $ a$  = –D  

Πράξεις μεταξύ ρητών αριθμών

�διότητες της πρόσθεσης:

w α�β   β�α                   �ΑÍÓιμεÓαθεÓικ»�

w α�(β�γ) (α�β)�γ      ��ροσεÓαιρισÓικ»�

w α�0 0�α α

w α�(°α) (°α)�α 0 (α και °α, αντίθετοι)

�φαίρεση
w α°β α�(°β)

�διότητες του πολλαπλασιασμού:

w α"β   β"α                       �ΑÍÓιμεÓαθεÓικ»�

w α" (β"γ) (α"β)"γ             ��ροσεÓαιρισÓικ»�

w α"1 1"α α

w α"         "α 1   (α και    αντίστροφοι)

w α"0 0   

�ιαίρεση

w α : β   α    α " 
               β

ΕΠΙΜΕΡΙΣΤΙΚΗ ΙΔΙΟΤΗΤΑ
 ¥ου πολλαπλασιασμού ως προς την πρόσθεση: α" (β�γ) α"β�α"γ
 ¥ου πολλαπλασιασμού ως προς την αφαίρεση: α " (β°γ) α "β°α "γ

 

Προτεραιότητα Πράξεων
z	Δυνάµεις e	�	Πολλαπλασιασµοί 	 Διαιρέσεις e l	Προσθέσεις 	 Αφαιρέσεις
Οι	ÏράÉειÖ	μºσα	σÓιÖ	ÏαρεÍθºσειÖ	ÏροÇÆο¿ÍÓαι	και	ÆίÍοÍÓαι	με	ÓÇÍ	ÏαραÏάÍÕ	σειρά

ΔΥ�ΑΜΕΙΣ
 Ορισμοί       Ιδιότητες των δυνάμεων
 αν   α "α "α" ..."α (ν φορές)    w αµαν   αµ�ν

 ¥ο α λέγεται βάση και το ν εκθέτης    w αµ:αν   αµ°ν

 α0   1 και α1   α      w (αβ)ν   αν"βν

 α°ν  1
αν  

ή  α°ν   ( 1
α )ν                                                 

w ( α
β

)ν 
  αν

βν

 ( α
β

)–ν 
  ( β

α
)ν       

w (αµ)ν  αµν 

  (όπου: α, β #0 και µ, ν φυσικοί αριθµοί)

1
α

1
α

1
α

1
β
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Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
Α. Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους
 ¥οποθέτησε ένα “[” στην αντίστοιχη θέση. ���¥¢   ���¢�
  �.   �,� � �¯��   �,� 
  �.   ¯�,� ¯ �,�   ¯� 
  �.   ¯�,� � �,�   ¯�,� 
  �.   �,� ¯ �   �,� 
  �.   �,� ¯ �   ¯�,� 
  �.   �,� ¯ �,�   ¯� 
  �.   � ¯ ��   ¯�� 
  �.   � ¯ �,�   ¯�,� 
  �.   � ¯ ��   ¯� 
  ��. �� ¯ ��   ¯� 

%. Ασκήσεις Συμπλήρωσης κενού
  �. ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά	σÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ισ½ÓÇÓεÖ�

 �α� �...����...����...����...�� ��          �β� �...����...����...����...�� ¯��.
 �γ��...�,����....��,����...�,����...��,�� �    �δ� �...�,����...��,����...�,����...��,�� ¯��,�.

  �. �ρεÖ	Ïοιο	αÏ½	Óα	Α�	��	Γ�	Δ	και	Ε	είÍαι	Óο	μεÆαλ¿Óερο�	αÍ	ÆÍÕρίÙειÖ	½Óι�
   � � �¯��   � � �   � � �¯��   � � �   � � �¯��.
  �. �ρεÖ	Óα	αθροίσμαÓα�
   �α� ���¯������¯��� ... �����¯���,    �β� ���¯������¯��� ... ��¯��������.
  �. �άλε	Óα	ÆράμμαÓα	Α�	Ε�	Ι�	Κ�	Ο�	��	Ρ�	ª	και	�	με	α¿Éουσα	σειρά	και	ÆράÂε	ÓÇ	λºÉÇ
	 	 	 Ïου	Áρ»κεÖ�	½ÓαÍ� �   ���¯�,��,  �   ¯�,���¯�,��,   �   ¯�,���,�,   �   ���,�,  
   ¢   �,���,�,   Π   �,���¯�,��,   £   �,���¯�,��,   ª   ¯���¯�,��,    �   ¯���,�.
  �. �ολλαÏλασίασε	αÍά	Ã¿ο	ÓουÖ	ÓρειÖ	ρÇÓο¿Ö	¯����	���	και	¯���	με	½λουÖ	ÓουÖ	ÃυÍαÓο¿Ö
  	 Óρ½ÏουÖ�	�α�	�½σοι	Óρ½Ïοι	υÏάρ×ουÍ�	�Á�	�οιοÖ	αÏ½	ÓουÖ	ÓºσσεριÖ	ρÇÓο¿Ö	������
	 	 	 ¯1�����	¯�����	και	1����	ÕÖ	αÏοÓºλεσμα	ÓÕÍ	ÏολλαÏλασιασμÐÍ	αυÓÐÍ	είÍαι	λάθοÖ�
  �. ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά	σÓο	σ×»μα�																																								ΑÍ	ÆÍÕρίÙειÖ	½Óι�

  �. ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά	σÓα	σ×»μαÓα�
	 	 	 αÍ	ÆÍÕρίÙειÖ	½Óι�

Γ .   Ασκήσεις Αντιστοίχισης
  ΑÍÓισÓοί×ισε	 κάθε	 σÓοι×είο	 ÓÇÖ	 ÏρÐÓÇÖ	 σÓ»λÇÖ	 σÓο	 σÓοι×είο	 ÓÇÖ	 Ãε¿ÓερÇÖ	 σÓ»λÇÖ	 Ïου
	 	 ÁÆάÙει	Óο	ίÃιο	αÏοÓºλεσμα�

�α�	 ��1����¯1��  ������¯��� 	�Á�	 ��1��¯�¯1��  ����¯���� 	�Æ�	 �¯��"���"�"1�  ���

�α� �¯1����¯��  ��11���¯11�  �Á� ��11�¯����  ��1��¯��1��  �Æ� �"�"�̄ ����"�̄ 1��  ¯���

�α� ��11���¯��  �¯������1��  �Á� �¯��¯�����  �¯���¯�¯��  �Æ� �"�̄ ��"�̄ ��"�̄ 1��  �

�α� �¯��������  �¯1������1�  �Á� �¯1��¯�¯1��  ��1��¯����  �Æ� ¯�"�"�"�¯1��  ¯��

�α� �¯1�����1��  �������¯1��  �Á� �¯1��¯�¯��  �¯��¯�¯���  �Æ� ���"�̄ ��"�̄ ����"1�  ��

�0
15

4 °3

α"β
α β
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Το παράπονο της �ννας
� βιβλιοθήκη ήταν πάντα στην ίδια θέση, από τότε που η ¬ννα θυμάται τη Ùωή της 
σε τούτο το δωμάτιο. ¶ταν το τελευταίο πράγμα που έβλεπε πριν την πάρει ο 
ύπνος, αφού το κρεβάτι της βρισκόταν ακριβώς απέναντι.
¥ης άρεσε πολύ να τοποθετεί στα ράφια τα βιβλία της, αλλά και ότι άλλο αγαπούσε 
εύρισκε πάντα θέση στη μικρή βιβλιοθήκη. �υχνά τα μετακινούσε και τα έφτιαχνε 
διαφορετικά για να τα αγαπήσει πάλι από την αρχή με νέα διάθεση.
�όνο στους “κύβους” της δεν άλλαÙε ποτέ θέση. Έμεναν πάντα στο ίδιο ράφι που 
ήταν ψηλά στη μέση περίπου της βιβλιοθήκης. �κεί που το βλέμμα έπεφτε πιο 
συχνά. �ν και το ράφι για τους κύβους ήταν πάντα το ίδιο, τους άλλαÙε τακτικά 
διάταξη. ΈχτιÙε κάθε φορά με άλλο τρόπο τα ξύλινα παραλληλεπίπεδα αφήνοντας 
ανάμεσα κενά σαν παράθυρα και πόρτες. �το τέλος τοποθετούσε στην κορυφή, σα 
στέγη, τις πυραμίδες και τους κώνους.
�άθε βράδυ πριν ξαπλώσει γύριÙε το φωτιστικό του γραφείου με τέτοιο τρόπο ώστε 
να φωτίÙει τους κύβους της. ¥ο φως τρύπωνε από τα κενά και με τις σκιές έδινε 
βάθος στο χώρο, στις σκέψεις και στα όνειρα που έκανε η ¬ννα λίγο πριν ο ύπνος 
της κλείσει τα βλέφαρα.

Ένα βράδυ το ξαφνικό μπουρίνι και η ασυνήθιστα δυνατή καταιγίδα αναστάτωσε την 
περιοχή. ¥ο ρεύμα κόπηκε και το σπίτι βυθίστηκε στο σκοτάδι. � μητέρα της ¬ννας 
άναψε ένα κερί και το ακούμπησε στο γραφείο της.
– Δεν ξέρουμε πότε θα έρθει το φως, καλύτερα να κοιμηθείς, της είπε η μητέρα της. 
� ¬ννα μισοξάπλωσε στο κρεβάτι και κοίταξε το δωμάτιό της κάτω από το φως του 
κεριού που τρεμόπαιÙε. ¸σες φορές και αν το ξανάφερε στο νου της ποτέ δεν ήταν 
σίγουρη αν ήταν όνειρο ή πραγματικότητα αυτό που είδε εκείνο το βράδυ.

¸λα γύρω μίκρυναν και χάθηκαν στο σκοτάδι και μόνο οι “κύβοι” μεγάλωσαν και 
έμειναν να αιωρούνται φωτισμένοι στη μέση του απέραντου χώρου. �εν ήταν όμως 
οι κύβοι που ήξερε. ¶ταν μια σύνθεση διαφορετική, μια άλλη κατασκευή, κάτι σαν 
το ναό του Ποσειδώνα στο �ούνιο που έμοιαÙε να πλέει φωτισμένος στη σκοτεινή 
απεραντοσύνη. �ίπλα του βρισκόταν οι πυραμίδες της �ιγύπτου στη σκοτεινή 
έρημο, φωτισμένες από την πανσέληνο. Πιο πίσω ήταν το �ολοσσαίο της £ώμης 
κοντά στον καθεδρικό του �ιλάνου και στο βάθος τα �ετέωρα που φωτίÙονταν από 
τους κεραυνούς. �άποια στιγμή της φάνηκε ότι είδε στο βάθος τη �ονεμβασιά ή 
μπορεί και τη �αντορίνη, με τα σπίτια σκαρφαλωμένα στην κορυφή για να σωθούν 
από τα νερά. �ετά, ήταν σίγουρη πως είδε φωτισμένο τον Παρθενώνα γιατί γνώρισε 
τα τρίγωνα στα αετώματά του. �αι αμέσως λίγο πιο κει το ¢λυμπιακό στάδιο τη 
μέρα της μεγάλης γιορτής να απογειώνεται μέσα από τα πυροτεχνήματα.

– Θεέ μου σκέφτηκε, τι ομορφιά. �άλε εσύ το 
φως και άσε με να βάλω εγώ το σχήμα να 
φτιάξουμε από την αρχή τον κόσμο.
– Επιτέλους ήρθε το φως, ακούστηκε η φωνή 
της μητέρας της.
– Δεν εννοούσα αυτό το φως, Θεέ μου, 
ψιθύρισε με παράπονο η ¬ννα...

113-146 kik.indd   146 23/1/2013   6:00:43 μμ



1 Ο

Κ
Ε
Φ
Α
Λ
Α
Ι
Ο

ΜΕΡΟΣ �!Βασικές Γεωµετρικές έννοιες
1.1. Σηµείο � Ευθύγραµµο τµήµα ° Ευθεία ° �µιευθεία ° (πίπεδο – �µιεπίπεδο
 x ΣØεδιάζω και συμβολίζω επίπεδα� σημεία� ευθείες� ευθÀγραμμα τμήματα� ημιευθείες και ημιεπίπεδα
 x Διακρίνω τη διαφορά ανάμεσα σε ευθÀγραμμο τμήμα που ορίζεται από δÀο σημεία και σε ευθεία που διέρØεται από δÀο σημεία
 x �νωρίζω ότι από δÀο σημεία διέρØεται μία μοναδική ευθεία� ενώ από ένα σημείο διέρØονται άπειρες  ευθείες
 x �νωρίζω ότι από τρία μη συνευθειακά σημεία διέρØεται ένα μοναδικό επίπεδο� ενώ από ένα ή δÀο σημεία διέρØονται άπειρα επίπεδα
1.2. Γωνία ° Γραµµή ° Επίπεδα σχήµατα ° Ευθύγραµµα σχήµατα ° ¸σα σχήµατα
 x �ατανοώ την έννοια της γωνίας και σØεδιάζω� συμβολίζω και διαβάζω γωνίες
 x �νωρίζω τα είδη των γραμμών και διακρίνω τις κυρτές από τις μη κυρτές πολυγωνικές γραμμές
 x �νωρίζω την έννοια του ευθυγράμμου σØήματος και διακρίνω το κυρτό από το μη κυρτό ευθÀγραμμο σØήμα
 x �νωρίζω ότι δÀο ευθÀγραμμα σØήματα είναι ίσα αν συμπίπτουν� όταν τοποθετηθοÀν το ένα πάνω στο άλλο
1.�. Μέτρηση� σύγκριση και ισότητα ευθυγράµµων τµηµάτων ° Απόσταση σηµείων
 ° Μέσο ευθυγράµµου τµήµατος
 x �νωρίζω ότι κάθε ευθÀγραμμο τμήμα έØει συγκεκριμένο μήκος και το υπολογίζω
 x �νωρίζω τις μονάδες μέτρησης μήκους στο δεκαδικό μετρικό σÀστημα� τον συμβολισμό  τους και τις μεταξÀ τους σØέσεις
 x �νωρίζω ότι δÀο ευθÀγραμμα τμήματα είναι ίσα αν και μόνο αν έØουν ίσα μήκη και συγκρίνω ευθÀγραμμα τμήματα με τον 
  Øάρακα και με τον διαβήτη
 x �ατασκευάζω τμήμα δοθέντος μήκους με αρØή γνωστό σημείο πάνω σε γνωστή ευθεία και να βρίσκω την απόσταση σημείων με Øάρακα
 x �νωρίζω ότι κάθε τμήμα έØει μοναδικό μέσο και το προσδιορίζω με τη βοήθεια του  Øάρακα
 x Βρίσκω το μέσο ενός ευθυγράμμου τμήματος με τον Øάρακα
 x �νωρίζω ότι το ευθÀγραμμο τμήμα ΑΒ είναι η μικρότερη σε μήκος γραμμή από όλες τις γραμμές που συνδέουν τα σημεία Α και Β
1.�. Πρόσθεση και αφαίρεση ευθυγράµµων τµηµάτων
 x �πορώ να προσθέτω και να αφαιρώ ευθÀγραμμα τμήματα
1.�. Μέτρηση� σύγκριση και ισότητα γωνιών ° Διχοτόµος γωνίας
 x �νωρίζω ότι κάθε γωνία έØει μοναδικό μέτρο� το υπολογίζω και γνωρίζω ότι αυτό εξαρτάται μόνο από το §άνοιγμα¨ 
  των πλευρών της
 x �νωρίζω τη βασική μονάδα μέτρησης γωνιών και υπολογίζω με μοιρογνωμόνιο το μέτρο τους
 x Συγκρίνω γωνίες με διαφανές Øαρτί ή με μοιρογνωμόνιο και γνωρίζω ότι δÀο γωνίες είναι ίσες αν και μόνο αν έØουν το ίδιο μέτρο
 x ΣØεδιάζω γωνίες όταν γνωρίζω το μέτρο τους
 x �νωρίζω τι είναι η διØοτόμος μιας γωνίας� ότι κάθε γωνία έØει μοναδική διØοτόμο και τη σØεδιάζω
1.�. Είδη γωνιών ° Κάθετες ευθείες
 x �νωρίζω και σØεδιάζω διάφορα είδη γωνιών �οξεία� ορθή� αμβλεία�
 x Διαπιστώνω με τη βοήθεια του μοιρογνωμονίου αν μια γωνία είναι οξεία� ορθή ή αμβλεία και πότε δÀο ευθείες είναι κάθετες
  μεταξÀ τους
 x �νωρίζω ότι από ένα σημείο άγεται μία και μόνο κάθετη σε μία ευθεία και τη Øαράσσω με τη βοήθεια του μοιρογνωμονίου
  ή του γνώμονα
1.�. ΕφεÊής και διαδοχικές γωνίες ° ­θροισµα γωνιών
 x �νωρίζω και σØεδιάζω εφεξής γωνίες και υπολογίζω το άθροισμα δÀο ή και περισσοτέρων γωνιών

1.�. Παραπληρωµατικές και Συµπληρωµατικές γωνίες ° Κατακορυφήν γωνίες
 x �νωρίζω πότε δÀο γωνίες είναι παραπληρωματικές και πότε συμπληρωματικές
 x �νωρίζω ότι� όταν οι μη κοινές πλευρές δÀο εφεξής γωνιών είναι αντικείμενες ημιευθείες� οι γωνίες είναι παραπληρωματικές
  και αντιστρόφως
 x �νωρίζω ότι� όταν οι μη κοινές πλευρές δÀο εφεξής γωνιών είναι κάθετες ημιευθείες� οι γωνίες είναι συμπληρωματικές και
  αντιστρόφως
 x Υπολογίζω και σØεδιάζω την παραπληρωματική και τη συμπληρωματική μιας γωνίας
 x �νωρίζω πότε δÀο γωνίες λέγονται κατακορυφήν� ότι οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες και σØεδιάζω δÀο κατακορυφήν γωνίες
1.�. Θέσεις ευθειών στο επίπεδο
 x �νωρίζω πότε δÀο ευθείες είναι παράλληλες και ότι αν δÀο ευθείες είναι κάθετες σε μία τρίτη� τότε θα είναι μεταξÀ τους παράλληλες
 x �νωρίζω ότι από ένα σημείο εκτός ευθείας άγεται μία και μόνο μία ευθεία παράλληλη προς αυτήν και τη Øαράσσω με τη 
  βοήθεια του μοιρογνωμονίου ή του γνώμονα

1.1�. Απόσταση σηµείου από ευθεία °
        Απόσταση παραλλήλων
 x �ατανοώ τι σημαίνει απόσταση σημείου από ευθεία και την υπολογίζω
    με τη βοήθεια του γνώμονα και του Øάρακα
 x �ατανοώ τι σημαίνει απόσταση δÀο παραλλήλων και την υπολογίζω
     με τη βοήθεια του γνώμονα και του Øάρακα

1.11. Κύκλος και στοιχεία του κύκλου
 x �ατανοώ την έννοια του κÀκλου� αναγνωρίζω τα στοιØεία του και τον σØεδιάζω
 x Διακρίνω τον κÀκλο από τον κυκλικό δίσκο και σØεδιάζω με κανόνα και διαβήτη
    ένα  τρίγωνο� όταν δίνονται οι τρεις πλευρές του

1.12. Επίκεντρη γωνία ° Σχέση επίκεντρης γωνίας και του
 αντιστοίχου τόÊου ° Μέτρηση τόÊου
 x �νωρίζω ότι ως μέτρο ενός τόξου ορίζεται το μέτρο της αντίστοιØης
     επίκεντρης γωνίας και ότι στον ίδιο κÀκλο �ή σε ίσους κÀκλους�� ίσες
     επίκεντρες γωνίες βαίνουν σε ίσα τόξα και αντιστρόφως 
 x �ατασκευάζω� με κανόνα και διαβήτη� γωνία ίση με δεδομένη και σØεδιάζω
     με κανόνα και διαβήτη ένα τρίγωνο όταν δίνονται� �α� δÀο πλευρές και η
     περιεØόμενη γωνία και �β� μία πλευρά και οι προσκείμενες γωνίες

1.1�. Θέσεις ευθείας και κύκλου
 x Διακρίνω αν μία ευθεία είναι τέμνουσα ή εφαπτομένη του κÀκλου και σØεδιάζω
     την εφαπτομένη ενός κÀκλου σε ένα σημείο τουƊΥƏƐƊΙ¨ƌΣ

(ƥƮ�ƥƵƩ πƩƳƭπƲƷ ƶƲ 300  π .Χ . )
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Στο Δημοτικό μάθαμε τις βασικές γεωμετρικές έννοιες όπως σημείο, ευθεία, επίπεδο και γνωρίσαμε τα 
απλά γεωμετρικά σχήματα όπως τρίγωνο, παραλληλόγραμμο, τετράγωνο και κύκλος.
Τώρα, αφού ξαναθυμηθούμε αυτές τις έννοιες και τα σχήματα, μπορούμε να αναζητήσουμε περισσότερα 
χαρακτηριστικά τους στοιχεία, να ανακαλύψουμε τις ιδιότητές τους και να προχωρήσουμε σε πιο 
σύνθετα σχήματα. Έτσι θα ασκήσουμε περισσότερο την παρατηρητικότητά μας, θα βελτιώσουμε την 
αντίληψη και θα οργανώσουμε καλύτερα τις σκέψεις. Ας αρχίσουμε λοιπόν.

�ÐÖ	 μÏορείÖ	 Íα	 οÍομάσειÖ	 Óο	 σ×»μα	 μιαÖ	
ÓεÍÓÕμºÍÇÖ	κλÕσÓ»Ö�
Το	σ×»μα	Ïου	φαίÍεÓαι	Ïιο	κάÓÕ	αÏοÓελείÓαι	αÏ½	
μερικά	σÇμεία	Óο	ºÍα	ÃίÏλα	σÓο	άλλο�

→	ΜÏορείÖ	Íα	Óο	×αρακÓÇρίσειÖ	με	ÓοÍ	ίÃιο	Óρ½Ïο�	Κι	αÍ	½×ι�	ÆιαÓί�

ΔίÍοÍÓαι	Óρία	ÃιαφορεÓικά	σÇμεία	Α�	�	και	Γ�	­ÍÕσº	Óα	με	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα�	αÍά	
Ã¿ο�	και	ÃÐσε	οÍομασία	σε	½λα	Óα	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	Ïου	σ×ÇμαÓίÙοÍÓαι�

→		 Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
  Το σηµείο

  ! + άκρη του μολυβιού μας, οι κορυφές ενός σχήματος,
   η μύτη μιας βελόνας, μας δίνουν την έννοια του σηµείου.  
  Το ευθύγραµµο τµήµα

  !  �ία τεντωμένη κλωστή με άκρα Α και Β μας δίνει μια
  εικόνα της έννοιας του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ.
  

  !  ¥α σημεία Α και Β είναι τα άκρα του ευθύγραμμου τμήματος.
  

  !  �έμε ότι τα σημεία Α και Β ορίÚουν το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ

  "  �ατασκευάÙουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα,
    συνδέοντας δύο σημεία � και �, με τη
    βοήθεια ενός χάρακα �±καÍ½Íα²).

Β.1.1. Σηµείο -  Ευθύγραµµο τµήµα -  Ευθεία -  Ηµιευθεία -
   Επίπεδο -  Ηµιεπίπεδο

Α

Α Β Γ

Β Γ

1η περίπτωση:
2η περίπτωση:

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	�Ç

Α

Α

Β

Α Β

Α Β
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Η ευθεία

!  �άν προεκτείνουμε απεριόριστα ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, τότε το νέο σχήμα,
  που δεν έχει ούτε αρχή ούτε τέλος, λέγεται ευθεία.
  

"  �υμβολίÙουμε μια ευθεία με ένα μικρό γράμμα από τα αρχικά του αλφαβήτου, π.χ. (ε), 
  ή με δύο μικρά γράμματα από τα τελευταία του αλφαβήτου π.χ. x!x, y!y.

#  $πό ένα σηµείο διέρχονται
  άπειρες ευθείες.

#  $πό δύο σηµεία διέρχεται µια
  µόνο ευθεία.

Η ηµιευθεία

!  �άν προεκτείνουμε απεριόριστα
  ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ πέρα
  από το ένα μόνο άκρο του, π.χ. το
  �, τότε το νέο σχήμα, που έχει αρχή
  το Α αλλά δεν έχει τέλος, λέγεται
  ηµιευθεία.

"  � ημιευθεία συμβολίÙεται με ένα
  κεφαλαίο γράμμα που δηλώνει την
  αρχή της και ένα μικρό από τα
  τελευταία γράμματα π.χ. Α[, By κ.λπ.

#  �άν Ο είναι ένα σημείο της
  ευθείας x!x, τότε με αρχή το 
  Ο ορίÙονται δύο ημιευθείες
  Ο[ και Ο[!, οι οποίες λέγονται
  αντικείµενες ηµιευθείες.

x! x
Α Β

ε
Α Β

Α

Β Γ
Δ

Α Β x

xΑ

y Β

x! xO
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­×ειÖ	 ακο¿σει	 εκφράσειÖ	 ½ÏÕÖ�	 ±ΣÓο	 εÏίÏεÃο	 Óου	 ορίÙοÍÓα	 φαίÍεÓαι	 Íα	 ×άÍεÓαι	 ο	
Ãρ½μοÖ²�	±Οι	×ÐρεÖ	ÓÇÖ	Δ¿σÇÖ	º×ουÍ	υÂÇλ½	εÏίÏεÃο	αÍάÏÓυÉÇÖ²�	±Η	εÏίÏεÃÇ	οθ½ÍÇ	
είÍαι	 καλ¿ÓερÇ	 αÏ½	 ÓÇÍ	 κυρÓ»²�	 ±Οι	 σ×ºσειÖ	 ÓουÖ	 ÁρίσκοÍÓαι	 σε	 καλ½	 εÏίÏεÃο²�	 ±Η	
εÏιφάÍεια	Óου	εÃάφουÖ	σÓÇÍ	Ïεριο×»	αυÓ»	είÍαι	εÏίÏεÃÇ²�

Αλλά	 και	 σÓοÍ	 υλικ½	 κ½σμο�	 Ïου	 ÁρίσκεÓαι	 Æ¿ρÕ	 μαÖ�	 μÏορείÖ	 Íα	 ÃειÖ	 και	 Íα	
αÍαÆÍÕρίσειÖ	ÏολλºÖ	εÏίÏεÃεÖ	εÏιφάÍειεÖ�	ΤουÖ	Óοί×ουÖ	ÓÇÖ	ÓάÉÇÖ�	ÓÇÍ	οροφ»	Óου	
ÃÕμαÓίου�	ºÍα	κάÃρο�	ÓÇÍ	ÏίσÓα	ÏροσÆείÕσÇÖ�	ÓÇÍ	εÏιφάÍεια	Óου	»ρεμου	Íερο¿�	ÓοÍ	
ισÇμεριÍ½	ÓÇÖ	ΓÇÖ�

→		 �οιο	×αρακÓÇρισÓικ½	»	οÍομασία	μÏορείÖ	Íα	ÃÐσειÖ	σε	μια	ÓºÓοια	εÏιφάÍεια�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
7R επίπεδο

!  Επίπεδο είναι μια επιφάνεια, πάνω στην οποία
  εφαρμόÙει παντού η ευθεία γραμμή.

 # Ένα επίπεδο επεκτείνεται απεριόριστα.

 # �πό τρία μη συνευθειακά σημεία διέρχεται ένα
  μοναδικό επίπεδο, ενώ από ένα ή δύο σημεία
  διέρχονται άπειρα επίπεδα.

 # �άθε επίπεδο χωρίÙει το χώρο σε δύο μέρη, ώστε, αν 
  θέλουμε να περάσουμε από το ένα μέρος του χώρου
  στο άλλο, πρέπει να διαπεράσουμε το επίπεδο.

"  Η ονοµασία του επιπέδου δίνεται με ένα κεφαλαίο
  γράµµα του αλφάβητου π.χ. Π, Ρ, Σ κ.λπ.

7R ηµιεπίπεδο
!  Κάθε ευθεία ενός επιπέδου το χωρίÚει σε δύο
  ηµιεπίπεδα.
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$Ö	Ïάρουμε	αÏ½	Óα	ÆÍÕσÓά	μαÖ	σ×»μαÓα	Óο	ÓρίÆÕÍο�	με	κορυφºÖ	Óα	σÇμεία
Α�	��	Γ	και	Óο	ÓεÓράÏλευρο�	με	κορυφºÖ	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ�	Δ	και	αÖ	Ãο¿με�
Ïοια	οÍομασία	º×ουÍ	Óα	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	Ïου	ÁλºÏουμε	σÓα	σ×»μαÓα	αυÓά�

Λύση
�το τρίγωνο ΑΒΓ, τα τμήματα ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ που 
ορίÙονται από δύο κορυφές, λέγονται πλευρές 
του τριγώνου.

¥ο τετράπλευρο ΑΒΓΔ με κορυφές τα σημεία Α, 
Β, Γ, Δ έχει πλευρές τα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ 
που ορίÙονται από διαδοχικές κορυφές.

¥α τμήματα ΑΓ και ΒΔ, που ορίÙονται από μη 
διαδοχικές κορυφές, λέγονται διαγώνιες του 
τετραπλεύρου.

­σÓÕ	Óρία	σÇμεία	Α�	�	και	Γ	Ïου	ÃεÍ	αÍ»κουÍ	και	Óα	Óρία	σε	μια	ευθεία�	�½σεÖ	ευθείεÖ	
ÏερÍο¿Í	αÏ½	Óο	Α�	�½σεÖ	αÏ½	ÓιÖ	ευθείεÖ	αυÓºÖ	ÏερÍο¿Í	αÏ½	Óο	��	Το	Γ	είÍαι	σÇμείο	
ÓÇÖ	ευθείαÖ	Α��

Λύση
�πό το Α διέρχονται άπειρες ευθείες. �ία από 
αυτές περνάει και από το Β.

�πειδή τα σημεία Α, Β και Γ δεν ανήκουν και τα 
τρία σε μια ευθεία, το σημείο Γ δεν μπορεί να είναι 
σημείο της ευθείας ΑΒ.

ΣÓο	σ×»μα	φαίÍοÍÓαι	ÏºÍÓε	σÇμεία�	Óα	Α�	��	Γ�	Δ	και	Ε�	Να	×αράÉεÓε	½λα	Óα	ευθ¿Æραμμα	
Óμ»μαÓα�	Ïου	º×ουÍ	άκρα	Óα	σÇμεία	αυÓά�	�½σα	ÃιαφορεÓικά	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	
είÍαι�

Λύση
�άθε σημείο είναι άκρο ενός από τα τέσσερα ευθύγραμμα
τμήματα, που το συνδέουν με τα υπόλοιπα τέσσερα σημεία.
�πομένως:

¥ο σημείο Α είναι άκρο των τμημάτων: Α�, ΑΓ,  ΑΔ, ΑΕ

¥ο σημείο Β είναι άκρο των τμημάτων: �Α, �Γ,  �Δ, �Ε

¥ο σημείο Γ είναι άκρο των τμημάτων: ΓΑ,  Γ�,  ΓΔ,  ΓΕ

¥ο σημείο Δ είναι άκρο των τμημάτων: ΔΑ,  Δ�, ΔΓ,  ΔΕ

¥ο σημείο Ε είναι άκρο των τμημάτων: ΕΑ,  Ε�, ΕΓ, ΕΔ
 
�τα παραπάνω, κάθε τμήμα εμφανίÙεται δύο φορές π.χ. το Α% και ΒΑ, αφού το τμήμα 
έχει δύο άκρα. Έτσι, στο σχήμα, δεν είναι είκοσι (20) διαφορετικά τμήματα, αλλά
δέκα (10) τα: Α�, ΑΓ, ΑΔ, ΑΕ, �Γ, �Δ, �Ε, ΓΔ, ΓΕ και ΔΕ.
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Μία	ÓεÍÓÕμºÍÇ	κλÕσÓ»	με	άκρα	Α	και	�	μαÖ	ÃίÍει	ÓÇÍ	εικ½Íα	ÓÇÖ	ºÍÍοιαÖ	Óου
	 	 ����������������������������������������������������������������������������������������������������	�
�Á�		 ΑÍ	ÏροεκÓείÍουμε	αÏερι½ρισÓα	ºÍα	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α�	Ïºρα	αÏ½	Óα	Ã¿ο
	 	 άκρα	Óου�	Α	και	��	ÏαίρÍουμε	Óο	σ×»μα	Ïου	λºÆεÓαι	��������������������������������������������������	�
�Æ�		 ΑÍ	ÏροεκÓείÍουμε	αÏερι½ρισÓα	ºÍα	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α�	Ïºρα	αÏ½	Óο	ºÍα
	 	 μ½Íο	άκρο	Óου�	Ï�×�	Óο	��	ÏαίρÍουμε	Óο	σ×»μα	Ïου	λºÆεÓαι	�������������������������������������	�
�Ã�		 ����������������������������������������������	λºÆοÍÓαι	Ã¿ο	ÇμιευθείεÖ	Ïου	º×ουÍ	κοιÍ»	αρ×»	και	Ïου
	 	 οι	Ã¿ο	μαÙί	αÏοÓελο¿Í	μία	ευθεία�
�ε�		 Η	εÏιφάÍεια�	ÏάÍÕ	σÓÇÍ	οÏοία	Ç	αÏερι½ρισÓÇ	ευθεία	Æραμμ»	εφαρμ½Ùει	ÏαÍÓο¿
	 	 ολ½κλÇρÇ	είÍαι	Óο	�����������������������������������������������	�

Να	ÃÐσειÖ	Ãικ»	σου	οÍομασία	σε	½λα	�α�	Óα	σÇμεία	και	�Á�	Óα	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	
ÓÕÍ	ÏαρακάÓÕ	ευθυÆράμμÕÍ	σ×ÇμάÓÕÍ�

�άρε	 Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ�	Δ	ÏάÍÕ	σε	μια	ευθεία	
και	 ºÍα	 σÇμείο	 Κ	 Ïου	 ÃεÍ	 ÁρίσκεÓαι	 σÓÇÍ	
ÏαραÏάÍÕ	ευθεία�	­ÍÕσε	Óο	Κ	με	Óα	Α�	��	Γ�	Δ	
και	 οÍ½μασε	 ½λα	 Óα	 ευθ¿Æραμμα	 Óμ»μαÓα	 Óου	
σ×»μαÓοÖ�

�άÍÕ	σε	μια	ευθεία	[![	ÏαίρÍουμε	Ã¿ο	σÇμεία	
Α	 και	 ��	 ΟÍ½μασε	 ÓιÖ	 αÍÓικείμεÍεÖ	 ÇμιευθείεÖ	
Ïου	 º×ουÍ	 αρ×»	 Óο	 Α	 και	 ÓιÖ	 αÍÓικείμεÍεÖ	
ÇμιευθείεÖ	Ïου	º×ουÍ	αρ×»	Óο	��

ΣÓο	 ÃιÏλαÍ½	 σ×»μα	 ×άραÉε	 ÓιÖ	 αÍÓικείμεÍεÖ	
ÇμιευθείεÖ	ÓÕÍ	ÇμιευθειÐÍ	Α�[�	�Γ\	και	ΓΑ]�

Σ×εÃίασε	ºÍα	Ïολ¿ÆÕÍο	Ïου	Íα	º×ει�	�α�	�ιÆ½ÓερεÖ	ÃιαÆÐÍιεÖ	αÏ½	ÏλευρºÖ�	�Á�	 ίÃιο	
αριθμ½	ÃιαÆÕÍίÕÍ	και	ÏλευρÐÍ�	�Æ�	Ïερισσ½ÓερεÖ	ÃιαÆÐÍιεÖ	αÏ½	ÏλευρºÖ�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	×άρÓÇ	φαίÍοÍÓαι	ºÉι	���	Ï½λειÖ	ÓÇÖ	ΕλλάÃαÖ�	
Ïου	Ãε	ÁρισκοÍÓαι	αÍά	ÓρειÖ	σÓÇÍ	ίÃια	ευθεία�
Α	�ΑλεÉαÍÃρο¿ÏολÇ��	Ρ	�Ρ½ÃοÖ��	Η	�Ηράκλειο��	«	�«αÍιά��
Κ	�Κºρκυρα�	και	�	��εσσαλοÍίκÇ��	ΜÏορείÖ	Íα	σ×εÃιάσειÖ	
ÓιÖ	αÏ´	ευθείαÖ	αεροÏορικºÖ	συÍÃºσειÖ	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	Ï½λεÕÍ	
αυÓÐÍ�	ΟÍ½μασε	ÓιÖ	συÍÃºσειÖ	αυÓºÖ	×ρÇσιμοÏοιÐÍÓαÖ	Óα	
ÆράμμαÓα	ÓÕÍ	Ï½λεÕÍ�	ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	Ï½σεÖ	ÓºÓοιεÖ	
συÍÃºσειÖ	υÏάρ×ουÍ�	ÃικαιολοÆÐÍÓαÖ	καÓάλλÇλα	ÓÇÍ	
αÏάÍÓÇσ»	σου�
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Γ¿ρÕ	μαÖ	υÏάρ×ουÍ	Ãιαφ½ρÕÍ	ειÃÐÍ	ÆÕÍίεÖ�	μερικºÖ	αÏ½	ÓιÖ	οÏοίεÖ	ÁλºÏουμε	σÓιÖ	
ÏαρακάÓÕ	εικ½ÍεÖ�	Τι	κοιÍ½	×αρακÓÇρισÓικ½	º×ουÍ�

→		 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÓιÖ	ÏεριÆράÂειÖ�	×ÕρίÖ	Íα	σε	εÏÇρεάÙει	Ç	υλικ»	ÓουÖ	υπόσταση.

ΟρίÚοντας τη γωνία
�χεδιάÙουμε σ´ ένα φύλλο χαρτί δύο ημιευθείες
Ο[ και Ο\, με κοινή αρχή το σημείο Ο.
¢ι ημιευθείες χωρίÙουν το επίπεδο σε δύο περιοχές 
Π1 και Π2.

!  �άθε μία από τις περιοχές αυτές μαÙί με τις
  ημιευθείες Ο[ και Ο\ ονομάÙεται γωνία.

!  � “μικρότερη” �Π1� λέγεται κυρτή και η άλλη
  �Π2) µη κυρτή.

!  ¥ο σημείο Ο λέγεται κορυφή της γωνίας και οι
  ημιευθείες Ο[ και Ο\ λέγονται πλευρές της
  γωνίας.

"  ¥ις γωνίες που σχηματίÙονται τις συμβολίÙουμε
  xO

�
y
�

ή yO
�

x �το γράμμα της κορυφής Ο
  γράφεται πάντα στη μέση� ή με ένα μικρό
  γράμμα, π.χ. “ω

�
”.
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"  Ένα τρίγωνο ��� έχει τρεις γωνίες, την  �
�

, τη  �
�

 και τη �
�

.

"  ¸ταν λέμε, π.χ. η γωνία �
�

 του τριγώνου ΑΒΓ, εννοούμε
τη γωνία που έχει πλευρές τις ημιευθείες ΑΒ, ΑΓ και
περιέχει το τρίγωνο.

"  � γωνία �
�

 λέμε ότι περιέχεται μεταξύ των πλευρών ΑΒ
και ΑΓ του τριγώνου.

"  �κόμα λέμε ότι η πλευρά ΒΓ είναι απέναντι στη γωνία �
�

,
ενώ οι γωνίες �

�
 και �

�
είναι προσκείµενες της πλευράς 

ΒΓ.

"  ¥ο τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει τέσσερις γωνίες, που
καθεμιά τους περιέχει το τετράπλευρο. ¢ι γωνίες αυτές

  είναι οι �
�
��, ��

�
�, �

�
�� και ��

�
�, που γράφονται

  απλά �
�

, �
�

, �
�

 και �
�

 αντίστοιχα.

�οιεÖ	ÆÕÍίεÖ	και	Óι	είÃουÖ	σ×»μαÓα
σ×ÇμαÓίÙοÍÓαι	αÏ½	ÓιÖ	ευθείεÖ
Óου	ÃιÏλαÍο¿	σ×»μαÓοÖ�

Ευθύγραµµα σχήµατα

!  Τεθλασµένη γραµµή είναι το σχήμα που αποτελείται από διαδοχικά ευθύγραμμα 
  τμήματα, τα οποία δεν βρίσκονται όλα στην ίδια ευθεία.
!  Ευθύγραµµο σχήµα ονομάÙεται κάθε τεθλασμένη γραμμή, της οποίας τα άκρα
  συμπίπτουν.
!  �ια τεθλασμένη γραμμή ονομάÙεται κυρτή, όταν η προέκταση κάθε πλευράς της
  αφήνει όλες τις άλλες πλευρές στο ίδιο ημιεπίπεδο. �ιαφορετικά λέγεται µη κυρτή.
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¸σα σχήµατα
!  �ύο ευθύγραμμα σχήματα λέγονται ίσα, αν συµπίπτουν, όταν τοποθετηθούν
  το ένα επάνω στο άλλο με κατάλληλο τρόπο.
!  �τα ίσα σχήματα, τα στοιχεία που συμπίπτουν, δηλαδή οι κορυφές, οι πλευρές και οι
  γωνίες, ονομάÙονται αντίστοιχα στοιχεία των σχημάτων αυτών.

1α	×ρÇσιμοÏοιÇθεί	ÃιαφαÍºÖ	×αρÓί�	Æια	Íα	ÃιαÏισÓÕθεί	Ç	ισ½ÓÇÓα	ÓÕÍ	σ×ÇμάÓÕÍ	σÓιÖ	
ÏαρακάÓÕ	ÏεριÏÓÐσειÖ�

Παρατηρούμε ότι:
"  Οι αντίστοιχες πλευρές και γωνίες των ίσων σχηµάτων είναι ίσες.
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Να	οÍομάσειÖ	με	Óρία	ÆράμμαÓα	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	Ïου	σÇμειÐÍοÍÓαι	σÓο	σ×»μα�

Να	σ×εÃιάσειÖ	ºÍα	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ�	�α�	�οια	ÆÕÍία	Óου	ÓριÆÐÍου	Ïεριº×εÓαι	σÓιÖ	ÏλευρºÖ	
Α�	 και	 �Γ�	 �Á�	 �οια	 Ïλευρά	 είÍαι	 αÏºÍαÍÓι	 αÏ½	 ÓÇ	 ÆÕÍία	 Γ

�
�	 �Æ�	 �οιεÖ	 ÆÕÍίεÖ	 είÍαι	

ÏροσκείμεÍεÖ	σÓÇÍ	Ïλευρά	ΑΓ�

Να	ÆραμμοσκιάσειÖ	και	Íα	οÍομάσειÖ	ÓÇ	ÆÕÍία	σÓÇÍ	οÏοία	
αÍ»κει	Óο	σÇμείο	Α�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	ÓρίÆÕÍο	Íα	οÍομάσειÖ	Α
�

 ÓÇ	ÆÕÍία	Ïου	είÍαι	
αÏºÍαÍÓι	σÓÇ	μεÆαλ¿ÓερÇ	Ïλευρά� Β

�
 ÓÇ	ÆÕÍία	Ïου	είÍαι	

αÏºÍαÍÓι	σÓÇ	μικρ½ÓερÇ	Ïλευρά	και	Γ
�
	ÓÇÍ	ÓρίÓÇ	ÆÕÍία�

�α�	�οιεÖ	ÆÕÍίεÖ	είÍαι	ÏροσκείμεÍεÖ	σÓÇÍ	Ïλευρά	�Γ�
�Á�	�οια	ÆÕÍία	ÁρίσκεÓαι	αÏºÍαÍÓι	αÏ½	ÓÇÍ	Ïλευρά	Α��

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±;²	σÓÇ	θºσÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ�
    (α)        (β)

­×ειÖ	ÏαίÉει	ÏοÓº	Óο	7$1*5$0�	Σ×εÃίασε	σ´	ºÍα	×αρÓί	Óο	ÃιÏλαÍ½	ÓεÓράÆÕÍο	σ×»μα	
με	 Ïλευρά	 1�	 FP	 και	 μεÓά	 κ½Âε	 Óα	 οκÓÐ	 κομμάÓια�	 �ροσÏάθÇσε	 Íα	 φÓιάÉειÖ	 Óα	
ÏαρακάÓÕ	σ×»μαÓα	×ρÇσιμοÏοιÐÍÓαÖ	καÓάλλÇλα	κομμάÓια	αÏ´	αυÓά�
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Στα προηγούμενα είδαμε τον τρόπο με τον οποίο διαπιστώνουμε την ισότητα δύο γεωμετρικών 
σχημάτων. 7R απλούστερο σχήμα, του οποίου το μήκος μπορεί να μετρηθεί, είναι το ευθύγραμμο 
τμήμα και αποτελεί βασικό στοιχείο των άλλων ευθυγράμμων σχημάτων. Τι είναι όμως μέτρηση 
και μονάδες μήκους ;

ΑÏ½	Óα	Ïολ¿	Ïαλιά	×ρ½Íια�	οι	αÍάÆκεÖ	ÓÇÖ	ÙÕ»Ö�	υÏο×ρºÕσαÍ	ÓουÖ	αÍθρÐÏουÖ	Íα	μεÓρ»σουÍ	
Ãιάφορα	μεÆºθÇ�	Για	Íα	εÉυÏÇρεÓο¿Í	οι	μεÓρ»σειÖ	αυÓºÖ	ºÏρεÏε	Íα	×ρÇσιμοÏοιÇθο¿Í	σÓαθερά	
υÏοÃείÆμαÓα�	 Óα	 οÏοία	 Íα	 ÃιαθºÓει	 ο	 καθºÍαÖ	 οÏοιαÃ»ÏοÓε	 σÓιÆμ»	 Óα	 ×ρειαÙ½ÓαÍ�	 Αρ×ικά	 σÓÇ	
μºÓρÇσÇ	 ×ρÇσιμοÏοι»θÇκαÍ	 Óα	 μºλÇ	 Óου	 αÍθρÐÏιÍου	 σÐμαÓοÖ	 αλλά	 και	 ο	 ÁÇμαÓισμ½Ö�	 Óο	
άÍοιÆμα	 ÓÕÍ	 ×εριÐÍ	 και	 Óο	 ¿ÂοÖ�	­Óσι�	 ÃÇμιουρÆ»θÇκαÍ	 οι	 μοÍάÃεÖ�	 ½ÏÕÖ�	 οι	 ±δάκτυλοι²�	 οι	
“πόδες²�	 οι	 “παλάµες²	 κ�α�	 ΑυÓ»	 ÓÇÍ	 Ïαλιά	 συÍ»θεια	 εÉακολουθο¿με	 Íα	 εφαρμ½Ùουμε	 και	
σ»μερα	σÓιÖ	Ïρ½×ειρεÖ	μεÓρ»σειÖ	μαÖ�	±Το	ÏαÍÓαλ½Íι	θºλει	Ãυο	ÃάκÓυλα	μάκρεμα²�	±Το	×ορÓάρι	
Â»λÕσε	μια	Ïιθαμ»²�	 ±Το	σκάφοÖ	 º×ει	 μ»κοÖ	��	Ï½Ãια²�	 ±Τα	ÃίκÓυα	 ºφÓασαÍ	σÓιÖ	 ��	ορÆιºÖ²�	
±�άλε	σÓο	ÏοÓ»ρι	ºÍα	ÃάκÓυλο	κρασί²�	±Το	ÏºÍαλÓι	×ÓυÏιºÓαι	σÓα	11	Á»μαÓα²�	κ�λÏ�	Οι	μοÍάÃεÖ	
αυÓºÖ�	αÍ	και	Ïολ¿	×ρ»σιμεÖ�	άρ×ισαÍ	Íα	×άÍουÍ	ÓÇÍ	αÉία	ÓουÖ	Ãι½Óι	ÃεÍ	είÍαι	ακριÁείÖ�	αφο¿	½λοι	
οι	άÍθρÕÏοι	ÃεÍ	º×ουÍ	Óο	ίÃιο	¿ÂοÖ�	ÓÇÍ	ίÃια	ÏαλάμÇ�	Óο	ίÃιο	Ïά×οÖ	ÃακÓ¿λÕÍ	και	Óο	ίÃιο	άÍοιÆμα	
σÓο	Á»μα	ÓουÖ�	¸σο	½μÕÖ	αÍαÏÓ¿σσοÍÓαÍ	οι	αÍθρÐÏιÍεÖ	κοιÍÕÍίεÖ	Ó½σο	μεÆαλ¿ÓερÇ	ακρίÁεια	
×ρειάÙοÍÓαÍ	 ορισμºÍεÖ	 μεÓρ»σειÖ�	 ½ÏÕÖ	 Ï�×�	 Æια	 Óο	 κÓίσιμο	 ÓÕÍ	 σÏιÓιÐÍ�	 ÓÇÍ	 καÓασκευ»	
αρÃευÓικÐÍ	 ºρÆÕÍ�	 ÓÇÍ	 καÓαμºÓρÇσÇ	 ÓÇÖ	 ÆÇÖ�	 κ�λÏ�	 ΣÓÇÍ	 αρ×αία	 Αίγυπτο,	 μεÓά	 αÏ½	 κάθε	
ÏλÇμμ¿ρα	 Óου	 Νείλου�	 Ç	 λάσÏÇ	 κάλυÏÓε	 Óα	 σ¿Íορα	 ÓÕÍ	 κÓÇμάÓÕÍ�	 ªÏ»ρ×αÍ	 Ó½Óε	 ειÃικοί	
υÏάλλÇλοι�	οι	±αρÏεÃοÍάÏÓεÖ²�	οι	οÏοίοι	εÏ½ÏÓευαÍ	ÓÇÍ	Ó»ρÇσÇ	Óου	Ãια×Õρισμο¿	ÓÕÍ	εκÓάσεÕÍ�	
ΣÓιÖ	καÓαμεÓρ»σειÖ	αυÓºÖ	λºÆεÓαι	½Óι	ºκαÍαÍ	μ´	ºÍα	ειÃικ½	σ×οιÍί	με	κ½μÏουÖ�	ÓÇÍ	±αρπεδόνη²�

Οι	αρ×αίοι	ΑιÆ¿ÏÓιοι�	 αÏ½	 ÓÇÍ	 εÏο×»	 Óου	Áασιλºα	Σέσωστρη	 �καÓά	
ÓοÍ	 Ηρ½ÃοÓο��	 ÓÇρο¿σαÍ	 σÓοι×εία	 μºÓρÇσÇÖ	 ÓÕÍ	 εκÓάσεÕÍ	 Ïου	
καλλιερÆο¿σαÍ	Æια	Íα	Óα	ÉαÍαÁρίσκουÍ	μεÓά	ÓιÖ	εÏο×ιακºÖ	ÏλÇμμ¿ρεÖ	
Óου	Νείλου	ÏοÓαμο¿�
¬λλÕσÓε	 Γεω - µετρία	 σÇμαίÍει	 μºÓρÇσÇ	 ÓÇÖ	 ΓÇÖ�	 Αλλά	 και	 οι	
�αÁυλÐÍιοι	 ×ρÇσιμοÏοιο¿σαÍ	 συÆκεκριμºÍα	 υÏοÃείÆμαÓα	 Æια	 Íα	
υÏολοÆίσουÍ	 Óο	 εμÁαÃ½Í	 και	 ÓοÍ	 ½Æκο	 σε	 Ïολλά	 ÏράÆμαÓα	
καθÇμεριÍ»Ö	×ρ»σÇÖ�

¸ÓαÍ	αÍαÏÓ¿×θÇκε	Ç	εÏικοιÍÕÍία	λαÐÍ	και	κραÓÐÍ�	με	
Óα	ÓαÉίÃια	και	Óο	εμÏ½ριο�	ÃÇμιουρÆ»θÇκε	Ç	αÍάÆκÇ	Íα	
καθιερÕθο¿Í	κοιÍºÖ	μοÍάÃεÖ	μºÓρÇσÇÖ	Æια	καλ¿ÓερÇ	
συÍÍεÍ½ÇσÇ	 και	 αÏοφυÆ»	 ÓÇÖ	 ÓαλαιÏÕρίαÖ	 ÓÕÍ	
μεÓαÓροÏÐÍ	αÏ´	ÓÇ	μία	μοÍάÃα	σÓÇÍ	άλλÇ�	½ÏÕÖ	Ï�×�	
σÓÇÍ	αρ×αία	Αθήνα	αÏ½	ÓοÍ	Σόλωνα�

ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ -	1��	-

Β.1.3.  Μέτρηση, σύγκριση και ισότητα ευθυγράµµων τµηµάτων
   - Απόσταση σηµείων - Μέσο ευθύγραµµου τµήµατος
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Το	17�1�	αμºσÕÖ	μεÓά	ÓÇÍ	ΕÏαÍάσÓασÇ�	Ç	Γαλλική Ακαδηµία	αÍºθεσε	σε	μια	ομάÃα	
εÏισÓÇμ½ÍÕÍ�	 αÏ´	 ½λεÖ	 ÓιÖ	 ×ÐρεÖ	 ÓÇÖ	 ΕυρÐÏÇÖ�	 Íα	 ÁρουÍ	 ºÍα	 αÏλ½	 σ¿σÓÇμα	
μοÍάÃÕÍ	μºÓρÇσÇÖ�	Οι	μοÍάÃεÖ	Ïου	υιοθεÓ»θÇκαÍ	Óελικά	ÏάρθÇκαÍ	αÏ½	ÓÇ	φ¿σÇ	
και	Æια	ÏαράÃειÆμα	Ç	μºÓρÇσÇ	Óου	μ»κουÖ	καθιερÐθÇκε	Íα	º×ει	μοÍάÃα	Óο	±μºÓρο²�	
Ïου	 είÍαι	 Óο	 1 από τα 40.000.000 ίσα κοµµάτια που χωρίστηκε ο γήινος 
µεσηµβρινός που διέρχεται από το Παρίσι.	Το	σ¿σÓÇμα	ÓÕÍ	μοÍάÃÕÍ	ακολουθεί	
Óο	 ÃεκαÃικ½	 σ¿σÓÇμα	 αρίθμÇσÇÖ�	 ÃÇλαÃ»	 είÍαι	 ºÍα	 ÃεκαÃικ½	 μεÓρικ½	 σ¿σÓÇμα�	

ΜεÓά	αÏ½	ºÍα	αρÆ½	ÉεκίÍÇμα�	Óο	σ¿σÓÇμα	αυÓ½	καθιερÐθÇκε	και	Óο	1875	 ιÃρ¿θÇκε	σÓÇ	Σεβρ 
�σÓο	�αρίσι�	Óο	Διεθνές Γραφείο Μέτρων και Σταθµών�	½Ïου	φυλά×ÓÇκαÍ	Óα	καÓασκευασμºÍα	
αÏ½	ÏλαÓίÍα	Ïρ½ÓυÏα	±μºÓρο²	και	±×ιλι½Æραμμο²�

Το	σ¿σÓÇμα	αυÓ½	ÓÕÍ	μοÍάÃÕÍ	ÃεÍ	υιοθεÓ»θÇκε	αμºσÕÖ	αÏ´	½λουÖ	ÓουÖ	λαο¿Ö�	Ïου	ÏροÓίμÇσαÍ	
Íα	×ρÇσιμοÏοιο¿Í	 Óα	Ãικά	 ÓουÖ	συσÓ»μαÓα�	½ÏÕÖ	 Óα	 εί×αÍ	συÍÇθίσει�	Ïαρ´	½λο	Ïου	»ÓαÍ	Ïιο	
Ïολ¿Ïλοκα�	ΣÓÇ	ÍεÐÓερÇ	Ελλάδα�	καθιερÐθÇκε	με	Í½μο�	Óο	1�5��	Óο	ÃεκαÃικ½	μεÓρικ½	σ¿σÓÇμα	
και	ισ×¿ει	μº×ρι	σ»μερα�

ΣÓÇÍ	 Αγγλία�	 ÓÇÍ	 Αµερική	 και	 σε	 μερικºÖ	 ακ½μÇ	 ×ÐρεÖ�	 Óο	
σ¿σÓÇμα	 μºÓρÇσÇÖ	 είÍαι	 ÃÕÃεκαÃικ½	 και	 Ç	 Áασικ»	 μοÍάÃα	
μ»κουÖ	είÍαι	Ç	υάρδα	»	γιάρδα (\G)�	+	1 γιάρδα (\G)	ÃιαιρείÓαι	
σε	3 πόδια (IW)�	και	Óο	1 πόδι (IW)	σε	12 ίντσες (LQ)�	Οι	σ×ºσειÖ	
ÓÕÍ	μοÍάÃÕÍ	αυÓÐÍ	μεÓαÉ¿	ÓουÖ	αλλά	και	με	Óο	μºÓρο	είÍαι�

1	\G	 	�	IW	 	��	LQ					1	\G	 	���1��	P	 	�1���	FP
										1	IW	 	1�	LQ					1	IW	 	������	P	 	�����	FP

	 								 	 	 	 	 	 	 	 	 	 1	LQ	 	������	P	 	����	FP

ΣÓιÖ	ίÃιεÖ	×ÐρεÖ	Æια	μºÓρÇσÇ	μεÆάλÕÍ	αÏοσÓάσεÕÍ	×ρÇσιμοÏοιο¿Í	Óο	μίλι�	Ïου	είÍαι�	
1 µίλι   1�0� P   1,�0� NP. ΣÓÇ	ÍαυÓιλία	×ρÇσιμοÏοιο¿Í	Æια	μοÍάÃα	μ»κουÖ	Óο	ÍαυÓικ½	μίλι�	Ïου	
είÍαι�	1 ναυτικό µίλι   1852 P�

Μέτρηση και µονάδες µέτρησης
! �ια να συγκρίνουμε μεταξύ τους ευθύγραμμα τμήματα οδηγηθήκαμε στην ανάγκη
  να χρησιμοποιούμε μια κοινή μονάδα σύγκρισης. Έτσι, κάθε σύγκριση ενός
  μεγέθους με την αντίστοιχη μονάδα λέγεται µέτρηση.

Έτσι, για το μήκος έχουμε ότι:
  

  !  Μονάδα µήκους είναι το ²µέτρο³ (P).

  # �ια να μετρήσουμε, λοιπόν, ένα ευθύγραμμο τμήμα, χρησιμοποιούμε ένα
   αντίγραφο του µέτρου και κάνουμε τη σύγκριση μ´ αυτό, όπως έχουμε μάθει.

  # �άν όμως το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος είναι πολύ μεγαλύτερο ή
   πολύ μικρότερο από το μήκος του µέτρου, επιλέγουμε, για τη μέτρηση ένα
   πολλαπλάσιο ή μια υποδιαίρεση του µέτρου για το σκοπό αυτό.

" �ια να μετρήσουμε σχετικά μικρά μήκη χρησιμοποιούμε, συνήθως, το

  υποδεκάµετρο, που είναι το ένα δέκατο ( 1
10

) του µέτρου.
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 "   �ια μεγαλύτερα μήκη, όπως 
   π.χ. έναν τοίχο ή τις διαστάσεις
  ενός οικοπέδου, χρησιμοποιούμε
   τη µετροταινία.

 "   �ια πολύ μικρά μήκη π.χ. τη διάμετρο μιας βίδας ή το
   πάχος μιας λαμαρίνας, χρησιμοποιούμε το παχύµετρο
   ή το µικρόµετρο, αντίστοιχα.

+ έννοια της απόστασης σημείων είναι από τις πιο συνηθισμένες γεωμετρικές έννοιες, που 
συναντάμε στη ζωή π.χ. απόσταση δύο πόλεων κ.λπ.
Πώς όμως, ορίζεται η απόσταση δύο σημείων και πώς τη μετράμε;

"  Έχουμε τα σημεία Α και Β. «αράÙουμε το ευθύ�
  γραμμο τμήμα ΑΒ και το μετράμε με το υποδε�
  κάμετρο. �ρίσκουμε ότι έχει μήκος 3,8 FP.

"  �έμε ότι η απόσταση των σημείων Α και Β είναι
  3,8 FP  και γράφουμε ΑΒ   3,8 FP.

ΣυÍεÏÐÖ:
! $πόσταση δύο σημείων Α και Β λέγεται το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος
  ΑΒ, που τα ενώνει.

�ρºÏει�	½μÕÖ�	Íα	ÏροσºÉουμε	κάÓι	σÇμαÍÓικ½�

" �ε το σύμβολο ΑΒ εννοούμε ταυτόχρονα δύο διαφορετικά πράγματα: ¥ο ευθύ-
  γραµµο τµήµα ΑΒ, αλλά και το µήκος αυτού του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.

" �ια να ξεχωρίσουμε το μήκος, συνήθως χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό
  (ΑΒ). �λλά στο βιβλίο αυτό, για απλούστευση, θα γράφουμε απλά: µήκος ΑΒ.
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Α B

3,8

 2120ΑΣΙΑ ΜΟΝΑΔΑΣ ΜΗΚΟΥΣ ΣΥΜΒΟΛΟ   ΣΧΕΣΗ ΜΕ ΤΟ ΜΕΤΡΟ

Χιλιόµετρο ΚP 1 ΚP   1000 P

ΜΕΤ¤£ m

Δεκατόµετρο ή παλάµη GP 1 GP    1  P   0,1 P                  10

 
(κατοστόµετρο ή πόντος FP 1 FP     1   P   0,01 P                 100

 
Χιλιοστόµετρο ή χιλιοστό PP 1 PP       1      P   0,001 P               1000

+	σ×ºσÇ	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	υÏοÃιαιρºσεÕÍ	Óου	μºÓρου	είÍαι	Ç	εÉ»Ö�

    1 P      10 GP          100 FP      1000 PP

        1 GP           10 FP      100  PP

             1 FP        10  PP

ΥΠΟΔΙΑΙΡΕΣΕΙΣ 
ΤΟΥ ΜΕΤΡΟΥ

ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΟ
ΜΕΤΡΟΥ
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Συχνά ακούμε τη φράση: “�ρισκόμαστε στο μέσο της διαδρομής...” και 
καταλαβαίνουμε ότι απέχουμε την ίδια απόσταση από τα δύο άκρα.
Τι ονομάζουμε, λοιπόν, μέσο του ευθύγραμμου τμήματος;

!  Μέσο ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ ονομάÙουμε το σημείο Μ
του τμήματος, που απέχει εξίσου από τα άκρα του.

Να	σ×εÃιασÓεί	Óο	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	ΓΔ�	Óο	οÏοίο	είÍαι	ίσο	με	Óο	Óμ»μα	Α��
�α�	με	Óο	υÏοÃεκάμεÓρο	και	�Á�	με	ÃιαÁ»ÓÇ�

Λύση
�α�  �ε το υποδεκάμετρο μετράμε το ευθύγραμ�

μο τμήμα ΑΒ και βρίσκουμε ότι ΑΒ   3,2 FP.
�τη συνέχεια πάνω σε μια ευθεία ε παίρνουμε 
ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ με μήκος ίσο με 
3,2 FP, όπως δείχνει το σχήμα.

�β�  �νοίγουμε τον διαβήτη, ώστε η μία άκρη του
να ακουμπάει στο Α και η άλλη στο Β. 
�ετακινούμε τον διαβήτη, χωρίς να 
μεταβάλλουμε το άνοιγμά του.

  
  «αράÙουμε μια ευθεία ε.
  ¥οποθετούμε τη μία άκρη του διαβήτη 

  σε ένα σημείο Γ της ε και με το άλλο
 άκρο, που έχει τη γραφίδα, βρίσκουμε

  το σημείο Δ της ε. ¥ότε το ευθύγραμμο
  τμήμα ΓΔ είναι ίσο με το ΑΒ.

1α	 Áρεθο¿Í	 καÓάλλÇλοι	 Óρ½Ïοι	 σ¿ÆκρισÇÖ	 Ã¿ο	 ευθυÆράμμÕÍ	 ÓμÇμάÓÕÍ	 και	 Íα	
ÃιαÓυÏÕθο¿Í	Óα	συμÏεράσμαÓα�
Ο	1ος τρόπος	είÍαι	Íα	κάÍουμε	ÓÇ	μºÓρÇσÇ	με	Óο	υÏοÃεκάμεÓρο.
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Α

Δ

Γ

ε

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

Α B

3,2

Γ Δ

3,2

Α B

�,�

Α B

�,�

Α B

�,�

Γ Δ

�,�

Γ Δ

�,�

Γ Δ

�,�

Α M B

A% = 1,7 FP A% = 1,7 FP A% = 1,7 FP

ΓΔ = 2,4 FP ΓΔ = 1,7 FP ΓΔ = 1,4 FP

       1η περίπτωση      2η περίπτωση       3η περίπτωση

       A% < ΓΔ         A% = ΓΔ        A% > ΓΔ
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Ο	2ος τρόπος	είÍαι	Íα	Óα	συÆκρίÍουμε	×ρÇσιμοÏοιÐÍÓαÖ	ÓοÍ	ÃιαÁ»ÓÇ�

�κουμπάμε τη μία άκρη του διαβήτη στο Α και την άλλη στο Β. �ετακινούμε τον 
διαβήτη, χωρίς να μεταβάλουμε το άνοιγμά του και τοποθετούμε το ένα άκρο του 
στο σημείο Γ και το άλλο επί της ημιευθείας ΓΔ. ¢νομάÙουμε Δ! το σημείο στο 
οποίο καταλήγει το δεύτερο άκρο του διαβήτη. ¥ότε έχουμε τρεις περιπτώσεις.

Να	Áρεθεί	Óο	μºσο	εÍ½Ö	ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α��

Λύση
�ε το υποδεκάμετρο βρίσκουμε ένα σημείο � 
του ��, για το οποίο είναι:
ΑΜ   3,8 : 2   1,� FP.
�λλά τότε και ΜΒ   3,8 : 2   1,� FP. 
�ηλαδή: ΑΜ   ΜΒ.

"  Οποιοδήποτε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ έχει πάντα ένα µέσο Μ, που είναι
  και µοναδικό.

ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ -	1�1	-

Α Β Α Β Α Β

Γ Δ! Δ Γ
Δ!

Δ Γ Δ!Δ

Το	Δ! ÁρίσκεÓαι	αÍάμεσα
σÓα	σÇμεία	Γ	και	Δ� Το	Δ! συμÏίÏÓει	με	Óο	Δ� Το	Δ! ÁρίσκεÓαι	σÓÇÍ	Ïρο-

ºκÓασÇ	Óου	ΓΔ	ÏροÖ	Óο	Δ�

Α BΜ

3,83,8:2=1,9

3.

        1η περίπτωση      2η περίπτωση       3η περίπτωση

   ¥ότε λέμε ότι το ΑΒ είναι        ¥ότε λέμε ότι τα ΑΒ και          ¥ότε λέμε ότι το ΑΒ είναι
     µικρότερο από το ΓΔ         ΓΔ έχουν το ίδιο µήκος           µεγαλύτερο από το ΓΔ
   και γράφουμε: Α � < Γ Δ        και γράφουμε: Α � = Γ Δ        και γράφουμε: Α � > Γ Δ
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Το	μ»κοÖ	Óου	ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α��	Ïου	εÍÐÍει	Ã¿ο	σÇμεία
	 	 Α	και	�	λºÆεÓαι	�����������������������������������������������	ÓÕÍ	σÇμείÕÍ�

�Á�		 Μºσο	εÍ½Ö	ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α�	οÍομάÙουμε	Óο	σÇμείο	Óου	Μ	Ïου	�������������
	 	 ��������������	αÏ½	Óα	άκρα	Óου�

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇ	θºσÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ�	ΑÏ½	Ã¿ο	σÇμεία	
μÏορο¿Í	Íα	ÏεράσουÍ		T	¬ÏειρεÖ	ευθείεÖ�		T	Μία	μ½Íο	ευθεία�		T	Δ¿ο	μ½Íο	ευθείεÖ�

­Íα	Ó½Ïι	¿φασμα	είÍαι	��	P�	�ουλ»θÇκαÍ	κομμάÓια	με	μ»κÇ�	���	P�	��	FP�	����	P	και	
����	P�	�½σα	μºÓρα	¿φασμα	ºμειÍε	σÓο	Ó½Ïι�

Το	 εμÏορικ½	 ÓρίÆÕÍο	 μιαÖ	 Ï½λÇÖ	 ÏερικλείεÓαι	 αÏ½	 ÓιÖ	 οÃο¿Ö	 ΙÏÏοκράÓουÖ�	 μ»κουÖ
�1�P�	 ΚλεισθºÍουÖ�	 μ»κουÖ	 ��1P	 και	 �ερικλºουÖ�	 μ»κουÖ	 ���P�	 �½σα	 Á»μαÓα
θα	κάÍει	 ºÍαÖ	ÏεÙ½Ö	Ïου	κιÍείÓαι	ÏεριμεÓρικά	σÓο	εμÏορικ½	 ÓρίÆÕÍο�	αÍ	 Óο	κάθε	 Óου	
Á»μα	είÍαι	��FP�

­ÍαÖ	 αÆρ½ÓÇÖ	 θºλει	 Íα	 ÏεριφράÉει	 ºÍαÍ	 αÆρ½	 σ×»μαÓοÖ	 ÓεÓραÆÐÍου	 και	 ÏλευράÖ	
1���	P�	ΔιαθºÓει	συρμαÓ½ÏλεÆμα�	μ»κουÖ	��	P	�	GP	1�	FP�	Να	Áρεθεί�	αÍ	θα	Óου	
φÓάσει	Óο	συρμαÓ½ÏλεÆμα	»	αÍ	ÏρºÏει	Íα	αÆοράσει	και	άλλο�

Ο	ÃιÏλαÍ½Ö	ÏίÍακαÖ	Ãεί×Íει	ÓÇÍ	ακÓίÍα	σε	P	
και	σε	NP	ÓεσσάρÕÍ	ÏλαÍÇÓÐÍ�
Να	συμÏλÇρÕθο¿Í	Óα	κεÍά�

Οι	 αριθμοί	 Ïου	 εμφαÍίÙοÍÓαι	 σÓοÍ	
ÃιÏλαÍ½	 ÏίÍακα	 είÍαι	 Óα	 μ»κÇ	 ÓÕÍ	
ÏºÍÓε	 ÏλευρÐÍ	 Óου	 ÏολυÆÐÍου	
Α�ΓΔΕ�	 εκφρασμºÍα	 με	 ÃιαφορεÓι-
κºÖ	 μοÍάÃεÖ�	 Να	 συμÏλÇρÕθεί	 ο	
ÏίÍακαÖ	και	Íα	υÏολοÆισÓεί	Ç	ÏερίμεÓροÖ	Óου	ÏολυÆÐÍου	σε	FP�	GP	και	P�

�άρε	ºÍα	σÇμείο	Α�	Να	ÁρειÖ	Óρία	σÇμεία	Ïου	Óο	καθºÍα	Íα	αÏº×ει	���	FP	αÏ½	Óο	Α�

Σ×εÃίασε	Ã¿ο	αÍÓικείμεÍεÖ	ÇμιευθείεÖ	Α[	και	Α[!�	Να	ÁρειÖ	ÏάÍÕ	σÓÇÍ	Çμιευθεία	Α[	
Ã¿ο	σÇμεία	�	και	Γ�	ºÓσι	ÐσÓε	Α�	 	�	FP	και	ΑΓ	 	���	FP�	ΕÏίσÇÖ	σÓÇÍ	Çμιευθεία	Α[! 
Íα	ÏάρειÖ	 ºÍα	 σÇμείο	Δ	 ºÓσι�	ÐσÓε	 ΑΔ	 	 �	 FP�	Να	 συÆκρίÍειÖ	 �α�	 Óα	 ευθ¿Æραμμα	
Óμ»μαÓα	ΑΓ	και	ΑΔ	και	�Á�	Óα	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	Α�	και	ΑΔ�

Σε	μία	ευθεία	ε�	Ïάρε	σÓÇ	σειρά	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ	ºÓσι	ÐσÓε	Íα	είÍαι�
Α� ���	FP�	�Γ �	FP	και	ΓΔ ���	FP�	(ÉºÓασε	αÍ	Óα	Óμ»μαÓα	ΑΓ	και	�Δ	είÍαι	ίσα�

Το	μºσο	Ο	ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α�	αÏº×ει	���	FP	αÏ½	Óο	άκρο	Α�	�½σο	είÍαι	Óο	
μ»κοÖ	Óου	Α��

Σ×εÃίασε	 ºÍα	 ευθ¿Æραμμο	 Óμ»μα	 Α��	 Να	 ÁρειÖ	 ºÍα	 σÇμείο	Μ�	 Óο	 οÏοίο	 Íα	 αÏº×ει
���	FP	αÏ½	Óο	Α	και	Íα	μÇ	ÁρίσκεÓαι	σÓÇÍ	ευθεία	Α��	Να	φºρειÖ	ÓÇÍ	ευθεία�	Ç	οÏοία	
ÏερÍάει	αÏ½	Óο	Μ	και	αÏ½	Óο	μºσο	Óου	ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α��

-	1��	-	 ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

�κτίνα σε P σε NP
$ΦΡΟΔΙΤΗ 6.085.000

ΓΗ �.���
ΑΡΗΣ �.���
ΔΙΑΣ ��.���.���

ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΔΕ ΕΑ Περίµετρος
FP ��� 1250
GP �,�
P �,� �,��
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ΣÓο	ÏαρακάÓÕ	σ×»μα�	μεÓαÉ¿	ÓÕÍ	ÃιαÃρομÐÍ	Α�ΓΔ	και	ΑΕΔ�	Íα	Áρεθεί	Ïοιά	ÃιαÃρομ»	
αÏ½	ÓιÖ	Ã¿ο	είÍαι	ο	συÍÓομ½ÓεροÖ	Ãρ½μοÖ�	Æια	Íα	Ïάει	καÍείÖ	αÏ½	ÓÇÍ	Ï½λÇ	Α	σÓÇÍ	
Ï½λÇ	Δ	και	σÓÇ	συÍº×εια	Íα	Áρεθεί	Ç	Ãιαφορά	ÓÕÍ	ÃιαÃρομÐÍ	αυÓÐÍ�

 Σκεφτόμαστε
(α) �εωρούμε τις ευθείες ε1 και ε2. �την ευθεία  
  ε1 παίρνουμε, με τη βοήθεια του διαβήτη,
  διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα ίσα με τις
  πλευρές της τεθλασμένης γραμμής ΑΒΓΔ,
  δηλαδή τα ΑΒ, ΒΓ και ΓΔ. �την ευθεία ε2
  παίρνουμε με τον ίδιο τρόπο τα διαδοχικά
  ευθύγραμμα τμήματα ΑΕ και ΕΔ ίσα με τις
  πλευρές της τεθλασμένης γραμμής ΑΕΔ.

¥ο μήκος του ευθύγραμμου τμήματος, που 
προκύπτει από τη συνένωση των τμημάτων 
της ΑΒΓΔ αποτελεί το άθροισμα των τμημάτων της και επομένως το μήκος της 
γραμμής αυτής. ¸μοια και για την ΑΕΔ. �υνεπώς, συγκρίνοντας τα παραπάνω 
μήκη, συμπεραίνουμε ότι η διαδρομή ΑΒΓΔ είναι μικρότερη από την ΑΕΔ.

(β) �ια να υπολογίσουμε
τη διαφορά των δύο 
διαδρομών τοποθετούμε 
σε μια άλλη ευθεία ε3 
τμήμα ΚΛ, ίσο με το 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΔ, που ανήκει στην ευθεία ε1 και τμήμα ΚΜ, ίσο με το 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΔ, που ανήκει στην ευθεία ε2. ¥ο ευθύγραμμο τμήμα ΛΜ 
είναι η διαφορά των δύο διαδρομών ΑΒΓΔ και ΑΕΔ.

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
�ε μία ευθεία ε έχουμε με τη σειρά τα σημεία �, �, �, όπως φαίνεται στο σχήμα:

"  ¥ο ευθύγραμμο τμήμα �� λέγεται άθροισμα των τμημάτων �� και ��, και
  γράφουμε: ΑΓ   ΑΒ � ΒΓ.
"  ¥ο ευθύγραμμο τμήμα �� λέγεται διαφορά των τμημάτων �� και ��, και γράφουμε:
  ΒΓ   ΑΓ ° ΑΒ.

#  H τεθλασµένη γραµµή έχει µήκος το άθροισµα των
μηκών των ευθυγράμμων τμημάτων, από τα οποία 
αποτελείται.

#  Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, είναι
µικρότερο από το µήκος κάθε τεθλασµένης γραµµής 
µε τα ίδια άκρα Α και Β.

  !  ¥ο άθροισµα των πλευρών ενός ευθύγραμμου σχήματος,
    θα το λέμε περίµετρο του σχήματος.

ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ -	1��	-

Β

Α

Γ

Δ

Ε

Μ
ε3

ε1

ε2
Κ

Β Γ Δ

Δ

�

Γ

Δ

Ε

ΒΑ

Β.1.4. Πρόσθεση και αφαίρεση ευθυγράµµων τµηµάτων

Α

Α Ε

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$

Β ΓΑ

21-0027 book.indb   163 16/1/2013   9:46:16 μμ



Να	 συÆκρίÍειÖ	 Óο	 μ»κοÖ	 ÓÇÖ	 Æραμμ»Ö	
Α�ΓΔΕ	 με	 Óο	 μ»κοÖ	 Óου	 ευθ¿Æραμμου	
Óμ»μαÓοÖ	 �Η�	 ½ÏÕÖ	 φαίÍοÍÓαι	 σÓο	
ÏαρακάÓÕ	σ×»μα�

ΔίÍεÓαι	ºÍα	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ	με	½λεÖ	ÓιÖ	ÏλευρºÖ	ίσεÖ�	με	���	FP�	�ρεÖ	σÓÇÍ	Çμιευθεία	
�Γ�	 με	 αρ×»	 Óο	 σÇμείο	��	 ºÍα	 σÇμείο	 Ε	 ºÓσι�	ÐσÓε	 Óο	 μ»κοÖ	�Ε	 Íα	 ισο¿Óαι	 με	 ÓÇÍ	
ÏερίμεÓρο	Óου	ÓριÆÐÍου�

Μια	 ÓεθλασμºÍÇ	Æραμμ»	αÏοÓελείÓαι	 αÏ½	ÏºÍÓε	ÃιαφορεÓικά	 ευθ¿Æραμμα	 Óμ»μαÓα�	
Τα	 μ»κÇ	 ÓÕÍ	 ευθυÆράμμÕÍ	 ÓμÇμάÓÕÍ	 Α��	 �Γ�	 ΓΔ�	 ΔΕ	 και	 Ε�	 είÍαι	 αÍÓίσÓοι×α
1�	PP�	�	PP�	1�	PP�	1�	PP	και	�	FP�	Να	ÁρειÖ	Óο	μ»κοÖ	ÓÇÖ	ÓεθλασμºÍÇÖ	Α�ΓΔΕ��

Να	 ÁρειÖ	 Óο	 μ»κοÖ	 μιαÖ	 ÓεθλασμºÍÇÖ	 Æραμμ»Ö	 Α�ΓΔΕ	 με	 ÏλευρºÖ	 Α�	  	 ���	 P�
�Γ	 	�	GP�	ΓΔ	 	��	FP	και	ΔΕ	 	���	PP�

1α	ÏάρειÖ	σε	μια	ευθεία	με	ÓÇ	σειρά	Óα	σÇμεία	Κ�	��	Μ	και	Ν	ºÓσι�	ÐσÓε�	Κ�	 	�	FP�	
.0	 	1�	FP	και	.1	 	��	FP�	Να	ÁρειÖ	Óα	μ»κÇ	ÓÕÍ	ÓμÇμάÓÕÍ	�Μ�	�Ν	και	ΜΝ�

Σε	μία	Çμιευθεία	με	αρ×»	Óο	σÇμείο	Ο	ÏαίρÍουμε	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ	ºÓσι	ÐσÓε	Íα	
είÍαι�	Α�	 	�	FP�	�Δ	 	���	FP	και	ΑΓ	 	���	FP�	Να	Áρεθο¿Í	Óα	μ»κÇ	ÓÕÍ	ÓμÇμάÓÕÍ�	
�α�	ΑΔ�	�Á�	�Γ	��Æ�	ΑΓ	�	ΓΔ	και	�Ã�	ΑΔ¯Δ��

Να	ÏάρειÖ	σε	μια	ευθεία	με	ÓÇ	σειρά	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ	ºÓσι�	ÐσÓε�	ΑΔ	 	�	FP�	
$%	 	1	FP	και	�Γ	 	�	FP�	Να	ÁρειÖ	Óο	μ»κοÖ	Óου	ΓΔ�

Να	ÏάρειÖ	σε	μια	ευθεία	με	ÓÇ	σειρά	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ	ºÓσι�	ÐσÓε	Óο	�Γ	Íα	είÍαι	
καÓά	 �	 FP	 μεÆαλ¿Óερο	 αÏ½	 Óο	 Α�	 και	 καÓά	 �	 FP	 μικρ½Óερο	 αÏ½	 Óο	 ΓΔ�	 ΑÍ	 είÍαι
ΑΔ	 	1�	FP�	Íα	ÁρειÖ	Óα	μ»κÇ	ÓÕÍ	�Γ	και	ΓΔ�

Να	ÏάρειÖ	σε	μια	ευθεία	με	σειρά	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ	ºÓσι�	ÐσÓε	Íα	είÍαι�	Α� �	FP�
%Γ 1	FP	και	ΑΔ �	FP�	Να	ÁρειÖ	Óα	μ»κÇ	ÓÕÍ	ευθ¿ÆραμμÕÍ	ÓμÇμάÓÕÍ	�Δ	και	ΑΓ�

�άρε	σε	μια	ευθεία	Óα	ÃιαÃο×ικά	σÇμεία	Α�	��	Γ�	Δ	και	Ε	ºÓσι�	ÐσÓε	Íα	είÍαι�	Α� �	FP�
$Γ	 	�	FP�	ΓΔ	 	1��	FP	και	ΑΕ	 	���	FP�	1α	Áρεθο¿Í	Óα	μ»κÇ	ÓÕÍ	ΑΔ	και	ΓΕ�

ΔίÍεÓαι	ºÍα	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α�	 	���	FP�	�άÍÕ	σÓÇÍ	ευθεία	Α�	Ïάρε	ºÍα	σÇμείο	Κ�	
ÓºÓοιο	ÐσÓε	ΑΚ �	FP	και	ºÍα	άλλο	σÇμείο	��	ÓºÓοιο�	ÐσÓε	Íα	είÍαι	�� ���	FP�	�α�	Να	
ÁρειÖ	Óο	μ»κοÖ	Óου	Κ��	�Á�	Σε	Ïοια	ÏερίÏÓÕσÇ	συμÁαίÍει	Íα	είÍαι	Κ�	 	11	FP�	�Æ�	1α	
ÃιευρευÍ»σειÖ�	σε	ÏοιεÖ	ÏεριÏÓÐσειÖ	Óο	Κ�	είÍαι	μεÆαλ¿Óερο	»	μικρ½Óερο	αÏ½	11	FP�

ΓιαÓί	Óο	αεροÏλάÍο	
μÏορεί	Íα	ÃιαÍ¿σει	
μικρ½ÓερÇ	αÏ½σÓασÇ	
αÏ½	Óο	Ïλοίο�	Æια	Íα	
Ïάει	αÏ½	ÓÇÍ	Αθ»Íα	
σÓÇ	Σάμο�

-	1��	-	 ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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­ÍαÖ	ÏαÓºραÖ	και	ο	ÆιοÖ	Óου	ÆυμÍάÙοÍÓαι	και	κάÍουÍ
	ÓιÖ	ίÃιεÖ	ασκ»σειÖ�

→ ΜÏορείÖ	 Íα	 ÁρειÖ	 εάÍ	 οι	 ÆÕÍίεÖ�	 Ïου	
	 	 σ×ÇμαÓίÙουÍ	 Óα	 Ï½Ãια	 ÓουÖ	 σÓÇÍ	 ίÃια	
	 	 ακριÁÐÖ	 σÓάσÇ	 Ïου	 º×ουÍ	 σÓο	 ÃιÏλαÍ½	
	 	 σ×»μα	είÍαι	ίσεÖ�

→ Να	 ÃικαιολοÆ»σειÖ	 ÓÇÍ	 αÏάÍÓÇσ»	 σου	
	 	 σ×εÓικά	 με	 ÓÇ	 σ¿ÆκρισÇ	 Óου	 αÍοίÆμαÓοÖ	
	 	 ÓÕÍ	ÏοÃιÐÍ	ÓουÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
#  + μέτρηση των γωνιών γίνεται με το µοιρογνωµόνιο.

#  ¢ αριθμός που προκύπτει από τη μέτρηση ονομάÙεται µέτρο της γωνίας.

#  �ονάδα μέτρησης των γωνιών είναι η µοίρα, που γράφεται: 1�.

#  �ίναι: 1�   �0! (πρώτα λεπτά) και 1!  �0" (δεύτερα λεπτά).

�πό τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:

!  Κάθε γωνία έχει µοναδικό µέτρο που
εξαρτάται μόνο από το ²άνοιγµα³ των 
πλευρών της.

!  Αν δύο γωνίες έχουν το ίδιο µέτρο
  είναι ίσες.

  

 "  Στο εξής µε xO
�

y ή ω
��

θα συµβολίÚουµε τη γωνία και το µέτρο της.

ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ -	1��	-

Ο
x

y

Β.1.5.  Μέτρηση, σύγκριση και ισότητα γωνιών - Διχοτόµος γωνίας

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

ΙΣΤΟΡΙΚΗ	ΑΝΑΔΡΟΜΗ

70°

+	μοίρα	αÍ»κει	σε	εξηνταδικό	σ¿σÓÇμα	αρίθμÇσÇÖ	�με	ÁάσÇ	Óο	�0��	ΑυÓ½	Ïροºρ×εÓαι	
αÏ½	ÓουÖ	ΣουμºριουÖ	και	σÓÇ	συÍº×εια	αÏ½	ÓουÖ	�αÁυλÐÍιουÖ�	ÃÇλαÃ»	×ροÍολοÆείÓαι	
ÏριÍ	αÏ½	Óο	2100 π.Χ.	Ο	λ½ÆοÖ	εÏιλοÆ»Ö	Óου	συσÓ»μαÓοÖ	αυÓο¿	εικάÙεÓαι	½Óι	είÍαι	Ç	
ÏροσÏάθεια	 εÍοÏοίÇσÇÖ	 ÓÕÍ	 ÃιαφορεÓικÐÍ	 συσÓÇμάÓÕÍ	 αρίθμÇσÇÖ�	 Ïου	 υÏ»ρ×αÍ	
εκείÍÇ	 ÓÇÍ	 εÏο×»	 �με	 ÁάσÇ	 Óο	5	 και	 Óο	12��	 ¬λλοι	 º×ουÍ	 ÓÇÍ	 άÏοÂÇ	 ½Óι	 Ç	 ÁάσÇ	�0 
καθιερÐθÇκε	αÏ½	ÓÇÍ	ασÓροÍομία	και	άλλοι	½Óι	º×ει	εÏιλεÆεί	Æια	ÁάσÇ	ο	αριθμ½Ö	�0 
εÏειÃ»	 º×ει	 Ïολλο¿Ö	 ÃιαιρºÓεÖ�	 ΣÇμασία	 º×ει	 ½Óι	 μº×ρι	 σ»μερα	 º×ει	 εÏικραÓ»σει	 Óο	
εÉÇÍÓαÃικ½	σ¿σÓÇμα	Æια	ÓÇ	μºÓρÇσÇ	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ�	Óου	×ρ½Íου	κ�λÏ�
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Να	ÆίÍει	σ¿ÆκρισÇ	Ã¿ο	ÆÕÍιÐÍ	με	ºÍα	ÃιαφαÍºÖ	×αρÓί�

Λύση

" �ποτυπώνουμε τη γωνία  ΑO
�

B
�
στο διαφανές χαρτί.

" ¥οποθετούμε το αποτύπωμα πάνω στη γωνία ΛΚ
�

Ν έτσι, ώστε το Ο να ταυτιστεί με
  το Κ και η πλευρά ΟΑ με τη ΚΛ. ¥ότε μία μόνο από τις παρακάτω τρεις 
  περιπτώσεις μπορεί να εμφανιστεί.

1α	συÆκριθο¿Í	οι	ÏροσκείμεÍεÖ	σÓÇ	ÁάσÇ	ÆÕÍίεÖ	εÍ½Ö	ισοσκελο¿Ö	ÓριÆÐÍου�

Λύση
To ισοσκελές τρίγωνο έχει δύο πλευρές ίσες, δηλαδή
ΑΒ   ΑΓ. �ε το διαφανές χαρτί συγκρίνουμε τις προσκείµενες 
στη βάση γωνίες  B

�
 και  Γ

�
.

�ιαπιστώνουμε ότι:

#  Οι προσκείµενες στη βάση ισοσκελούς τριγώνου γωνίες είναι ίσες.

-	1��	-	 ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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¸πως κάθε ευθύγραμμο τμήμα έχει ένα σημείο, το μέσο 

του, που το διαιρεί σε δύο ίσα μέρη, έτσι και κάθε γωνία 

έχει μία ημιευθεία στο εσωτερικό της, που τη χωρίÙει σε 

δύο ίσες γωνίες.

!  Διχοτόµος γωνίας ονομάÙεται η ημιευθεία που

  έχει αρχή την κορυφή της γωνίας και τη χωρίÙει

  σε δύο ίσες γωνίες.

ΔίÍεÓαι	μια	ÆÕÍία	xO
�

y.	Να	καÓασκευασÓεί	Ç	Ãι×οÓ½μοÖ	ÓÇÖ�

Λύση
1Rς τρόπος� Με το μοιρογνωμόνιο

�ετράμε τη γωνία xO
�

y και βρίσκουμε το μέτρο της 
ω
�

. �χεδιάÙουμε μια ημιευθεία Ο], μέσα στη γωνία, 
ώστε να προκύψει η γωνία xO

�
], που έχει την ίδια 

κορυφή Ο, κοινή πλευρά Ο[ και μέτρο ω
�

2
.

Tότε και η γωνία  ]O
�

y θα έχει μέτρο: ω
��

– ω
�

2
= ω

�

2
.

" ­ρα η ηµιευθεία Ο] είναι η διχοτόµος της γωνίας, διότι τη χωρίÚει σε δύο
  ίσες γωνίες.

2Rς τρόπος�	Με Gίπλωση χαρτιού

�χεδιάÙουμε τη γωνία σε ένα φύλλο χαρτιού 
σχεδίασης. ¥ο διπλώνουμε με τέτοιο τρόπο, ώστε η 
ευθεία της τσάκισης να περάσει από την κορυφή 
της γωνίας και ταυτόχρονα η μία πλευρά της 
γωνίας να συμπέσει με την άλλη πλευρά της.
¥ότε η ευθεία της τσάκισης σχηματίÙει με τις 
πλευρές της γωνίας δύο ίσες γωνίες, αφού με τη 
δίπλωση συνέπεσαν.
¬ρα η ευθεία αυτή είναι η διχοτόμος της γωνίας.

ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ -	1��	-

ω
ω

y

x

£
Ãι×οÓ½μοÖ				]

O

x

]

y

ω
�

ω
�

2

O

y

]

x

3.
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ΑÏ½	Óι	εÉαρÓάÓαι	Óο	μºÆεθοÖ	μιαÖ	ÆÕÍίαÖ�
�ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇ	θºσÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ��
T	ΑÏ½	Óο	±άÍοιÆμα²	ÓÕÍ	ÏλευρÐÍ	ÓÇÖ							T		ΑÏ½	Óο	μ»κοÖ	ÓÕÍ	ÏλευρÐÍ
T	Και	αÏ½	Óα	Ã¿ο	ÏαραÏάÍÕ�

Σ×εÃίασε	μια	ÆÕÍία [O
�
\ ���. Να	ÆράÂειÖ	μια	Çμιευθεία	Ο]	Ïου	Íα	×ÕρίÙει	ÓÇ	ÆÕÍία	

[O
�
\ σε	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ�	αÏ½	ÓιÖ	οÏοίεÖ	Ç	μία	Íα	είÍαι	����

Σ×εÃίασε	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	μ
�
 ����	λ

�
 ����	κ

�
 1���	Â

�
 ���	ρ

�
 ���	και	φ

�
 1����

Να	ÁρειÖ	Óο	μºÓρο	ÓÕÍ	ÏαρακάÓÕ	ÆÕÍιÐÍ�

Να	συÆκρίÍειÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	και	Íα	ÓιÖ	ÆράÂειÖ	καÓά	σειρά	αÏ½	ÓÇ	μεÆαλ¿ÓερÇ	ÏροÖ	ÓÇ	
μικρ½ÓερÇ�

Με	Óο	ÃιαφαÍºÖ	×αρÓί	Íα	συÆκρίÍειÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ�
�α�	 Õ

�
	 και	 φ

�
�	 �Á�	 φ

�
	 και	 ρ

�
�	 �Æ�	 Õ

�
	 και	 ρ

�
�	 �Ã�	 Â

�
	 και	 κ

�
�	 �ε�	 Â

�
	 και	 λ

�
�	 �σÓ�	 Â

�
	 και	 μ

�
�

�Ù�		ρ
�
	και	θ

�
�

Σ×ÇμάÓισε	ÆÕÍίεÖ	�α�	����	�Á�	���	και	�Æ�	1���	και	σ×εÃίασε	ÓιÖ	Ãι×οÓ½μουÖ	αυÓÐÍ�

Σ×εÃίασε	ÓÇÍ	Ïορεία	μιαÖ	ακÓίÍαÖ	φÕÓ½Ö�	Ç	οÏοία	ÏροσÏίÏÓει	σε
καθρºÏÓÇ	και	αÍÓαÍακλάÓαι�

Σ×εÃίασε	ÓÇÍ	κίÍÇσÇ	μιαÖ	μÏάλαÖ	μÏιλιάρÃου	Ïου	κάÍει	μº×ρι	και	ÓºσσεριÖ
αÍακλάσειÖ	σÓιÖ	ÏλευρºÖ	Óου	μÏιλιάρÃου�

-	1��	-	 ΜºροÖ	�!	-	.εφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ

α
β

δ
ε λ μ

β

γ
δ

ω

φ ρ θ ψ

κ

λ

μ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ
1.

2.
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Σε	 ½λα	 Óα	 ÏαρακάÓÕ	 αÍÓικείμεÍα	 σ×ÇμαÓίÙοÍÓαι	 ÃιάφορεÖ	 ÆÕÍίεÖ	 αÍάλοÆα	 με	 ÓÇ	
σ×εÓικ»	θºσÇ�	κάθε	φορά�	Ã¿ο	ÇμιευθειÐÍ	Ïου	º×ουÍ	ºÍα	κοιÍ½	σÇμείο�	½ÏÕÖ	Ï�×�	είÍαι	
οι	ÃείκÓεÖ	Óου	ρολοÆιο¿�	Óα	Ï½Ãια	ÓÕÍ	αÍθρÐÏÕÍ�	Óα	φÓερά	Óου	αεÓο¿	κ�λÏ�
Η	σειρά	Ïου	ÓοÏοθεÓ»θÇκαÍ	Óα	Ãιάφορα	σκίÓσα	είÍαι	Óυ×αία�

→		 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	ÓÇ	σÕσÓ»	αÍÓισÓοι×ία�

Το	σÏίÓι	ÓÇÖ	ÃιÏλαÍ»Ö	εικ½ÍαÖ	º×ει	Ã¿ο	καμιÍάÃεÖ�

→		 �οια	είÍαι	Ç	μεÓαÉ¿	ÓουÖ	Ãιαφορά�

→		 �οια	αÏ½	ÓιÖ	Ã¿ο	είÍαι	κάθεÓÇ	σÓÇ	σÓºÆÇ	και
	 	 ÆιαÓί�

→		 ΓεÍικ½Óερα�	είÍαι	ÃυÍαÓ½	Íα	º×ουμε	κάθεÓεÖ	
	 	 ευθείεÖ�	×ÕρίÖ	αÏαραίÓÇÓα	Íα	είÍαι	αυÓºÖ	οριÙ½ÍÓιεÖ	και	καÓακ½ρυφεÖ�

    →	ΞºρειÖ	ÆιαÓί	ÃεÍ	ÏºφÓει	ο	Ï¿ρÆοÖ	ÓÇÖ	�ίÙαÖ�

    →	�ÐÖ	Áρίσκουμε	ÓÇÍ	καÓακ½ρυφο	σε	ºÍαÍ	Ó½Ïο�

    →	Και	ÏÐÖ	ελºÆ×ουμε	½Óι	ºÍα	εÏίÏεÃο	º×ει
	 	 	 	 	 οριÙ½ÍÓια	θέση�

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-

Β.1.�.  Είδη γωνιών - Κάθετες ευθείες

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

Μηδενική 2ξεία Ορθή Αμβλεία Ευθεία Μη κυρτή Πλήρης
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Είδη γωνιών

! Ορθή γωνία λέγεται η γωνία της οποίας 
 το µέτρο είναι ίσο µε �0�.

  " ¢ι πλευρές της ορθής γωνίας είναι
   κάθετες ηµιευθείες.

! Οξεία γωνία λέγεται κάθε γωνία με
 µέτρο µικρότερο των �0�. 

! Αµβλεία γωνία λέγεται κάθε γωνία με
 µέτρο µεγαλύτερο των �0� και
 μικρότερο των 180�. 
 

! Ευθεία γωνία λέγεται η γωνία της
 οποίας το µέτρο είναι ίσο µε 180�.
 " ¢ι πλευρές της ευθείας γωνίας
	 	 είÍαι	αÍÓικείμεÍεÖ	ÇμιευθείεÖ�

! 0η κυρτή γωνία λέγεται κάθε γωνία
 με µέτρο µεγαλύτερο των 180� και
 μικρότερο των 3�0�.

! Μηδενική γωνία λέγεται η γωνία της
 οποίας το µέτρο είναι ίσο µε 0�. 

! Πλήρης γωνία λέγεται η γωνία της 
 οποίας το µέτρο είναι ίσο µε 3�0�.

# Η ηµιευθεία της τελικής πλευράς μιας
 µηδενικής και μιας πλήρους γωνίας
 ταυτίÙεται με αυτή της αρχικής πλευράς.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ

x

y

y

y

y

O

x
O

x
O

x
O

x
y O

x

y
O

x
y

O

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

21-0027 book.indb   170 16/1/2013   9:46:59 μμ



! �ύο ευθείες είναι κάθετες όταν οι γωνίες, που σχηματίÙουν αυτές
τεμνόμενες, είναι ορθές.

Πώς συμβολίζουμε την καθετότητα δύο ευθειών;

! �ια να δηλώσουμε ότι δύο ευθείες ε1 και ε2 είναι κάθετες,
χρησιμοποιούμε το σύμβολο “A”, γράφουμε ε1Aε2 και διαβάÙουμε: 
±Ç	ε1	είÍαι	κάθεÓÇ	σÓÇÍ	ε�”.

! �ύο ευθύγραμμα τμήματα �ή δύο ημιευθείες� που βρίσκονται
πάνω σε δύο κάθετες ευθείες, λέγονται κάθετα ευθύγραµµα 
τµήµατα �ή κάθετες ηµιευθείες�.

�ÐÖ	μÏορο¿με	Íα	ÃιαÏισÓÐσουμε	½Óι	Ã¿ο	ÓεμÍ½μεÍεÖ	ευθείεÖ	είÍαι	κάθεÓεÖ�

Λύση
�χεδιάÙουμε δύο τεμνόμενες ευθείες ε1 και ε2 σε ένα φύλλο χαρτί.
�ιπλώνουμε το χαρτί κατά μήκος της ευθείας ε2 και διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

�ÐÖ	μÏορο¿με	Íα	καÓασκευάσουμε	Ã¿ο	κάθεÓεÖ	ευθείεÖ�

Λύση
�ν διπλώσουμε το φύλλο χαρτί δύο φορές, με τον τρόπο που φαίνεται στα παρακάτω 
σχήματα και μετά το ανοίξουμε, παρατηρούμε ότι τα τσακίσματα, που έγιναν πάνω στο 
χαρτί, παριστάνουν δύο κάθετες ευθείες ε1 και ε2.

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1�1	-

ε1

B

A

Γ
Δ

ε2

$

ΕB

Α

Γ

Ε

Δ

B

Γ

Δ

Α

�ε2� �ε1�c

�ε1� �ε2�

Ε

B

Δ

Α

Γ

Ε

Γ

Δ

Α
�ε2�

�ε1�B

c

�ε2�

�ε1�

ε1

ε2

$
Α Γ

Β
�ε1�

Α Γ

Β
�ε1�

�ε2�

Α Γ

�ε2�

�ε1�
Β

c c

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

(α)

(β)

2ι ημιευθείες ΑΔ και ΑΕ 
δεν συμπίπτουν.
�πομένως οι τεμνόμενες 
ευθείες ε1 και ε2 δεν είναι 
κάθετες.

¢ι ημιευθείες ΑΔ και ΑΕ 
συµπίπτουν. �την περίπτωση 
αυτή λέμε ότι οι τεμνόμενες 
ευθείες ε1 και ε2 είναι 
κάθετες �ε1Aε2�.
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Να	σ×εÃιασÓεί	ευθεία	ε!�	Ïου	Ãιºρ×εÓαι	αÏ½	σÇμείο	Α	και	είÍαι	κάθεÓÇ	σε	ευθεία	ε�

ΔίÍεÓαι	Ç	ευθεία	ε	και	Óα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ�	Να	σ×εÃιασÓο¿Í	ευθείεÖ	ε1�	ε��	ε3	και
ε4�	Ïου	Ãιºρ×οÍÓαι	αÏ½	αυÓά	Óα	σÇμεία	αÍÓίσÓοι×α�	κάθεÓεÖ	σÓÇÍ	ε�

Λύση
¥οποθετούμε τον γνώμονα πάνω στην ευθεία ε έτσι, ώστε η μία 
από τις δύο κάθετες πλευρές του να συμπίπτει με την ευθεία ε. 
�ύρουμε τον γνώμονα στην ευθεία ε, έως ότου η άλλη κάθετη 
πλευρά του να έρθει σε επαφή με ένα από τα δοσμένα σημεία. 
�πό το σημείο αυτό χαράÙουμε την ευθεία που είναι κάθετη 
στην ε. �παναλαμβάνουμε τη διαδικασία αυτή, για κάθε σημείο 
Α, Β, Γ και Δ και κατασκευάÙουμε τις ευθείες ε1, ε2, ε3 και ε4 
αντίστοιχα, που είναι κάθετες στην ευθεία ε.

7RÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇ	θºσÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ�
�α�		 ΑÍ	οι	ÏλευρºÖ	μιαÖ	ÆÕÍίαÖ	είÍαι	ÇμιευθείεÖ	κάθεÓεÖ	μεÓαÉ¿	ÓουÖ�
	 	 Ó½Óε	Ç	ÆÕÍία	λºÆεÓαι�	T	ΟÉεία					T	Ορθ»						T	ΑμÁλεία�
�Á�		 ΑÍ	σε	μια	ÆÕÍία	Ç	Óελικ»	Ïλευρά	ÓÇÖ	ÓαυÓίÙεÓαι	με	ÓÇÍ	αρ×ικ»�	αφο¿	κάÍει	μια	Ïλ»ρÇ	
	 	 σÓροφ»�	Ó½Óε	Ç	ÆÕÍία	λºÆεÓαι�	T	ΜÇÃεÍικÇ	ÆÕÍία		T	Ευθεία	ÆÕÍία		T	�λ»ρÇÖ	ÆÕÍία�

Σ×εÃίασε	Çμιευθεία	Ο[	και	×άραÉε	ευθεία	Ïου	Íα	Ãιºρ×εÓαι	αÏ½	Óο	Ο	κάθεÓÇ	σÓÇÍ	Ο[�

Σ×εÃίασε	Ã¿ο	ευθείεÖ	Ïου	Íα	Ãιºρ×οÍÓαι	αÏ½	Óα	άκρα	εÍ½Ö	ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	και	Íα	
είÍαι	κάθεÓεÖ	σ´	αυÓ½�
Σ×εÃίασε	Ã¿ο	ÇμιευθείεÖ	Ο[	και	Ο\	Ïου	Íα	μÇÍ	Ïεριº×οÍÓαι	σÓÇÍ	ίÃια	ευθεία�	ΣÇμείÕσε	σÓÇÍ	
Ο[	Óρία	σÇμεία	Α��	και	Γ�	ΑÏ½	κάθε	σÇμείο	αÏ½	αυÓά	σ×εÃίασε	ευθεία	κάθεÓÇ	ÏροÖ	ÓÇÍ	Ο\�

Σ×εÃίασε	Ã¿ο	ÇμιευθείεÖ	Ο[	και	Ο\	Ïου	Íα	μÇÍ	Ïεριº×οÍÓαι	σÓÇÍ	ίÃια	ευθεία�	ΣÓο	σÇμείο	Ο	
Íα	φºρειÖ	ÓιÖ	κάθεÓεÖ	ευθείεÖ	ÏροÖ	ÓιÖ	2[	και	Ο\�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Σ×εÃίασε	ºÍα	ÓρίÆÕÍο	και	φºρε	αÏ½	κάθε	κορυφ»	Óου	ÓÇÍ	κάθεÓÇ	ÏροÖ	ÓÇÍ	αÏºÍαÍÓι	Ïλευρά	Óου�
Σ×εÃίασε	μια	ευθεία	ε	και	Ã¿ο	σÇμεία	Α	και	�	Ïου	ÃεÍ	αÍ»κουÍ	σÓÇÍ	ευθεία	αυÓ»�	�ºρε	αÏ½	Óα	Α	και	
�	ευθείεÖ	κάθεÓεÖ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ε	και	εÉºÓασε	σε	Ïοια	ÏερίÏÓÕσÇ	οι	Ã¿ο	αυÓºÖ	κάθεÓεÖ	συμÏίÏÓουÍ�
7RÏοθºÓÇσε	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	οÍομασίεÖ	ÆÕÍιÐÍ�	με	σειρά	μεÆºθουÖ	Óου	μºÓρου	ÓουÖ�
Ορθ»	-	Ευθεία	-	�λ»ρÇÖ	-	ΑμÁλεία	-	ΜÇÃεÍικ»	-	ΜÇ	κυρÓ»	-	ΟÉεία�

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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3.

4.
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Α
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Α
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.

2η περίπτωση: Το σημείο Α δεν ανήκει στην ευθεία ε

1η περίπτωση: Το σημείο Α ανήκει στην ευθεία ε
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	 Σε	καθºÍα	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	Óρία	σ×»μαÓα	υÏάρ×ουÍ	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ	
�
φ	και	

�
Õ�

→	ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	κεÍά	σÓÇÍ	Ïρ½ÓασÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σε	καθºÍα	αÏ½	Óα	Óρία	σ×»μαÓα
	 	 και	Ãικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�  

Έχουν κοινή την .............. 
και την ....................... και
κανένα άλλο κοινό σηµείο.

 

Έχουν μόνο κοινή 
.................... και 
κανένα άλλο κοινό σηµείο.

  

Έχουν κοινή την................
μία ...................................
και ................................... .

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

!  Εφεξής γωνίες ονομάÙονται δύο γωνίες που έχουν
την ίδια κορυφή, µία κοινή πλευρά και δεν έχουν 
κανένα άλλο κοινό σηµείο.

!  ¢ι γωνίες  ΔΟ
�

Α και  ΑΟ
�

Β καθώς και οι γωνίες
   ΑΟ

�
Β και  ΒΟ

�
Γ είναι εφεξής. ¥ότε οι γωνίες  ΔΟ

�
Α,

   ΑΟ
�

Β και  ΒΟ
�

Γ λέγονται διαδοχικές.

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-

Α
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Β
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Α

Δ

Β

Γ

Ο

Β.1.7. (φεξής και διαδοχικές γωνίες - ­θροισµα γωνιών

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

ω
φ

φ
ω
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ªÏάρ×ει	Óρ½ÏοÖ	Æια	Íα	ÆίÍουÍ	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ	εφεÉ»Ö�

Λύση
$ποτυπώνουμε τη μία γωνία σε 
διαφανές χαρτί και τη μεταφέρουμε 
κατάλληλα έτσι, ώστε να γίνει εφεξής 
με την άλλη.

Σε αρκετές περιπτώσεις χρειάζεται να προσθέσουμε δύο γωνίες, Gηλαδή να βρούμε μια 
τρίτη γωνία, που να είναι το άθροισμά τους.  Ας δούμε πώς γίνεται αυτό.

Να	Áρεθεί	Ç	ÆÕÍία�	Ïου	είÍαι	άθροισμα	Ã¿ο	ÆÕÍιÐÍ�

Λύση
�ε το διαφανές χαρτί, όπως κάναμε και προηγουμένως, φέρνουμε τις δύο γωνίες 
ΑΟ
�

Β και ΓΚ
�

Δ σε θέση τέτοια, ώστε να γίνουν εφεξής. ¥ότε οι μη κοινές πλευρές ΟΑ 
και ΟΔ σχηματίÙουν μια νέα γωνία την ΑΟ

�
Δ, για την οποία διαπιστώνουμε, με το 

μοιρογνωμόνιο, ότι έχει μέτρο α
�

 + β
�

, δηλαδή είναι το άθροισµα των μέτρων
�α
�

 και β
�

� των δύο γωνιών.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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1α	Áρεθεί	Óο	άθροισμα	Ã¿ο	ÆÕÍιÐÍ	με	μºÓρα	���	και	����

Λύση
Έστω οι γωνίες [O

�
x! και \O

�
y! με μέτρα 

α
�

 ��� και β
�

 ��� αντίστοιχα.

� γωνία xO
�

y! που έχει άνοιγμα:

x
�
Oy! =

�
α + 

�
β = 50� + 82� = 132�,

είναι το άθροισμα των γωνιών αυτών.

ΔίÍεÓαι	ευθεία	[![�	ΑÏ½	ºÍα	σÇμείο	Ο	ÓÇÖ	ευθείαÖ	φºρÍουμε	ÏροÖ	Óο	ίÃιο	μºροÖ	ÓÇÖ�	
Ã¿ο	 ÇμιευθείεÖ	 Ο\	 και	 Ο]�	 Να	 Áρεθεί	 Óο	 άθροισμα	 ÓÕÍ	 ÓριÐÍ	 ÆÕÍιÐÍ�	 Ïου	
σ×ÇμαÓίÙοÍÓαι�	½ÏÕÖ	φαίÍεÓαι	σÓο	σ×»μα�

Λύση
¸πως παρατηρούμε, η γωνία xO

�
x! είναι το άθροισμα 

των διαδοχικών γωνιών yO
�

x!, yO
�

z και zO
�

x. ¬ρα το 
μέτρο της δ

�
 είναι το άθροισμα των αντίστοιχων 

μέτρων α
�

, β
�

 και γ
�

 των γωνιών αυτών,

δηλαδή 
�
δ = 

�
α + 

�
β + 

�
γ . �πειδή όμως οι πλευρές της 

γωνίας xO
�

x! είναι αντικείμενες ημιευθείες, η γωνία 

αυτή έχει μέτρο 
�
δ = 180�.

¬ρα, 
�
α + 

�
β + 

�
γ = 180�.

Σ×εÃίασε	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ	Ïου	Íα	º×ουÍ	ÓÇÍ	ίÃια	κορυφ»	και	μια	κοιÍ»	Ïλευρά�
οι	οÏοίεÖ	�α�	Íα	είÍαι	εφεÉ»Ö	και	�Á�	Íα	μÇÍ	είÍαι	εφεÉ»Ö�

Να	ÁρειÖ	σÓο	σ×»μα	και	Íα	οÍομάσειÖ	½λεÖ	ÓιÖ	εφεÉ»Ö	και	½λεÖ	
ÓιÖ	ÃιαÃο×ικºÖ	ÆÕÍίεÖ�

Να	ÁρειÖ	Óα	Ùε¿ÆÇ	ÓÕÍ	εφεÉ»Ö	ÆÕÍιÐÍ	σÓο	σ×»μα�

Να	ÆράÂειÖ	ÓιÖ	εφεÉ»Ö	και	ÓιÖ	ÃιαÃο×ικºÖ	ÆÕÍίεÖ	Ïου	υÏάρ×ουÍ	σÓα	ÏαρακάÓÕ	σ×»μαÓα�

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-
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Δ¿ο	ÆÕÍίεÖ	xO
�

y	και	yO
�

z	είÍαι	εφεÉ»Ö�
Οι	μÇ	κοιÍºÖ	ÏλευρºÖ	ÓουÖ	είÍαι	αÍÓικείμεÍεÖ	ÇμιευθείεÖ�

→	 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	Óο	άθροισμά	ÓουÖ�

Δ¿ο	ÆÕÍίεÖ	xO
�

y	και	yO
�

z	είÍαι	εφεÉ»Ö�
Οι	μÇ	κοιÍºÖ	ÏλευρºÖ	ÓουÖ	είÍαι	κάθεÓεÖ	ÇμιευθείεÖ�

→	 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	Óο	άθροισμά	ÓουÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

!  Παραπληρωµατικές γωνίες ονομάÙονται δύο
γωνίες που έχουν άθροισµα 180�.
� κάθε μία από αυτές λέγεται
παραπληρωματική της άλλης.

!  Συµπληρωµατικές γωνίες ονομάÙονται δύο
γωνίες που έχουν άθροισµα �0�.
� κάθε μία από αυτές λέγεται
συμπληρωματική της άλλης.

!  Κατακορυφήν γωνίες ονομάÙονται δύο γωνίες
που έχουν την κορυφή τους κοινή και τις 
πλευρές τους αντικείµενες ηµιευθείες.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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Β.1.8. Παραπληρωµατικές και Συµπληρωµατικές γωνίες - 
   .ατακορυφήν γωνίες
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ΔίÍεÓαι	Ç	ÆÕÍία	[2
�
\	με	μºÓρο	α

�
 ����	Να	Áρεθεί	και	Íα	σ×εÃιασÓεί	Ç	ÏαραÏλÇρÕμαÓικ»	ÓÇÖ�

Λύση
Έστω ότι η παραπληρωματική της α

�
 έχει

μέτρο β
�

. �α είναι τότε: 
�
β = 180�– 

�
α , δηλαδή 

θα είναι: 
�
β = 180�– 72� = 108�.

�ια να σχεδιάσουμε την παραπληρωματική 
μιας γωνίας  xO

�
y, προεκτείνουμε την πλευρά 

αυτής Ο[ προς το μέρος του Ο, οπότε έχουμε 
την ημιευθεία Ο[!, αντικείμενη της Ο[. Έτσι 
σχηματίÙεται η γωνία yO

�
x!, που είναι 

παραπληρωματική της xO
�

y και έχει μέτρο το 
β
�

, ώστε να είναι:
�
α + 

�
β = 180�.

ΔίÍεÓαι	Ç	ÆÕÍία	[2
�
\	με	μºÓρο	α

�
 ����	Να	Áρεθεί	και	Íα	σ×εÃιασÓεί	Ç	συμÏλÇρÕμαÓικ»	ÓÇÖ�

Λύση
Έστω ότι η συμπληρωματική της α

�
 έχει μέτρο β

�
. 

�α είναι τότε  
�
β = 90�– 

�
α,

δηλαδή θα είναι: 
�
β = 90�– 33� = 57�.

�ια να σχεδιάσουμε τη συμπληρωματική μιας 
γωνίας xO

�
y φέρνουμε την ημιευθεία Ο[! A�Ox προς 

το μέρος του ημιεπιπέδου που βρίσκεται η Ο\.
Έτσι σχηματίÙεται η γωνία yO

�
x!, που είναι 

συμπληρωματική της xO
�

y και έχει μέτρο το  β
�

,
ώστε να είναι:  

�
α + 

�
β = 90�.

Σε	ÏοιεÖ	αÏ½	ÓιÖ	ÏαρακάÓÕ	ÏεριÏÓÐσειÖ	οι	ÆÕÍίεÖ	είÍαι	καÓακορυφ»Í	και	ÆιαÓί�

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-

x! x

y

α
�
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O

β
�

 108�

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.

O

x!

x

y

α
�

 33�

β
�

 57�

Είναι κατακορυφήν
�ιότι έχουν κοινή κορυφή και οι πλευρές 

τους είναι αντικείμενες ημιευθείες.

Δεν είναι κατακορυφήν
�ιότι ή δεν έχουν κοινή κορυφή ή οι πλευρές 

τους δεν είναι αντικείμενες ημιευθείες.
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Να	εÉεÓασÓεί	με	ÃιαφαÍºÖ	×αρÓί	Ç	σ×ºσÇ	Ã¿ο	καÓακορυφ»Í	ÆÕÍιÐÍ�

�ιαπιστώνουμε, λοιπόν ότι:

!  Δύο κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.

Να	ÃικαιολοÆÇθεί	ÆιαÓί	Ã¿ο	κάθεÓεÖ	ευθείεÖ	σ×ÇμαÓίÙουÍ	ÓºσσεριÖ	ορθºÖ	ÆÕÍίεÖ�

Λύση
�χεδιάÙουμε μια ορθή γωνία xO

�
y �με μέτρο α

�
   �0�� 

και προεκτείνουμε τις πλευρές της προς το μέρος 
της κορυφής της, οπότε έχουμε δύο κάθετες ευθείες 
x!x και y!y.
�πειδή οι γωνίες xO

�
y και x!O

�
y! είναι κατακορυφήν, 

θα είναι ίσες, δηλαδή 
�
γ = 

�
α = 90�.

¢ι γωνίες, όμως, x!O
�

y και xO
�

y είναι παραπληρωμα�
τικές, άρα θα είναι: 

�
β = 180� – 90� = 90�.

�λλά οι γωνίες x!O
�

y και xO
�

y! είναι κατακορυφήν, οπότε: 
�
δ = 

�
β = 90�.

�πομένως βλέπουμε ότι: 
�
α = 

�
β = 

�
γ = 

�
δ = 90�.

1α	υÏολοÆισÓο¿Í	οι	ÆÕÍίεÖ	Óου	σ×»μαÓοÖ�	εάÍ	είÍαι	α
�

 40��

Λύση
�πειδή οι γωνίες με μέτρα  γ

�
 και 	α

��
είναι κατακορυφήν, επομένως θα είναι ίσες,

δηλαδή  
�
γ = 

�
α = 40�. ¢ι γωνίες, όμως, με μέτρα β

�
 και α

�
 

είναι παραπληρωματικές, άρα θα είναι:
�
β = 180� – 40� = 140�.
�λλά οι γωνίες με μέτρα β

�
 και δ

�
 είναι κατακορυφήν, 

οπότε: 
�
δ = 

�
β = 140�.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇ	θºσÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ�
ΑÍ	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ	º×ουÍ	ÓÇÍ	κορυφ»	ÓουÖ	κοιÍ»	και	ÓιÖ	ÏλευρºÖ	ÓουÖ	αÍÓικείμεÍεÖ
ÇμιευθείεÖ�	Ó½Óε	λºÆοÍÓαι�
T	ΕφεÉ»Ö	ÆÕÍίεÖ					T	ΔιαÃο×ικºÖ	ÆÕÍίεÖ						T	�αραÏλÇρÕμαÓικºÖ	ÆÕÍίεÖ	
T	ΣυμÏλÇρÕμαÓικºÖ	ÆÕÍίεÖ						T	ΚαÓακορυφ»Í	ÆÕÍίεÖ�

Να	σ×εÃιάσειÖ	μία	ÆÕÍία	1���	και	μεÓά	Íα	ÁρειÖ	και	Íα	σ×ÇμαÓίσειÖ	ÓÇÍ	ÏαραÏλÇρÕμαÓικ»	ÓÇÖ�

Να	ÁρειÖ	Óι	είÃουÖ	ÆÕÍία	είÍαι	Ç	ÏαραÏλÇρÕμαÓικ»	�α�	μιαÖ	αμÁλείαÖ�	�Á�	μιαÖ	ορθ»Ö	
και	�Æ�	μιαÖ	οÉείαÖ	ÆÕÍίαÖ�

Να	σ×εÃιάσειÖ	μια	ÆÕÍία	���	και	μεÓά	Íα	ÁρειÖ	και	Íα	σ×ÇμαÓίσειÖ	ÓÇ	συμÏλÇρÕμαÓικ»	ÓÇÖ�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	είÍαι	ΓΟ
�
Α	 	ΔΟ

�
Α	 	φ

�
�	Να	συÆκρί-

ÍειÖ	 ÓιÖ	 ÆÕÍίεÖ	 ΓΟ
�
��	 ΔΟ

�
�	 και	 Íα	 ÃικαιολοÆ»σειÖ	 Óο

αÏοÓºλεσμα	ÓÇÖ	σ¿ÆκρισÇÖ�

Οι	 ÆÕÍίεÖ α
�
	 και  β

�
	 είÍαι	 ÏαραÏλÇρÕμαÓικºÖ�	 Η α

�
 είÍαι	 ÆÍÕσÓ»	 και	 Óο	 μºÓρο	 ÓÇÖ	

ÃίÍεÓαι	 σÓοÍ	 ÏαρακάÓÕ	 ÏίÍακα�	 �α�	 Να	 σ×εÃιάσειÖ	 ÓÇÍ α
�

, �Á�	 Íα	 σ×εÃιάσειÖ	 και	 Íα	
μεÓρ»σειÖ	ÓÇ β

�
	με	Óο	μοιροÆÍÕμ½Íιο�	�Æ�	Íα	υÏολοÆίσειÖ	ÓÇÍ β

�
�	ΜεÓά	Íα	αÍÓιÆράÂειÖ	

σÓο	ÓεÓράÃι½	σου	ÓοÍ	ÏίÍακα	και	Íα	ÓοÍ	συμÏλÇρÐσειÖ�

α
�

1�� 1�� ��� ��� ��� 11�� 1���1�!

β
�
	αÏ½	μºÓρÇσÇ

β
�
αÏ½	υÏολοÆισμ½

ªÏολ½Æισε	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ α
�

 και  β
�

 Óου	σ×»μαÓοÖ�

Σ×εÃίασε	 μια	 ÆÕÍία	 ���	 και	 μεÓά	 σ×εÃίασε	 ÓÇÍ	
καÓακορυφ»Í	ÓÇÖ�

Να	 ÁρειÖ	 ½λα	 Óα	 Ùε¿ÆÇ	 ÓÕÍ	 καÓακορυφ»Í	 ÆÕÍιÐÍ	
Óου	ÃιÏλαÍο¿	σ×»μαÓοÖ�

ΕάÍ	 ÆÍÕρίÙειÖ	 ½Óι	 Ç	 μία	 ÆÕÍία	 αÏ½	 ÓιÖ	 ÓºσσεριÖ�	 Ïου	 σ×ÇμαÓίÙουÍ	 Ã¿ο	 ÓεμÍ½μεÍεÖ
ευθείεÖ	είÍαι	���	υÏολ½Æισε	ÓιÖ	υÏ½λοιÏεÖ	ÆÕÍίεÖ�

1α	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	Óου	ÃιÏλαÍο¿	σ×»μαÓοÖ
�×ÕρίÖ	μοιροÆÍÕμ½Íιο��

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-
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Οι	 ÃιαÆραμμίσειÖ	 Óου	 αυÓοκιÍÇÓ½Ãρομου	 σÓÇ
ÃιÏλαÍ»	εικ½Íα	συÍαÍÓÐÍÓαι	�ÓºμÍοÍÓαι�	κάÏου�

→	 	 ΜÏορείÖ	Íα	ÃικαιολοÆ»σειÖ	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

ΣÓÇÍ	ÃιÏλαÍ»	εικ½Íα	ÏροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	ÓÇ	
σ×εÓικ»	θºσÇ	ÓÕÍ	ευθειÐÍ�
�α�	Α�	και	ΗΕ�	�Á�	Α�	και	�Γ�		�Æ�	ΗΕ	και	Κ��		
�Ã�	Η�	και	�Ε�		�ε�	Α�	και	�Γ�
�Δικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου��

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  Δύο ευθείες του ιδίου επιπέδου λέγονται παράλληλες, αν δεν έχουν κοινό σημείο 
  όσο κι αν προεκταθούν.

!  Δύο ευθείες του ιδίου επιπέδου που έχουν ένα κοινό σημείο ονομάÙονται
  τεµνόµενες και το κοινό τους σημείο λέγεται σηµείο τοµής των δύο ευθειών.

ΕÏομºÍÕÖ�
"  Δύο ευθείες που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο ή θα είναι παράλληλες ή
  θα τέµνονται.

Πώς συμβολίζουμε την παραλληλία δύο ευθειών;

#  �ια να δηλώσουμε ότι δύο ευθείες ε1 και ε2 είναι
  παράλληλες, χρησιμοποιούμε το σύμβολο “//” και
  γράφουμε ε1//ε2.

Για τα τμήματα των ευθειών μπορούμε να πούμε ότι:

!  �ύο ευθύγραμμα τμήματα που βρίσκονται πάνω
σε δύο παράλληλες ευθείες, θα λέγονται παράλληλα 
ευθύγραµµα τµήµατα και γράφουμε ������.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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Να	Áρεθο¿Í	ÏοιεÖ	αÏ½	ÓιÖ	ευθείεÖ	Óου	σ×»μαÓοÖ
είÍαι	ÏαράλλÇλεÖ	και	ÏοιεÖ	ÓεμÍ½μεÍεÖ�

Λύση
Παράλληλες είναι οι ευθείες δ1 και δ2 (δ1//δ2).
Τεµνόµενες είναι οι ευθείες: �α� ε1 και ε2 στο σημείο Α,
�β� ε1 και δ1 στο σημείο Δ, �γ� ε1 και δ2 στο σημείο Ε,
�δ� ε2 και δ1 στο σημείο Β και �ε� ε2 και δ2 στο σημείο Γ.

Να	σ×εÃιασÓεί	ευθεία	ε1�	Ïου	Íα	είÍαι	ÏαράλλÇλÇ	ÏροÖ	μια	ευθεία	ε	και	Íα	Ãιºρ×εÓαι	
αÏ½	σÇμείο	Α�	Óο	οÏοίο	ÃεÍ	αÍ»κει	σÓÇÍ	ευθεία	ε�

1 ο ς  τ ρ όπ ο ς :  �τα παρακάτω σχήματα βλέπουμε τον τρόπο με τον οποίο μπορούμε 
να σχεδιάσουμε με τον κανόνα και τον γνώμονα την ευθεία ε1, που διέρχεται από το 
σημείο Α και είναι παράλληλη προς την ε.

2 ο ς  τ ρ όπ ο ς :   «ρησιμοποιούμε τον γνώμονα για να φέρουμε κάθετο ΑΒ από το
σημείο Α στην ευθεία ε. �τη συνέχεια φέρουμε την ε1 κάθετη από το Α στην ΑΒ
η οποία είναι η Ùητούμενη παράλληλη της ε.

 !  Δύο ευθείες του επιπέδου κάθετες σε µια ευθεία είναι μεταξύ τους παράλληλες.

Μπορούμε, άραγε, να φέρουμε κι άλλη (διαφορετική) παράλληλη ευθεία από το Α προς την ε;

�εχόμαστε ότι ισχύει η πρόταση:
"  Από ένα σηµείο Α, εκτός ευθείας ε, διέρχεται µία 
  και µοναδική ευθεία ε1 παράλληλη στην ε.

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1�1	-
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Ο	Πλάτωνας	ºÆραÂε	σÓÇÍ	είσοÃο	ÓÇÖ	Ακαδηµίας	Óο	ρÇÓ½�	“Μηδείς αγεωμέτρητος 
εισίτω”�	 ÃίÍοÍÓαÖ	 ιÃιαίÓερο	 ÁάροÖ	 σÓÇ	 σÏουÃ»	 και	 ÓÇ	 ÆÍÐσÇ	 ÓÇÖ	 ΓεÕμεÓρίαÖ�	 Το	
σÇμαÍÓικ½Óερο	ºρÆο	ΓεÕμεÓρίαÖ	σÓÇÍ	αρ×αι½ÓÇÓα	»ÓαÍ	 Óα	 ±Στοιχεία²	 �1�	ÁιÁλία�	
Óου	Ευκλείδη	�άκμασε	ÏερίÏου	Óο	���	Ï�«���	Ïου	αÏεÓºλεσε	σÓαθμ½	σÓÇ	ΓεÕμεÓρία	
και	αÍαÃεί×ÓÇκε	σε	Ïρ½ÓυÏο	μαθÇμαÓικ»Ö	σκºÂÇÖ�	ΕίÍαι	σÇμαÍÓικ½	Íα	ÆÍÕρίÙουμε	
½Óι	Óα	±ΣÓοι×εία²	Óου	ΕυκλείÃÇ	αÍαÆÍÕρίÙοÍÓαι	ÃιεθÍÐÖ	ÕÖ	ºÍα	αÏ½	Óα	μεÆαλ¿Óερα	
εÏιÓε¿ÆμαÓα	Óου	αÍθρÕÏίÍου	ÏÍε¿μαÓοÖ�	ΔεÍ	είÍαι	Óυ×αίο	Óο	ÆεÆοÍ½Ö	½Óι	μαÙί	με	ÓÇ	

�ίÁλο	 είÍαι	 αÏ½	 Óα	 συÆÆράμμαÓα	 Ïου	 εί×αÍ	 ÓιÖ	 Ïερισσ½ÓερεÖ	 εκÃ½σειÖ�	 Ο	 ÃιάσÇμοÖ	 ΓάλλοÖ	
μαθÇμαÓικ½Ö	 Jean Dieudonné�	 ºÆραÂε	 Æια	 Óα	 ±ΣÓοι×εία²	 Óου	 ΕυκλείÃÇ�	 ½Óι�	 ±Η	 ΓεÕμεÓρία	 ÓÕÍ	
Αρ×αίÕÍ	Ελλ»ÍÕÍ	 είÍαι	 ίσÕÖ	 Óο	Ïιο	 εκÏλÇκÓικ½	ÏÍευμαÓικ½	ÃÇμιο¿ρÆÇμα	 Óου	αÍθρÐÏου�	«άρÇ	
σÓουÖ	­λλÇÍεÖ	μÏορºσαμε	Íα	οικοÃομ»σουμε	ÓÇ	σ¿Æ×ροÍÇ	εÏισÓ»μÇ²�

Ο	Ευκλείδης	σÓα	±Στοιχεία²	Óου	ορίÙει	ÕÖ	ÏαράλλÇλεÖ�	“τις ευθείες εκείνες που 
ευρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και προεκτεινόμενες επ’ άπειρον κι από τα δύο μέρη 
δε συναντώνται σε κανένα απ’ αυτά”	�Ορισμ½Ö	���	και	αμºσÕÖ	μεÓά	ÃιαÓυÏÐÍει	Óο	
ÃιάσÇμο	±�ο	ΑίÓÇμα²�	ÃÇλαÃ»	ÓÇÍ	Ïρ½ÓασÇ	½Óι�	“εάν μια ευθεία που τέμνει δύο 
ευθείες σχηματίζει τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες μικρότερες από δύο ορθές, 
τότε οι δύο ευθείες προεκτεινόμενες επ’ άπειρον συναντώνται στο μέρος που οι 
σχηματιζόμενες γωνίες είναι μικρότερες από δύο ορθές”�

Σ»μερα	 Óο	 �ο	 αίÓÇμα	 ÓÇÖ	 ΕυκλείÃειαÖ	 ΓεÕμεÓρίαÖ	 ÃιαÓυÏÐÍεÓαι	 με	 ÓÇÍ	 εÉ»Ö	
μορφ»�	±Από ένα σηµείο εκτός ευθείας άγεται προς αυτήν µία µόνο παράλληλη²�	
ΣÓÇ	ÃιαÓ¿ÏÕσÇ	αυÓ»	συÍºÁαλε	σÇμαÍÓικά	Óο	1���	ο	ΓερμαÍ½Ö	μαθÇμαÓικ½Ö	David 
Hilbert�

Η	 αλ»θεια	 ÓÇÖ	 Ïρ½ÓασÇÖ	 αυÓ»Ö	 φαίÍεÓαι	 Íα	 Ïροκ¿ÏÓει	 αÁίασÓα	 αÏ½	 ÓÇÍ	 καθÇμεριÍ»	 μαÖ	
εμÏειρία�	¸μÕÖ�	αÏ½	 ÓÇÍ	αρ×αι½ÓÇÓα	μº×ρι	 ÓιÖ	αρ×ºÖ	 Óου	ÏερασμºÍου	αιÐÍα�	 ºÆιÍαÍ	ÏολλºÖ	
αÏοÓυ×ÇμºÍεÖ	 ÏροσÏάθειεÖ	 Íα	 αÏοÃει×θεί	 με	 ÁάσÇ	 ÓιÖ	 άλλεÖ	 ισ×¿ουσεÖ	 ÏροÓάσειÖ	 ÓÇÖ	
ΓεÕμεÓρίαÖ�	Η	Ïλ»ρÇÖ	αÏοÓυ×ία	ÓÕÍ	ÏροσÏαθειÐÍ�	½μÕÖ�	ÃεÍ	Ï»Æε	×αμºÍÇ�	ΑÏοÃεί×θÇκε	½Óι	
εκείÍο	Ïου	ºφÓαιÆε	»ÓαÍ	Óο	Ïλαίσιο	μºσα	σÓο	οÏοίο	ÆιÍ½ÍÓουσαÍ	οι	ÏροσÏάθειεÖ	αυÓºÖ�	ÃÇλαÃ»	
Ç	συÆκεκριμºÍÇ	±ΕυκλείÃεια²	ΓεÕμεÓρία�	­Óσι	αÍαÏÓ¿×θÇκαÍ	και	άλλεÖ	ÆεÕμεÓρίεÖ	σÓιÖ	οÏοίεÖ	
ÃεÍ	ισ×¿ει	Óο	αίÓÇμα	αυÓ½�

ΣυÆκεκριμºÍα	 ο	 ΡÐσοÖ	 μαθÇμαÓικ½Ö	 Nikolai Lobatchevsky	
�1���-1����	ÏροÓείÍει	μία	ÃιαφορεÓικο¿	Ó¿Ïου	ΓεÕμεÓρία�	ÓÇÍ		
±ªÏερÁολικ»²�	σÓÇÍ	οÏοία	Óο	�ο	αίÓÇμα	αÍÓικαθίσÓαÓαι	αÏ½	ÓÇÍ	
Ïρ½ÓασÇ	 ½Óι�	 ±από σηµείο εκτός ευθείας υπάρχουν 
περισσότερες από δύο παράλληλες προς αυτήν²�	Η	ΓεÕμεÓρία	
αυÓ»	 ÏεριÆράφει	 ×ÐρουÖ	 Ïου	 º×ουÍ	 ÏαράÉεÍεÖ	 ιÃι½ÓÇÓεÖ�	
½ÏÕÖ	 ½Óι	 Óο	 άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 
µικρότερο από δύο ορθές	κ�α�	­ÍαÖ	ÓºÓοιοÖ	×ÐροÖ	είÍαι	Ï�×�	
Óο	 εσÕÓερικ½	 Óου	 κ¿κλου	 σÓοÍ	 ÏαράÏλευρο	 ÏίÍακα	 Óου	 ΟλλαÍÃο¿	 ÙÕÆράφου	
Escher�

ΕÏίσÇÖ�	ο	Bernhard Riemann	�1���-1����	θεμελίÕσε	ÓÇÍ	λεÆ½μεÍÇ	±ΕλλειÏÓικ»²	
ΓεÕμεÓρία�	σÓÇÍ	οÏοία	ισ×¿ει	½Óι�	±από ένα σηµείο εκτός ευθείας δεν υπάρχει 
καµία παράλληλη προς αυτήν²	και	σÓÇÍ	οÏοία	σÓÇρί×θÇκε	ο	Albert Einstein	Æια	
Íα	ÃιαÓυÏÐσει	ÓÇÍ	ÏερίφÇμÇ	θεÕρία	Óου�	ÓÇÖ	Σχετικότητας�

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ

ΙΣΤΟΡΙΚΗ	ΑΝΑΔΡΟΜΗ
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7RÏοθºÓÇσε	ºÍα	±«²	σÓÇ	θºσÇ	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ�
�α�		 Δ¿ο	ευθείεÖ	Ïου	ÁρίσκοÍÓαι	σÓο	ίÃιο	εÏίÏεÃο	και	ÃεÍ	º×ουÍ	καÍºÍα	κοιÍ½
	 	 σÇμείο	λºÆοÍÓαι�	
	 	 T	�αράλλÇλεÖ		
	 	 T	ΤεμÍ½μεÍεÖ		
	 	 T	ΚάθεÓεÖ
�Á�		 ΑÏ½	ºÍα	σÇμείο	Α�	εκÓ½Ö	ευθείαÖ	ε�	Ãιºρ×εÓαι�
	 	 T	Μία	και	μοÍαÃικ»	κάθεÓÇ	ευθεία	σÓÇÍ	ε�			
	 	 T	Δ¿ο	ÃιαφορεÓικºÖ	κάθεÓεÖ	ευθείεÖ	σÓÇÍ	ε�	
	 	 T	Καμία	κάθεÓÇ	ευθεία	σÓÇÍ	ε�
�Æ�		 ΑÍ	Ã¿ο	ευθείεÖ	Óου	εÏιÏºÃου	είÍαι	κάθεÓεÖ	σε	μια	ευθεία�	Ó½Óε	είÍαι	μεÓαÉ¿	ÓουÖ�
	 	 T	ΚάθεÓεÖ
	 	 T	�αράλλÇλεÖ
	 	 T	ΤεμÍ½μεÍεÖ

ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�

�α�		 ΑÏ½	ºÍα	σÇμείο	μÏορο¿Í	Íα	ÏεράσουÍ	�����������������������������������������������������������������		ευθείεÖ�

�Á�		 Δ¿ο	ευθείεÖ	Ïου	ÁρίσκοÍÓαι	σÓο	ίÃιο	εÏίÏεÃο	»	θα	είÍαι	ÏαράλλÇλεÖ	»	�������������������������	�

�Æ�		 Δ¿ο	ευθείεÖ	Óου	εÏιÏºÃου	κάθεÓεÖ	σε	μια	ευθεία	είÍαι	μεÓαÉ¿	ÓουÖ		�����������������������	�

�Ã�		 Δ¿ο	ευθείεÖ	Óου	ιÃίου	εÏιÏºÃου�	Ïου	ÃεÍ	º×ουÍ	κοιÍ½	σÇμείο	είÍαι		��������������������������	�

�ε�		 Δ¿ο	ευθείεÖ	Óου	ιÃίου	εÏιÏºÃου	Ïου	º×ουÍ	ºÍα	μ½Íο	κοιÍ½	σÇμείο	λºÆοÍÓαι		���������

	 	 και	Óο	κοιÍ½	ÓουÖ	σÇμείο	λºÆεÓαι	σÇμείο		�����������������������������������������	ÓÕÍ	Ã¿ο	ευθειÐÍ�

Να	×αράÉειÖ	ÓρειÖ	ευθείεÖ	ε1�	ε�	και	ε3�	ÐσÓε�	�α�	οι	ευθείεÖ	αυÓºÖ	Íα	μÇÍ	ÓºμÍοÍÓαι�
�Á�	Ç	μία	Íα	ÓºμÍει	ÓιÖ	άλλεÖ	Ã¿ο�	�Æ�	Íα	ÓºμÍοÍÓαι	αÍά	Ã¿ο	και	�Ã�	Íα	º×ουÍ	κοιÍ½	σÇμείο�

Να	 σ×εÃιάσειÖ	 Ã¿ο	 ευθείεÖ	 Ïου	 Íα	 Ãιºρ×οÍÓαι	 αÏ½	 Óα	 άκρα	 εÍ½Ö	 ευθ¿Æραμμου	
Óμ»μαÓοÖ	και	Íα	είÍαι	κάθεÓεÖ	σ´	αυÓ½�

Να	 σ×εÃιάσειÖ	 Ã¿ο	 ÇμιευθείεÖ	 Ο[	 και	 Ο\�	 οι	 οÏοίεÖ	 Íα	 μÇÍ	 Ïεριº×οÍÓαι	 σÓÇÍ	 ίÃια	
ευθεία�	Να	σÇμειÐσειÖ	σÓÇÍ	Ο[	Óρία	σÇμεία	Α�	�	και	Γ�	ΑÏ½	κάθε	σÇμείο	αÏ½	αυÓά	Íα	
σ×εÃιάσειÖ	ευθεία	ÏαράλλÇλÇ	ÏροÖ	ÓÇÍ	Ο\�

Να	σ×εÃιάσειÖ	μια	ευθεία	ε	και	Ã¿ο	σÇμεία	Α	και	�	Ïου	ÃεÍ	αÍ»κουÍ	σÓÇÍ	ευθεία	αυÓ»�	
Να	φºρειÖ	αÏ½	Óα	Α	και	�	ευθείεÖ	ÏαράλλÇλεÖ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ε	και	Íα	εÉεÓάσειÖ	σε	Ïοια	
ÏερίÏÓÕσÇ	οι	Ã¿ο	αυÓºÖ	ÏαράλλÇλεÖ	συμÏίÏÓουÍ�

ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-
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Στη γεωμετρία χρησιμοποιούμε την έννοια της απόστασης στις εξής περιπτώσεις:
         – Απόσταση σημείου από σημείο, που είναι το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος 

   το οποίο τα ενώνει. 
         – Απόσταση σημείου από ευθεία.
         – Απόσταση παραλλήλων ευθειών.

Ας αναζητήσουμε αυτή την έννοια στις παρακάτω δραστηριότητες.

1α	ÁρειÖ	σε	Ïοιο	σÇμείο	Óου	ÃÇμ½σιου	αÆÕÆο¿	Íερο¿�	σÓο	ÏαρακάÓÕ	σ×εÃιάÆραμμα�	
ÏρºÏει	 Íα	 ÆίÍει	 Ç	 σ¿ÍÃεσÇ	 με	 Óο	 σÇμείο	 Α	 Óου	 σÏιÓιο¿�	 ÐσÓε	 ο	 σÕλ»ÍαÖ	 Íα	 º×ει	 Óο
μικρ½Óερο	ÃυÍαÓ½	μ»κοÖ�

Σε	 Ïοια	 αÏ½	 ÓιÖ	 Ã¿ο	 σιÃÇροÓρο×ιºÖ	 �α	 και	 Á�	 μÏορεί	 Íα	 κιÍÇθεί	 Óο	 ÓραίÍο�	 ×ÕρίÖ	 Íα	
εκÓρο×ιασÓεί�	ΜÏορείÖ	Íα	ÃικαιολοÆ»σειÖ	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

!  Απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε ονομάÙεται 
  το μήκος του κάθετου ευθυγράμμου τμήματος ΑΑ0 
  από το σημείο Α προς την ευθεία ε.

!  Απόσταση δύο παραλλήλων ευθειών λέγεται το
  μήκος οποιουδήποτε ευθυγράμμου τμήματος που
  είναι κάθετο στις δύο παράλληλες ευθείες και έχει τα 
  άκρα του σ´ αυτές, π.χ. το ΑΒ.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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Β.1.10. Απόσταση σηµείου από ευθεία - Απόσταση παραλλήλων
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1α	Áρεθεί	Ç	αÏ½σÓασÇ	Óου	σÇμείου	Α	αÏ½	ÓÇÍ	ευθεία	ε�

Λύση
�ε τη βοήθεια του γνώμονα σχεδιάÙουμε το κάθετο 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ από το Α προς την ευθεία ε. 
�ε το υποδεκάμετρο μετράμε το ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΒ και το βρίσκουμε π.χ. 2,6 cm. ¬ρα, η απόσταση 
του σημείου Α από την ευθεία ε είναι, στην περίπτωση 
αυτή, 2,6 cm.

1α	Áρεθεί	σÇμείο	ÓÇÖ	ευθείαÖ	ε�	Ç	αÏ½σÓασÇ	Óου	οÏοίου	αÏ½	ºÍα	σÇμείο	Α	εκÓ½Ö	αυÓ»Ö	
Íα	είÍαι	Ç	ελά×ισÓÇ�

Λύση
�πό το σημείο Α φέρνουμε το κάθετο τμήμα ΑΑ0 στην 
ευθεία ε και συνδέουμε το σημείο Α με διάφορα 
σημεία Α1, Α2, Α3, Α4, Α5, Α6, Α7, Α8 και Α9 της ε.
�ετράμε τις αποστάσεις του Α από αυτά και 
παρατηρούμε ότι αυτές μεγαλώνουν συνεχώς όσο 
απομακρυνόμαστε αριστερά και δεξιά από το Α0, άρα 
η ελάχιστη απόσταση είναι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΑ0. 
�πομένως το Α0, είναι το Ùητούμενο σημείο και 
ονομάÙεται ίχνος της κάθετης από το Α.

1α	 σ×εÃιασÓο¿Í	 και	 Íα	 συÆκριθο¿Í	 Óα	 ευθ¿Æραμμα	 Óμ»μαÓα	 Ïου	 Ãιºρ×οÍÓαι	 αÏ½	 Óα	
σÇμεία	Α�	�	και	Γ	και	εκφράÙουÍ	ÓιÖ	αÏοσÓάσειÖ	ÓÕÍ	Ïαραλλ»λÕÍ	ευθειÐÍ	ε1	και	ε2�

Λύση
�έρνουμε τις κάθετες ΑΔ, ΕΒΖ και ΗΓ από τα 
σημεία Α, Β και Γ στις ευθείες ε1 και ε2.
�ετράμε τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ, ΕΖ και ΗΓ 
και βρίσκουμε ότι είναι όλα μεταξύ τους ίσα. ¬ρα 
η απόσταση των παραλλήλων ευθειών ε1 και ε2 
είναι σταθερή και ίση με 2,5 cm.

1α	σ×εÃιασÓο¿Í	Ã¿ο	ευθείεÖ	ε1	και	ε2	ÏαράλλÇλεÖ	ÏροÖ	μια	
ευθεία	ε�	Ïου	Íα	αÏº×ουÍ	αÏ½	αυÓ»	�	FP�

Λύση
�ε τυχαίο σημείο Μ της ε σχεδιάÙουμε ευθεία δ κάθετη στην ε. 
Πάνω στην ευθεία δ βρίσκουμε με το υποδεκάμετρο δύο 
σημεία Α και Β έτσι, ώστε να είναι: ΜΑ   ΜΒ   3 FP. $πό τα 
Α και Β, με τον γνώμονα, σχεδιάÙουμε ευθείες ε1 και ε2 
κάθετες στην ε. ¢ι ευθείες αυτές είναι οι Ùητούμενες, γιατί η 
απόστασή τους από την ε είναι 3 cm.

ΜΕΡΟΣ	� !	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-
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Μ
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�
�α�		 Το	μ»κοÖ	 Óου	καθºÓου	ευθυÆράμμου	 Óμ»μαÓοÖ	ΑΑ0	 αÏ½	 Óο	σÇμείο	Α	ÏροÖ	 ÓÇÍ	
	 	 ευθεία	ε	οÍομάÙεÓαι	�����������������������������������������������	Óου	σÇμείου	Α	αÏ½	ÓÇÍ	ευθεία�
�Á�		 Το	 μ»κοÖ	 οÏοιουÃ»ÏοÓε	 ευθυÆράμμου	 Óμ»μαÓοÖ�	 Ïου	 είÍαι	 κάθεÓο	 σε	 Ã¿ο
	 	 ÏαράλλÇλεÖ	ευθείεÖ	και	º×ει	Óα	άκρα	Óου	σ´	αυÓºÖ	λºÆεÓαι		��������������������������������������
	 	 ÓÕÍ	Ã¿ο	Ïαραλλ»λÕÍ	ευθειÐÍ�

ΣÇμείÕσε�	ÏάÍÕ	σε	μια	ευθεία	ε�	με	ÓÇ	σειρά�	Óα	σÇμεία	Γ�	�	και	Δ�	ºÓσι	ÐσÓε	Íα	είÍαι	
Γ� �Δ �	FP�	«άραÉε	μια	ευθεία�	Ïου	Íα	Ãιºρ×εÓαι	αÏ½	Óο	�	κάθεÓÇ	σÓÇÍ	ε�	�άÍÕ	σÓÇÍ	
κάθεÓÇ	αυÓ»	Íα	σÇμειÐσειÖ	ºÍα	σÇμείο	Α�	Ïου	Íα	αÏº×ει	αÏ½	Óο	�	αÏ½σÓασÇ	Α� �	FP�	
Να	συÆκρίÍειÖ	μεÓρÐÍÓαÖ	με	Óο	υÏοÃεκάμεÓρο	Óα	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	ΑΓ	και	ΑΔ�

Να	εÏαÍαλάÁειÖ	ÓÇÍ	ÏροÇÆο¿μεÍÇ	άσκÇσÇ�	εάÍ	είÍαι�	Γ� �	FP�	�Δ 1�	FP�	Α� �	FP�

1α	 σ×εÃιάσειÖ	 Ã¿ο	 μÇ	 αÍÓικείμεÍεÖ	 ÇμιευθείεÖ	 Ο[	 και	 Ο\�	 Να	 ÏάρειÖ	 σÓÇÍ	 2[�	 Óα	
σÇμεία	Α�	�	και	Γ�	ÓºÓοια	ÐσÓε	Íα	είÍαι�	ΟΑ	 	Α�	 	�Γ	 	�	FP�	1α	ορίσειÖ	σÓÇÍ	2\	
ºÍα	σÇμείο	Α!�	ÐσÓε	 Íα	 είÍαι	ΟΑ!	 	1��	 FP	 και	 Íα	σ×εÃιάσειÖ	 ÓÇÍ	 ευθεία	ΑΑ!�	 ΣÓÇ	
συÍº×εια	Íα	φºρειÖ	αÏ½	Óα	�	και	Γ	ÏαράλλÇλεÖ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ΑΑ!	και	Íα	οÍομάσειÖ	�!	και	
Γ	!	 Óα	 σÇμεία	 σÓα	 οÏοία	 αυÓºÖ	 ÓºμÍουÍ	 αÍÓίσÓοι×α	 ÓÇÍ	 Ο\�	 Να	 μεÓρ»σειÖ	 με	 Óο	
υÏοÃεκάμεÓρο	Óα	μ»κÇ	ÓÕÍ	ÓμÇμάÓÕÍ	Α!�!	και	�!Γ	!�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Να	σ×εÃιάσειÖ	μια	ευθεία	ε	και	Óºσσερα	σÇμεία	Α�	��	Γ	και	Δ�	Óα	οÏοία	Íα	ÁρίσκοÍÓαι	
σÓο	ºÍα	αÏ½	Óα	ÇμιεÏίÏεÃα	Ïου	×ÕρίÙει	Ç	ε	Óο	εÏίÏεÃο�	και	Óο	καθºÍα	Í´	αÏº×ει	αÏ´	
αυÓ»	���	FP�	1α	φºρειÖ	αÏ½	καθºÍα	αÏ´	αυÓά	Óα	σÇμεία	ευθεία	ÏαράλλÇλÇ	ÏροÖ	ÓÇÍ	
ε�	�½σεÖ	ÏαράλλÇλεÖ	ευθείεÖ	υÏάρ×ουÍ	σÓο	σ×»μα	σου�

Να	σ×εÃιάσειÖ	 Ã¿ο	ÏαράλλÇλεÖ	 ευθείεÖ	 ε1	 και	 ε2	 ÓÕÍ	 οÏοίÕÍ	 Ç	 αÏ½σÓασÇ	 Íα	 είÍαι
��	PP�	Να	ÁρειÖ	ÏºÍÓε	σÇμεία	Α�	��	Γ�	Δ	και	Ε�	Ïου	Íα	ισαÏº×ουÍ	αÏ½	ÓιÖ	ε1	και	ε2�	
Να	σ×εÃιάσειÖ	μια	ευθεία	ε	αÏ½	Óο	Α	ÏαράλλÇλÇ	ÏροÖ	ÓιÖ	ε1	και	ε2�	Τα	σÇμεία	��	Γ�	Δ	
και	Ε	αÍ»κουÍ	»	½×ι	σÓÇÍ	ε�

Να	αÍÓιÆράÂειÖ	σε	ÓεÓραÆÕÍισμºÍο	×αρÓί	 Óο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	
και	Íα	ÁρειÖ	ºÍα	σÇμείο	Γ	ÓÇÖ	ÇμιευθείαÖ	Α[�	Ïου	Í´	αÏº×ει
�	FP	αÏ½	ÓÇÍ	ευθεία	ε�

­Íα	Ïλοίο	ακολουθεί	ευθεία	Ïορεία	Α��	Ïου	είÍαι	συÍολικά	�1	.P�	¸ÓαÍ	ÁρίσκεÓαι	
σÓÇ	θºσÇ	Α	αÏº×ει	 1�	.P	αÏ½	 ºÍαÍ	φάρο	�	 και	 ½ÓαÍ	ÁρίσκεÓαι	 σÓÇ	θºσÇ	�	αÏº×ει
1�	 .P	 αÏ½	 ÓοÍ	 ίÃιο	 φάρο�	 Να	 σ×εÃιάσειÖ	 Óο	 σ×»μα	 �Α�	 ÏαίρÍοÍÓαÖ	 1	 FP	 Æια
αÏ½σÓασÇ	ίσÇ	με	1	.P	και	Íα	υÏολοÆίσειÖ	Ï½σο	κοÍÓά	αÏ½	ÓοÍ	φάρο	Ïºρασε	Óο	Ïλοίο�

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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ΣÓÇÍ	 ΤρίÏολÇ	 ÓÇÖ	 ΑρκαÃίαÖ	 ÆίÍεÓαι	 μια	
ÆιορÓ»�	 σÓÇÍ	 οÏοία	 είÍαι	 καλεσμºÍοι	 οι	
κάÓοικοι�	 Ïου	 καÓοικο¿Í	 σε	 αÏ½σÓασÇ	
μικρ½ÓερÇ	 ÓÕÍ	 �	 ΚP�	 �οιÕÍ	 ×ÕριÐÍ	 οι	
κάÓοικοι	θα	Ïαρευρεθο¿Í	σÓÇ	ÆιορÓ»�

2	 ÏρÕÓ½ÆοÍοÖ	 άÍθρÕÏοÖ	 Æια	 Íα	 μÇ	 ×άσει	
ÓÇÍ	καÓσίκα	Óου	ÓÇÍ	ºÃεσε	με	ºÍα	σ×οιÍί�	σ´	
ºÍα	É¿λιÍο	Ïάσσαλο�	μºσα	σÓο	λιÁάÃι�

¸ÓαÍ	Æ¿ρισε	Íα	ÓÇÍ	Ïάρει	είÃε	½Óι	Ç	καÓσίκα	
εί×ε	Áοσκ»σει	εκείÍο	Óο	μºροÖ	Óου	λιÁαÃιο¿	
Ïου	ÓÇÖ	εÏºÓρεÏε	Óο	μ»κοÖ	Óου	σ×οιÍιο¿	Íα	
φθάσει�	 	 ­Óσι�	 ½λα	 Óα	 ×½ρÓα	 Ïου	 αÏεί×αÍ	
μικρ½ÓερÇ	 »	 ίσÇ	 αÏ½σÓασÇ	 αÏ½	 Óο	 σ×οιÍί�	
Ïου	»ÓαÍ	ÃεμºÍÇ�	εί×αÍ	φαÆÕθεί�

→		 �οια	 ÆεÕμεÓρικ»	 ºÍÍοια	 ×αρακÓÇρίÙει	 ÓÇÍ	 Ïεριο×»	 ÓÇÖ	 οÏοίαÖ	 Óο	 ×ορÓάρι
	 	 φαÆÐθÇκε�

Να	Áρεθο¿Í	Ãºκα	ÃιαφορεÓικά	σÇμεία�	Ïου	Í´	αÏº×ουÍ	½λα	�	FP	αÏ½	ºÍα	σÇμείο	Α�

0ε	 ÓÇ	 Áο»θεια	 εÍ½Ö	 υÏοÃεκάμεÓρου	 μεÓράμε	 και	
Áρίσκουμε	Óο	ακριÁºÖ	μ»κοÖ	ÓÕÍ	�	FP	σε	ºÍα	σ×οιÍί�	
ΜεÓά�	κραÓÐÍÓαÖ	με	Óο	ºÍα	×ºρι	ÓÇ	μία	άκρÇ	αυÓο¿	
Óου	 σ×οιÍιο¿	 σÓο	 σÇμείο	 Α	 και	 º×οÍÓαÖ	 ÏάÍÓα	
ÓεÍÓÕμºÍο	 Óο	 σ×οιÍί�	 κιÍο¿με	 με	 Óο	 άλλο	 ×ºρι	 ÓÇÍ	
άλλÇ	 άκρÇ	 Óου	 μ»κουÖ	 αυÓο¿�	 ÓÕÍ	 �	 FP�	 σε	 Ãºκα	
ÃιαφορεÓικºÖ	θºσειÖ	Α1�	Α2�	Α��	Α��	Α��	Α��	Α7�	Α��	Α9	
και	 Α10�	 Ïου	 εÏιλºÆουμε	σÓÇÍ	 Ó¿×Ç�	 ÁρίσκοÍÓαÖ	 Óα	
αÍÓίσÓοι×α	Ãºκα	ÙÇÓο¿μεÍα	ÃιαφορεÓικά	σÇμεία�
�λºÏουμε	 ½Óι	 Óα	 σÇμεία�	 Ïου	 αÏº×ουÍ	 μια	
συÆκεκριμºÍÇ	αÏ½σÓασÇ	αÏ½	σÓαθερ½	σÇμείο�	είÍαι	
Ïάρα	Ïολλά�

→		 Τι	σ×»μα	φÓιά×ÍουÍ�	λοιÏ½Í�	½λα	αυÓά	Óα	σÇμεία	με	ÓÇÍ	κοιÍ»	αυÓ»	ιÃι½ÓÇÓα�

ΜΕΡΟΣ	� !	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-
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Mέσα από την καθημερινή ζωή, μπορούμε να βρούμε αρκετά 
παραδείγματα καμπύλων σχημάτων. Όπως είναι π.χ. ο ήλιος στη 
δύση του, ο τροχός ενός ποδηλάτου, η στεφάνη της μπασκέτας, 
ένα μεταλλικό νόμισμα, το ρολόι μας, μια τούρτα γενεθλίων, 
ένας δίσκος μουσικής κ.λπ.

Το πρώτο σχήμα που μπορούσε να επινοήσει ή να ανακαλύψει πάνω στη γη ο άνθρωπος 
είναι, φυσικά, ο κύκλος. Ο ήλιος και το φεγγάρι αρκούν για να δώσουν στο μάτι το
σχήμα και στην ψυχή την ομορφιά  της  τελειότητας. Και όταν φθάσει η ώρα της σκέψης,
τότε η Γεωμετρία αποκτά το πιο πολύτιμο σχήμα της. 

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  Κύκλος λέγεται το σύνολο όλων των σηµείων του
  επιπέδου που απέχουν την ίδια απόσταση από ένα
  σταθερό σηµείο Ο.
!  Η απόσταση αυτή συµβολίÚεται µε ρ και λέγεται ακτίνα του
  κύκλου. Το σηµείο Ο λέγεται κέντρο του κύκλου.
"  Ένας κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ, συμβολίÙεται με
  συντομία (Ο, ρ).

 "  �ια να σχεδιάσουμε έναν κύκλο χρησιμοποιούμε τον 
διαβήτη.

#  Δύο κύκλοι µε ακτίνες ίσες είναι ίσοι.

ΕÏίσÇÖ�

! ¥ο ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, που συνδέει δύο σηµεία Α και Β του
 κύκλου, λέγεται χορδή του κύκλου.

! �ιδικά η χορδή που περνάει από το κέντρο του κύκλου λέγεται
 διάµετρος του κύκλου.
 #  � διάµετρος είναι η μεγαλύτερη χορδή του κύκλου, είναι

διπλάσια από την ακτίνα του κύκλου και χωρίÚει τον κύκλο 
σε δύο ίσα µέρη �ημικύκλια�.

! �ύο σημεία Α και Β του κύκλου τον χωρίÙουν σε δύο μέρη που  
 το καθένα λέγεται τόξο του κύκλου µε άκρα τα Α και Β.

! Κυκλικός δίσκος (Ο, ρ) είναι ο κύκλος (Ο, ρ) µαÚί µε το µέρος
 του επιπέδου που περικλείει.

#  ¹λα τα σηµεία του κυκλικού δίσκου απέχουν από το
   κέντρο Ο απόσταση µικρότερη ή ίση µε την ακτίνα ρ.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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1α	σ×εÃιασÓεί	ºÍα	ÓρίÆÕÍο�	αÍ	ÆÍÕρίÙουμε	Óα	μ»κÇ	ÓÕÍ	ÏλευρÐÍ	Óου�
Λύση

�ς υποθέσουμε ότι τα ευθύγραμμα τμήματα α 3 FP, 
β 2 FP και γ 1,5 FP είναι οι πλευρές του τριγώνου 
που πρέπει να σχεδιάσουμε. �κολουθούμε την εξής 
διαδικασία: Παίρνουμε ένα από αυτά και το 
ονομάÙουμε πλευρά ΒΓ   α.
�ετά χαράÙουμε τους κύκλους (Β,γ 1,5FP) 
και (Γ,β 2FP). ¢ι δύο αυτοί κύκλοι τέμνονται 
στο σημείο Α. ¥ο τρίγωνο ΑΒΓ είναι το 
Ùητούμενο διότι έχει πλευρές: ΒΓ 3 FP, 
$% 1,5 FP, ως ακτίνα του κύκλου (Β,1,5FP) 
και ΑΓ 2 FP, ως ακτίνα του κύκλου (Γ,2FP), 
αφού το Α ανήκει και στους δύο κύκλους.

0ε	κºÍÓρο	ºÍα	σÇμείο	Μ	Íα	σ×εÃιάσειÖ	κ¿κλουÖ	με	ακÓίÍεÖ	���	FP�	�	FP	και	1�	PP�

Να	σ×εÃιάσειÖ	ÓοÍ	κ¿κλο	Ïου	º×ει	ÃιάμεÓρο	ºÍα	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α� ���	FP�

Να	σ×εÃιάσειÖ	ομ½κεÍÓρουÖ	κ¿κλουÖ	με	κºÍÓρο	σÇμείο	Μ	και	ÃιαμºÓρουÖ	�	FP�	�	FP	και	
��	PP�	�Δ¿ο	κ¿κλοι	λºÆοÍÓαι	ομ½κεÍÓροι�	αÍ	º×ουÍ	Óο	ίÃιο	κºÍÓρο	και	ÃιαφορεÓικºÖ	ακÓίÍεÖ�

1α	σ×εÃιάσειÖ	ºÍαÍ	κ¿κλο	με	κºÍÓρο	σÇμείο	Κ	και	ακÓίÍα	���	FP�	1α	ÏάρειÖ	ºÍα	σÇμείο	
Μ	Óου	κ¿κλου	αυÓο¿	και	Íα	×αράÉειÖ	Ã¿ο	×ορÃºÖ	Óου�	ΜΑ	 	���	FP	και	0%	 	��1	FP�

­σÓÕ	 ευθ¿Æραμμο	 Óμ»μα	 Α�	  	 �	 FP�	 �α�	 Να	 ÁρειÖ	 Óα	 σÇμεία	 Óου	 εÏιÏºÃου	 Ïου
αÏº×ουÍ�	�	FP	αÏ½	Óο	Α	και	�	FP	αÏ½	Óο	��	�Á�	�οια	σÇμεία	αÏº×ουÍ	ÓαυÓ½×ροÍα	�	FP	
αÏ½	Óο	Α	και	�	FP	αÏ½	Óο	��

­σÓÕ	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α�	 	���	FP�	Να	σ×εÃιάσειÖ	ÓουÖ	κ¿κλουÖ	�Α�	Α��	και	���	Α��	
και	Íα	οÍομάσειÖ	Μ	και	Ν	Óα	σÇμεία	σÓα	οÏοία	ÓºμÍοÍÓαι	οι	κ¿κλοι	αυÓοί�	Να	ÁρειÖ	ÓιÖ	
αÏοσÓάσειÖ	Óου	Μ	αÏ½	Óα	άκρα	Α	και	�	καθÐÖ	και	ÓιÖ	αÏοσÓάσειÖ	Óου	Ν	αÏ½	Óα	Α	και	��
ΣÓÇ	συÍº×εια	Íα	συÆκρίÍειÖ	ÓιÖ	αÏοσÓάσειÖ	αυÓºÖ�

­ÍαÖ	 σκ¿λοÖ	 είÍαι	 ÃεμºÍοÖ	 με	 μια	
αλυσίÃα	 μ»κουÖ	 1�	 P�	 ½ÏÕÖ	 φαίÍεÓαι	
σÓο	 σ×»μα�	 Να	 μεÓαφºρειÖ	 Óο	 ÃιÏλαÍ½	
σ×»μα	 σÓο	 ÓεÓράÃιο	 σου	 και	 Íα	 ÁρειÖ�	
×ρÕμαÓίÙοÍÓαÖ	 ÓÇÍ	 Ïεριο×»	 ÓÇÍ	 οÏοία	
μÏορεί	 Íα	κιÍÇθεί	ο	σκ¿λοÖ�	ΕÏίσÇÖ�	 Íα	
ÁρειÖ	σε	ÏοιεÖ	Ïεριο×ºÖ	 ÓÇÖ	αυλ»Ö	 Óου	
σÏιÓιο¿	 μÏορο¿Í	 Íα	 σÓαθο¿Í	 οι	 ÆάÓεÖ�	
×ÕρίÖ	Íα	κιÍÃυÍε¿ουÍ	αÏ½	ÓοÍ	σκ¿λο�

�ροσÏάθÇσε	Íα	σ×εÃιάσειÖ	ÓρίÆÕÍο	με	ÏλευρºÖ	Ïου	είÍαι�
α�	α 1�	FP�	Á �	FP	και	Æ �	FP�	Á�	α 1�	FP�	Á �	FP	και	Æ �	FP�	7ι	ÏαραÓÇρείÖ�

ΜΕΡΟΣ	� !	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-
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	 ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	φαίÍοÍÓαι	Óα	ÏοσοσÓά
	 Ïου	Ï»ραÍ	Óºσσερα	κ½μμαÓα	σÓιÖ	εκλοÆºÖ�
	 ΜÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	σε	Ï½σεÖ	μοίρεÖ
	 αÍÓισÓοι×εί	κάθε	φºÓα	ÓÇÖ	ÏίÓαÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

! �ατασκευάÙουμε έναν κύκλο (Ο, ρ) και μια γωνία
xO
�

y, της οποίας η κορυφή συμπίπτει με το κέντρο Ο 
του κύκλου. � γωνία αυτή λέγεται επίκεντρη γωνία.

�ν η πλευρά ¢[ της γωνίας xO
�

y τέμνει τον κύκλο στο 
σημείο � και η πλευρά ¢\ στο σημείο �, τότε:

! ¥ο τόξο ΑΓ
!

Β που βρίσκεται στο εσωτερικό της
κυρτής γωνίας xO

�
y λέγεται αντίστοιχο τόξο της 

επίκεντρης γωνίας xO
�

y.

! ¥ο τόξο Α Δ
!

Β που βρίσκεται στο εσωτερικό της μη
κυρτής γωνίας xO

�
y είναι κι αυτό αντίστοιχο τόξο της 

μη κυρτής επίκεντρης γωνίας xO
�

y.

! Ως µέτρο ενός τόξου ορίÚεται το µέτρο της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας, δηλαδή 
 το µέτρο ενός τόξου το µετράµε σε µοίρες.

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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Β.1.12. (πίκεντρη γωνία - Σχέση επίκεντρης γωνίας και του
    αντίστοιχου τόξου - Μέτρηση τόξου

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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# Σε έναν κύκλο ή σε ίσους κύκλους, δύο ίσες επίκεντρες γωνίες έχουν ίσα αντίστοιχα
 τόξα.

Και	αÍÓίσÓροφα�
# Σε έναν κύκλο ή σε ίσους κύκλους, δύο ίσα τόξα έχουν ίσες τις επίκεντρες γωνίες τους.

1α	καÓασκευασÓεί	ÆÕÍία	ίσÇ	με	����

Λύση
�ια να κατασκευάσουμε μία γωνία χρησιμοποιούμε το μοιρογνωμόνιο. ¥ο μοιρογνωμόνιο 
είναι ένα όργανο με το οποίο μπορούμε να μετρήσουμε το μέτρο ενός τόξου ή μιας 
γωνίας. �άθε μοιρογνωμόνιο αντιστοιχεί σε ημικύκλιο που έχει βαθμολογηθεί έτσι,
ώστε να δείχνει τα μέτρα των τόξων από �� έως ����. ¢ τρόπος που μπορούμε να
κατασκευάσουμε τη Ùητούμενη γωνία ��� φαίνεται στα διαδοχικά παραπάνω σχήματα.

Να	 καÓασκευασÓεί	 ÓρίÆÕÍο�	 Æια	 Óο	 οÏοίο	 ÆÍÕρίÙουμε	 ½Óι	 º×ει	 Ã¿ο	 ÏλευρºÖ	
�	FP	και	�	FP	και	ÓÕÍ	οÏοίÕÍ	Ç	Ïεριε×½μεÍÇ	ÆÕÍία	είÍαι	����

ΜΕΡΟΣ	� !	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1�1	-
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Να	καÓασκευασÓεί	ÓρίÆÕÍο�	Æια	Óο	οÏοίο	ÆÍÕρίÙουμε	½Óι	º×ει	μία	Ïλευρά	�	FP	και	ÓιÖ	
ÏροσκείμεÍεÖ	ÆÕÍίεÖ	���	και	1����

Να	ÁρειÖ	Ï½σεÖ	μοίρεÖ	º×ει�	α�	ºÍαÖ	κ¿κλοÖ�	Á�	ºÍα	Çμικ¿κλιο	και	Æ�	καθºÍα
αÏ½	Óα	Ó½Éα	σÓα	οÏοία	×ÕρίÙεÓαι	ºÍαÖ	κ¿κλοÖ	αÏ½	Ã¿ο	κάθεÓεÖ	ÃιαμºÓρουÖ�

Δ¿ο	ÃιάμεÓροι	εÍ½Ö	κ¿κλου	σ×ÇμαÓίÙουÍ	ÆÕÍία	����	Να	ÁρειÖ	Ï½σεÖ	μοίρεÖ	είÍαι	κάθε	
ºÍα	αÏ½	Óα	Ó½Éα	σÓα	οÏοία	×ÕρίÙεÓαι	ο	κ¿κλοÖ	αÏ½	αυÓºÖ	ÓιÖ	ÃιαμºÓρουÖ	Óου�

Σ×εÃίασε	Ã¿ο	κ¿κλουÖ	�Ο�	�FP�	και	�Ο!��FP��	Να	ορίσειÖ	σÓοÍ	κάθε	κ¿κλο	αÏ½	ºÍα	Ó½Éο	
���	και	Íα	εÉεÓάσειÖ	εάÍ	Óα	Ó½Éα	αυÓά	είÍαι	ίσα�	Να	ÃικαιολοÆ»σειÖ	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

ΤρειÖ	ÃιάμεÓροι	×ÕρίÙουÍ	ºÍαÍ	κ¿κλο	σε	ºÉι	 ίσα	 Ó½Éα�	�½σÕÍ	μοιρÐÍ	είÍαι	 καθεμιά	
αÏ½	ÓιÖ	ºÉι	εÏίκεÍÓρεÖ	ÆÕÍίεÖ	Ïου	αÍÓισÓοι×ο¿Í	σÓα	Ó½Éα	αυÓά�

Σ´	ºÍαÍ	κ¿κλο	�Ο�	ρ�	Íα	×αράÉειÖ	μία	×ορÃ»	Α�	ίσÇ	με	ÓÇÍ	ακÓίÍα	Óου	κ¿κλου�
Να	υÏολοÆίσειÖ	σε	μοίρεÖ	ÓÇÍ	εÏίκεÍÓρÇ	ÆÕÍία	ΑΟ

�
Β	και	Íα	ÁρειÖ	σε	Ïοιο	κλάσμα	Óου	

κ¿κλου	αÍÓισÓοι×εί	Óο	Ó½Éο		
!
Α��

Να	σ×εÃιάσειÖ	ºÍα	Óμ»μα	Α�	 	���	FP	και	ÓουÖ	κ¿κλουÖ	�Α�	�FP�	και	���	�FP��
Να	 οÍομάσειÖ	 Γ	 Óο	 ºÍα	 αÏ½	 Óα	 Ã¿ο	 σÇμεία	 σÓα	 οÏοία	 ÓºμÍοÍÓαι	 οι	 κ¿κλοι	 και	 Íα	
μεÓρ»σειÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	Óου	ÓριÆÐÍου	Α�Γ�

Το	ÃιÏλαÍ½	Çμικυκλικ½	ÃιάÆραμμα	º×ει	κάÏοιο	λάθοÖ�
ΓιαÓί�	ΜÏορείÖ	Íα	Óο	ÃιορθÐσειÖ�

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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ΜΕΡΟΣ	� !	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ	 -	1��	-

Ας εξετάσουμε τώρα τις σχετικές θέσεις που μπορεί να έχουν σ’ ένα επίπεδο ένας κύκλος και 
μια ευθεία:

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
 ! ¸ταν ευθεία και κύκλος δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο λέμε
  ότι η ευθεία είναι εξωτερική του κύκλου.
 #  ¹ταν η απόσταση ΟΜ του κέντρου Ο από την ευθεία ε
   είναι µεγαλύτερη από την ακτίνα ρ (ΟΜ!ρ), η ευθεία είναι
   εξωτερική του κύκλου.
 ! ¸ταν ευθεία και κύκλος έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο Μ,
  η ευθεία λέγεται εφαπτόµενη του κύκλου στο σημείο �.

#  ¹ταν η απόσταση ΟΜ του κέντρου Ο από την ευθεία ε είναι
  ίση µε την ακτίνα ρ (ΟΜ ρ), η ευθεία είναι εφαπτοµένη
  του κύκλου στο Μ.

 ! ¸ταν ευθεία και κύκλος έχουν δύο κοινά σηµεία Α και Β,
  η ευθεία λέγεται τέµνουσα του κύκλου ή λέµε ότι η ευθεία 
  τέµνει τον κύκλο στα Α και Β.

# ¹ταν η απόσταση ΟΜ του κέντρου Ο από την ευθεία ε είναι
 µικρότερη από την ακτίνα ρ (ΟΜ�ρ), η ευθεία είναι τέµνουσα 
 του κύκλου.

Να	σ×εÃιασÓεί	κ¿κλοÖ	Ïου	Íα	εφάÏÓεÓαι	σε	σÇμείο	μιαÖ	ευθείαÖ�

Λύση
Παίρνουμε μια ευθεία ε και το σημείο της Α. �χεδιάÙουμε την ευθεία 
που είναι κάθετη στην ε στο σημείο Α. �ε κέντρο ένα οποιοδήποτε 
σημείο Κ της κάθετης αυτής και ακτίνα το τμήμα ΚΑ γράφουμε 
κύκλο. ¢ κύκλος που φέραμε θα εφάπτεται στην ευθεία ε, διότι αυτή 
είναι κάθετη στην ακτίνα ΚΑ του κύκλου στο άκρο της Α.

Να	σ×εÃιασÓεί	ευθεία	Ïου	Íα	εφάÏÓεÓαι	σε	σÇμείο	εÍ½Ö	κ¿κλου�

Λύση
Παίρνουμε ένα κύκλο (Ο, ρ) και το σημείο του Α. �χεδιάÙουμε την 
ευθεία ε, που είναι κάθετη στην ακτίνα ΟΑ στο σημείο Α. � ευθεία 
ε θα εφάπτεται στον κύκλο στο σημείο Α, διότι είναι κάθετη στην 
ακτίνα ΟΑ στο άκρο της Α.

Να	σ×εÃιασÓο¿Í	εφαÏÓ½μεÍεÖ	εÍ½Ö	κ¿κλου (Ο, ρ) σÓα	άκρα	Α	και	�	μιαÖ	×ορÃ»Ö	Óου	Α��

Λύση
�χεδιάÙουμε τις ακτίνες ΟΑ και ΟΒ. �το σημείο Α της ακτίνας OA 
φέρνουμε την ευθεία ε1 κάθετη στην ακτίνα αυτή. � ευθεία ε1 
είναι εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Α. �το σημείο Β της 
ακτίνας ΟΒ φέρνουμε την ευθεία ε2 κάθετη στην ακτίνα αυτή. � 
ευθεία ε2 είναι εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Β.

!  Αν είναι Μ το σηµείο που τέµνονται οι εφαπτόµενες, τα ευθύγραµµα τµήµατα
  ΑΜ και ΒΜ λέγονται εφαπτόµενα τµήµατα του κύκλου.

ρO Μ
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ρO Μ
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Α
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Β.1.13. Θέσεις ευθείας και κύκλου
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Να	σ×εÃιάσειÖ	Ã¿ο	ÏαράλλÇλεÖ	ευθείεÖ	ε1	και	ε2	Ïου	Íα	αÏº×ουÍ	μεÓαÉ¿	ÓουÖ
���	FP�	Να	ÏάρειÖ	ºÍα	σÇμείο	Μ	ÓÇÖ	ε1	και	Íα	ÁρειÖ	σÇμεία	ÓÇÖ	ε2	Ïου	αÏº×ουÍ
���	FP	αÏ½	Óο	Μ�

Να	σ×εÃιάσειÖ	ºÍα	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α�	 	���	FP	και	ºÍαÍ	κ¿κλο	με	ÃιάμεÓρο	ÓÇÍ	
Α��	Να	 ×αράÉειÖ	 ÓιÖ	 εφαÏÓ½μεÍεÖ	 Óου	 κ¿κλου	 Ïου	 Ãιºρ×οÍÓαι	 αÏ½	 Óα	 Α	 και	 ��	 Να	
ÃικαιολοÆ»σειÖ	ÆιαÓί	οι	εφαÏÓ½μεÍεÖ	αυÓºÖ	είÍαι	ευθείεÖ	ÏαράλλÇλεÖ�

�αίρÍουμε	 ºÍαÍ	 κ¿κλο	 �Ο�	 ρ�	 και	 μια	 ευθεία	 ε�	 ΟÍομάÙουμε	 Ã	 ÓÇÍ	 αÏ½σÓασÇ	 Óου	
κºÍÓρου	Ο	αÏ½	ÓÇÍ	ευθεία	ε�	Να	ÁρειÖ	ÓοÍ	αριθμ½	ÓÕÍ	κοιÍÐÍ	σÇμείÕÍ	Óου	κ¿κλου	και	
ÓÇÖ	ευθείαÖ�	σÓιÖ	ÏεριÏÓÐσειÖ�	�α�	ΑÍ	ρ	 	�	FP	και	Ã	 	�	FP�	�Á�	αÍ	ρ	 	���	FP	και	
Ã	 	���	FP	και	�Æ�	αÍ	ρ	 	�	FP	και	Ã	 	�	FP�

Να	σ×εÃιάσειÖ	 Ã¿ο	 κάθεÓεÖ	 ευθείεÖ	 ε1	 και	 ε2	 και	 Íα	 οÍομάσειÖ	Α	 Óο	 σÇμείο	 Óομ»Ö	
ÓουÖ�	Να	ÏάρειÖ	ºÍα	σÇμείο	Κ	ÓÇÖ	ε1�	ÐσÓε	Íα	είÍαι	ΚΑ	 	��1	FP�	Να	φºρειÖ	 ÓουÖ	
κ¿κλουÖ	�Κ�	��1FP��	�.�	��1FP�	και	�.�	��PP��	Να	ÁρειÖ	Ïοια	είÍαι	Ç	θºσÇ	ÓÇÖ	ε2	ÕÖ	
ÏροÖ	ÓουÖ	κ¿κλουÖ	αυÓο¿Ö�

Να	σ×εÃιάσειÖ	 ºÍα	 ευθ¿Æραμμο	 Óμ»μα	Α� ��	PP�	Να	ÏάρειÖ	 ºÍα	σÇμείο	Μ	 Óου	Α��	
ÐσÓε	 Íα	 είÍαι	 ΑΜ 1�	PP�	 Να	 φºρειÖ	 ÓουÖ	 κ¿κλουÖ	 �Α�	 1�	PP�	 και	 �%�	 ��	PP��	 Να	
×αράÉειÖ	ευθεία	ε	Ïου	Íα	Ãιºρ×εÓαι	αÏ½	Óο	Μ	και	Íα	είÍαι	κάθεÓÇ	σÓÇÍ	Α��	�οια	είÍαι	Ç	
θºσÇ	ÓÇÖ	ε	ÕÖ	ÏροÖ	ÓοÍ	καθºÍα	αÏ½	ÓουÖ	κ¿κλουÖ�	Να	ÃικαιολοÆ»σειÖ	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

Μια	εÏι×είρÇσÇ	αÏοφάσισε	Íα	καÓασκευάσει	
ºÍα	ερÆοσÓάσιο	σε	μια	αÆροÓικ»	Ïεριο×»	Ïου	
εÏιλºÆει	Æια	Óο	σκοÏ½	αυÓ½�	Η	Ïλευρά	κάθε	
ÓεÓραÆÐÍου	 Óου	 ÃιÏλαÍο¿	 σ×»μαÓοÖ�	
αÍÓιÏροσÕÏε¿ει	 αÏ½σÓασÇ	 1��	 P�	 Το	
ερÆοσÓάσιο	ÏρºÏει	Íα	ÁρίσκεÓαι	Óουλά×ισÓοÍ	
σε	 ακÓίÍα	 ���	 P	 μακριά	 αÏ½	 Óα	 σÏίÓια	 �Σ��	
ΕÏίσÇÖ	ÏρºÏει	Íα	αÏº×ει	Óο	λιÆ½Óερο	���	P	
αÏ½	 ÓÇÍ	 άκρÇ	 Óου	 Ãρ½μου�	 Να	 αÍÓιÆράÂειÖ	
σε	 ÓεÓραÆÕÍισμºÍο	 ×αρÓί	 Óο	 σ×»μα	 και	 Íα	
×ρÕμαÓίσειÖ	 ÓιÖ	 Ïεριο×ºÖ	 ½Ïου	 μÏορεί	 Íα	
καÓασκευασÓεί	Óο	ερÆοσÓάσιο�

Η	συμφÕÍία	μεÓαÉ¿	 ÓÕÍ	 ×ÕριÐÍ	Α�	�	 και	 Γ	 Æια	
ÓÇÍ	 καÓασκευ»	 μιαÖ	 ÆεÐÓρÇσÇÖ	 σε	 μια	 θºσÇ	Μ	
ÏεριλαμÁάÍει	ÓουÖ	εÉ»Ö	ÓρειÖ	½ρουÖ�
α�	ΑΜ!�	NP�	Á�	%0 �	NP	και	Æ�	ΓΜ �	NP�	Να	
αÍÓιÆράÂειÖ	Óο	ÏαρακάÓÕ	σ×»μα	και	Íα	ÁρειÖ	ÓÇ	
θºσÇ	 Óου	 σÇμείου	Μ�	 καθÐÖ	 και	 ÓÇÍ	 αÏ½σÓασÇ	
ÓÇÖ	θºσÇÖ	αυÓ»Ö	αÏ½	Óο	Ãρ½μο	ε�

-	1��	 ΜΕΡΟΣ	�!	-	Κεφάλαιο	1ο	-	�ασικºÖ	ÆεÕμεÓρικºÖ	ºÍÍοιεÖ
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A ν α κ ε φ α λ α ί ω σ η

! ΣΗΜΕΙΟ

!   ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΟ
 ΤΜΗΜΑ

! ΕΥΘΕΙΑ

! ΗΜΙΕΥΘΕΙΑ

! ΕΠΙΠΕΔΟ

!  ΗΜΙΕΠΙΠΕΔΟ

! ΑΠΟΣΤΑΣΗ

�
� B

σηµείο Α

ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ

παράλληλα ευθύγραµµα
τµήµατα

άπειρες 
ευθείες
από Α

� B

� �

ευθεία ε

ηµιευθεία Α[

τεµνόµενες
ευθείες

κάθετες 
ευθείες

από το Α µία µόνο
παράλληλη στην εαπό το Α µία µόνο

κάθετη στην ε

παράλληλες
ευθείες

ευθεία ΑΒ

το σηµείο Ο χωρίÚει µια ευθεία 
σε δύο αντικείµενες ηµιευθείες

Ο[ και Ox!
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Π
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ε

Π

Π�

Π2

τρία σηµεία ορίÚουν ένα επίπεδο

η ευθεία ε τέµνει το επίπεδο Π
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�ολ¿	συ×Íά�	σ´	αυÓά	Ïου	ÃιαÁάÙουμε�	σε	½�Óι	ακο¿με�	αλλά	και	σε	εκείÍα	Ïου	Æράφουμε	»	
λºμε�	 υÏάρ×ουÍ	 λºÉειÖ	 Ïου	 ÓÇÍ	 αρ×ικ»	 ÓουÖ	 ÏροºλευσÇ	 »	 ÓÇ	 Áασικ»	 ÓουÖ	 σÇμασία	 ÓÇÍ
αÍÓλο¿Í	αÏ½	ÓÇ	ÆεÕμεÓρία	»	ÆεÍικ½Óερα	αÏ½	Óα	μαθÇμαÓικά�

ΕίÍαι	λºÉειÖ	Ïου	ÓιÖ	×ρÇσιμοÏοιο¿με	με	ÓÇÍ	ίÃια	ÏερίÏου	ºÍÍοια	½ÏÕÖ	και	σÓα	μαθÇμαÓικά�	
Ï�×�	±σÓο	μºσο	ÓÇÖ	ÃιαÃρομ»Ö²	»	±Óο	μισ½	Óου	ÏροÛÏολοÆισμο¿²	κ�λÏ�

Σε	αρκεÓºÖ	½μÕÖ	ÏεριÏÓÐσειÖ�	με	αυÓºÖ	ÓιÖ	λºÉειÖ	εκφραÙ½μασÓε	μεÓαφορικά�	αÏοÃίÃοÍÓάÖ	
ÓουÖ	ºÍα	ευρ¿Óερο	Í½Çμα�	�ºμε	Ï�×�	±¸λεÖ	οι	×ÐρεÖ	ÓÇÖ	ΕυρÐÏÇÖ	Ãε	ÁρίσκοÍÓαι	σÓο	ίÃιο	
οικοÍομικ½	εÏίÏεÃο²	»	±Óο	φεσÓιÁάλ	συÍε×ίσÓÇκε	με	ÏαράλλÇλεÖ	εκÃÇλÐσειÖ²�

ΣÓο	κείμεÍο	Ïου	ακολουθεί�	υÏάρ×ουÍ	ÏολλºÖ	ÓºÓοιεÖ	λºÉειÖ�
�ροσÏάθÇσε	Íα	ÓιÖ	εÍÓοÏίσειÖ	και	Íα	ÓιÖ	υÏοÆραμμίσειÖ	με	ÓÇÍ	ÏρÐÓÇ	αÍάÆÍÕσÇ�

²Το κρίσιµο σηµείο³
... � μπάλα έχει τοποθετηθεί στο σημείο του “πέναλτι”. ¢ι φίλαθλοι στις κερκίδες 
έχουν παγώσει. ¢ι παίκτες των δύο ομάδων βρίσκονται, ήδη, έξω από τις γραμμές της 
μεγάλης περιοχής. ¢ τερματοφύλακας, στο μέσον ακριβώς της εστίας του, κοιτάÙει 
κατευθείαν στα μάτια τον αντίπαλό του, που ετοιμάÙεται να εκτελέσει την εσχάτην των 
ποινών αυτού του αγώνα. �ια ένα κλάσμα του δευτερολέπτου οι δύο παίκτες και η 
μπάλα βρίσκονται ακριβώς στην ίδια ευθεία και αμέσως μετά η σφαιρική μάγισσα 
διαγράφει μια καμπύλη τροχιά και καρφώνεται στη δεξιά γωνία της εστίας, τη στιγμή 
που ο τερματοφύλακας πέφτει προς την αντίθετη πλευρά.
“�κοοοοοοόλ”, φωνάÙει με όλη τη δύναμή του ο �ιχάλης, τρέχοντας προς το κέντρο 
του κατάφωτου από τους προβολείς γηπέδου, ενώ οι οπαδοί της ομάδας του τον 
αποθεώνουν, αφού έδωσε λύση στο πιο κρίσιμο σημείο του αγώνα.
Ταυτόχρονα, ανοίγει η πόρτα του δωματίου και η μητέρα του Μιχάλη, μισοξυπνημένη, 
τρέχει ανήσυχη να δει τι συμβαίνει στον ύπνο του γιού της.

– Αυτό το παιδί, μουρμουρίζει, δε θα μάθει ποτέ να σβήνει το φως πριν κοιμηθεί...

# ΜÏορείÖ	σÓα	ÍεοελλÇÍικά	κείμεÍα�	αλλά	και	σÓα	άλλα	μαθ»μαÓα	Ï�×�	σÓÇÍ	ισÓορία�	ÓÇ
	 ΓεÕÆραφία�	ÓÇ	�ιολοÆία	κ�λÏ��	Íα	εÍÓοÏίσειÖ	ÓºÓοιεÖ	λºÉειÖ�

# Να	 ελºÆÉειÖ	 σε	 ÏοιεÖ	 ÏεριÏÓÐσειÖ	 º×ουÍ	 σÇμασία	 κυριολεκÓικ»	 και	 σε	 ÏοιεÖ
	 μεÓαφορικ»�

# �ροσÏάθÇσε	 Íα	 συλλºÉειÖ	 φράσειÖ�	 αÏ½	 λοÆοÓε×Íικά	 κείμεÍα�	 ½Ïου	 οι	 λºÉειÖ	
	 ×ρÇσιμοÏοιο¿ÍÓαι	κυρίÕÖ	με	μεÓαφορικ»	σÇμασία�	½ÏÕÖ	Ï�×�	±Áίοι	ÏαράλλÇλοι²�	±Óου
	 κ¿κλου	Óα	ÆυρίσμαÓα²	κ�λÏ�

# ΤºλοÖ�	 ÏροσÏάθÇσε	 Íα	 ÆράÂειÖ	 κι	 εσ¿	 ºÍα	 κείμεÍο	 »	 μια	 ισÓορία�	 σÓÇÍ	 οÏοία	 Íα
×ρÇσιμοÏοι»σειÖ	 ÓºÓοιεÖ	 λºÉειÖ	 »	 εκφράσειÖ�	 με	 κυριολεκÓικ»	 »	 και	 μεÓαφορικ»
σÇμασία�

Σ«ΕΔΙΟ	ΕΡΓΑΣΙΑΣ
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Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης

Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους

¥οποθέτησε ένα “[” στην αντίστοιχη θέση.																																																				���¥¢  ���¢�
	 ��	 ΑÍÓικείμεÍεÖ	ÇμιευθείεÖ	λºÆοÍÓαι	Ã¿ο	ÇμιευθείεÖ	Ïου	º×ουÍ	κοιÍ»	αρ×»�	 	 	
	 2�	 �αράλλÇλεÖ	λºÆοÍÓαι	Ã¿ο	ευθείεÖ	Óου	ιÃίου	εÏιÏºÃου�	Ïου	ÃεÍ	º×ουÍ
	 	 κοιÍ½	σÇμείο�	 	
	 ��	 ΑÏ½σÓασÇ	Ã¿ο	ÏαράλλÇλÕÍ	ευθειÐÍ	λºÆεÓαι	Óο	μ»κοÖ	κάθε
	 	 ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	Ïου	º×ει	Óα	άκρα	Óου	σ´	αυÓºÖ�	 	
	 4�	 ΑÍÓίσÓοι×α	σÓοι×εία	ÓÕÍ	ίσÕÍ	σ×ÇμάÓÕÍ	λºμε	αυÓά	Ïου	συμÏίÏÓουÍ
	 	 ½ÓαÍ	ÓοÏοθεÓ»σουμε	Óα	σ×»μαÓα	Óο	ºÍα	ÏάÍÕ	σÓο	άλλο	με	καÓάλλÇλο	Óρ½Ïο�	 	
	 5�	 Μºσο	εÍ½Ö	ευθ¿Æραμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α�	οÍομάÙουμε	Óο	σÇμείο	Μ	Óου
	 	 Óμ»μαÓοÖ�	Ïου	αÏº×ει	εÉίσου	αÏ½	Óα	άκρα	Óου�	 	
	 6�	 Τ½Éο	λºÆεÓαι	Óο	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α��	Ïου	συÍÃºει	Ã¿ο	σÇμεία
	 	 Α	και	�	Óου	κ¿κλου�	 	
	 7.	 ΔιάμεÓροÖ	Óου	κ¿κλου	λºÆεÓαι	Ç	×ορÃ»	Ïου	ÏερÍάει	αÏ½	Óο	κºÍÓρο	Óου	κ¿κλου�	 	
	 ��	 �αραÏλÇρÕμαÓικºÖ	ÆÕÍίεÖ	οÍομάÙοÍÓαι	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ�	με	άθροισμα	����	 	
	 9.	 ΣυμÏλÇρÕμαÓικºÖ	ÆÕÍίεÖ	οÍομάÙοÍÓαι	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ	με	άθροισμα	1����	 	
	���	 ΚαÓακορυφ»Í	ÆÕÍίεÖ	λºÆοÍÓαι	Ã¿ο	ÆÕÍίεÖ	Ïου	º×ουÍ	ÓÇÍ	κορυφ»	ÓουÖ	κοιÍ»�	 	
	���	 ΑÏ½	ºÍα	σÇμείο	Ãιºρ×εÓαι	μία	μ½Íο	ευθεία�	 	
	���	 ΑÏ½	Ã¿ο	σÇμεία	μÏορο¿Í	Íα	ÏεράσουÍ	άÏειρεÖ	ευθείεÖ�	 	
	���	 Μια	ευθεία	εÏεκÓείÍεÓαι	αÏερι½ρισÓα�	 	
	���	 ­Íα	εÏίÏεÃο	εÏεκÓείÍεÓαι	αÏερι½ρισÓα�	 	
	���	 Κάθε	ευθεία	εÍ½Ö	εÏιÏºÃου	Óο	×ÕρίÙει	σε	άÏειρα	ÇμιεÏίÏεÃα�	 	
���	 Δ¿ο	ευθείεÖ	Ïου	ÁρίσκοÍÓαι	σÓο	εÏίÏεÃο	είÍαι	ÏάÍÓα	ÏαράλλÇλεÖ�	 	
	���	 ΑÏ½	ºÍα	σÇμείο	Α	μÏορο¿με	Íα	φºρουμε	άÏειρεÖ	ευθείεÖ	κάθεÓεÖ
	 	 σε	μια	ευθεία�	 	
���	 Δ¿ο	ευθείεÖ	Óου	εÏιÏºÃου	κάθεÓεÖ	σε	μια	ÓρίÓÇ	ευθεία	είÍαι	μεÓαÉ¿
	 	 ÓουÖ	κάθεÓεÖ�	 	
���	 Οι	ÓεθλασμºÍεÖ	ÆραμμºÖ	ÃιακρίÍοÍÓαι	σε	κλεισÓºÖ	»	μÇ	κυρÓºÖ�	 	
	���	 Η	ÓεθλασμºÍÇ	Æραμμ»	º×ει	μ»κοÖ	Óο	άθροισμα	ÓÕÍ	μÇκÐÍ	ÓÕÍ
	 	 ευθ¿ÆραμμÕÍ	ÓμÇμάÓÕÍ�	αÏ½	Óα	οÏοία	αÏοÓελείÓαι�	 	
	���	 Το	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α�	είÍαι	μεÆαλ¿Óερο	αÏ½	κάθε	ÓεθλασμºÍÇ
	 	 Æραμμ»	με	Óα	ίÃια	άκρα	Α	και	��	 	
	22�	 Κάθε	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	ΟΑ	Ïου	εÍÐÍει	ºÍα	σÇμείο	Α	Óου	κ¿κλου
	 	 με	Óο	κºÍÓρο	Óου	Ο	είÍαι	ÃιάμεÓροÖ	Óου	κ¿κλου�	 	
	���	 Δ¿ο	κ¿κλοι	με	ακÓίÍεÖ	άÍισεÖ	είÍαι	ίσοι�	 	
	24�	 Η	ÃιάμεÓροÖ	είÍαι	ÓριÏλάσια	αÏ½	ÓÇÍ	ακÓίÍα	Óου	κ¿κλου�	 	
	25�	 ¸λα	Óα	σÇμεία	Óου	κυκλικο¿	Ãίσκου	αÏº×ουÍ	αÏ½	Óο	κºÍÓρο	Ο
	 	 αÏ½σÓασÇ	μικρ½ÓερÇ	»	ίσÇ	με	ÓÇÍ	ακÓίÍα	ρ�	 	
	26�	 Οι	ÏροσκείμεÍεÖ	σÓÇ	ÁάσÇ	ισοσκελο¿Ö	ÓριÆÐÍου	ÆÕÍίεÖ	είÍαι	ίσεÖ�	 	
	27�	 Δ¿ο	καÓακορυφ»Í	ÆÕÍίεÖ	είÍαι	συμÏλÇρÕμαÓικºÖ�	 	
	���	 Ημικ¿κλιο	λºÆεÓαι	ºÍα	αÏ½	Óα	Ã¿ο	Ó½Éα�	σÓα	οÏοία	ÃιαιρείÓαι	ºÍαÖ
	 	 κ¿κλοÖ	αÏ½	μια	ÃιάμεÓρ½	Óου�	 	
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2.1. Συµµετρία ως προς άÊονα
 x �νωρίζω πότε δÀο σημεία είναι συμμετρικά ως προς ευθεία
 x �νωρίζω πότε δÀο σØήματα είναι συμμετρικά ως προς ευθεία και ότι τα συμμετρικά ως
  προς ευθεία σØήματα είναι ίσα
 x Βρίσκω το συμμετρικό σημείο ευθυγράμμου τμήματος� ευθείας� τριγώνου� γωνίας και
  κÀκλου ως προς μία ευθεία και γνωρίζω τις γεωμετρικές ιδιότητες που απορρέουν από τη
  συμμετρία αυτή

2.2. ­Êονας συµµετρίας
 x Αναγνωρίζω σØήματα με άξονα ή άξονες συμμετρίας

2.3. Μεσοκάθετος ευθυγράµµου τµήµατος
 x ¬αράσσω τη μεσοκάθετο ενός ευθυγράμμου τμήματος με τη βοήθεια βαθμολογημένου
  κανόνα και γνώμονα
 x �νωρίζω τη Øαρακτηριστική ιδιότητα της μεσοκαθέτου ευθυγράμμου τμήματος
 x ¬αράσσω τη μεσοκάθετο ενός ευθυγράμμου τμήματος με κανόνα και διαβήτη

2.4. Συµµετρία ως προς σηµείο
 x �νωρίζω ότι η συμμετρία ως προς κέντρο Ο είναι μια στροφή γÀρω από το Ο κατά γωνία ����
 x �νωρίζω πότε δÀο σημεία είναι συμμετρικά ως προς σημείο
 x �νωρίζω πότε δÀο σØήματα είναι συμμετρικά ως προς σημείο και ότι αυτά τα συμμετρικά
  σØήματα είναι ίσα
 x �ατασκευάζω το συμμετρικό σημείου� ευθυγράμμου τμήματος� ευθείας� γωνίας� τριγώνου�
  πολυγώνου και κÀκλου ως προς σημείο

2.5. Κέντρο συµµετρίας
 x Αναγνωρίζω σØήματα με κέντρο συμμετρίας
 x �νωρίζω τα βασικά γεωμετρικά σØήματα με κέντρο συμμετρίας και τις γεωμετρικές ιδιότητες
  που απορρέουν από τη συμμετρία αυτή

2.6. Παράλληλες ευθείες που τέµνονται από µία άλλη ευθεία
 x �νωρίζω πώς ονομάζονται τα ζεÀγη των γωνιών που σØηματίζονται από την τομή δÀο
  παραλλήλων με μία τέμνουσά τους
 x Διαπιστώνω ότι όλες οι οξείες �ή οι αμβλείες� γωνίες� που σØηματίζουν δÀο παράλληλες
  οι οποίες τέμνονται από τρίτη ευθεία� είναι ίσες
 x Διαπιστώνω ότι μία οξεία και μία αμβλεία γωνία από τις γωνίες που σØηματίζονται από την
  τομή δÀο παραλλήλων από την τρίτη ευθεία είναι παραπληρωματικές

Συµµετρία

ΘΑƐƌΣ Ο ΜΙƐƌΣΙΟΣ
(640  -  5�� π.Χ . )

ΜΕΡΟΣ �!
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Τι είναι συμμετρία; Ο ποιητής θα έλεγε: ό,τι φοριέται από την ανάποδη. Ό,τι διπλώνει και 
ταιριάζει, ό,τι στρίβει και gσυμπίπτειl. Μόνο η φαντασία δεν έχει καθόλου συμμετρία. Γι’ 
αυτό η συμμετρία χρειάζεται και λίγη φαντασία. Αν αυτή ακριβώς τη φαντασία τη 
φορέσουμε ανάποδα, θα μας βγει όλη η Γεωμετρία.

ΚαÓασκε¿ασε	ºÍα	ισοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ	με	Α�	 	ΑΓ	 	�	FP
και	�Γ	 	�	FP	και	ÓÇ	Ãιάμεσ½	Óου	ΑΔ�
ΔίÏλÕσε	Óο	σ×»μα	καÓά	μ»κοÖ	ÓÇÖ	ευθείαÖ	ε	Ïου	αÍ»κει	Ç	ΑΔ�

	 →	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

 Σκεφτόμαστε
Παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ συμπίπτουν.
�υτό σημαίνει, ότι κάθε σημείο του ενός τριγώνου 
συμπίπτει με ένα σημείο του άλλου τριγώνου. �ια 
παράδειγμα, το Β συμπίπτει με το Γ. ¥α σημεία αυτά 
λέγονται συµµετρικά ως προς άξονα συµµετρίας την 
ευθεία ε.

  �ε τη δίπλωση κατά μήκος της ευθείας ε, κάθε σημείο της συμπίπτει με τον εαυτό 
  του. �πομένως συμμετρικό του Α είναι το Α, του Δ το Δ και ενός οποιουδήποτε 
  σημείου Κ της ε το ίδιο το Κ.

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  �υμμετρικό σημείου Β ως προς ευθεία ε, είναι το σημείο Γ με το οποίο
  συμπίπτει το Β, αν διπλώσουμε το φύλλο κατά μήκος της ευθείας ε.

"  Κάθε σηµείο µιας ευθείας ε είναι συµµετρικό του εαυτού του ως προς την ε.

¸πως είδαμε, με τη δίπλωση κατά μήκος της ευθείας ε κάθε σημείο του τριγώνου ΑΒΔ 
συμπίπτει με ένα σημείο του τριγώνου ΑΓΔ. �υτό σημαίνει ότι καθένα από τα τρίγωνα αυτά 
αποτελείται από  τα συμμετρικά όλων των σημείων του άλλου τριγώνου ως προς την ευθεία ε. 
Γι´	αυÓ½	λºμε	½Óι�
# ¥α τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι συμμετρικά ως προς την
 ευθεία ε.
ΓεÍικ½Óερα�
! �ύο σχήματα (Σ1) και (Σ2) λέγονται συµµετρικά ως
 προς μία ευθεία ε, όταν καθένα αποτελείται από τα
 συμμετρικά σημεία του άλλου ως προς την ε.
�πειδή με δίπλωση κατά μήκος της ε συμπίπτει το (Σ1)
με το (Σ2), γνωρίÙουμε ότι αυτά θα είναι ίσα. �πομένως:

# Τα συµµετρικά ως προς ευθεία σχήµατα είναι ίσα.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία

ε (Σ2)(Σ1)

Μ Μ!

Β.2.1.   Συµµετρία ως προς άξονα
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ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	��1	-

Μια	Æραμμ»	Æ	ÓºμÍει	ÓÇÍ	ευθεία	ε	σÓα	σÇμεία	Α�	�	και	Γ�	Να	Áρεθεί	ο	λ½ÆοÖ	Æια	ÓοÍ	οÏοίο	
και	Ç	συμμεÓρικ»	Æ !	ÓÇÖ	Æ�	ÕÖ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ευθεία	ε�	θα	ÏερÍάει	αÏ½	Óα	ίÃια	σÇμεία�

Λύση
� συμμετρική γραμμή γ! της γ ως προς την ε, 
αποτελείται από τα συμμετρικά όλων των σημείων 
της γ. �πομένως στη γ! ανήκουν και τα συμμετρικά 
σημεία των Α, Β και Γ. �πειδή όμως τα Α, Β και Γ 
είναι σημεία της ε τα συμμετρικά τους είναι τα ίδια τα 
σημεία. ¬ρα τα Α,  Β και Γ ανήκουν και στη γ!.

Να	καÓασκευασÓεί	Óο	συμμεÓρικ½	Α!	σÇμείου	Α	ÕÖ	ÏροÖ	μια	ευθεία	ε�

Λύση
�ιακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
! ¥ο σημείο Α ανήκει στην ευθεία ε. ¥ότε, όπως είδαμε,
 το συμμετρικό του είναι το ίδιο το σηµείο Α.

! ¥ο σημείο Α δεν ανήκει στην ευθεία ε. ¥ότε, για να βρούμε
 το συμμετρικό του, ακολουθούμε την παρακάτω διαδικασία:

�έρνουμε το κάθετο τμήμα ΑΒ από το σημείο Α προς την 
ευθεία ε και το προεκτείνουμε κατά ίσο τμήμα, ώστε να 
είναι �Αs = Α�. ¥ο σημείο Α! είναι το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ε.

1α	καÓασκευασÓεί	Ç	συμμεÓρικ»	ÕÖ	ÏροÖ	ευθεία	ε�	�α�	ευθείαÖ	Ã	και	�Á�	ÇμιευθείαÖ	Α[�

Λύση
�α�  Παίρνουμε δύο σημεία Α και Β πάνω στην ευθεία δ

και βρίσκουμε, όπως περιγράφεται στην εφαρμογή 
�, τα συμμετρικά τους Α! και Β!, ως προς την ε. � 
ευθεία δ! που ορίÙουν τα Α! και Β! είναι η συμμετρική 
της ευθείας δ.

�β�  Παρόμοια παίρνουμε, εκτός του Α, ένα δεύτερο 
σημείο Β πάνω στην ημιευθεία Α[ και βρίσκουμε, 
όπως πριν, τα συμμετρικά τους Α! και Β! ως προς 
την ε. � ημιευθεία Α![! που ορίÙουν τα Α! και Β! 
είναι η συμμετρική της ημιευθείας Α[.

1α	 καÓασκευασÓεί	 Óο	 συμμεÓρικ½	 Α!�!	 εÍ½Ö	 ευθ¿Æραμμου	
Óμ»μαÓοÖ	Α��	ÕÖ	ÏροÖ	μια	ευθεία	ε�

Λύση
%ρίσκουμε με τον τρόπο που είδαμε 
στην εφαρμογή �, τα συμμετρικά Α! 
και Β!, ως προς την ε, των Α και Β 
αντίστοιχα. ¥ότε το ευθύγραμμο 
τμήμα Α!Β! θα είναι το συμμετρικό 
του ΑΒ, ως προς την ευθεία ε.
Tα συμμετρικά ευθύγραμμα τμήματα θα είναι μεταξύ τους ίσα, δηλαδή: Α!Β!   ΑΒ.

Α Β Γ

γ

ε

γ!

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓ(Σ
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1α	καÓασκευασÓεί	Ç	συμμεÓρικ»	ÆÕÍίαÖ	[Α
�
\	ÕÖ	ÏροÖ

μία	ευθεία	ε�
Λύση

�ια να κατασκευάσουμε τη γωνία [!Α
�

!y! αρκεί να βρούμε το 
συμμετρικό Α! της κορυφής Α καθώς και τα συμμετρικά Β! 
και Γ! δύο ακόμα σημείων Β και Γ, που ανήκουν το καθένα σε 
μια από τις πλευρές της αντίστοιχα.
�νωρίÙουμε ότι θα είναι: x!

�
A!y! = x

�
Ay.

1α	καÓασκευασÓεί	Óο	συμμεÓρικ½	Α!�!Γ !	εÍ½Ö	ÓριÆÐÍου	Α�Γ	ÕÖ	ÏροÖ	μία	ευθεία	ε�	Ç	
οÏοία	�α�	ÃεÍ	ÓºμÍει	ÓιÖ	ÏλευρºÖ	Óου�	�Á�	Ãιºρ×εÓαι	αÏ½	Ã¿ο	κορυφºÖ	Óου	και	�Æ�	ÓºμÍει	
ÓιÖ	Ã¿ο	ÏλευρºÖ	Óου�

Λύση
�ε κάθε περίπτωση βρίσκουμε τα συμμετρικά Α!, Β!, Γ!, ως προς την ε, των κορυφών 
Α, Β, Γ του τριγώνου. ¥ότε το τρίγωνο ΑΒΓ έχει συμμετρικό το τρίγωνο Α!Β!Γ!, που 
είναι ίσο με το ΑΒΓ.

Να	 καÓασκευασÓεί	 Óο	 συμμεÓρικ½	 κ¿κλου	 �Ο�	 ρ�	 ÕÖ	 ÏροÖ	

ευθεία	ε�
Λύση

¥ο συμμετρικό του κύκλου (Ο, ρ) ως προς την ε είναι κύκλος 
(Ο!, ρ) ίσος με τον (Ο, ρ), με Ο! συμμετρικό του Ο ως προς 
την ε. ¸πως όλα τα συμμετρικά σχήματα, οι κύκλοι (Ο, ρ) και 
(Ο!, ρ) είναι ίσοι, δηλαδή έχουν ίσες ακτίνες.

Να	 ×αρα×θεί	 Ç	 Ïορεία	 ÓÕÍ	 ακÓίÍÕÍ	 Óου	φÕÓ½Ö�	 Ïου	 εκÏºμÏοÍÓαι	 αÏ½	 ºÍα	φÕÓειÍ½	
σÇμείο	Α	και	αÍακλÐÍÓαι	σ´	ºÍαÍ	εÏίÏεÃο	καθρºφÓÇ	�ο	οÏοίοÖ	σÓο	σ×»μα	φαίÍεÓαι	ÕÖ	
μία	ευθεία	ε��

Λύση
%ρίσκουμε το συμμετρικό Α! του σημείου Α ως προς την 
ευθεία ε.
¢ι ακτίνες ανακλώνται στον καθρέφτη και ακολουθούν 
την πορεία, που θα είχαν, αν η πηγή του φωτός ήταν το 
σημειο Α!. �πειδή οι γωνίες που σχηματίÙουν οι ακτίνες 
με την ε είναι συμμετρικές, θα είναι και ίσες.
¬ρα, η γωνία με την οποία μια ακτίνα πέφτει στον  
καθρέφτη είναι ίση με τη γωνία με την οποία ανακλάται.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία
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ΣÓο	σ×»μα	Óα	σÇμεία	�	και	�!	είÍαι	συμμεÓρικά	ÕÖ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ευθεία	ε�	Να	Áρεθεί	με	
ÓÇ	Áο»θεια	μ½Íο	Óου	×άρακα	Óο	συμμεÓρικ½	Óου	Α	ÕÖ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ευθεία	ε�

Λύση
�πειδή με τον χάρακα μπορούμε να φέρουμε μόνο 
ευθείες γραμμές, ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα, 
όπως φαίνονται στο διπλανό σχήμα:
w �έρνουμε την ευθεία ΑΒ και την προεκτείνουμε
 μέχρι να τμήσει τον άξονα ε στο σημείο Κ.
w �έρνουμε την ευθεία ΚΒ!, η οποία είναι συμμετρική της ΚΒ, αφού ενώνει δύο
 συμμετρικά σημεία αυτής, τα Κ και Β!.
w �έρνουμε την ΑΒ!, που τέμνει την ε στο Ο.
w ¥έλος, φέρνουμε την ΒΟ, που η συμμετρική της είναι η ΟΒ!.
¢ι ευθείες ΚΒ! και ΒΟ είναι συμμετρικές των ΚΒ και Β!Ο αντίστοιχα και οι τομές τους 
θα είναι συμμετρικά σημεία, τα Α και Α!.

Να	 ÁρειÖ	 ÓÇ	 συμμεÓρικ»	 ÓÇÖ	 ÆÕÍίαÖ	 	 [O
�
\	 ÕÖ	

ÏροÖ	 ÓÇÍ	 ευθεία	 ε�	 σε	 καθεμιά	 αÏ½	 ÓιÖ	 Ã¿ο	
ÏεριÏÓÐσειÖ�

1α	 ÁρειÖ	 Óο	 συμμεÓρικ½	 Óου	 κ¿κλου	 �Ο�	 ρ�	 ÕÖ	
ÏροÖ	 ÓÇÍ	 ευθεία	 ε	 σε	 καθεμιά	 αÏ½	 ÓιÖ	 Ã¿ο	
ÏεριÏÓÐσειÖ�

1α	ÁρειÖ	Óο	συμμεÓρικ½	Óου	σ×»μαÓοÖ	ÕÖ	ÏροÖ	
ÓÇÍ	ευθεία	ε	και	Óο	συμμεÓρικ½	Óου	Íºου	σ×»μαÓοÖ	ÕÖ	ÏροÖ	
ÓÇÍ	ευθεία	ε!�	Ç	οÏοία	είÍαι	ÏαράλλÇλÇ	με	ÓÇÍ	ε�	Τι	σ×ºσÇ	
º×ουÍ	Óο	αρ×ικ½	και	Óο	ÓελευÓαίο	σ×»μα�	Να	εÏαÍαλάÁειÖ	Óο	
ίÃιο	και	με	μια	ÓρίÓÇ	ÏαράλλÇλÇ�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

�ρεÖ	Óο	συμμεÓρικ½	εÍ½Ö	ÓριÆÐÍου	ÕÖ	ÏροÖ	μια	ευθεία	ε	και	Óο	συμμεÓρικ½
Óου	Íºου	ÓριÆÐÍου	ÕÖ	ÏροÖ	μία	άλλÇ	ευθεία	Ù�	Τι	σ×ºσÇ	º×ουÍ	Óο	αρ×ικ½	και
Óο	ÓελευÓαίο	ÓρίÆÕÍο�	Να	εÏαÍαλάÁειÖ	Óο	ίÃιο	και	με	ÓρίÓÇ	ευθεία�

�ροσÏάθÇσε	Íα	ÃείÉειÖ�	½Óι	 Óο	συμμεÓρικ½	σ×»μα	ÕÖ	ÏροÖ	άÉοÍα	Ã	μιαÖ	ευθείαÖ	ε	
ÏαράλλÇλÇÖ	ÏροÖ	ÓÇ	Ã�	είÍαι	ευθεία	ÏαράλλÇλÇ	ÏροÖ	ÓÇÍ	ευθεία	ε�

ΜºροÖ	� !	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	���	-
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Σ×εÃίασε	σ´	ºÍα	ÃιαφαÍºÖ	×αρÓί	μια	ευθεία�	ΤοÏοθºÓÇσε	Óο	ÃιαφαÍºÖ	αυÓ½	×αρÓί	ÏάÍÕ	σε	
καθºÍα	αÏ½	Óα	ÏαρακάÓÕ	σ×»μαÓα�	ΕÉºÓασε	αÍ	υÏάρ×ει	θºσÇ	ÓºÓοια	Ïου	Óα	Ã¿ο	μºρÇ�	σÓα	
οÏοία	Ç	ευθεία	±×ÕρίÙει²	Óο	σ×»μα�	συμÏίÏÓουÍ�	½ÓαÍ	Óο	ÃιÏλÐσειÖ	καÓά	μ»κοÖ	ÓÇÖ	ευθείαÖ�	
ακριÁÐÖ	σÓÇ	θºσÇ	αυÓ»�

→ �ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	αÍ	υÏάρ×ει	και	άλλÇ	θºσÇ	σÓÇÍ	οÏοία	μÏορείÖ	Íα	ÏαραÓÇρ»σειÖ
	 Óο	ίÃιο	φαιÍ½μεÍο	Æια	Óο	ίÃιο	σ×»μα�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  ­ξονας συµµετρίας σχήματος ονομάÙεται η ευθεία που χωρίÙει το σχήμα σε

δύο μέρη, τα οποία συμπίπτουν όταν διπλωθεί το σχήμα κατά μήκος της ευθείας. 
�την περίπτωση αυτή λέμε ότι το σχήµα έχει άξονα συµµετρίας την ευθεία αυτή.

  " ¹ταν ένα σχήµα έχει άξονα συµµετρίας, το συµµετρικό του ως προς τον
   άξονα αυτόν είναι το ίδιο το σχήµα.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία

Β.2.2.  ­ξονας συµµετρίας

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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ΜºροÖ	� !	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	���	-

	 1α	Áρεθο¿Í	οι	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ	Óου	κ¿κλου	και	Óου
	 αÍÓίσÓοι×ου	κυκλικο¿	Ãίσκου	�Ο�ρ��
Λύση

�ε δίπλωση διαπιστώνουμε ότι η ευθεία ε πάνω στην οποία 
βρίσκεται μια οποιαδήποτε διάμετρος του κύκλου (Ο,ρ) είναι 
άξονας συμμετρίας του κύκλου και του αντίστοιχου κυκλικού δίσκου.

(πομένως:
" Οποιαδήποτε ευθεία διέρχεται από το κέντρο του κύκλου είναι άξονας συµµετρίας 
 του κύκλου και του αντίστοιχου κυκλικού δίσκου.

Να	εÏιλºÉειÖ	ÓÇ	σÕσÓ»	αÏάÍÓÇσÇ�
.άθε	κ¿κλοÖ	και	ο	αÍÓίσÓοι×οÖ	κυκλικ½Ö	ÃίσκοÖ	º×ουÍ�
T			 ­ÍαÍ	άÉοÍα	συμμεÓρίαÖ�		
T			 ¬ÏειρουÖ	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ�		
T			 ΚαÍºÍα	άÉοÍα	συμμεÓρίαÖ�

ΕÉºÓασε	αÍ	Óα	κεφαλαία	ÆράμμαÓα	Óου	αλφαÁ»Óου	A, Γ, Ι και	Θ	º×ουÍ�
�α�	καÍºÍα�	�Á�	ºÍα�	�Æ�	Ïερισσ½ÓερουÖ	αÏ½	ºÍαÍ	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ�

Σ×εÃίασε	ÓουÖ	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ	ÓÕÍ	ÏαρακάÓÕ	ÆεÕμεÓρικÐÍ	σ×ÇμάÓÕÍ�

Σ×εÃίασε	ÓουÖ	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ	Óου	σ×»μαÓοÖ	Ïου	ÃÇμιουρÆείÓαι	αÏ½	Ã¿ο	ίσουÖ	
ÓεμÍ½μεÍουÖ	κ¿κλουÖ�

�ρεÖ	ÓουÖ	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ	Óου	σ×»μαÓοÖ	Ïου	ÃÇμιουρÆείÓαι	αÏ½	Ã¿ο	κ¿κλουÖ	
με	ÃιαφορεÓικºÖ	ακÓίÍεÖ�	½ÓαÍ�	�α�	º×ουÍ	Óο	ίÃιο	κºÍÓρο	και	�Á�	º×ουÍ	ÃιαφορεÓικά	
κºÍÓρα�

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ
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Ο	 καÏεÓάÍιοÖ	 Óου	 Ïλοίου	 ÏροσÏαθεί	 Íα	 κραÓ»σει	 ÓÇÍ
Ïορεία	Óου	Ïλοίου	Óο	 ίÃιο	μακριά	αÏ½	ÓιÖ	ÁάσειÖ	Α	και	�	
ÓÇÖ	 ÆºφυραÖ�	 εÏειÃ»	 Ç	 σÓεÍ½ÓÇÓα	 Óου	 ÏεράσμαÓοÖ�	 ο
αºραÖ	 και	 Ç	 ÆÍÕσÓ»	 Ïαλίρροια	 Óου	 ΕυÁοÚκο¿	 κ½λÏου	
εÏιÃρο¿Í	σÓÇÍ	Ïορεία	ÓÕÍ	καραÁιÐÍ	και	κάÍουÍ	ÓÇ	ÃιºλευσÇ	
εÏικίÍÃυÍÇ�

	 ΜÏορείÖ	Íα	υÏοÃείÉειÖ	ÓÇÍ	Ïορεία	Ïου	ÏρºÏει	Íα	º×ει	ºÍα
	 Ïλοίο	Æια	Íα	Ïεράσει	με	ασφάλεια	Óο	σÓεÍ½	Óου	ΕυρίÏÏου�

→ Τι	είÍαι	Ç	Ïορεία	Óου	Ïλοίου	σε	σ×ºσÇ	με	Óο	ευθ¿Æραμμο
	 Óμ»μα	Α��

→ Τι	είÍαι	Óα	σÇμεία	Α	και	�	μεÓαÉ¿	ÓουÖ	σε	σ×ºσÇ	με	ÓÇÍ
	 Ïορεία	Óου	Ïλοίου�

→ �οια	σÇμαÍÓικ»	ιÃι½ÓÇÓα	ÏρºÏει	Íα	º×ουÍ	Óα	σÇμεία	ÓÇÖ
	 ÏορείαÖ	αυÓ»Ö�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  0εσοκάθετος ευθυγράµµου τµήµατος λέγεται η ευθεία που είναι κάθετη
  προς αυτό και διέρχεται από το μέσον του.

"  �άθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθυγράμμου τμήματος έχει ίσες
 αποστάσεις (ισαπέχει) από τα άκρα του.

"  �άθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθυγράμμου τμήματος
 βρίσκεται πάνω στη µεσοκάθετό του.

"  + μεσοκάθετος ενός ευθυγράμμου τμήματος είναι άξονας συµµετρίας του.

Με βάση τους παραπάνω κανόνες (“αιτήματα”) μπορούν να γίνουν οι κατασκευές όλων των 
γεωμετρικών σχημάτων με τη χρήση “του κανόνα και του διαβήτη”.  (“Κανόνας” είναι ένας 
χάρακας χωρίς υποδιαιρέσεις για να χαράζουμε ευθείες και όχι για να κάνουμε μετρήσεις μηκών). 
Οι κατασκευές αυτές απαιτούν μεγαλύτερη επιδεξιότητα και γνώση, δίνουν όμως ακριβέστερα 
αποτελέσματα και βοηθούν να αποφεύγονται λάθη, που οφείλονται σε ατέλειες των οργάνων 
που χρησιμοποιούμε στην πράξη.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία

Β.2.3. 0εσοκάθετος ευθυγράµµου τµήµατος

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Α B

ΚαÓά	ÓοÍ	Ευκλείδη	οι	ΚαÓασκευºÖ�	σÓÇρίÙοÍÓαι	σε	τρεις κανόνες (²αιτήµατα³).
w	 Από δύο σηµεία να διέρχεται µία µόνο ευθεία.
w	 Ένα ευθύγραµµο τµήµα προεκτείνεται απεριόριστα.
w	 Ο κύκλος ορίÚεται µε ένα σηµείο (κέντρο) και ένα ευθύγραµµο τµήµα (ακτίνα).
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1α	σ×εÃιασÓεί	Ç	μεσοκάθεÓοÖ	εÍ½Ö	ευθυÆράμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α��	με	ÓÇ	Áο»θεια
Óου	υÏοÃεκάμεÓρου	και	Óου	ÆÍÐμοÍα�

Λύση  
ΠροσδιορίÙουμε το μέσον Μ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ με το υποδεκάμετρο και 
στη συνέχεια με τον γνώμονα σχεδιάÙουμε την ευθεία ε, που διέρχεται από το Μ και 
είναι κάθετη στο ΑΒ.

Να	σ×εÃιασÓεί	Ç	μεσοκάθεÓοÖ	εÍ½Ö	ευθυÆράμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α��	×ÕρίÖ	ÓÇ	Áο»θεια	Óου	
υÏοÃεκάμεÓρου	 και	 Óου	 ÆÍÐμοÍα�	 αλλά	 μ½Íο	 με	 ÓÇ	 ×ρ»σÇ	 ±Óου	 καÍ½Íα	 και	 Óου	
ÃιαÁ»ÓÇ²�

Λύση  
�νωρίÙουμε ότι η μεσοκάθετος, όπως κάθε ευθεία, ορίÙεται από δύο σημεία και ότι κάθε 
σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθυγράμμου τμήματος ισαπέχει από τα άκρα του.

�ια να σχεδιάσουμε τη μεσοκάθετο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ πρέπει να βρούμε 
δύο σημεία που να ισαπέχουν από τα Α και Β. �ράφουμε, λοιπόν, δύο ίσους κύκλους 
με κέντρα τα άκρα Α και Β του ευθυγράμμου τμήματος και με ακτίνα ρ �μεγαλύτερη 
από το μισό μήκος του ΑΒ, για να τέμνονται�.

¥α σημεία Γ και Δ, στα οποία τέμνονται οι δύο κύκλοι ορίÙουν την ευθεία που είναι 
μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, διότι δύο σημεία της, τα Γ και Δ, 
απέχουν εξίσου από τα άκρα Α και Β, αφού είναι ΓΑ= Γ�= Ú   και  ΔΑ= Δ�= Ú . 

#  0ε την κατασκευή της µεσοκαθέτου του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, βρήκαμε
  με ακρίβεια και το μέσο Μ, χωρίς να χρησιμοποιήσουμε υποδεκάμετρο.

ΜºροÖ	� !	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	���	-

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ
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Να	καÓασκευασÓεί	ευθεία	Ã	κάθεÓÇ	σε	ευθεία	ε	σÓο	σÇμείο	ÓÇÖ	Α�

Λύση
�ράφουμε κύκλο με κέντρο το Α και τυχαία ακτίνα, που τέμνει την ε σε δύο σημεία Γ 
και Δ. �πειδή το Α είναι μέσο του ΓΔ, αρκεί να φέρουμε τη μεσοκάθετο του ΓΔ που 
διέρχεται από το μέσο του Α και είναι κάθετη στην ε.

Να	καÓασκευασÓεί	Ç	κάθεÓÇ	Ã	μιαÖ	ευθείαÖ	ε	αÏ½	σÇμείο	Α	εκÓ½Ö	αυÓ»Ö�

Λύση
�ράφουμε κύκλο με κέντρο το Α και ακτίνα τέτοια ώστε να τέμνει την ε σε δύο σημεία 
Γ και Δ. �πειδή το Α ισαπέχει από τα Γ και Δ, θα είναι σημείο της μεσοκαθέτου του 
τμήματος ΓΔ. �πομένως, αρκεί να φέρουμε, με τον τρόπο που μάθαμε στην εφαρμογή 
�,  τη μεσοκάθετο του ΓΔ που διέρχεται από το Α.

1α	καÓασκευασÓεί	ºÍα	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	ÏλευράÖ	α�

Λύση
�ράφουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα �Γ = α .
�ε κέντρα τα άκρα Β και Γ και ακτίνα ίση με α 
γράφουμε δύο κύκλους. Έστω Α το ένα σημείο 
από τα δύο που τέμνονται οι κύκλοι αυτοί.
¥ο τρίγωνο ΑΒΓ είναι το Ùητούμενο ισόπλευρο, 
διότι έχει όλες τις πλευρές του ίσες με α, ως 
ακτίνες ίσων κύκλων ακτίνας α.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία
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ΣυμÏλ»ρÕσε	Óα	ÏαρακάÓÕ	κεÍά�	
�α�			 Κάθε	 σÇμείο	 Ïου	 ισαÏº×ει	 αÏ½	 Óα	 άκρα	 ευθυÆράμμου	 Óμ»μαÓοÖ	 ÁρίσκεÓαι
	 		 ÏάÍÕ	σÓÇ	������������������������������������������	�
�Á�			 Με	ÓÇÍ	καÓασκευ»	ÓÇÖ	μεσοκαθºÓου	Óου	ευθυÆράμμου	Óμ»μαÓοÖ	Α��	Áρ»καμε
	 		 με	 ακρίÁεια	 και	 Óο	 ������������������������������������������������	 Óου�	 ×ÕρίÖ	 Íα	 ×ρÇσιμοÏοι»σουμε
	 		 υÏοÃεκάμεÓρο�
�Æ�			 Δ¿ο	 σÇμεία	 Μ	 και	 Μ!	 είÍαι	 συμμεÓρικά	 ÕÖ	 ÏροÖ	 ευθεία	 ε�	 ½ÓαÍ	 Ç	 ε	 είÍαι
	 		 ������������������������������������������		Óου	Óμ»μαÓοÖ	ΜΜ!�

1α	×αράÉειÖ	ºÍα	ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα	Α�	και	με	ÓÇ	×ρ»σÇ	Óου	καÍ½Íα	και	Óου	ÃιαÁ»ÓÇ	
Íα	Óο	×ÕρίσειÖ	σε	Ã¿ο	ίσα	Óμ»μαÓα	και	σÓÇ	συÍº×εια	σε	Óºσσερα	ίσα	Óμ»μαÓα�

Σ×εÃίασε	 ºÍαÍ	 κ¿κλο	 και	 μια	 ακÓίÍα	 Óου	 ΚΑ�	 �ρεÖ	 Ã¿ο	 σÇμεία	 Óου	 κ¿κλου�	 Ïου	 Óο	
καθºÍα	Íα	ισαÏº×ει	αÏ½	Óα	Κ	και	Α�

ΣÓο	 ÃιÏλαÍ½	 σ×»μα	 Ç	 καμÏ¿λÇ	 Æραμμ»	 Æ	 ÏαρισÓά	 Óμ»μα	 ÓÇÖ	
ÃιαÃρομ»Ö	Óου	ασÓικο¿	λεÕφορείου�	Οι	κάÓοικοι	ÓÕÍ	οικισμÐÍ	Α	
και	�	αÏοφάσισαÍ	Íα	καÓασκευάσουÍ	μια	σÓάσÇ�	Ïου	Íα	αÏº×ει	
εÉίσου	αÏ½	ÓουÖ	Ã¿ο	οικισμο¿Ö�	�ρεÖ	Óο	καÓάλλÇλο	σÇμείο	ÓÇÖ	
ÃιαÃρομ»Ö	και	Ãικαιολ½ÆÇσε	ÓÇ	λ¿σÇ	Ïου	θα	ÃÐσειÖ�

Να	ÁρειÖ	Óο	σÇμείο	ÓÇÖ	½×θÇÖ	εÍ½Ö	ÏοÓαμο¿	Óο	οÏοίο	ισαÏº×ει	αÏ½	Ã¿ο	×Õριά	Α	και	��

Σ×εÃίασε	ºÍα	ÓρίÆÕÍο	και	ÁρεÖ	με	ακρίÁεια	Óα	μºσα	ÓÕÍ	ÏλευρÐÍ	Óου�

Σ×εÃίασε	 ºÍαÍ	 κ¿κλο	 με	 κºÍÓρο	 Κ	 και	 μια	 ×ορÃ»	 Óου	 Α��	 Να	 καÓασκευάσειÖ	 ÓÇ	
μεσοκάθεÓο	ÓÇÖ	×ορÃ»Ö	Α�	και	Íα	οÍομάσειÖ	Μ	και	Ν	Óα	σÇμεία	σÓα	οÏοία	ÓºμÍει	ÓοÍ	
κ¿κλο�	 �α�	 Σ¿ÆκριÍε	 ÓιÖ	 ×ορÃºÖ	 ΜΑ	 και	 Μ�	 και	 Ãικαιολ½ÆÇσε	 Óο	 αÏοÓºλεσμα	 ÓÇÖ	
σ¿ÆκρισÇÖ�	�Á�	κάÍε	Óο	ίÃιο	και	Æια	ÓιÖ	×ορÃºÖ	ΝΑ	και	Ν��	�Æ�	ÁρεÖ	εάÍ	Óο	κºÍÓρο	Κ	Óου	
κ¿κλου	είÍαι	σÇμείο	ÓÇÖ	μεσοκαθºÓου	και	Ãικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

Σ×εÃίασε	ÓιÖ	μεσοκάθεÓεÖ	ÓριÐÍ	×ορÃÐÍ	εÍ½Ö	κ¿κλου	και	εÉºÓασε	αÍ	υÏάρ×ει	σÇμείο	
σÓο	σ×»μα	σου�	αÏ½	Óο	οÏοίο	Íα	Ãιºρ×οÍÓαι	και	οι	ÓρειÖ	μεσοκάθεÓεÖ�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	ÁρεÖ	εκείÍο	Óο	σÇμείο	ÓÇÖ	ε�	Ïου	Íα	
ισαÏº×ει	αÏ½	Óα	σÇμεία	Α	και	��

Σ×εÃίασε	ºÍαÍ	κ¿κλο	με	ºÍα	Í½μισμα�	�ÐÖ	μÏορείÖ	Íα	ÁρειÖ	Óο	κºÍÓρο	Óου�

ΤρειÖ	οικοÆºÍειεÖ	καÓασκ»ÍÕσαÍ	σ´	ºÍα	κάμÏιÍÆκ	και	ÓοÏοθºÓÇσαÍ	ÓιÖ	σκÇÍºÖ	ÓουÖ	Σ1�	
Σ�	και	Σ�	ºÓσι	ÐσÓε�	Σ1Σ�	 	���	P�	Σ1Σ�	 	�	P	και	Σ�Σ�	 	���	P�	Να	σ×εÃιάσειÖ	ÓÇ	
ÃιάÓαÉÇ	ÓÕÍ	σκÇÍÐÍ	σε	σ×ºÃιο	με	κλίμακα	1�1��	και	Íα	ÁρειÖ	Óο	σÇμείο	Ν�	Ïου	ÏρºÏει	
Íα	 ÓοÏοθεÓÇθεί	 ºÍα	 ÍÓουÖ�	 ÐσÓε	 και	 οι	 ÓρειÖ	 σκÇÍºÖ	 Íα	 αÏº×ουÍ	 εÉίσου	 αÏ´	 αυÓ½�	
ªÏάρ×ουÍ	ÏολλºÖ	ÓºÓοιεÖ	θºσειÖ�	Να	ÃικαιολοÆ»σειÖ	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

ΜºροÖ	� !	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	���	-

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
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ΑÍ	 ÏερισÓραφεί	 Óο	 σ×»μα	 Α�Γ�	 Æ¿ρÕ	 αÏ½	 Óο
σÇμείο	 Ο	 καÓά	 1����	 ÏαίρÍει	 μια	 Íºα	 θºσÇ	 ÓÇÍ	
Α!�!Γ!�

→	Τι	συμÏεραίÍειÖ	Æια	Óα	σ×»μαÓα	Α�Γ	και	Α!�!Γ!�

Παρατηρούμε ότι όταν ολοκληρωθεί η στροφή αυτή, 
κάθε σημείο του ΑΒΓ συμπίπτει με ένα σημείο του 	
Α!Β!Γ!. �ια παράδειγμα, θα συμπέσουν τα σημεία Α και Α!.
#  ¥α σηµεία αυτά λέγονται συµµετρικά, ως προς κέντρο Ο. �ηλαδή:
!  �υμμετρικό σημείου Α ως προς κέντρο Ο, είναι το σημείο Α!, με το οποίο συμπίπτει
  το Α, αν περιστραφεί περί το Ο κατά 180°.
	 	 �σχύει ότι:

  "  �ύο σημεία Μ και Μ! είναι συµµετρικά ως προς σηµείο Ο, όταν το Ο είναι
    µέσο του τμήματος ΜΜ!.

!  �ύο σχήματα λέγονται συµµετρικά ως προς σηµείο
  Ο, όταν κάθε σημείο του ενός είναι συμμετρικό
  ενός σημείου του άλλου ως προς το Ο.
  
  "  Τα συµµετρικά ως προς σηµείο σχήµατα είναι ίσα.

Να	Áρεθεί	Óο	συμμεÓρικ½	Α!	Óου	σÇμείου	Α�	ÕÖ	ÏροÖ	σÇμείο	Ο�

Λύση
�ια να κατασκευάσουμε το 
συμμετρικό Α! ενός σημείου 
Α ως προς σημείο Ο, 
φέρνουμε το ευθύγραμμο 
τμήμα ΑΟ και στην 
προέκτασή του �με το 
υποδεκάμετρο ή με τον 
διαβήτη� παίρνουμε ίσο τμήμα ΟΑ!, όπως δείχνουν οι παραπάνω εικόνες.

1α	 καÓασκευασÓεί	 Óο	 συμμεÓρικ½	 Α!�!	 εÍ½Ö	 ευθυÆράμμου	 Óμ»μαÓοÖ	 Α�	 ÕÖ	 ÏροÖ	
σÇμείο	Ο�

Λύση
¥ο συμμετρικό ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ ως
προς σημείο Ο, είναι ευθύγραμμο τμήμα Α!Β!. �ια να το 
κατασκευάσουμε αρκεί να βρούμε τα σημεία Α! και Β!, που 
είναι τα συμμετρικά των Α και Β ως προς Ο. 
Παρατηρούμε ότι είναι: Αs�s = Α� και  Αs�s // Α� .

-	�1�	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία
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1α	καÓασκευασÓεί	Óο	συμμεÓρικ½	ÕÖ	ÏροÖ	σÇμείο	Ο�	�α�	μιαÖ	ευθείαÖ	ε	και	�Á�	μιαÖ	
ÇμιευθείαÖ	Α[�

Λύση
Παίρνουμε δύο σημεία Α και Β πάνω στην ευθεία ε ή την ημιευθεία Α[ και βρίσκουμε, όπως 
παραπάνω, τα συμμετρικά ως προς το Ο. � προέκταση του ευθύγραμμου τμήματος Α!Β! 
είναι η ε! ή η Α![!, που είναι συμμετρική της ευθείας ε ή της ημιευθείας $[ αντίστοιχα.

1α	καÓασκευασÓεί	Óο	συμμεÓρικ½	σ×»μα	μιαÖ	ÆÕÍίαÖ	[Α
�
\	ÕÖ	ÏροÖ	σÇμείο	Ο.

Λύση
�ρίσκουμε το συμμετρικό Α! της κορυφής Α και τις συμμετρικές 
ημιευθείες Α![! και Α!y! των δύο πλευρών της $[ και Ay αντίστοιχα 
ως προς το Ο, όπως μάθαμε προηγουμένως. ¥ότε, 
η γωνία [!Α

�
!y! είναι συμμετρική της [Α

�
y και είναι ίση μ´ αυτή.

1α	καÓασκευασÓεί	Óο	συμμεÓρικ½	Α!�!Γ !	εÍ½Ö	ÓριÆÐÍου	Α�Γ	ÕÖ	ÏροÖ	σÇμείο	Ο�	Óο	οÏοίο	
�α�	είÍαι	εκÓ½Ö	ÓριÆÐÍου�	�Á�	ÁρίσκεÓαι	εÍÓ½Ö	Óου	ÓριÆÐÍου	και	�Æ�	είÍαι	μία	κορυφ»	Óου�

Λύση
�αι στις τρεις περιπτώσεις, 
βρίσκουμε τα συμμετρικά Α!, Β!, 
Γ!, ως προς το Ο, των κορυφών Α, 
Β, Γ του τριγώνου. ¥ότε το τρίγωνο 
ΑΒΓ έχει συμμετρικό το τρίγωνο 
Α!Β!Γ!, που είναι ίσο με το ΑΒΓ.

1α	καÓασκευασÓεί	Óο	συμμεÓρικ½	σ×»μα	εÍ½Ö	κ¿κλου	�Κ�	ρ�	ÕÖ	ÏροÖ	σÇμείο	Ο�

Λύση
�ρίσκουμε το συμμετρικό ως προς το Ο του κέντρου Κ 
και ενός σημείου του κύκλου Α, που είναι τα σημεία Κ! και 
Α! αντίστοιχα. �ράφουμε τον κύκλο �Κ!, ρ Κ!Α!� που είναι 
ο Ùητούμενος. ¢ι δύο κύκλοι είναι ίσοι διότι έχουν ίσες ακτίνες.

Να	 καÓασκευάσειÖ	 Óα	 συμμεÓρικά	 �!�	 Μ!	 και	 Γ !	 ÓÕÍ	 ��	 Μ	 και	 Γ	
αÍÓίσÓοι×α	ÕÖ	ÏροÖ	Óο	Α	και	Íα	ÃικαιολοÆ»σειÖ	½Óι	Óο	Μ!	είÍαι		μºσο	
Óου	�!Γ !�	�Το	Μ	είÍαι	Óο	μºσο	ÓÇÖ	�Γ��

Να	σ×εÃιάσειÖ	ÓρίÆÕÍο	Α�Δ	και	Óο	συμμεÓρικ½	Γ	ÓÇÖ	κορυφ»Ö	Óου	Α	ÕÖ	ÏροÖ	Óο	μºσοÍ	Ο	
ÓÇÖ	ÏλευράÖ	�Δ�	�ÐÖ	μÏορείÖ	Íα	×αρακÓÇρίσειÖ	Óο	ÓεÓράÏλευρο	Α�ΓΔ�	

ΜºροÖ	� !	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	�11	-
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�ρεÖ	 ºÍα	 σÇμείο�	 σε	 κάθε	 ºÍα	 αÏ½	 Óα	 ÏαρακάÓÕ	 σ×»μαÓα�	 Æ¿ρÕ	 αÏ½	 Óο	 οÏοίο	
ÏροσÏάθÇσε	 Íα	 ÏερισÓρºÂειÖ	 Óο	 σ×»μα	 αυÓ½	 καÓά	 1���	 και	 Íα	 ÏαραÓÇρ»σειÖ	 εάÍ	
συμÏίÏÓει	»	½×ι	με	ÓοÍ	εαυÓ½	Óου�	μεÓά	ÓÇÍ	ολοκλ»ρÕσÇ	ÓÇÖ	ÏερισÓροφ»Ö	αυÓ»Ö�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  Κέντρο συµµετρίας σχήματος ονομάÙεται ένα σημείο του Ο, γύρω από το 

οποίο αν περιστραφεί το σχήμα κατά 180�, συμπίπτει με το αρχικό.
�την περίπτωση που υπάρχει τέτοιο σημείο, λέμε ότι το σχήμα έχει κέντρο
συµµετρίας το σημείο Ο.

"  ¹ταν ένα σχήµα έχει κέντρο συµµετρίας, το συµµετρικό του ως προς το
  κέντρο αυτό είναι το ίδιο το σχήµα.

-	�1�	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία

Β.2.5. Κέντρο συµµετρίας

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

7
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Το	 συμμεÓρικ½	 ÏαραλλÇλοÆράμμου	 Α�ΓΔ�	 ÕÖ	 ÏροÖ	 κºÍÓρο	 συμμεÓρίαÖ	 Óο	 σÇμείο	
Óομ»Ö	ÓÕÍ	ÃιαÆÕÍίÕÍ	Óου�	είÍαι	Óο	ίÃιο	Óο	ÏαραλλÇλ½Æραμμο�

Λύση
Παρατηρούμε, ότι ένα σημείο Ε του παραλληλο�
γράμμου, με στροφή κατά 180° γύρω από το Ο, θα 
συμπέσει με ένα άλλο σημείο Ε! του ίδιου του 
παραλληλογράμμου. �υτό συμβαίνει για όλα τα σημεία 
του ΑΒΓΔ, επομένως το συμμετρικό του ως προς το Ο 
είναι πάλι το ίδιο το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ.

�οιο	είÍαι	Óο	κºÍÓρο	συμμεÓρίαÖ	εÍ½Ö	κ¿κλου�
Λύση

�ε στροφή κατά 180° γύρω από το κέντρο Ο του κύκλου, 
διαπιστώνουμε ότι αυτός συμπίπτει με τον εαυτό του. (πομένως:

"  Το κέντρο του κύκλου είναι κέντρο συµµετρίας του καθώς και του αντίστοιχου
  κυκλικού δίσκου.

Να	 αÏοÃει×θεί	 ½Óι	 ÓR	 συμμεÓρικ½	 σ×»μα	 μιαÖ	 ευθείαÖ	 ε�	 ÕÖ	 ÏροÖ	 κºÍÓρο	 Ο�	 είÍαι	
ευθεία	ε!��ε�

Λύση
�έρνουμε την απόσταση ΟΑ του Ο από την ε. Έστω Β ένα 
άλλο σημείο της ε. �ρίσκουμε τα συμμετρικά Α! και Β! των 
σημείων Α και Β ως προς το Ο και ονομάÙουμε ε! την ευθεία 
που διέρχεται από τα Α!και Β!. � ευθεία ε! είναι συμμετρική 
της ε ως προς κέντρο συμμετρίας το Ο.
� γωνία ΟΑ

�
!Β! θα είναι συμμετρική της γωνίας ΟΑ

�
Β.

�πειδή οι συμμετρικές γωνίες είναι ίσες, θα είναι: ΟΑ
�

!Β! ΟΑ
�

Β �0�. ¬ρα, οι ευθείες
ε και ε! είναι κάθετες στην ίδια ευθεία ΑΑ!, συνεπώς μεταξύ τους παράλληλες.
"  Οι συµµετρικές ως προς σηµείο ευθείες, είναι µεταξύ τους παράλληλες.

Αφο¿	ÆράÂειÖ	Óα	κεφαλαία	ÆράμμαÓα	Óου	αλφαÁ»Óου�	εÉºÓασε	αÍ	º×ουÍ	κºÍÓρο	συμμεÓρίαÖ�

Να	ÁρειÖ	σÓα	ÏαρακάÓÕ	σ×»μαÓα	Óο	κºÍÓρο	συμμεÓρίαÖ�	αÍ	υÏάρ×ει�

7RÏοθºÓÇσε	ºÍα	±;²	σÓιÖ	καÓάλλÇλεÖ	θºσειÖ�	Æια	ÓÇ	θεÓικ»	σου	αÏάÍÓÇσÇ�
¬ÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ

ΚαÍºÍα	 ­Íα	 Δ¿ο	 ΤρειÖ	 ΤºσσεριÖ	 �ερισσ½ÓερουÖ
­×ει	ΚºÍÓρο
ΣυμμεÓρίαÖ

Ευθ¿Æραμμο	Óμ»μα

,σοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο

Ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο

�αραλλÇλ½Æραμμο

ΟρθοÆÐÍιο

Ρ½μÁοÖ

ΤεÓράÆÕÍο

Κ¿κλοÖ

ΜºροÖ	� !	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	�1�	-

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.
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ΣÓÇ	ÃιÏλαÍ»	εικ½Íα	ÁλºÏουμε	ºÍαÍ	ÃÇμ½σιο	
Ãρ½μο	Íα	Ãιασ×ίÙει	Ã¿ο	αÆροκÓ»μαÓα�

Οι	ÏαράλλÇλεÖ	ευθείεÖ	ε1	και	ε�	ορίÙουÍ	Óα	
½ρια	Óου	Ãρ½μου	αυÓο¿	και	×ÕρίÙουÍ	ÓÇ	ÆÇ
σε	ÓρειÖ	ÙÐÍεÖ�

ΔÐσε	μια	συÆκεκριμºÍÇ	κοιÍ»	οÍομασία	Æια	½λα	Óα	
σÇμεία	Ïου	ÁρίσκοÍÓαι	σÓÇÍ	άσφαλÓο	Óου	Ãρ½μου�	
ÃÇλαÃ»	σÓÇ	ÙÐÍÇ	αÍάμεσα	σÓιÖ	ευθείεÖ	ε1	και	ε�	�	
καθÐÖ	 και	 μία	 άλλÇ	 κοιÍ»	 οÍομασία	 Æια	 ½λα	 Óα	
σÇμεία	Ïου	ÁρίσκοÍÓαι	ºÉÕ	αÏ´	αυÓ»�	ÃÇλαÃ»	σÓα	×Õράφια�

ΣÓÇÍ	ίÃια	εικ½Íα	υÏάρ×ει	ºÍαÖ	×ÕμαÓ½ÃρομοÖ	Ïου	×ÕρίÙει	Óα	Ã¿ο	αÆροκÓ»μαÓα	και	ορίÙει	
μια	ευθεία	Ã	Ïου	είÍαι	Óο	σ¿Íορο	μεÓαÉ¿	ÓουÖ�

→	�ÐÖ	μÏορείÖ	Íα	ÃÐσειÖ	μια	κοιÍ»	οÍομασία	σε	½λα	Óα	σÇμεία	Ïου	αÍ»κουÍ	σÓο	ίÃιο	
	 και	μ½Íο	αÆρ½κÓÇμα�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
! ¢ι γωνίες που βρίσκονται ανάμεσα στις ευθείες ε1
  και ε2 ονομάÙονται ²εντός³ �των ευθειών� και όλες
  οι άλλες ²εκτός³.
� � �

Α3 , 
�
Α4 , 

�
B1 , 

�
B2  είναι “εντός”  και

� � �
Α1 , 

�
Α2 , 

�
B3 , 

�
B4  είναι “εκτός” 

!  ¢ι γωνίες που βρίσκονται προς το
ίδιο μέρος της ευθείας δ ονομάÙονται 
²επί τα αυτά³ �μέρη της ευθείας�.�

!  �ύο γωνίες που βρίσκονται η μία στο
ένα κι η άλλη στο άλλο ημιεπίπεδο 
της ευθείας δ, λέγονται μεταξύ τους 
²εναλλάξ³.

#  �πό τον συνδυασμό των παραπάνω προκύπτει ότι θα έχουμε τις παρακάτω
έξι ονομασίες για τα �� διαφορετικά Ùευγάρια των γωνιών.
    (α) εντός εναλλάξ    και  (β) εκτός εναλλάξ
    (γ) εντός και επί τα αυτά και (δ) εκτός και επί τα αυτά
    (ε) εντός - εκτός εναλλάξ  και (στ) εντός - εκτός επί τα αυτά.

-	�1�	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία

Β.2.�. Παράλληλες ευθείες που τέµνονται από µια άλλη ευθεία

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

�
Α2 , 

�
Α3 , 

�
B2 , 

�
B3  είναι “επί τα αυτά”  και

�
Α1 , 

�
Α4 , 

�
B1 , 

�
B4  είναι “επί τα αυτά” 

π.χ. η 
�
Α4 με την 

�
B2 είναι “εναλλάξ” αλλά 

και η 
�
Α2 με την 

�
B1 είναι “εναλλάξ” κ.ο.κ.
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Να	συÆκριθο¿Í	 μεÓαÉ¿	 ÓουÖ	 οι	 ÆÕÍίεÖ�	 Ïου	 σ×ÇμαÓίÙοÍÓαι	 σÓα	 σÇμεία	Α	 και	 ��	 σÓα	
οÏοία	ÓºμÍει	μια	ευθεία	Ã	Ã¿ο	ÏαράλλÇλεÖ	ευθείεÖ	ε1	και	ε�	αÍÓίσÓοι×α�

Λύση  
0πορούμε να διαπιστώσουμε �μετρώντας με το 
μοιρογνωμόνιο� ότι οι γωνίες που σχηματίÙονται 
και στα δύο σημεία τομής Α και Β, είναι δύο ειδών:

!  ¢ι οξείες γωνίες  ω
�

, που είναι μεταξύ τους 

ίσες και

!  ¢ι αμβλείες γωνίες φ
�

, που είναι κι αυτές μεταξύ τους ίσες.

¥α τέσσερα Ùευγάρια των γωνιών, που είναι όλες οξείες και ίσες μεταξύ τους είναι:

"  �πό τις “εντός εναλλάξ”:      
�
Α4 = 

�
B2        

"  �πό τις “εκτός εναλλάξ”:     
�
Α2 = 

�
B4    

"  �πό τις “εντός - εκτός επί τα αυτά”:  
�
Α2 = 

�
B2     και    

�
Α4 = 

�
B4

¥α τέσσερα Ùευγάρια των γωνιών, που είναι όλες αµβλείες και ίσες μεταξύ τους είναι:

"  �πό τις  “εντός εναλλάξ”:   
�
Α3 = 

�
B1   

"  �πό τις  “εκτός εναλλάξ”:   
�
Α1 = 

�
B3

"  �πό τις “εντός - εκτός επί τα αυτά”: 
�
Α1 = 

�
B1     και    

�
Α3 = 

�
B3

�πειδή όμως οι γωνίες  Α
�

1 και  Α
�

2 είναι παραπληρωµατικές, θα ισχύει γενικά:

ω
�

 � φ
�

   180�.

¢πότε συμπεραίνουμε ότι τα υπόλοιπα Ùευγάρια των γωνιών είναι Ùευγάρια 

παραπληρωµατικών γωνιών, τα οποία και είναι τα εξής:

"  ¢ι “εντός επί τα αυτά”:    
�
Α3 + 

�
B2 = 180�   και  

�
Α4 + 

�
B1 = 180�

"  ¢ι “εκτός επί τα αυτά”:    
�
Α1 + 

�
B4 = 180�   και  

�
Α2 + 

�
B3 = 180�

"  ¢ι “εντός-εκτός εναλλάξ”:   
�
Α1 + 

�
B2 = 180�   και  

�
Α2 + 

�
B1 = 180� 

         και 
�
Α3 + 

�
B4 = 180�   και  

�
Α4 + 

�
B3 = 180�

ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία	 -	�1�	-

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ
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ΣÓο	 ÏαρακάÓÕ	 σ×»μα	 είÍαι	 ε1��ε��	 Να	 υÏολοÆίσεÓε	 ½λεÖ	 ÓιÖ	 ÆÕÍίεÖ�	 Ïου	 είÍαι	

σÇμειÕμºÍεÖ�	αÍ	είÍαι		α
�
 	����	

Λύση  
¢ι γωνίες α

��
και γ

�
 είναι κατακορυφήν, άρα θα είναι: 

�
α = 

�
γ = 40� 

2ι γωνίες α
��

και β
��

είναι παραπληρωματικές, άρα θα είναι: 
�
α + 

�
β = 180�, από τη 

σχέση αυτή συμπεραίνουμε ότι: 
�
β = 180� – 

�
α = 180� – 40� = 140�

¢ι γωνίες  β
�

 και  δ
�

 είναι κατακορυφήν, άρα θα είναι: 
�
β =  

�
δ  = 140�.

�λλά επειδή ε���ε2 και η ε3 τέμνουσα των δύο παραλλήλων ευθειών θα είναι:
�
ε = 

�
α,  ως εντός - εκτός επί τα αυτά, άρα: 

�
ε = 40�

�
ζ + 

�
α = 180�,  ως εντός επί τα αυτά,

άρα: 
�
ζ = 180� – 

�
α = 180� – 40� = 140�

�
η = 

�
α,  ως εντός εναλλάξ, επομένως: 

�
η = 40�  και

�
θ = 

�
δ ,  ως εντός - εκτός επί τα αυτά, άρα: 

�
θ = 140�.

Σ×εÃίασε	Ã¿ο	ÏαράλλÇλεÖ	ευθείεÖ	ε1	και	ε��	οι	οÏοίεÖ	Íα	αÏº×ουÍ	�	FP�
�ºρε	μία	ευθεία	Ïου	Íα	σ×ÇμαÓίÙει	με	ÓÇÍ	ε1	ÆÕÍία	���	και	υÏολ½Æισε	ÓιÖ
υÏ½λοιÏεÖ	ÆÕÍίεÖ�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	είÍαι	ε1��ε�	και	ε�	��ε��
Να	 υÏολοÆίσειÖ	 ÓιÖ	 σÇμειÕμºÍεÖ	 ÆÕÍίεÖ	 Óου	
σ×»μαÓοÖ�	αÍ	είÍαι		α

��
 	Á
��
 	����

Να	σ×ÇμαÓίσειÖ	μια	ÆÕÍία	[A
�
\	 	����	Να	ÏάρειÖ	

ºÍα	σÇμείο	�	ÓÇÖ	ÏλευράÖ	Α[�	ÐσÓε	Íα	είÍαι	Α� �	FP	και	ºÍα	σÇμείο	Δ	ÓÇÖ	Α\�	ÐσÓε	Íα	είÍαι	
ΑΔ ���	FP�	Να	φºρειÖ	αÏ½	Óο	�	ÓÇÍ	ÏαράλλÇλÇ	ÏροÖ	ÓÇÍ	Α\	και	αÏ½	Óο	Δ	ÓÇÍ	ÏαράλλÇλÇ	
ÏροÖ	ÓÇÍ	$[�	Να	οÍομάσειÖ	Γ	Óο	σÇμείο	Óομ»Ö	ÓÕÍ	ÏαράλλÇλÕÍ	αυÓÐÍ�	Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	
ÆÕÍίεÖ	Óου	ÓεÓραÏλε¿ρου	Α�ΓΔ�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	οι	ευθείεÖ	ε1	και	ε�	είÍαι	
ÏαράλλÇλεÖ	 και	 Ç	 Çμιευθεία	 �Ã�	 είÍαι	
Ãι×οÓ½μοÖ	ÓÇÖ	ÆÕÍίαÖ		B

�
�	Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	

ÆÕÍίεÖ		α
�
�		Á
�
	και		Æ

�
	Óου	σ×»μαÓοÖ�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	είÍαι	ε1��ε�	και	ε�	��ε��
Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ		α

�
	και		Á

�
�

ΣÓο	ÓεÓράÏλευρο	Α�ΓΔ	Óου	ÃιÏλαÍο¿	σ×»μαÓοÖ	
είÍαι�	 Α���ΓΔ	 και	 ΑΔ���Γ�	Να	 υÏολοÆίσειÖ	 ½λεÖ	
ÓιÖ	σÇμειÕμºÍεÖ	ÆÕÍίεÖ�

-	�1�	-	 	 ΜºροÖ	�!	-	Κεφάλαιο	�ο	-		ΣυμμεÓρία

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.

3.

4.

5.

6.

ε1

ε2
ε3 ε4 ε5

αε

γβ

Ú

δ

ε1 Α

Β

Γ

δ1 δ2

ε2

5��

β γ
α

φ
φ

ε1

ε2

ε3 ε4

11��

α β

Α Δ

ΓΒ

α ω φ θ

ε
30�

γ 105�

2.

ε� ε2

ε3
δ

β α
γ θ

Ù ε
η

φ

21-0027 book.indb   216 16/1/2013   9:49:52 μμ



Κ
Ε
Φ
Α
Λ
Α
Ι
Ο

3.1. Στοιχεία τριγώνου � Είδη τριγώνων
 x �νωρίζω τα στοιØεία του τριγώνου
 x �νωρίζω τα είδη των τριγώνων

3.2. ­θροισµα γωνιών τριγώνου � Ιδιότητες ισοσκελούς τριγώνου
 x �νωρίζω ότι το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι ����
 x �νωρίζω τις ιδιότητες του ισοσκελοÀς τριγώνου και του ισοπλεÀρου τριγώνου

3.3. Παραλληλόγραµµο � £ρθογώνιο � ¤όµβος � Τετράγωνο � Τραπέζιο 
  Ισοσκελές τραπέζιο
 x �νωρίζω ποιο τετράπλευρο ονομάζεται παραλληλόγραμμο� ποιο ορθογώνιο� ποιο ρόμβος�
  ποιο τετράγωνο και ποιο τραπέζιο
 x ¬αράσσω τα ÀÃη του παραλληλογράμμου και του τραπεζίου

3.4. Ιδιότητες Παραλληλογράµµου � £ρθογωνίου � ¤όµβου � Τετραγώνου �
 Τραπεζίου � Ισοσκελούς τραπεζίου
 x �νωρίζω τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου� του ορθογωνίου� του ρόμβου και του
  ισοσκελοÀς τραπεζίου

 7ρίγωνα � Παραλληλόγραµµα � Τραπέζια

us���� � �r�����y
���� � ��� π��� �

3 Ο

ΜΕΡΟΣ �!
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Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
Κύρια στοιχεία τριγώνου

!  �άθε τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις κορυφές Α, Β, Γ,
  τρεις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ και τρεις γωνίες  Α

�
, B
�

, Γ
�

.

"  ¥α ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, εκτός από τις πλευρές,
  συμβολίÙουν και τα μήκη των αντίστοιχων
  ευθυγράμμων τμημάτων.

�αρακάÓÕ	 ÁλºÏουμε	 ÓÇÍ	 καÓάÓαÉÇ	 ÓÕÍ	 ÓριÆÐÍÕÍ	 με	 ÁάσÇ	 Ã¿ο	 συÆκεκριμºÍα	 κριÓ»ρια�
→ ΜÏορείÖ	Íα	εκφράσειÖ	με	λ½Æια	Óα	κριÓ»ρια	με	Óα	οÏοία	ºÆιÍε	αυÓ»	Ç	καÓάÓαÉÇ�
	

 Σκεφτόμαστε
Με βάση το 1ο κριτήριο διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

Με βάση το 2ο κριτήριο διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

-	�1�	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια

Β.3.1. Στοιχεία τριγώνου - Είδη τριγώνων

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

A Α

ΑΒ

Β Β

Γ

ΓΓ

Α
Α Α

Β Β ΒΓ Γ

Α

Γ

Β Γ

πλευρά
πλευρά

πλευρά

κορυφή

κορυφή κορυφή

Πλευρές κάθετες

Mία γωνία ορθή
Mία γωνία

μεγαλύτερη της ορθής
Όλες οι γωνίες

μικρότερες της ορθής

Ορθογώνιο Αμβλυγώνιο Οξυγώνιο

Όχι κάθετες πλευρές

Ισότητα πλευρών
Τρεις πλευρές ίσες Δύο πλευρές ίσες Όλες οι πλευρές άνισες

Ισόπλευρο Ισοσκελές Σκαληνό

Ανισότητα πλευρών
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ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια	 -	�1�	-

Δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου
! ¥ο ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει την κορυφή ενός

τριγώνου με το μέσο της απέναντι πλευράς, λέγεται 
διάµεσος.

! ¥ο ευθύγραμμο τμήμα που φέρνουμε από μία κορυφή
ενός τριγώνου κάθετο στην ευθεία της απέναντι πλευράς, 
λέγεται ύÃος του τριγώνου.

! ¥ο ευθύγραμμο τμήμα της διχοτόμου μιας γωνίας ενός
τριγώνου που φέρνουμε από μια κορυφή και καταλήγει 
στην απέναντι πλευρά, λέγεται διχοτόµος του τριγώνου.

	 1α	 σ×εÃιασÓο¿Í	 Óα	 ¿ÂÇ	 σε	 ÓρίÆÕÍο	 Ïου	 είÍαι�	 �α�	 οÉυÆÐÍιο�	 �Á�	 αμÁλυÆÐÍιο	 και
	 �Æ�	ορθοÆÐÍιο�

Λύση
�πό την κορυφή π.χ. την � του τριγώνου ��� φέρνουμε την κάθετο στην απέναντι
πλευρά του. ¥ότε η απόσταση του � από την πλευρά �� είναι το ύψος �� του τριγώνου. 
�υτήν τη διαδικασία την επαναλαμβάνουμε και από τις άλλες δύο κορυφές του
τριγώνου για να βρούμε και τα τρία ύψη του, τα οποία παρατηρούμε ότι διέρχονται από 
το ίδιο σημείο �, που λέγεται ορθόκεντρο.

Α
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B

Γ

Γ

Γ

Δ

Α

Α

Μ

Δ

ω ω

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΗ
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ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 	 	 	 						Σ�ΣΤΟ			�Α�ΟΣ

�α�		 Κάθε	ορθοÆÐÍιο	ÓρίÆÕÍο	º×ει	μια	ορθ»	ÆÕÍία�	 	 	 	 	
�Á�		 Το	αμÁλυÆÐÍιο	ÓρίÆÕÍο	º×ει	Ã¿ο	αμÁλείεÖ	ÆÕÍίεÖ�	 	 	 	
�Æ�		 Το	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	º×ει	½λεÖ	ÓιÖ	ÏλευρºÖ	Óου	ίσεÖ�	 	 	
�Ã�		 Το	ισοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο	μÏορεί	Íα	είÍαι	και	αμÁλυÆÐÍιο	�	 	 	
�ε�		 Το	ορθοÆÐÍιο	ÓρίÆÕÍο	μÏορεί	Íα	είÍαι	και	ισ½Ïλευρο�		 	 	
�σÓ�		 Το	ορθοÆÐÍιο	ÓρίÆÕÍο	μÏορεί	Íα	είÍαι	και	ισοσκελºÖ�		 	 	
�Ù�		 Το	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	είÍαι	ÏάÍÓα	οÉυÆÐÍιο�	 	 	 	 	
�Ç�		 ­Íα	σκαλÇÍ½	ÓρίÆÕÍο	ÃεÍ	μÏορεί	Íα	είÍαι	ορθοÆÐÍιο�		 	 	

Σ´	 ºÍα	 ÓρίÆÕÍο	Α�Γ�	με	Ïλευρά	�Γ	 	���	FP�	φºρε	 ÓÇ	Ãιάμεσο	ΑΜ�	ΜεÓά	φºρε	 ÓιÖ	
ÃιαμºσουÖ	ΑΚ	και	Α�	ÓÕÍ	ÓριÆÐÍÕÍ	Α�Μ	και	ΑΓΜ	και	ÁρεÖ	Óο	μ»κοÖ	ÓÕÍ	ΚΜ	και	�Γ�

Σ×εÃίασε	 ºÍα	 ÓρίÆÕÍο	 Α�Γ�	 �α�	 �ρεÖ	 Óο	 μºσο	 Δ	 ÓÇÖ	 ÏλευράÖ	 Α��	 Óο	 μºσο	 Ε	 ÓÇÖ	
ÏλευράÖ	�Γ	και	Óο	μºσο	�	ÓÇÖ	ÏλευράÖ	ΓΑ�	�Á�	Σ×εÃίασε	ÓÇ	Ãιάμεσο	ΑΕ	Óου	ÓριÆÐÍου	
Α�Γ	Ïου	ÓºμÍει	ÓÇ	�Δ	σÓο	σÇμείο	Μ�	Σ¿ÆκριÍε	με	ÓοÍ	ÃιαÁ»ÓÇ	Óα	Óμ»μαÓα	ΔΜ	και	Μ��	
Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

ΔίÍεÓαι	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ�	�α�	�ºρε	ÓιÖ	ÃιαμºσουÖ	ΑΜ	και	�Ν	και	οÍ½μασε	με	Óο	Æράμμα	�	
Óο	σÇμείο	σÓο	οÏοίο	ÓºμÍοÍÓαι�	�Á�	0εÓά	σ×εÃίασε	ÓÇÍ	ευθεία	Γ�	και	οÍ½μασε	με	Óο	
Æράμμα	Ρ	Óο	σÇμείο	σÓο	οÏοίο	Ç	ευθεία	Γ�	ÓºμÍει	ÓÇÍ	Ïλευρά	Α��	�Æ�	Σ¿ÆκριÍε	με	ÓοÍ	
ÃιαÁ»ÓÇ	Óα	ευθ¿Æραμμα	Óμ»μαÓα	ΑΡ	και	�Ρ�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Σ×εÃίασε	 ºÍα	 ÓρίÆÕÍο	 Α�Γ�	 Ïάρε	 Óο	 μºσο	 Μ	 ÓÇÖ	 ÏλευράÖ	 �Γ	 και	 ×άραÉε	 αÏ½	 Óο	
σÇμείο	Μ	μια	ευθεία	ε	ÏαράλλÇλÇ	ÏροÖ	ÓÇÍ	Ïλευρά	Α�	Óου	ÓριÆÐÍου�	ΑÍ	Óο	σÇμείο	
σÓο	 οÏοίο	 ÓºμÍει	 ÓÇÍ	 Ïλευρά	ΑΓ	 Óο	 οÍομάσειÖ	Ν�	 Íα	 συÆκρίÍειÖ	 με	 ÓοÍ	 ÃιαÁ»ÓÇ	 Óα	
Óμ»μαÓα	ΑΝ	και	ΝΓ�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Να	συμÏλÇρÐσειÖ	ÓοÍ	ÏαρακάÓÕ	ÏίÍακα	με	Óα	σ×»μαÓα	ÓÕÍ	αÍÓίσÓοι×ÕÍ	ÓριÆÐÍÕÍ�

ΤΡΙΓ��Α 2ξυγώνιο Ορθογώνιο Αμβλυγώνιο

Σκαληνό
	 	 	

Ισοσκελές

Ισόπλευρο
	 		

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ
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Σ×εÃίασε	 Ãιάφορα	 Óυ×αία	 ορθοÆÐÍια�	 αμÁλυÆÐÍια	 και	 οÉυÆÐÍια	 ÓρίÆÕÍα�	 ½ÏÕÖ
Ï�×�	αυÓά	Ïου	φαίÍοÍÓαι	Ïιο	κάÓÕ�	ΜºÓρÇσε	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	ÓουÖ	με	Óο	μοιροÆÍÕμ½Íιο	και	
υÏολ½Æισε	Óο	άθροισμά	ÓουÖ�	ΜÏορείÖ	Íα	ÃιαÓυÏÐσειÖ	κάÏοιο	συμÏºρασμα�

�ροσÏάθÇσε	Íα	ÃιαÏισÓÐσειÖ	Ïοια	ÃιάμεσοÖ	εÍ½Ö	ισοσκελο¿Ö	ÓριÆÐÍου	είÍαι	άÉοÍαÖ	
συμμεÓρίαÖ	Óου	και	ÆιαÓί�

Σ×εÃίασε	 ºÍα	 ισ½Ïλευρο	 ÓρίÆÕÍο	 Α�Γ	 και	 ÓιÖ	 ÃιαμºσουÖ	 Óου	 ΑΔ�	 �Ε	 και	 Γ��	
Δικαιολ½ÆÇσε	ÆιαÓί	οι	Ãιάμεσοι	Óου	ισ½Ïλευρου	είÍαι	Ãι×οÓ½μοι	και	¿ÂÇ	Óου�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε

#  Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:  Α
�

 � B
�

 � Γ
�

   180�.

 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο ισχύει ότι:

#  � ευθεία της διαµέσου, που αντιστοιχεί
  στη βάση είναι άξονας συµµετρίας του 
  ισοσκελούς τριγώνου.
  
#  � διάµεσος, που αντιστοιχεί στη βάση
  είναι ύÃος και διχοτόµος.

#  ¢ι προσκείµενες γωνίες στη βάση του
  ισοσκελούς είναι ίσες.

 Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο ισχύει ότι:

#  Οι ευθείες των διαµέσων είναι άξονες
  συµµετρίας του ισοπλεύρου τριγώνου.

#  Κάθε διάµεσος είναι ύÃος και διχοτόµος.

#  ¹λες οι πλευρές και όλες οι γωνίες του
  ισοπλεύρου τριγώνου είναι ίσες.

ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια	 -	��1	-

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

Α
Γ

B Γ A

A

Β Β Γ

Α

Δ
Β

Α

Γ

Β

Γ

1 2

1 2

Β.3.2. ­θροισµα γωνιών τριγώνου - Ιδιότητες ισοσκελούς τριγώνου

$

βάση
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Να	 ÃικαιολοÆÇθεί	 με	 λοÆικά	 εÏι×ειρ»μαÓα	 ½Óι	 Óο	 άθροισμα	 ÓÕÍ	 ÓριÐÍ	 ÆÕÍιÐÍ	 κάθε	
ÓριÆÐÍου	είÍαι	1���.

Λύση
�χεδιάÙουμε το τρίγωνο ΑΒΓ και μία ευθεία xAy, 
που διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη προς 
την ευθεία ΒΓ.

Παρατηρούμε ότι:

x
�
Α� = 

�
ω
�
= 
�
� γιατί είναι γωνίες εντός εναλλάξ, των 

παράλληλων ευθειών xAy και ΒΓ, που τέμνονται από 
την ΑΒ.

y
�
ΑΓ = 

�
θ
�
= 
�
Γ
��

γιατί είναι γωνίες εντός εναλλάξ των 
παράλληλων ευθειών xAy και ΒΓ, που τέμνονται από 
την ΑΓ.

¢ι γωνίες  ω
�

, Α
�

 και θ
��

σχηματίÙουν μια ευθεία γωνία.
�πομένως θα είναι: 

�
ω
�
+

 �Α + �θ
�
= 180�.

�πειδή όμως είναι: 
�
ω
�
=

 ��
��

και  
�
θ
�
= 
�
Γ, θα έχουμε: 

�
�
�
+

 �Α + 
�
Γ
�
= 180�.

Σε	κάθε	ορθοÆÐÍιο	ÓρίÆÕÍο	οι	οÉείεÖ	ÆÕÍίεÖ	είÍαι	συμÏλÇρÕμαÓικºÖ�

Λύση
�χεδιάÙουμε το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  

�
A
�
= 90�.

�πειδή είναι: 
�
A
�
+

 �
B + 

�
Γ
�
= 180� θα έχουμε:

�
B + 

�
Γ
�
= 180� – 90� = 90�.

�νωρίÙουμε, ότι δύο γωνίες που έχουν άθροισμα �0� 
λέγονται συµπληρωµατικές. ¬ρα, σε κάθε ορθογώνιο 
τρίγωνο οι οξείες γωνίες του είναι συμπληρωματικές.

7R	άθροισμα	Ã¿ο	ÆÕÍιÐÍ	εÍ½Ö	ÓριÆÐÍου	ισο¿Óαι	με	ÓÇÍ	εÉÕÓερικ»	ÓÇÖ	ÓρίÓÇÖ	ÆÕÍίαÖ.
�ΣÓο	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ	Ç	ÆÕÍία	ΑΓ

�
[�	Ïου	σ×ÇμαÓίÙεÓαι	αÏ½	ÓÇÍ	ΑΓ	και	ÓÇÍ	ÏροºκÓασÇ	ÓÇÖ	

�Γ	ÏροÖ	Óο	μºροÖ	Óου	Γ�	οÍομάÙεÓαι	εÉÕÓερικ»	ÆÕÍία	ÓÇÖ	
�
Γ��

Λύση
� εξωτερική γωνία 

�
φ

�
είναι παραπληρωματική της 

εσωτερικής γωνίας 
�
Γ
��

του τριγώνου, δηλαδή θα είναι 
�
φ
�
= 180� – 

�
Γ
�
.

�πειδή σε κάθε τρίγωνο είναι  
�
A
�
+

 �
B + 

�
Γ
�
= 180�, 

άρα  
�
A
�
+

 �
B = 180� – 

�
Γ
��
, δηλαδή  

�
A
�
+

 �% = 
�
φ.

¬ρα, η εξωτερική γωνία ισούται με το άθροισμα των δύο 
άλλων γωνιών του τριγώνου.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια

A

B

B

Γ

Α
y

x

Γ

θ

θ
ω

ω

B Γ

Α

x
φ

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.
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Οι	ÆÕÍίεÖ	εÍ½Ö	ισ½Ïλευρου	ÓριÆÐÍου	είÍαι	½λεÖ	ίσεÖ	με	����

Λύση
�νωρίÙουμε ότι στο ισόπλευρο τρίγωνο είναι:  

�
A
�
=

 �
B = 

�
Γ
�
.

�πειδή σε κάθε τρίγωνο είναι  
�
A
�
+

 �
B + 

�
Γ = 180�, θα είναι

�
A
�
+

 �
A
�
+

 �
A
�
= 180�, δηλαδή 3 ! 

�
A
�
= 180�, συνεπώς:

�
A = 180� : 3 = 60�. ¬ρα, όλες οι γωνίες του ισόπλευρου 
τριγώνου είναι ίσες με �0�.

Να	υÏολοÆισÓο¿Í	οι	ÆÕÍίεÖ	εÍ½Ö	ορθοÆÕÍίου	και	ισοσκελο¿Ö	ÓριÆÐÍου�

Λύση
�ε κάθε τρίγωνο ισχύει  �

A
�
+

 �
B + 

�
Γ = 180�. �πειδή στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία 
�
Α είναι ορθή, δηλαδή 

�
A = 90�, θα είναι: 

�
B + 

�
Γ = 90�.

�πειδή το τρίγωνο είναι και ισοσκελές θα είναι 
�
B = 

�
Γ, άρα θα 

είναι 
�
B + 

�
� = 90�, από την οποία προκύπτει ότι:

2 ! 
�
B
�
= 90�, δηλαδή θα έχουμε 

�
B
�
= 90� : 2 = 45� και επομένως και 

�
Γ = 45�.

Να	Áρεθο¿Í	Óα	μºÓρα	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ	εÍ½Ö	ισοσκελο¿Ö	ÓριÆÐÍου�	αÍ	είÍαι	ÆÍÕσÓ½	μ½Íο	
½Óι	Óο	μºÓρο	μιαÖ	ÆÕÍίαÖ	Óου	είÍαι	����

Λύση

Έστω ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με Α% $Γ. ¥ότε θα είναι  
�
B = 

�
Γ.  

�πειδή είναι 
�
A
�
+

 �
B + 

�
Γ = 180�, διακρίνουμε τις εξής δύο

περιπτώσεις:

(α) �ν είναι 
�
Α
�
= 40�.

  �υνεπώς θα είναι 40� + �
B + 

�
Γ = 180�, επομένως

  
�
B + 

�
Γ = 180� – 40�. �πομένως θα είναι 

�
B + 

�
� = 140�,

  από την οποία προκύπτει ότι: 2 ! 
�
B
�
= 140�, δηλαδή 

  
�
B = 140�: 2 = 70� άρα και  

�
Γ = 70�.

(β) �ν είναι 
�
B = 

�
Γ = 40�.

  �α είναι  
�
Α + 40� + 40� = 180�, δηλαδή

   
�
Α + 80� = 180�, συνεπώς θα έχουμε:

   
�
Α = 180� – 80� = 100�.

  Παρατηρούμε ότι με τα ίδια ακριβώς δεδομένα
  προκύπτουν δύο τελείως διαφορετικά ισοσκελή
  τρίγωνα, τα οποία όμως ικανοποιούν αυτά τα δεδομένα.

ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια	 -	���	-

B Γ

Α

60�
4.

5.

6.

B Γ

Α

B Γ

Α

40�

B Γ

Α

40� 40�

60� 60�

45� 45�
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-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ
1.

2.
3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 ���¥¢   ���¢�
�α�		 Οι	ÏροσκείμεÍεÖ	ÆÕÍίεÖ	σÓÇ	ÁάσÇ	ισοσκελο¿Ö	ÓριÆÐÍου
	 	 είÍαι	ίσεÖ�	
�Á�		 Σε	κάθε	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ	ισ×¿ει�		Α

�
	�	�

�
	�	Γ

�
	 	����	

�Æ�		 Κάθε	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	º×ει	½λεÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	ίσεÖ	με	����	
�Ã�		 Σε	κάθε	ισοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο	Ç	ευθεία	μιαÖ	Ãιαμºσου	είÍαι
	 	 άÉοÍαÖ	συμμεÓρίαÖ�	
�ε�		 Σε	κάθε	ισοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο	Ç	ÃιάμεσοÖ�	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ
	 	 ÁάσÇ�	είÍαι	και	Ãι×οÓ½μοÖ�	
�σÓ�	 Σε	κάθε	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	οι	ευθείεÖ	ÓÕÍ	ÏλευρÐÍ	είÍαι
	 	 άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ�	
�Ù�		 Σε	κάθε	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	οι	ευθείεÖ	ÓÕÍ	υÂÐÍ	είÍαι
	 	 άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ�	
�Ç�		 Σε	κάθε	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	κάθε	ÃιάμεσοÖ	είÍαι	και	¿ÂοÖ�	
�θ�		 Σε	κάθε	ορθοÆÐÍιο	και	ισοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο	οι	ÏροσκείμεÍεÖ
	 	 ÆÕÍίεÖ	σÓÇ	ÁάσÇ	είÍαι	����	 	
	

Σ×εÃίασε	ºÍα	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ	ÐσÓε	Íα	είÍαι		�
�
 ���	και	Γ

�
 ���	και	υÏολ½Æισε	ÓÇ	ÆÕÍία		Α

�
�

Σ×εÃίασε	 ºÍα	ορθοÆÐÍιο	 ÓρίÆÕÍο	Α�Γ�	 σÓο	οÏοίο	 Íα	 είÍαι	 	Α
��
 	����	 	�

�
 	���	 και

Α�	 	���	FP�	�α�		ªÏολ½Æισε	ÓÇ	ÆÕÍία		
�
Γ	�		�Á�	ΜºÓρÇσε	ÓÇÍ	Ïλευρά	�Γ	και	σ¿ÆκριÍε	Óο	

μ»κοÖ	ÓÇÖ	με	Óο	μ»κοÖ	ÓÇÖ	ÏλευράÖ	Α��

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	είÍαι	ε1��ε��
Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ		

�
α�	
�
Á�	
�
Æ	και	

�
Ã�

ΣÓα	ÃιÏλαÍά	σ×»μαÓα	είÍαι	ε1��ε��
Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓÇ	ÆÕÍία	

�
φ�

ΣÓο	ÃιÏλαÍ½	σ×»μα	είÍαι	Α���ΓΔ�	ªÏολ½Æισε	ÓÇ	ÆÕÍία	
�
Õ�

Σε	ºÍα	ισοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο�	Ç	ÆÕÍία	Ïου	είÍαι	αÏºÍαÍÓι	αÏ½	ÓÇ	ÁάσÇ	είÍαι	����
Να	υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	υÏ½λοιÏεÖ	ÆÕÍίεÖ�

Σε	ºÍα	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ	είÍαι	
�
Α
�
 	���	και	Ç	ÆÕÍία		

�
�
�
είÍαι	ÃιÏλάσια	αÏ½	ÓÇ	

�
Γ	�

ªÏολ½Æισε	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	
�
�
�
και	

�
Γ�

Σε	ºÍα	ÓρίÆÕÍο	Α�Γ	Ç	ÆÕÍία	
�
Α	είÍαι	ÃιÏλάσια	αÏ½	ÓÇ	

�
�
�
και	Ç	

�
Γ	ÓριÏλάσια	αÏ½	ÓÇ	

�
�
�
�	Να	

υÏολοÆίσειÖ	ÓιÖ	ÆÕÍίεÖ	Óου	ÓριÆÐÍου�

Να	σ×εÃιάσειÖ	ºÍα	ÓεÓράÏλευρο	Α�ΓΔ�	Íα	ÏάρειÖ	ºÍα	σÇμείο	Ο	σÓο	εσÕÓερικ½	Óου	και	
Íα	φºρειÖ	 ÓιÖ	ΟΑ�	Ο��	ΟΓ	 και	ΟΔ�	Να	 υÏολοÆίσειÖ	 Óο	 άθροισμα	 ÓÕÍ	 ÆÕÍιÐÍ	ΑO

�
%�	

BΟ
�
Γ�	ΓΟ

�
Δ	και	ΔΟ

�
Α	και	σÓÇ	συÍº×εια	Óο	άθροισμα	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ	Óου	Α�ΓΔ�

δ1

ε1

ε2

δ2

β

γ

α
52�

48�

δ

35�

102�

φ
φ

72�

ε1 ε1

ε2 ε2
35�

Α Β
Ε

Γ Δ

ω

42�

40�
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+	 υÏÇρεσία	 οÃικ»Ö	 ασφάλειαÖ	 αÏοφάσισε	 Íα	 ÁάÂει	 Óο	
οÃ½σÓρÕμα	σε	½λεÖ	ÓιÖ	ÃιασÓαυρÐσειÖ	με	ºÍÓοÍο	κίÓριÍο	
×ρÐμα�	Για	Íα	κάÍει	ÓουÖ	υÏολοÆισμο¿Ö	ÓÇÖ�	ÏρºÏει	Íα	
Áρεθεί	 Óο	ακριÁºÖ	σ×»μα	 Óου	οÃοσÓρÐμαÓοÖ	σÓο	 κοιÍ½	
μºροÖ	Ã¿ο	Ãρ½μÕÍ�	σε	κάθε	ÃιασÓα¿ρÕσÇ�

→		 Με	ÓÇÍ	ÏροÛÏ½θεσÇ	½Óι	οι	Ãρ½μοι	Ïου	ÃιασÓαυρÐ-
ÍοÍÓαι	είÍαι	ευθείεÖ�	ÏροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	½λεÖ	ÓιÖ	
ÏεριÏÓÐσειÖ	 ÓÕÍ	 ÓεÓραÏλε¿ρÕÍ	 Ïου	 σ×ÇμαÓίÙουÍ	
οι	Ãρ½μοι�
�α�		 ½ÓαÍ	º×ουÍ	Óο	ίÃιο	ÏλάÓοÖ	και	ÓºμÍοÍÓαι	καθºÓÕÖ�
�Á�		 ½ÓαÍ	º×ουÍ	ÃιαφορεÓικ½	ÏλάÓοÖ	και	ÓºμÍοÍÓαι	καθºÓÕÖ�
�Æ�		 ½ÓαÍ	º×ουÍ	Óο	ίÃιο	ÏλάÓοÖ	και	ÓºμÍοÍÓαι	ÏλαÆίÕÖ�
�Ã�		 ½ÓαÍ	º×ουÍ	ÃιαφορεÓικ½	ÏλάÓοÖ	και	ÓºμÍοÍÓαι	ÏλαÆίÕÖ�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
!  Παραλληλόγραµµο λέγεται το τετράπλευρο ΑΒΓΔ που έχει τις απέναντι πλευρές
  του παράλληλες, δηλαδή ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ.

!  �άθε πλευρά του παραλληλογράμμου μπορεί να ονομαστεί βάση του
  παραλληλογράμμου.

!  � απόσταση της βάσης από την απέναντι πλευρά λέγεται ύÃος του 
  παραλληλογράμμου.

�ια τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ ύψος είναι το ΕΖ, ενώ για τις βάσεις ΑΔ και ΒΓ ύψος είναι το ΗΘ.

ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια	 -	���	-

A BΕ

Ζ

υ2

υ1

Γ
Δ

Η

Θ

Β.3.3. Παραλληλόγραµµο - Ορθογώνιο - Ρόµβος - Τετράγωνο - 
   ΤραπέÚιο - Ισοσκελές τραπέÚιο

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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(ιδικές περιπτώσεις παραλληλογράµµων

! Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες
 του ορθές λέγεται ορθογώνιο παραλληλόγραµµο
 ή απλά ορθογώνιο.

! Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις πλευρές
 του ίσες λέγεται ρόµβος.

! Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες
 του ορθές και όλες τις πλευρές του ίσες λέγεται
 τετράγωνο.

7ραπέÚιο

! ¥ο τετράπλευρο ΑΒΓΔ του οποίου μόνο δύο πλευρές είναι παράλληλες λέγεται τραπέÚιο.

! ¢ι παράλληλες πλευρές ΑΒ, ΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) του τραπεÙίου λέγονται βάσεις του
 τραπεÙίου.

! � απόσταση των βάσεων λέγεται ύÃος του τραπεÙίου.

! �ν ένα τραπέÙιο έχει τις μη παράλληλες πλευρές του
 ίσες λέγεται ισοσκελές τραπέÚιο.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια

A

Β

Β

Γ

Γ

Δ

Δ
A Β

ΓΔ

A

A E

υ

Z
Δ

Β

Γ

A

Δ

Β

Γ

Η απόσταση των βάσεων Α� και ΓΔ είναι το ύψος Ε�.

Είναι ΑΔ = �Γ
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Να	εÉÇÆ»σεÓε	ÆιαÓί	οι	ÏλευρºÖ	Óου	ορθοÆÕÍίου	είÍαι	και	¿ÂÇ�

Λύση
�πειδή όλες οι γωνίες του ορθογωνίου είναι ορθές, οι 
διαδοχικές πλευρές του θα είναι κάθετες μεταξύ 
τους. �πομένως οι πλευρές του ορθογωνίου είναι και 
ύψη.

Να	συÆκριθο¿Í	Óα	¿ÂÇ	Óου	ρ½μÁου	Ïου	άÆοÍÓαι	αÏ½	
μία	κορυφ»�

Λύση
�υγκρίνουμε με τον διαβήτη ή με διαφανές χαρτί τα 
ύψη ΑΕ και ΑΖ του ρόμβου και διαπιστώνουμε ότι 
είναι ίσα, δηλαδή: ΑΕ = Α�.

Να	σ×εÃιασÓο¿Í	Óα	¿ÂÇ	Óου	ÏαραλλÇλοÆράμμου	Ïου	
άÆοÍÓαι	αÏ½	μία	κορυφ»�

Λύση
¥α ύψη του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ που φέρνουμε 
από την κορυφή Α στις πλευρές ΔΓ και ΒΓ είναι τα ΑΕ 
και ΑΖ αντίστοιχα.

ΤοÏοθºÓÇσε	ºÍα	±[²	σÓÇÍ	αÍÓίσÓοι×Ç	θºσÇ�	 ���¥¢   ���¢�
�α�		 ­Íα	ÓεÓράÆÕÍο	είÍαι	και	ρ½μÁοÖ�	
�Á�		 ­ÍαÖ	ρ½μÁοÖ	είÍαι	ÓεÓράÆÕÍο�	
�Æ�		 Κάθε	ÃιαÆÐÍιοÖ	ορθοÆÕÍίου	ÏαραλλÇλοÆράμμου	Óο	×ÕρίÙει
	 	 σε	Ã¿ο	ορθοÆÐÍια	ÓρίÆÕÍα�	
�Ã�		 Κάθε	ÃιαÆÐÍιοÖ	ρ½μÁου	ÓοÍ	×ÕρίÙει	σε	Ã¿ο	ισ½Ïλευρα
	 	 ÓρίÆÕÍα�	
�ε�		 Κάθε	ÃιαÆÐÍιοÖ	ισοσκελο¿Ö	ÓραÏεÙίου	Óο	×ÕρίÙει	σε	Ã¿ο
								 ισοσκελ»	ÓρίÆÕÍα�	

�½σα	 ισοσκελ»	 ÓρίÆÕÍα	 σ×ÇμαÓίÙοÍÓαι	 σ´	 ºÍα	 ισοσκελºÖ	 ÓραÏºÙιο�	 Ïου	 º×ει	 ÓρειÖ	
ÏλευρºÖ	ίσεÖ�	½ÓαÍ	φºρουμε	ÓιÖ	Ã¿ο	ÃιαÆÐÍιºÖ	Óου�	Δικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

Με	Óºσσερα	σÏίρÓα	�ολ½κλÇρα	και	ίσα�	Ïοια	ÓεÓράÏλευρα	μÏορείÖ	Íα	καÓασκευάσειÖ�	
Δικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

Με	Ã¿ο	ολ½κλÇρα	και	Ã¿ο	μισά	σÏίρÓα	μÏορείÖ	Íα	καÓασκευάσειÖ	ÏαραλλÇλ½Æραμμα	
και	Ïοια�	Δικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου�

ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια	 -	���	-

A Β

Γ

Β

Β

Ζ

Ζ

Ε

Ε

Α

Γ

Γ

Δ

Δ

Δ

Α

υ1

υ2

�ΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ	 - 	Ε�ΑΡΜΟΓΕΣ

1.

2.

3.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.
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→	 �ροσÏάθÇσε	Íα	×ÕρίσειÖ	Óα	Ïιο	κάÓÕ	ÓεÓράÏλευρα	σε	ομάÃεÖ�
→	 ΔÐσε	αÏ½	ºÍα	½Íομα	σÓο	καθºÍα�
→	 �ροσÏάθÇσε	Íα	ÃικαιολοÆ»σειÖ	Óο	×Õρισμ½	σε	ομάÃεÖ	Ïου	ºκαÍεÖ�

Ο	Ευκλείδης	σÓα	±ΣÓοι×εία²	Óου	ÏροÓείÍει	
μια	 ÓαÉιÍ½μÇσÇ	 �ΔιάÆραμμα	 1��	 Ïου	 ÃεÍ	
×ρÇσιμοÏοιεί	ÕÖ	κριÓ»ριο	ÓÇÍ	ÏαραλλÇλία�	
ÓÇÍ	 οÏοία	 εισάÆει	 αρÆ½Óερα�	 ΤραÏºÙιο	
οÍομάÙει�	 ½×ι	 εκείÍο	 Ïου	 λºμε	 εμείÖ	
σ»μερα�	 ÃÇλαÃ»	 Óο	 ÓεÓράÏλευρο	με	 Ã¿ο	
μ½Íο	 ÏλευρºÖ	 ÏαράλλÇλεÖ�	 αλλά	 οÏοιο-
Ã»ÏοÓε	 ÓεÓράÏλευρο�	 ΤοÍ	 ½ρο	 ÓραÏºÙιο�	
με	 ÓÇ	 σ¿Æ×ροÍÇ	 ºÍÍοια�	 ÓοÍ	 συÍαÍÓάμε	
αρÆ½Óερα	 σÓοÍ	 Αρχιµήδη�	 ΕÏίσÇÖ	 Óο	
ÓεÓράÏλευρο	 Ïου	 οÍομάÙει	 ρομÁοειÃºÖ	
εκφράÙει	Óο	σÇμεριÍ½	ÏαραλλÇλ½Æραμμο�
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
0ια	ÏροσÏάθεια	
Ãι½ρθÕσÇÖ	ÓÇÖ	
ΕυκλείÃειαÖ	
ÓαÉιÍ½μÇσÇÖ	
αÏαÍÓάÓαι	ÓοÍ	
1�ο	αιÐÍα	σÓÇ	
±ΓεÕμεÓρία²	
�1����	Óου		
3HWUXV 5DPXV	»	
3LHUUH GH OD 
5DPpH�

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια

	 				 �����us����

	
�����p��� 
ισ½Ïλευρο	και	ορθοÆÐÍιο ���u����

	
�����Μ���y
ορθοÆÐÍιο	και	½×ι	ισ½Ïλευρο

	
��Μ��y

ισ½Ïλευρο	και	½×ι	ορθοÆÐÍιο 	

	

��Μ����q�y
αÏºÍαÍÓι	ÏλευρºÖ	και	αÏºÍαÍÓι	

ÆÕÍίεÖ	ίσεÖ

ΔιάÆραμμα	1�
Η	ΕυκλείÃεια	
ÓαÉιÍ½μÇσÇ

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤ$	ΓΙΑ	ΤΟ	Σ�ΙΤΙ

Α

Α

B

B

Γ

Γ

Δ

B

Γ

Γ

Γ
Γ

Γ

Γ

Δ
Δ

Δ

Δ

Δ

Α

B

B B

B

B

Α
Α

ΑΑΑ

Δ
Δ

ΙΣΤΟΡΙΚΗ	ΑΝΑΔΡΟΜΗ

	 	 	 	 �����us���$

u���ss�s�p��ΜΜ� ���u����

us�p��
u���ss�s�p��ΜΜ�

��r�p����
u���ss�s�p��ΜΜ�

��Μ��y ��Μ��(,'(6 �����p��� �����Μ���y

	ΔιάÆραμμα	��
Η	ÓαÉιÍ½μÇσÇ	Óου	5DPXV
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�ροσÏάθÇσε	 Íα	 ÃιαÏισÓÐσειÖ	 εάÍ	 Óο	 ÏαραλλÇλ½Æραμμο	
º×ει	κºÍÓρο	συμμεÓρίαÖ�

�ροσÏάθÇσε	Íα	ÁρειÖ	ÓουÖ	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ�
�α�	 Óου	 ορθοÆÕÍίου�	 �Á�	 Óου	 ρ½μÁου�	 �Æ�	 Óου	 ÓεÓραÆÐÍου	 και	 �Ã�	 Óου	 ισοσκελο¿Ö	
ÓραÏεÙίου�

Θυμόμαστε - Μαθαίνουμε
Ιδιότητες του ορθογώνιου και πλάγιου παραλληλογράµµου

#  Σε κάθε παραλληλόγραµµο το σηµείο τοµής των διαγωνίων του είναι κέντρο
  συµµετρίας του.

#  Οι διαγώνιές του διχοτοµούνται �κάθε μία
  περνάει από το μέσον της άλλης�.

#  ¢ι απέναντι πλευρές είναι ίσες.

#  ¢ι απέναντι γωνίες είναι ίσες.

Στο ορθογώνιο:

#  Οι µεσοκάθετοι των πλευρών του είναι άξονες
  συµµετρίας.

#  Οι διαγώνιές του είναι ίσες και διχοτοµούνται.

ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια	 -	���	-

Β.3.4. Ιδιότητες Παραλληλογράµµου - Ορθογωνίου - Ρόµβου -
   Τετραγώνου - ΤραπεÚίου - Ισοσκελούς τραπεÚίου

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	1Ç

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ	�Ç

A

B

Γ

Δ
Ο

ε2
Ο

A

B Γ

Δ

ε1
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Ιδιότητες του ρόµβου
�κτός των ιδιοτήτων του παραλληλογράμμου έχει ακόμα και τις εξής:

#  ¢ι ευθείες των διαγωνίων είναι άξονες  συµµετρίας.

#  ¢ι διαγώνιες είναι κάθετες �και διχοτοµούνται�.

#  ¢ι διαγώνιές του είναι και διχοτόµοι των γωνιών του.

Ιδιότητες του τετραγώνου
�κτός των ιδιοτήτων του παραλληλογράμμου έχει ακόμα και τις εξής:

#  ¢ι ευθείες των διαγωνίων του και οι µεσοκάθετοι

  των πλευρών του είναι άξονες συµµετρίας.

#  ¢ι διαγώνιές του είναι ίσες, κάθετες �και διχοτοµούνται�.

#  ¢ι διαγώνιές του είναι και διχοτόµοι των γωνιών του.

Ιδιότητες του ισοσκελούς τραπεÚίου
#  � ευθεία που διέρχεται από τα µέσα των βάσεων
  είναι άξονας συµµετρίας και µεσοκάθετος στις
  βάσεις του.

#  ¢ι προσκείµενες σε κάθε βάση γωνίες του είναι ίσες.

Να	Áρεθεί	Óο	κºÍÓρο	συμμεÓρίαÖ�	�α�	Óου	ρ½μÁου�	�Á�	Óου	ορθοÆÕÍίου	και	�Æ�	Óου	ÓεÓραÆÐÍου�

Λύση
�α�  �πειδή ο ρόµβος είναι και παραλληλόγραμμο, το

σημείο Ο τομής των διαγωνίων του θα είναι και κέντρο 
συμμετρίας του.

�β�  �πειδή το ορθογώνιο είναι και παραλληλόγραμμο, το
σημείο τομής Ο των διαγωνίων του θα είναι και κέντρο 
συμμετρίας του.

�γ�  �πειδή το τετράγωνο είναι και ορθογώνιο παραλληλό�
γραμμο το σημείο τομής Ο των διαγωνίων του θα είναι 
και κέντρο συμμετρίας του.

-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια
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Σ×εÃίασε	ºÍα	ορθοÆÐÍιο�	ºÍαÍ	ρ½μÁο	και	ºÍα	ÓεÓράÆÕÍο	με	ÓιÖ	ÃιαÆÐÍιºÖ	ÓουÖ	και	

εÉºÓασε	εάÍ	Óα	ÓρίÆÕÍα	σÓα	οÏοία	×ÕρίÙεÓαι	Óο	καθºÍα	αÏ½	ÓιÖ	ÃιαÆÐÍιεÖ	είÍαι	ίσα�

Σ×εÃίασε	ºÍα	ορθοÆÐÍιο	Α�ΓΔ	και	με	ÃιάμεÓρο	ÓÇ	ÃιαÆÐÍι½	Óου	ΑΓ	ÆράÂε	ºÍαÍ	κ¿κλο�		

Δικαιολ½ÆÇσε	 Óο	 ÆεÆοÍ½Ö	 ½Óι	 ο	 κ¿κλοÖ	 αυÓ½Ö	 ÏερÍάει	 αÏ½	 ½λεÖ	 ÓιÖ	 κορυφºÖ	 Óου	

ορθοÆÕÍίου�

Σε	ºÍα	ορθοÆÐÍιο	ÏαραλλÇλ½Æραμμο	Α�ΓΔ	φºρε	ÓÇ	ÃιαÆÐÍιο	�Δ	και	μεÓά	σ¿ÆκριÍε	ÓιÖ	

αÏοσÓάσειÖ	ÓÕÍ	κορυφÐÍ	Α	και	Γ	αÏ´	αυÓ»�

Σ×εÃίασε	ºÍα	ÏαραλλÇλ½Æραμμο	και	αÏ½	ÓιÖ	κορυφºÖ	Óου	φºρε	ÏαράλλÇλεÖ	ευθείεÖ	ÏροÖ	

ÓιÖ	ÃιαÆÕÍίουÖ	Óου�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Σ×εÃίασε	ÓιÖ	Ãι×οÓ½μουÖ	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ	εÍ½Ö	ÏλαÆίου	ÏαραλλÇλοÆράμμου�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ	Æια	

Óο	σ×»μα	Ïου	ÃÇμιουρÆείÓαι	αÏ´	αυÓºÖ�	εάÍ	ÏροεκÓαθο¿Í�

Σ×εÃίασε	ÓιÖ	Ãι×οÓ½μουÖ	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ	εÍ½Ö	ορθοÆÕÍίου	ÏαραλλÇλοÆράμμου�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ	

Æια	Óο	σ×»μα	Ïου	ÃÇμιουρÆείÓαι	αÏ´	αυÓºÖ	εάÍ	ÏροεκÓαθο¿Í�	ΕÏίσÇÖ�	ÓιÖ	Ãι×οÓ½μουÖ	ÓÕÍ	

ÆÕÍιÐÍ	�α�	εÍ½Ö	ÓεÓραÆÐÍου	και	�Á�	εÍ½Ö	ρ½μÁου�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

Σ×εÃίασε	 Óα	 ¿ÂÇ	 ÓÕÍ	 ÓριÆÐÍÕÍ	 Α�Δ	 και	 Δ�Γ�	 Óα	 οÏοία	 σ×ÇμαÓίÙοÍÓαι�	 ½ÓαÍ	 φºρειÖ	 ÓÇ	

ÃιαÆÐÍιο	 �Δ	 Óου	 ÓραÏεÙίου	 Α�ΓΔ�	 ΜºÓρÇσε	 Óα	 ¿ÂÇ	 ÓÕÍ	 Ã¿ο	 αυÓÐÍ	 ÓριÆÐÍÕÍ	 με	 Óο	

υÏοÃεκάμεÓρο�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�	�Δικαιολ½ÆÇσε	ÓÇÍ	αÏάÍÓÇσ»	σου��

�άÍÕ	σε	Ã¿ο	μÇ	αÍÓικείμεÍεÖ	ÇμιευθείεÖ	Ο[	και	Ο\�	Ïάρε	Óα	σÇμεία	Α	και	�	αÍÓίσÓοι×α	ºÓσι�	

ÐσÓε	ΟΑ	 	Ο��	ΑÏ½	Óο	Α	φºρε	Α\"��2\	και	αÏ½	Óο	�	ÓÇÍ	%["��2[�	ΟÍ½μασε	Κ	Óο	σÇμείο	

Óομ»Ö	ÓÕÍ	Α\ "	και	�[ "�	�ºρε	ÓιÖ	ÃιαÆÐÍιεÖ	Óου	ΑΟ�Κ	και	ÃιαÏίσÓÕσε	ÓÇ	σ×εÓικ»	ÓουÖ	θºσÇ�	

ΕÏίσÇÖ�	σ¿ÆκριÍε	μεÓαÉ¿	ÓουÖ	ÓιÖ	αÏοσÓάσειÖ	Óου	Ο	αÏ½	ÓιÖ	ευθείεÖ	Α\ "	και	%[ "	και	Óου	Κ	

αÏ½	ÓιÖ	2[	και	2\�

Σ×εÃίασε	ºÍα	 ÓεÓράÏλευρο	Α�ΓΔ	ºÓσι�	ÐσÓε	αÍά	Ã¿ο	οι	ÃιαÃο×ικºÖ	ÏλευρºÖ	Óου	Íα	είÍαι	

κάθεÓεÖ�	ΑÍ	Α�	 	�	FP	και	�Γ	 	�	FP�	Να	ÁρειÖ�	�α�	Óο	μ»κοÖ	ÓÕÍ	ΓΔ	και	ΑΔ	και	�Á�	Óο	

μ»κοÖ	ÓÕÍ	�Δ	και	ΑΓ�	με	ÓÇ	Áο»θεια	Óου	υÏοÃεκάμεÓρου�	Τι	ÏαραÓÇρείÖ�

ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια	 -	��1	-

ΑΣΚΗΣΕΙΣ	ΚΑΙ	�ΡΟ��ΗΜΑΤΑ

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

21-0027 book.indb   231 16/1/2013   9:50:49 μμ



-	���	-	 	 ΜºροÖ	�!	.εφάλαιο	�ο	-		ΤρίÆÕÍα	-	�αραλλÇλ½Æραμμα	-	ΤραÏºÙια

Α.  Τοποθέτησε ένα “x” στη θέση που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.
ΟΝΟΜΑΣΙΑ	�ΕªΓΟªΣ	Γ�ΝΙ�Ν

�ΑΡΑ��Η�ΕΣ	Εª�(,(Σ	ΤΕΜΝ20(ΝΕΣ	Α�Ο	Εª�ΕΙΑ
Σ«ΕΣΗ

												ΙΣΕΣ	 											�ΑΡΑ��ΗΡ�ΜΑΤΙΚΕΣ
	

	 ±(172Σ	ΕΝΑ��ΑΞ²

±(Κ72Σ	ΕΝΑ��ΑΞ²

±(172Σ	Ε�Ι	ΤΑ	ΑªΤΑ²

±(ΚΤΟΣ	Ε�Ι	ΤΑ	ΑªΤΑ²

±(172Σ	-	ΕΚΤΟΣ	ΕΝΑ��ΑΞ²

±(172Σ	-	ΕΚΤΟΣ	Ε�Ι	ΤΑ	ΑªΤΑ²

%.  Τοποθέτησε ένα “x” στη θέση που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.
	 	�<Ïάρ×ουÍ	και	ÏεριÏÓÐσειÖ	Ïου	Ïερισσ½ÓερεÖ	αÏ½	μία	αÏαÍÓ»σειÖ	είÍαι	σÕσÓºÖ��
	 1�	Το	άθροισμα	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ	εÍ½Ö	ÓριÆÐÍου	είÍαι�		 	����			 	1���			 	����
	 ��	Σε	κάθε	ισοσκελºÖ	ÓρίÆÕÍο	Ç	ÃιάμεσοÖ�	Ïου	αÍÓισÓοι×εί	σÓÇ	ÁάσÇ�	είÍαι	και�
	 	 	¬ÉοÍαÖ	συμμεÓρίαÖ			 	¹ÂοÖ		 	Δι×οÓ½μοÖ�
	 ��	Σε	κάθε	ισ½Ïλευρο	ÓρίÆÕÍο	½λεÖ	οι	εÉÕÓερικºÖ	Óου	ÆÕÍίεÖ	είÍαι	ίσεÖ	με�
	 	 	1���			 	����			 	1����
	 ��	Σε	κάθε	ισοσκελºÖ	ÓραÏºÙιο	είÍαι	ίσεÖ	οι�
	 	 	Οι	ÏροσκείμεÍεÖ	σε	κάθε	ÁάσÇ	ÆÕÍίεÖ	Óου		 	¸λεÖ	οι	ÏλευρºÖ	Óου	 	Οι	ÃιαÆÐÍιοί	Óου�
	 ��	Σε	κάθε	ρ½μÁο	οι	ÃιαÆÐÍιºÖ	Óου	είÍαι�
	 	 	¬ÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ		 	ΚάθεÓεÖ	και	Ãι×οÓομο¿ÍÓαι	 	Δι×οÓ½μοι	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ	Óου�
	 ��	Σε	κάθε	ορθοÆÐÍιο	ÏαραλλÇλ½Æραμμο	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ	είÍαι�
	 	 	Οι	ÃιαÆÐÍιºÖ	Óου			 	Οι	μεσοκάθεÓοι	ÓÕÍ	ÏλευρÐÍ	Óου		 	Οι	ÏλευρºÖ	Óου�
	 ��	Σε	κάθε	ÓεÓράÆÕÍο	οι	ευθείεÖ	ÓÕÍ	ÃιαÆÕÍίÕÍ	Óου	είÍαι�
	 	 	Δι×οÓ½μοι	ÓÕÍ	ÆÕÍιÐÍ	Óου	 	ΜεσοκάθεÓοι	ÓÕÍ	ÏλευρÐÍ	Óου		 	¬ÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ�
	 ��	Σε	κάθε	ÏαραλλÇλ½Æραμμο	είÍαι�
	 	 	ΚºÍÓρο	συμμεÓρίαÖ	Óο	σÇμείο	Óομ»Ö	ÓÕÍ	ÃιαÆÕÍίÕÍ	Óου	
	 	 	Οι	ÃιαÆÐÍιºÖ	Óου	άÉοÍεÖ	συμμεÓρίαÖ			 	Οι	ÃιαÆÐÍιºÖ	Óου	Ãι×οÓομο¿ÍÓαι�	 	
Γ .   Τοποθέτησε ένα “x” στη θέση που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.

	

Εª�ªΓΡΑΜΜΑ	
Σ«ΗΜΑΤΑ

ΑΡΙ�ΜΟΣ	ΑΞΟΝ�Ν	ΣªΜΜΕΤΡΙΑΣ
	0 1 2 3 4 5 � 7 8 � 10 11 12

ΚΕΝΤΡΟ
ΣªΜΜΕΤΡΙΑΣ

Εª�ªΓΡΑΜΜΟ	ΤΜΗΜΑ
	

	 Γ�ΝΙΑ
	

	 ΚΑΤΑΚΟΡª�ΗΝ	Γ�ΝΙΕΣ
	

	 ΕΝΤΟΣ	ΕΝΑ��ΑΞ	Γ�ΝΙΕΣ
	

	 Τª«ΑΙΟ	ΤΡΙΓ�ΝΟ
	

	 ΙΣΟΣΚΕ�ΕΣ	ΤΡΙΓ�ΝΟ
	

	 ΙΣΟ��ΕªΡΟ	ΤΡΙΓ�ΝΟ
	

	 ΤΡΑ�Ε�ΙΟ
	

	 ΙΣΟΣΚΕ�ΕΣ	ΤΡΑ�Ε�ΙΟ
	

	 Τª«ΑΙΟ	ΤΕΤΡΑ��ΕªΡΟ
	

	 �ΑΡΑ��Η�ΟΓΡΑΜΜΟ
	

	 ΟΡ�ΟΓ�ΝΙΟ
	

	 ΤΕΤΡΑΓ�ΝΟ
	

	 ΡΟΜ�ΟΣ
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- 234 -	 	 ΜºροÖ	Γ !	-	�αράρÓÇμα�	ªÏοÃείÉειÖ	-	ΑÏαÍÓ»σειÖ	Æια	ÓιÖ	Ασκ»σειÖ

Υποδείξεις -  Απαντήσεις για τ ις Ασκήσεις
Μέρος Α! Κεφάλαιο 1ο - Οι Φυσικοί Αριθµοί

 3. ���, ���, ��� και ���, ���.   
 4. �.�����.�����.�����.�����.���.
 5. �α� �� ��, �β� ��!��, �γ� �������,
  �δ� �.�����.���, �ε� ��.���!��.���,
  �στ� �����.���.
 �. � ���, � ���, � ���, � ���.

 7. �α��, �β��, �γ��, �δ��, �ε��, �στ��, �Ù��, �η��, �θ��,
  �ι��, �ια��.
 8. ���, ���, ���, �.���, �.���, ���.���, ��.���, ��.���, 
  �.���.
 �. �α� �.���.���, �β� �.���.���, �γ� �.���.��� �δ�  �.���.���,
  �δ� �.���.���.

Α.1.1. Φυσικοί αριθµοί - Διάταξη Φυσικών - Στρογγυλοποίηση

 2. �α� ��!��� ����, �β� ��!�� ���,
  �γ� ���!��.��� �.���.���.
 3. �α� �.�����.��� ��.���, �β� ������� �.���,
  �γ� �.������� �.���.
 4. ������� ��, �����!� ��, �!���!� ��, �!2!3!� ��.
 5. �α� ���, �β� ���, �γ� ���, �δ� ����, �ε� ��¯����,
  �στ� όλες, �Ù� ���, �η� ����, �θ� ������. 
 �. �α� ��, �β� ��, �γ� ���, �δ� �.���, �ε� ���, �στ� ���,
  �Ù� �.���, �η� �.���.

 7. ¥ο Ùητούμενο εμβαδόν είναι ��.
 8. �α� ¸χι,  �β� �.���.
 �.  αι ακριβώς. 
 10. �� κιλά. 
 11. �α� ¢ ¬ρης το ���� είναι �� χρονών,
  �β� ¢ πατέρας γεννήθηκε το ����.
 12. �τα �� πατώματα του γκαράÙ υπάρχουν:
  ��� θέσεις. �το γκαράÙ έχουν μπει ��� οχήματα. 
  ¬ρα οι θέσεις επαρκούν.

Α.1.2. Πρόσθεση, αφαίρεση και πολλαπλασιασµός φυσικών αριθµών

1. α 8 � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
α2 �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� 
α3 ��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����

 2. �α� �6, �β� �6 ! 63, �γ� �6, �δ� α�, �ε� [3, �στ� �� ! α3.
 3. �, �, ��, ��, ��, ���, ���, ���, ����.
 4. ��2 ���, ��2 ���, ��2 ���, ��2 �.���, ��2 �.���,
  ��2 �.���, ��2 �.���, ��2 �.���, ��2 �.���.
 5. ��3 ����, ��3 �.���, ��3 ��.���,
  ��3 ��.���, ��3 ���.���.
 �. �α� ��, �β� ��, �γ� ��, �δ� ��, �ε� ���.
 7. �α� ��, �β� ��.���.
 8. �α� �����2 ��� και �2��2 ��

  �β� �����2 �� και �2��2 ��.
 �. �α� �!α, �β� α3, �γ� �![, �δ� [�.
 10. �α� ��.���  �!�����!��3��!��2��!���,
  �β� ���.��� �����!�����!��3��!��2��!�����!���,
  �γ�  ���.��� �!�����!�����!��2��!���.
 11. ����� ! ����� ��, �!����!�� ��, ��!����!� ��,
  �������!� ��.
12. ���!� �, ���!� ��,  ���!�!� ��,
  ���!���!� ��, �!���!�!� ���,  ���!�¯� ��.

Α.1.3. Δυνάµεις φυσικών αριθµών

Α.1.4. Ευκλείδεια διαίρεση - Διαιρετότητα
 1. �α� ����:�� ��, �β� ����:�� ��, �γ� ���:�� ��,
  �δ� ����:��� ��, �ε� �����:���� ��,
  �στ� ����:�� ��.
 2. �α� ��:� ��, �β� ��:� ��, �γ� ��.���:�� ���.

 3. �α�  αι, �β� ¸χι, �γ�  αι, �δ�  αι.
 4. �, �, �, �, �, �, �, �.
   5.   � ! ���� ���.
   �.   �α είναι η Πέμπτη.

Α.1.5. Χαρακτήρες διαιρετότητας - ΜΚΔ - ΕΚΠ - Ανάλυση αριθµού σε γινόµενο πρώτων παραγόντων

 2. �α� ���, �β� ���� ή ����, �γ� ����. 3. �α� ��, �β� ��, �γ� ��, �δ� ��, �ε� ��, �στ� ���.       4. ����. 5. ���.
 �. �τις � �αÜου. ¢ �ιάννης � φορές και ο  ίκος � φορές.                              7.  �α� �, �β� �, �γ� ��, �δ� ��, �ε� �.
 8. α ��!κ, β ��!λ, κ και λ φυσικοί αριθμοί. �άθε αριθμός που διαιρεί το �� διαιρεί και τους δύο αριθμούς.

10.  Έστω α ο πρώτος αριθμός. ¥ο διπλάσιο του αριθμού α γράφεται: �!α. �ηλαδή διαιρείται με το �, άρα είναι σύνθετος αριθμός.

 12. �α��� �!3!��, �β� ��� �2!3!��, �γ� ���� �!�!��2, �δ� ���� �3!���.

�, �, �, ��
�, �, �, ��

�, �, �, �, ��
�, �� ¢ι σύνθετοι:   ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��

�, �, �, �, �, ��
�, ��

�, �, �, �, ��, ��

 �. �, �, �, ��
�, ��

�, �, �, �, �, ��
�, ��

 11. �α�
�β�
�γ�
�δ�

�, �, �, �, ��, ��
�, �, ��, ��
�, �, ��, ��

�, �, �, �, ��, ��, ��, ���

�, �, �, ��, ��, ���
�, �, �, ��, ��, ��, ���, ���

�, �, �, �,�,��,��,��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ���, ���, ���, ���, ���, ����
�, �, ��, ��, ��, ���, ����, ����

�ε�
�στ�
�Ù�
�η�

Απαντήσεις στις Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
�σκήσεις �ωστού ή �άθους.
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¥ου �� είναι:
¥ου �� είναι:
¥ου �� είναι:

¥ου ��� είναι:

¥ου ��� είναι:
¥ου ��� είναι:

¥ου ���� είναι:
¥ου ���� είναι:
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Μέρος Α! Κεφάλαιο 2ο  Τα κλάσµατα

 
5. 2

�
, 2

3
, �

�
, 6

8
, �

3
, �

8
.    �. ��.     7. �α� ���

����
, �β� ���

����
, �γ� ���

����
, �δ� ���

����
.    8. �α� ��

��
, �β� ��

���
, �γ�   ��

���
. 

 �. 36 e, �� e.                     10. �� μαθητές.                     11.  �� FP.                              12. �FP, � FP.

2.  �α� 3
7

� �
7

, �β� 3
�

! 3
�

, �γ� �
�

! 8
��

.
 

3.   ��
��

!��
��

!��
��

!��
��

!��
��

.
 

4.  �α� �
8

��, �β� �
��

��, �γ� ��
��

!�, �δ� ��
��

 �, �ε� ���
���

��. 

 5. �
��

� 8
��

� 3
�

� ��
��

� 7
�

.

�.  �α� �� �
3

��, �β� �� 7
2

��,  �γ� �� 8
�

��, �δ� ��� 63
�

� �3,
  

       �ε���� ���
��

���.

  
7.     
 
8. �α� �  �  �  �  � �β� �  �  �  �

    
�
�  

�
�  

6
�  

�
�  

��
�       

�
3  

2
3  

�
3  

7
3  

 �.   �  �  �  �  �  �¥  �  �

   
3
�  

��
��  

3
�  

��
��  

�
2  

7
�  

2
3  

�
2

   
���
���  

���
���  

���
���  

���
���  

���
���  

���
���  

���
���  

���
���

    
���
���

! ���
���

! ���
���

! ���
���

! ���
���

! ���
���

                 �¥ ! �    � ! � ! �! � ! �   �

 2. �α� �ίναι, �β� �εν είναι, �γ� �ίναι, �δ� �ίναι.

 3. �α�  ��
���

, �β� ���
���

, �γ� ��
���

, �δ� ���
���

, �ε� ��
���

.

 4. �α� �
3

,  �β�  �
3

, �γ� 2
3

.      5. �α�  �
6

, �β� ��
��

.

 �. �α� ��, �β� �, �γ� ��, �δ�  ��.

 7. �α� �
6

, �β� �
3

, �γ� �
7

.

 8. �α� �εν είναι, �β� �ίναι, �γ� �ίναι, �δ� �εν είναι.

 �. �α� 27
��

 και ��
��

, �β� ��
��

 και ��
��

, �γ� ��
��

 και 7
��

.

 10.  �α� �, �β� �, �γ� �, �δ� �, �ε� �, �στ� �, �Ù� �, �η� �, �θ� �, �ι� �, �ια� �.

Α.2.1. Η έννοια του κλάσµατος

Α.2.2. ,σοδύναµα κλάσµατα

Α.2.3. Σύγκριση κλασµάτων

Α.2.4. Πρόσθεση και Αφαίρεση κλασµάτων

1. �α�  7
3

, �β� �, �γ� ��
�

, �δ� �
3

, �ε� ��
��

, �στ� �
2

.

 
2. �α��, �β� �

�
, �γ� �

2
, �δ� ��

27
, �ε� ��

��
, �στ� ��

77
.

3. �α�  ��
8

, �β� ��
��

,  �γ� ��
�

. 4. �α� � 3
�

, �β� � �
2

, �γ� � 2
��

.

5.  �α� ��
8

, �β� �
�

, �γ�  ��
��

.     �. �α� �
�

, �β� � �
6

, �γ� ��
��

.

7.  ��
72

.           8. �
��

.

�.  �α� �, �β� �, �γ� �, �δ� �, �ε� �, �στ� �, �Ù� �.

0 1 2 3�


  $

!

9
10

5
2

2.  �α��
�

, �β� �, �γ� �, �δ��
2

.

3. �α� 7
��

, �β� ��, �γ� ��
��

, �δ� �
�

.

5. �α� �
3

, �β� �� �
2

, �γ� �� �
�

, �δ� � �
2

.

 4.  w
5
7

3
2 1

3
4

  
7
5 �

��
��

7
�

��
��  

  
2
3

��
�� �

2
3

�
2  

  1
�
7

3
2 �

3
�  

  
4
3

��
�� 2

�
3 �

 �. �α� 7
�

, �β� �
72

, �γ� 8
�

, �δ� �, �ε� 8
���.

    �στ� �.                      7. � λίτρο. 
 8. �α� 27

��
, �β�  �

��
, �γ� 3

��
.

 �. �α� 37
��

, �β� 33
��

, �γ� ���
��

.

Α.2.5. Πολλαπλασιασµός κλασµάτων

2. �α� 3
2

, �β� �, �γ� �
2

, �δ� 3.   3. �α� �, �β� �
8

, �γ� �
8

, �δ� ���
���

.

4. �α� 3
2

, �β� 2
3

 , �γ� �
3

, �δ� �. �ίναι ανά δύο αντίστροφοι.

5. �α�  3
��

 και �β� 3
�

. �εν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα.

 7. 3
��

: �
��

 3
�

,  �
�

: �
�

 �
�

, ��
��

: ��
�

 3
��

, ��
3

: 8
�

 �.

8. �α�  ��
32

, �β� �
�

, �γ� ��.  �. �α�  3
�

, �β� ��
��

, �γ�  �.

�.  

  
 ! 5

7
1
2 1 4

3

  
5
7 � 7

��
7
�

28
��  

  
1
2

��
7 � 2 8

3  

  1 �
7

�
2 � �

3  

  
4
3

��
28

3
8

3
� �  

Α.2.�. Διαίρεση κλασµάτων
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Μέρος Α! Κεφάλαιο 3ο - Δεκαδικοί αριθµοί

 3. �α�  �,�� 	 �,���, �β� �,�� 	 �,���, �γ��,�� 	 �,���. 4. �α�  �,�, �β� �,��, �γ� ��,��, �δ� �,���.

 5. �α� ��
��

, �β� ����
���

, �γ� ����
����

.                  �. �ηφίο χιλιοστών: �α� �,  �β� �,  �γ� �. �εκάκις χιλιοστών:  �α� �, � β� �, �γ� �.

 7. �α� ��,��� � ��,��� �β� ���,�� ! ���,�� �γ� �,���   �,����.
 8. �το δέκατο: �α� ���� �β� ��,� �γ� � �δ� �,� �ε� ��,�
  �το εκατοστό: �α�����,�� �β� ��,�� �γ� � �δ� �,�� �ε� ��,��
  �το χιλιοστό: �α� ����,��� �β� ��,��� �γ� �,��� �δ� �,��� �ε� ��,���

 10. ��,���!��,���!��,���!��,���!��,���!��,���.                                                                       11.  ��,��.
 12. �α� �,��� ���

����
, �β� �,�� ���

���
, �γ� �,���� ���

�����
, �δ� ��,� ���

��
.

13. �α� 2
�

 �
��

 �,�, �β� 6
��

 3
��

 �,�, �γ� ��
��

 �
��

 �,�, �δ� ��
�

 ��
��

 �, �ε� ��
�

 ��
��

 �,�, �στ� ��
�

 ���
��

 ��.

 1. �α� ��GP ��� FP, �β� �,�P �,���� NP,
  �γ� ��,�� FP �,���� P, �δ� ��,� NP ��.���.��� PP,
  �ε� ��,� PP �,�� FP.
 2. α �,�!��3 PP, β �,� !��3 PP και γ �,� !��3 PP.
 3. ��,�GP � ���GP � ���GP � ����GP.
 4. �.���FP2 και ���.���PP2.
 5. �α� ��.���.���P2, �β� ���P2, �γ� ���.���P2.
 �. ��.���P2, ��,� στρέμματα.
 7. ��� πλάκες.
 8. ��.���FP3 �,������P3 ��.���.���PP3.
 �. ��P3 ��.���OW, ��.���OW! �e/OW ���.���e.     
10.  �K ��PLQ.         
11.  �α� � K �� PLQ ��� PLQ ��.��� V,
  �β�  � K �� PLQ ��� PLQ ��.��� V
  �γ�  � K �� PLQ �� V ���,� PLQ ��.��� V, 
  �δ� �� PLQ �� V ��,�� PLQ �.��� V.
12.  �α� � PLQ, �β� �� PLQ και �γ� �� PLQ.

13.       �τη μία πλάστιγγα �την άλλη πλάστιγγα
  �α� �,�NJ   � του �NJ�� των ���J�� των ��J
  �β� �,��NJ�� των ��J � του �NJ�� των ���J

14.       �τη μία πλάστιγγα �την άλλη πλάστιγγα
   �α� �NJ�� των �NJ�� των �NJ � των �NJ
  �β� �NJ�� των �NJ�� των �NJ � των ��NJ

15.  �α� 5lt � των �OW � � των �,�OW,
  �β� 2,8OW � των �OW � � των �,�OW � � των �,�OW,
  �γ� 2,4OW � των �OW � � των �,�OW.
1�.  � δεξαμένη έχει όγκο �.���OW �,�P3. ¥ο ύψος είναι 
  �,�P3:��,�P!�P� �,��P ���FP. �το �FP αντιστοιχούν
  ����OW:���FP ��OW�FP.
17.  m2γκος δεξαμενής �,�P!�,�FP!�,�FP �,���P3 ���OW
   �FP ύψους αντιστοιχεί σε ���OW: ���FP  �,� OW�FP.
  �α� ¢ χρόνος για να κατέβει η στάθμη ��FP είναι:
  ���FP!�,�OW�FP�:�OW�PLQ �PLQ
  �β� � δεξαμενή θα αδειάσει σε ���OW:�OW�PLQ ��PLQ.
  �γ� �ε μισή ώρα θα αντληθούν �OW�PLQ!��PLQ ���OW.
  � στάθμη του νερού θα κατέβει κατά:
  ���OW:�,�OW�FP ��,�FP.

18.  �α� ���PLQ:��PLQ 7
�

 και �β� ��PLQ:���PLQ �
7

.

  �ίναι αντίστροφοι αριθμοί.

Α.3.1.  Δεκαδικά κλάσµατα - Δεκαδικοί αριθµοί - Διάταξη δεκαδικών αριθµών - Στρογγυλοποίηση

Α.3.3. Υπολογισµοί µε τη βοήθεια υπολογιστή τσέπης

 7,28   �,�  �,�  �  �,�     �,�  ��  

 �,�  �,�  �,�  �  �,�      �,�  2    

 �,��  �,��  �,�  3,2  8      �       �

1. �α� �,�� !���,�β� �,� !��6,�γ��,�� !��6,�δ��,�� !���,�ε��,� !��3, �στ� �,��� !��3,�Ù��,��� !���,�η��,�� !��8,�θ��,�� !���,�ι��,�� !���

 2. �α� �.���.���, �β� ���.���, �γ� ��.���, �δ� �.���, �ε� ���.             

(7,28 : 5,2 ° 0,4) ! 5,8 � 4,2 � (2,4� 7,1) : 5 � 0,1 ° (2,03 � 0,47) ! 3,2   10 � 2 ° 8   4.

Α.3.5. Μονάδες µέτρησης

Α.3.2. Πράξεις µε δεκαδικούς αριθµούς - Δυνάµεις µε βάση δεκαδικό αριθµό
 1. �α� ��,���, �β� ��,���.
 2. � ���,�� P, % ���,�� P, � ���,�� P.
 3. �α� ��,���, �β� �,����, �γ� �,����.
 4. �α���,����, �β���,��, �γ����,�����, �δ��,��.
 5. �α� ��, �β� �,����.         �. �α� ��,�, �β� ����,���.

 7. ��,� : � �,��.
 8. ���,�� ¯��,�� : � ��,�� : �  ��,��.
 �. �α� ���, �β� ��,��.
 10. �α� �,��, �β���,����, �γ���,��, �δ��,��, �ε��,��, �στ� �,���.
 11. �α� �, �β� �, �γ� �, �δ� �, �ε� �, �στ� �, �Ù� �.

Α.3.4. Τυποποιηµένη µορφή µεγάλων αριθµών

  �.
1,9

2,0 3,0 4,0 5,0

2,3 2,5 2,8 3,4 4,3 4,5 4,7 5,1

21-0027 book.indb   236 16/1/2013   9:51:19 μμ



ΜºροÖ	Γ !	-	�αράρÓÇμα�	ªÏοÃείÉειÖ	-	ΑÏαÍÓ»σειÖ	Æια	ÓιÖ	Ασκ»σειÖ	 -	���	- 

Μέρος Α! Κεφάλαιο 4ο - Εξισώσεις και προβλήµατα

 1. �α� �[, �β� ��[,�γ� [���, �δ� [¯�, �ε� [¯\!��, �στ� [\  ��.
 2. �α� �![���   το τριπλάσιο ενός αριθμού αυξημένο
      κατά ��

�β� �
2

![¯� �  το μισό ενός αριθμού μειωμένο κατά �
    ισούται με �
�γ� α¯�!β   ένας αριθμός μειωμένος κατά το
    διπλάσιο ενός άλλου αριθμού
�δ� �!κ��!κ �� το τετραπλάσιο ενός αριθμού αυξημένο
    κατά το επταπλάσιο του ίδιου του
    αριθμού ισούται με το ��.

   3.  Π �α, � α2.
 4. �α� �[, �β� �α, �γ� ��!α, �δ� �!β��!α, �ε� �![, �στ� ω.
 
 5. [!�\!]�   �[!]�!]   2

�
! 3

�  
  2!3

�!�  
  6

��  
  2

��
.

 
 �. [   �.
 7. �� � ��   ��. 

 8.

 

   �.  �α� ��,��, �β� ��,��, �γ� ��,���, �δ� ��,�.
10.  �α� �, �β� ��, �γ� �, �δ� �.
11.  �α� �, �β� �, �γ� �. 
12.  �α� ν �, �β� [ ��, �γ� W ��, �δ� [ �.

13. �
�

.

14.  ���.
15.  �α� ��, �β� Π �ν, �γ� ν ���:� ��.

Α.4.1.  Η έννοια της εξίσωσης - Οι εξισώσεις: α�[ β, [°α β, α°[ β, α[ β, α:[ β, [:α β

$.4.3. Παραδείγµατα Επίλυσης προβληµάτων
 1. �ν [ είναι η ηλικία της μητέρας, θα είναι: [ ¯ ��   ��,
  επομένως [   ��.
 2.  2

8
![   ��, επομένως [  ��� και 7

��
! ���  ���.

 
 3.  �[¯�� � [ � �[���   ����, επομένως [ ���, άρα είναι:
  ���, ���, ���.
 4. �� � [   πολλαπλάσιο του � ��,  �, ��, ��, ��, ��, .....�.  
   �πομένως, ψηφίο [   � και ο αριθμός είναι ο ����.
 5. �ν [ είναι ο αριθμός των σωστών απαντήσεων, τότε θα
  είναι: �[ � ���� ¯ [�   ���, επομένως [   ��.
 �. �ν [ είναι η ηλικία του γιου, θα είναι: [ � �[   ��, 
  �πομένως, [   ��.

 7. �ν [ είναι η αξία του χωραφιού, θα είναι:
  [ � ���  ��.���, επομένως  [ ��.��� e.
  �ν \ είναι η αξία του διαμερίσματος, θα είναι: 
  \¯��.��� ��.���, επομένως \   ��.��� e. 
 8. �α� �   � και �   �, �β� �   �, �   �.
 �. ��OW και �� δοχεία. 10. ��� δοχεία και �,��OW.
 11. ¥ρεις ημέρες.    12. �ν [ είναι η αξία του υπολογιστή,
  θα είναι: ��

���
![���� ����, επομένως [ ����e.

13.  �� �!�, �� �!� ή �� �!��, �� �!��.

Απαντήσεις στις Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
�σκήσεις �ωστού ή �άθους.

�
�

2
�

3
�

�
�

�
�

6
�

7
�

8
�

�
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

[
[

[
[

[

Μέρος Α! Κεφάλαιο 5ο - Ποσοστά

1. �α� ���, �β� ����, �γ� ���, �δ� ���, �ε� ���.
2. �α� ���, �β� ����, �γ� ���, �δ� ��, �ε� ��.

3. �α� 3
��

, �β� 7
���

, �γ�  ��
��

, �δ� �
2

.

4. �α� ���e, �β� ��PLQ, �γ� ���FP3, �δ� ���J, �ε� ���J.
5. �α� ��, �β� ��,��, �γ� ��, �δ� ��.
�. �,����OW.
7. �α� �.���NP, �β� �λοιός: �,������, �ανδύας: ��,�����, 
  Πυρήνας: ��,������.

1. �α� ��,���e, �β� ���e κέρδος, �γ� �,���.
2. �α� �.���e, �β� �.���e.
3. �α� ��.���e, �β� ���, �γ� από τον πρώτο.
4. �α� ¸χι, �β� ��� κ.ε. στα ��� κ.εκ.
5. ���,�� e.

�.   ���,��e.                7. �α� ���e, �β� �,��.
8.    �.���e.
�. �α� ���e, �β� ���e, ���e, ���e, ���e, ���e, ���e.   
 �γ�  �.���e.
10. �α� ��,�e, �β� ���,�e, �γ� �ετρητοίς. 

Α.5.1. Ποσοστά

Α.5.2. Προβλήµατα Ποσοστών

��� e
��� ��,�� ��,�� �,�� �,�� ��

8.
    �α�
    �β�

���,� e ���,� e ��,� e ��,� e ��� e

Απαντήσεις στις Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
�. �σκήσεις �ωστού ή �άθους.

�.  ¬σκηση �ντιστοίχησης: Παντελόνι ���, �ούστες ���, �ορέματα ���, �πλούÙες ���, �όρμες ���.

�
�

2
�

3
�

�
�

�
�

6
�

7
�

8
�

�
�

��
�

�� ��
� �

[ ¯ �   �
� � \   �

�� ¯ ω   ��
� ¯ α   �

�� ¯ β   ��

� 2 3 � � 6 7 8

�νοίκιο �ιατροφή �πουδές �υτοκίνητο �ιβλία �ιασκέδαση
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Μέρος Α! Κεφάλαιο �ο Ανάλογα ποσά - Αντιστρόφως ανάλογα ποσά

1. �α� ��
��

= �
�

, ��
��

= �
2

, ��
��

= 3
�

, ��
��

= �
3

, 

     
��
��

= 2
�

, 
 

��
��

= �
�

. 

 �β� ��
��

=�
�

, ��
��

=2
3

, ��
��

=�, ��
��

= �
�

, ��
��

= 3
2

, ��
��

=�.  
 
2. �ν α και β οι διαστάσεις του Ùητούμενου ορθογωνίου
 α � FP και β � FP.
3.  �� φορές.

4.  � φορές.

5.  ¥ο βάρος των νημάτων του πολυεστέρα είναι ��� JU.

�. 2 συμπληρωμένος πίνακας είναι ο εξής: 

 �λίμακα �ήκος σε σχέδιο Πραγματικό μήκος

     � : � � FP �� FP

     3 : 8 � FP �� FP

     � : �� �� FP ��� FP

     � : ��� � FP �� FP

     � : ��� �,� FP ��� FP
7.  �α� Π   ��[���, �β� �εν είναι ανάλογα, 
 �γ� ¢ συμπληρωμένος πίνακας είναι ο εξής:

[ � � 2 3 �

Π � 8 �� �� ��
8.  ��� « ����.  �. �εν θα πάρουμε την ίδια απόχρωση.

1.  ¥ο � ��,�� βρίσκεται στον άξονα ¢[ ενώ το ���,�� στον άξονα ¢\.
 2. ¥ο ���� είναι τετράγωνο. ¥ο σημείο � έχει συντεταγμένες ��,��.
 3. ¥α σημεία βρίσκονται πάνω σε ευθεία που είναι διχοτόμος της γωνίας των ημιαξόνων 2[ και ¢\.
 4. �α� ��, �β� ¢ι δικαιολογημένες απουσίες του �ντωνίου για το �ο ¥ρίμηνο, �γ� � και ��. 

3.  � αντιστοίχηση δίνει τα εξής:  ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

        
��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

4.  �α� [ ��!φ, [ ��!μ, [ ��!π, �β� ¥ο ποσό για κάθε είδος θα είναι το ένα τρίτο του συνολικού ποσού, δηλαδή �.���e.
�πό την τιμή αυτή, στον άξονα των χρημάτων φέρουμε κάθετη, η οποία τέμνει τις τρεις γραφικές παραστάσεις στα σημεία 
�, � και � αντίστοιχα. � τετμημένη του � είναι ���, του � είναι ��� και του � είναι ��. �ηλαδή θα αγοράσει ��� φόρμες, 
��� μαγιό και �� Ùευγάρια παπούτσια.

 1.     πάσσαλος δέντρο

    ύψος �,� [

    σκιά 3 ��

  ¬ρα το ύψος του δένδρου θα είναι �,� P.

 2.                           �στροναύτης Παιδί

   �άρος στη γη 78 ��

   �άρος στο φεγγάρι �� [

  ¬ρα το παιδί ÙυγίÙει στο φεγγάρι �,� κιλά.

 3. ¢ αμπελουργός χρειάÙεται �.��� NJ μούστο.

   σταφύλια ��� [

   μούστος �� �.���

  Πρέπει να πατηθούν �.��� NJ σταφύλια.
 4. �ν είναι [ τα χρήματα που θα πάρει ο ένας εργάτης.

   �ργάτης που δούλεψε � μέρες [ �

   �ργάτης που δούλεψε � μέρες ���¯ [ �

  �ρίσκουμε ότι ο ένας πήρε ��� e και ο δεύτερος ��� e�

Α.�.1. Παράσταση σηµείων στο επίπεδο

Α.�.2. Λόγος δύο αριθµών - Αναλογία

Α.�.5. Προβλήµατα αναλογιών

1.  �α� � �β� � �γ� � �δ� � �ε� � �στ� � �Ù� � �η� �.
3.  �α� �εν είναι ανάλογα �β� �ίναι ανάλογα.
4.  ¢ συντελεστής αναλογίας τους είναι ��� : ��� και ο
  συμπληρωμένος πίνακας είναι ο εξής:

 [ � � � �,�� �,��� 3,7 �,�� �,���  
y ��,�� � �,�� 2 �,��� �,��� �,���� �,��

5.  ¢ συντελεστής αναλογίας τους είναι �:�. ¬ρα η συνταγή
  θα γίνει: � αυγά, � 3

�
 πακέτα φαρίνα του μισού κιλού,

  ���,�JU βούτυρο, � �
2  

φλιτÙάνια Ùάχαρη,

  � 3
�  

φλιτÙάνια βανίλια και � 3
�

 φλιτÙάνια γάλα.

�.  �πό την αναλογία έχουμε [   �. ¢ Ùητούμενος λόγος 

  είναι  �
3

 και παρατηρούμε ότι  [
3

= 
2
6

= �
3

.

7.  �σχύει η σχέση: �εφάλαιο μετά από έναν χρόνο  
  επιτόκιο ! �ρχικό �εφάλαιο.
  �ηλαδή τα δύο ποσά είναι ανάλογα και θα έχουμε ότι: 

  �ρχικό �εφάλαιο ��� ���.���

  �εφάλαιο μετά από έναν χρόνο ���,� [
  
     ¬ρα [   ���.���e. 

Α.�.3. Ανάλογα ποσά - Ιδιότητες αναλόγων ποσών

Α.�.4. Γραφική παράσταση σχέσης αναλογίας
1.  ¢ πίνακας τιμών των δύο ποσών που περιέχει τουλάχιστον δύο Ùεύγη τιμών είναι:

2.  �ια να σχεδιάσουμε τις γραφικές αναπαραστάσεις των σχέσεων αναλογίας απαιτούνται δύο σημεία. �πειδή το ένα
  είναι πάντα το �¢,¢�  αρκεί να βρούμε ένα τυχαίο σημείο κάθε μίας σχέσης αναλογίας π.χ. �α� το ��,��, �β� το ��,��,
  �γ� το ��,���, �δ� το ��,��� και �ε� το ����,��.

[ � 2  
\ �,� 3
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 5.   ³�στω τα [ κιλά περιέχουν �� κιλά αλάτι.
    ερό ��� [

   �λάτι 3 ��

  ¬ρα πρέπει να εξατμιστούν �.��� NJ νερό. 
 �. �αλλιεργήθηκαν συνολικά �� στρέμματα. � παραγωγή

  του χωραφιού του γείτονα είναι τα 8
�� 

 των �� W.

  ¥ο ��� αυτής είναι: �,�� W, που θα πάρει ο γείτονας και 
  ��,�� W καλαμπόκι που θα πάρει ο γεωργός.
 7. �α� � απώλεια κατά το ψήσιμο είναι: �,�¯�,� �,� κιλά.
  ¬ρα το ποσοστό της απώλειας είναι: ���.
  �β� Έστω [ κιλά ωμό κρέας που πρέπει να ψήσουμε. ¥α
  ποσά κιλά	 Õμ½	 κρºαÖ και κιλά	 ÂÇμºÍο	 κρºαÖ είναι
  ανάλογα. Έτσι από την σχέση αναλογίας βρίσκουμε:
  [ �,�� κιλά κρέας.
 8. � αύξηση της κάρτας θα είναι ���!��e �e. ¬ρα η
  μηνιαία κάρτα θα κοστίÙει ��e. � αύξηση του
  εισιτηρίου θα είναι ���!�,�e �,��e.�¬ρα το εισιτήριο

θα κοστίÙει �,��e. ¢ εργαÙόμενος πηγαίνει και έρχεται 
�� φορές το μήνα με το λεωφορείο στη δουλειά του, 
δηλαδή κάνει �� διαδρομές με το λεωφορείο.

�υνολικά θα πληρώσει το μήνα ��!�,��e ��e. ¬ρα τον 
συμφέρει να αγοράσει κάρτα απεριόριστων διαδρομών.

 
 �. �νωρίÙουμε ότι τα ποσά κεφάλαιο και Ó½κοÖ είναι ανάλογα.
  ³�τσι για επιτόκιο ��� και κεφάλαιο [, θα έχουμε:    
   �εφάλαιο ��� [

   Tόκος �� �.���  
  �ηλαδή: [ ��.���e. �ν το επιτόκιο μειωθεί κατά ���
  θα γίνει ίσο με το ��� του ���, δηλάδή ��. �ε το νέο
  επιτόκιο θα έχουμε τον ίδιο τόκο για κεφάλαιο [, για το
  οποίο θα ισχύει:     �εφάλαιο ��� [

   Tόκος 8 �.���

  �ηλαδή: [  ��.���e. ¥ο ποσοστό αύξησης που πρέπει 
  να γίνει στο αρχικό κεφάλαιο για να αποδώσει τον ίδιο
  τόκο με μικρότερο επιτόκιο θα είναι ���.
 10.  � συμπληρωμένος πίνακας είναι:

 
 �ύνολο �ε � 

παιδιά
 �ε � 
παιδί

 �ε � 
παιδιά

 �ε � 
παιδιά

 �ε �
παιδιά

Πάνω από 
� παιδιά

 ¢ικογένειες ��� �� �� �� �� �� �

  Ποσοστά ����  ��  ���  ���  ��� �,��  �,��

Α.�.5. Προβλήµατα αναλογιών

1.  �α� �, �β� �, �γ� �, �δ� �, �ε� �, �στ� �.
3.   ¢ι πίνακες �α�, �β� και �γ� είναι πίνακες αντιστρόφως αναλόγων ποσών διότι το γινόμενο
  των αντιστοίχων ποσών είναι σταθερό. ¢ πίνακας �δ� δεν είναι πίνακας αντιστρόφως
  αναλόγων ποσών.
4.  �α� ¥α ποσά [ και \ είναι αντιστρόφως ανάλογα, άρα το γινόμενο των αντίστοιχων τιμών
  τους θα είναι σταθερό και ίσο με �!�,� �,�.

  [ �,� �,� �,� � �,� 2 2,3 3 � �� ��

  \ ��,� 7 � �,� �,� �,�� �,��� �,��� �,��� �,�� �,���

Α.�.�. Αντιστρόφως ανάλογα ποσά

2
4

6
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10

12
14
1�
18
20

0,2 0,5 0,7 1 1,4 2 2,3 3 4 10 12
0

5.  Tα ποσά ερÆάÓεÖ και ÇμºρεÖ είναι αντιστρόφως
  ανάλογα. ¬ρα αν [ εργάτες χρειάÙονται για να αναδα� 
  σώσουν την ίδια έκταση σε οκτώ ημέρες θα έχουμε [  ��.
�.  Tα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα. ¬ρα το γινόμενο των
  αντιστοίχων τιμών τους είναι σταθερό. Έτσι αν [ ο αριθμός 
  που δείχνει τα καφάσια των �� κιλών, έχουμε [ ��. �
  συσκευασία σε καφάσια των �� κιλών θα στοιχίσει: 
  ��!�,�� ��e. � συσκευασία σε καφάσια των �� κιλών θα 

  στοιχίσει:  ��!�,�� ��,�e. �υμφέρει να χρησιμοποιήσουν
  τα καφάσια των �� κιλών γιατί το  κόστος συσκευασίας είναι 
  μικρότερο.
7.    � αύξηση της κατανάλωσης είναι ��OW την ημέρα, δηλαδή η 
  ημερήσια κατανάλωση θα είναι �� OW. Έστω [ οι ημέρες για 
  τις οποίες επαρκεί το πετρέλαιο, με αυτή την κατανάλωση.
  ¥α ποσά OW πετρελαίου �κατανάλωση� και ημέρες �χρόνος
  επάρκειας� είναι αντιστρόφως ανάλογα. ¬ρα [  �� ημέρες.

Απαντήσεις στις Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
�. �σκήσεις �ωστού ή �άθους   �. �, �. �, �. �, �. �, �. �, �. �, �. �.
�. �σκήσεις �υμπλήρωσης κενού

[
\

2
�,�

�
��

8
��

��
��

��
��

[
\

2
8

�
��

�/2
32

�
�

8
2

�. 8 . � .
\ [�� \ 2

3
[

[
\

�
2

2
3

3
�

[
\

�,�
�

3
2

�,�
3

 3. �α� �,  �β� �,  �γ� �,  �δ� �,  �ε� �.
 4.   �α� �,��, �β� �,�, �γ� ��, �δ� ��,��, �ε� ��.
 5.   �α�¯���, ����, �β� ¯��,�, ���,�, �γ� �, 

  �δ� ¯�,��, ��,��, �ε� ¯�,�, ��,�.
 �.  Αριθµός � ¯� �� ¯�� �� ¯�� ¯� ��  
  Αντίθετος ¯� �� ¯� ��� ¯� �� �� ¯�

  Απόλυτη τιµή � 2 ��   8 �� 7

 �. �α����!���, �β� ����, �γ�¯��¯�, �δ� ¯�!¯��
  �ε� �!¯�, �στ� �!¯�, �Ù� ����. 

10.  �α�¯����� !��!, �β� ¯���� !¯�!�
11.  °���¯��¯��¯��¯�������������.
 12. �α� ¯ �!¯�, �β� ¯����, �γ� �!¯�, �δ� ��!�, 
  �ε� ¯� ¯!¯�!���στ�¯� ¯����, �Ù� !��! !¯�!, 
  �η� ¯ �¯ ��!¯�, �θ� ��!¯����, �ι� �!¯!¯�!.
 13. �α� ¯��, ¯��,¯��,¯�, �β� κανένα, 
  �γ�¯�,�,��,��,��,��.

Α.7.2. Απόλυτη τιµή ρητού - Αντίθετοι ρητοί - Σύγκριση ρητών

Μέρος Α! Κεφάλαιο 7ο  Θετικοί και Αρνητικοί Αριθµοί

3.  �α� �,  �β� �,  �γ� �,  �δ� �,  �ε� �.                4. ¢�¢���¢�: �α�, �β�, �γ�, �Ù�, �θ�, �ι� και �¥�£¢���¢�: �δ�, �ε�, �στ�, �η�.
5.  �α� ������, �β� ¯�����, �γ� ����, �δ �¯�, �ε� ¯��.             �. �ª�¥��¢.           7. �α� ��,�, �β� ¯�,�.

Α.7.1. Θετικοί και Αρνητικοί Αριθµοί (Ρητοί Αριθµοί) - Η ευθεία των ρητών - Τετµηµένη σηµείου
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 1. �α� �, �β� �, �γ� �, �δ� �, �ε� �. 
 2.   �α����,�, �β� ��,�, �γ� ����, �δ� ���, �ε� ���,   
  �στ� ¯�, �Ù� ¯�,�, �η� ¯��, �θ� ¯��,  �ι� ¯��.
 3.   �α� ¯�,�, �β� ��,��, �γ� ���,�, �δ� ��,�, �ε�¯�,�,
   �στ� ��, �Ù� ��,�, �η� ��,�, �θ� ��,�, �ι� ��,�.
 5.   �α� ������¯��  ¯�, �β� ������¯�� �, 
  �γ� ��������� ���, �δ��¯����¯�� ¯��,
  �ε� ��������� ���.  

 4.  � �4 °8 °11 �17  
   °5 ¯� ¯�� ¯�� ���                 
  �� ��� �� ¯� ���  
  °4 � ¯�� ¯�� ���      
  °21 ¯�� ¯�� ¯�� ¯�    
 �.  ¥ο πρώτο  ��, το δεύτερο ¢«�.
 7.  �α� ��,�, �β� ��.   8. �α� ¯�, �β� �.

 1. �α� �,  �β� �,  �γ� �,  �δ� �, �ε� �,  �στ� �, �Ù� �.
 2.   �α� ��, �β� ¯��, �γ� ���,�, �δ� ¯�,�, �ε� �.
 3.  �α� ��, �β� ��, �γ� �.

  4. �α����, �β�¯��, �γ� ���.
 �.  �α�¯��, �β�¯��, �γ� ¯�,���, �δ� �,��.
 7.  �α� ¯�, �β� �,�, �γ� ¯�,��.

 5. α β α�β α°β  7. α β α°β β°α  �. [ �,� 2 �,�� �,��    

  �� ¯� ¯� ���   7 3 � ¯�   y ¯�,� �,� ¯�,�� ¯�,��    
    ��� ¯� ��� ���   ���� ���� ¯��� ���   z ¯� ¯�,� �,�� �

  ¯� ¯� ¯� ��    ¯�,�� ¯�,�� ¯�,� �,�    [�\�] � � �,�� �,�              
  ¯� ��� �� ¯��   3 ¯�,� �,� ¯�,�   [° \° ] 7 � �,�� �

Α.7.3. Πρόσθεση ρητών αριθµών

Α.7.4. Αφαίρεση ρητών αριθµών

Α.7.5. Πολλαπλασιασµός ρητών αριθµών
 2.  �α� ��, �β� ��, �γ� �,�, �δ� �, �ε� ¯�����, �στ� ¯���,
  �Ù�  ¯�,�.
 3.  �α� ¯��, �β� ¯���, �γ� ��.    
 4. w °1 °0,5 0 �2 �3

    °2 �� �� � ¯� ¯�      
  °3,2 ��,� ��,� � ¯�,� ¯�,�     
   
     �1,5 ¯�,� ¯�,�� � �� ��,�  
  �10 ¯�� ¯� � ��� ���        

 5.  �α� ���, �β� �,���, �γ�¯��. 
 �. �α� ����α��β �αβ, �β� αα¯��, �γ� αβ¯�α¯�β��,
  �δ� γδ��γ��δ���.
 7. �α� ��, �β� ¯�, �γ���.
 8.  � �� , � ����,  � �.  
 �. [ y z ω Α [\] Β \[ω Γ [$°% ΑΒ�Γ

  ¯� �,� �� ¯� ¯� �� ¯� ¯�

    �̄,� �� ¯� �̄,� ��� ��,� ¯�,� ��,�

� � ��  ¯� ��,� �,� ¯� ¯�,� ��� ¯��,� ¯��,�

$.7.8. Δυνάµεις ρητών αριθµών µε εκθέτη φυσικό

      
���2 �����2 3!�2 (3!��2 �¯�2 ��¯��2

 32
"�

           3         ("�2

           �  
 
      

¬θροισμα 
των � και �2

¥ετράγωνο του
αθροίσματος � και �

�ινόμενο
των � και �2

¥ετράγωνο του
γινομένου � επί �

�ιαφορά
των � και �2

¥ετράγωνο της
διαφοράς � πλην �

Πηλίκο των
 32 και �

¥ετράγωνο του
πηλίκου � δια �

      28 �� �� ��� ¯�� � �,� �,��

3.  �  ¯�,    � �,    � �.

2.

$.7.�. Διαίρεση ρητών αριθµών
 2. �α�  ��,��, �β� �, �γ� ¯��, �δ� ¯�.

3 . [ y [�\ [°\ [\ [:\    
   
  

 7  ¯ "   3
   �    "    ̄ �

 ��  ¯ "   6
   3  ¯ "   2

 ��  � "    8
  ��  � "    �    

   
    

�,� 2,3 � ¯�,� ��,��
��"23     

  
�  ¯ " � ¯�  �  ¯ "  �

 ��"  �
  �  � "   �

  �  �"   �  

 
4. �α� ���, �β� ��,�, �γ� ��,   �δ� 6

�
.

5. �α� ¯�� 2
3

, �β�����, �γ� ¯�, �δ� ¯�.

�.  �α� 2
��

, �β� ¯�, �γ� � �
�

.

7. ���.

$.7.7. Δεκαδική µορφή ρητών  αριθµών
 1. �α�  ¯�,�, �β� �,���, �γ� �,�������   �δ�, �,

"
��   �ε�  �,���������������.

2.  �α�
 

����
��

, �β�
 

26
�

, �γ�
 

���
��

, �δ� �����
����

, �ε� 77
�

.

3. �α� �, �β� �,�, �γ� �,���.
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$.7.�. Δυνάµεις ρητών αριθµών µε εκθέτη ακέραιο

1. 
α β γ (α�β)2 (αβ)2     ( α )2

      β (°α)–2 (γβ)–1

 
2.   �   �,    �   ����

81
,     �  ¯�.

     
 


 ¯� ¯
 ��,�� +1 ��,���� +4 ��,�

 
¯� ¯
  ��,�� ��,�� ��,�� +1 ¯#

 
3. ��3 � ���   �.��� .

 

     
�� ¯�� �,�� � ������ +1 ��,�� ¯��

4. x 0,001 0,01 0,1 –10 –100 2!104 5!10–3 
  –


  

 

x–3 ��9 ��� ��3 ¯��¯� ¯��¯� �,���!��¯�� 8!��� 8
8

�� ¯���

  

 

x3 ��¯� ��¯� ��¯� ¯��3 ¯��� 8!���� ���!��¯� �,���
��
8 ¯�,���

 
 

x–1 ��3 ��� �� ¯�,� ¯�,�� �,�!��¯� ��� � � ¯�

5.     ! 10–3 10–2 10–1 100 101 102 103

     
10–3 ��–� ��–� ��–4 ��–3 ��–� ��–1 1

     
10–2 ��–� ��–4 ��–3 ��–� ��–1 1 ��

   

     
10–1 ��–4 ��–3 ��–� ��–1 1 �� ���

     
100 ��–3 ��–� ��–1 1 �� ��� ��3

     
101 ��–� ��–1 1 �� ��� ��3 ��4

     
102 ��–1 1 �� ��� ��3 ��4 ���

     
103 1 �� ��� ��3 ��4 ��� ���

$.7.10. Τυποποιηµένη µορφή µεγάλων και µικρών αριθµών
 1. �α� �,���!��8 P, �β� �,�!��9 έτη, �γ� �,���!��11P.                 2. �!���� άτομα.             3. �α� ��¯�� FP, �β� �,�!��¯�� JU.

Απαντήσεις στις Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
Α. Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους

    1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

    Σ Λ Λ Λ Σ Σ Λ Σ Λ Σ

Β. Ασκήσεις Συµπλήρωσης κενού

1. �α� ������¯����¯������� ��, �β� �¯����¯���������¯�� ¯��,
    �γ� ���,����¯��,����¯�,�������,�� �, �δ� �¯�,�������,����¯�,����¯��,�� ¯��,�.

2. �!�!�!�!�. 3. �α�¯��, �β� ���. 4. �ª£�Π���¢. 5. �α� � τρόποι, �β� ���,��.

6.        

    –27000           
  
           –300 90         

   
–20 15 –6

              
4 –5 –3 2

Γ. Ασκήσεις Αντιστοίχισης

 �α� ¯� ¯��  �β�  +31 ¯�   �γ�   ¯�� ����

  ¯�� �        +8 �         ��� ¯���

  �� ¯�        ¯�� ¯��         ¯��� +9

  ��� ��        � +8         ���� ¯��

  � ���        ¯� +31         +9 ���

7.
1 –1

¯�

��

¯�

2 –2 0,5

¯�

+4

¯�

–8

¯�� ¯�

���

¯�

¯�,�

��,�

–3 5 –0,2 –1
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10.  �� �,� FP και �� �,� FP. ¬ρα �� ��. 

11.  �� �,� FP.

12. �ε το υποδεκάμετρο επιλέγουμε ένα τυχαίο σημείο � που απέχει �,� FP από το � εκτός της ευθείας στην οποία 
  βρίσκεται το ��. �ρίσκουμε το μέσον του �� έστω ¢ και φέρνουμε την ¢�.
Β.1.4. Πρόσθεση και αφαίρεση ευθυγράµµων τµηµάτων
 1. �ε κατάλληλες μετρήσεις και πρόσθεση βρίσκουμε ότι το μήκος της τεθλασμένης και το συγκρίνουμε με το μήκος του ��.
 2. � περίμετρος του ισοπλεύρου τριγώνου ισούται με �!�,� FP �,� FP. ¬ρα, επί της ημιευθείας με αρχή το � παίρ�
  νουμε ένα σημείο � έτσι, ώστε �� �,�FP.
 3. To μήκος της τεθλασμένης γραμμής ������ είναι ίσο με �������������� ... �� PP. 
 4. ¢μοίως έχουμε: ����������� ... ��� FP.
 5. �� ��¯�� �� FP, �  � ¯�� �� FP και �  � ¯�� � FP. 
 6. �α� �� ����� �,� FP,  �β� �� ��¯�� �,� FP,
  �γ� ����� ������¯��� �,� FP, �δ� ��¯�� ��¯�� �� � FP.  
 7. �� ��¯������� ��¯��¯�� �FP.
  8. Έχουμε ότι: �� ���� FP, �� ��¯� FP και �� �� FP. �ε κατάλληλες πράξεις βρίσκουμε ότι: �� � FP και �� � FP.
 9. �� ��¯�� ...� FP, �� ����� ...� FP.
10. Έχουμε: �� ����� �,� FP και �� ��¯ �� �,� FP.
11. �πειδή το σημείο �, όπως και το σημείο �, μπορούμε να τα πάρουμε εκατέρωθεν των σημείων � και � αντίστοιχα, για τον υπολογισμό
  του �� διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: ��� � και � εντός του τμήματος ��. ¥ότε μετράμε με το υποδεκάμετρο και βρίσκουμε
  �� � FP. ��� . και � εκτός �� στις θέσεις �! και �! αντίστοιχα. ¥ότε βρίσκουμε �!�! �� FP. ��� �ν το � είναι εντός και το � εκτός,
  τότε βρίσκουμε: ��! � FP. ��� �ν το � είναι εκτός και το � εντός βρίσκουμε �!� � FP.  ¬ρα: �α� ¥ο �� ανάλογα με τις θέσεις που
  επιλέξαμε παίρνει τις τιμές: � FP, � FP, � FP ή �� FP. �β� ¥ην τιμή των �� FP παίρνει το �� όταν και το � και το � είναι εκτός του ��.
  �γ� �πό την παραπάνω διευρύνση προέκυψε ότι σε καμιά περίπτωση δεν υπερβαίνει την τιμή των �� FP.

Μέρος Β! Κεφάλαιο 1ο  Βασικές γεωµετρικές έννοιες
Β.1.1. Επίπεδο - Σηµείο - Ευθύγραµµο τµήµα  - Ευθεία - Ηµιευθεία - Ηµιεπίπεδο
3. ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��.  4.  x´�, $[ και  [´�, �[.  

5. � αντικειμενική ημιευθεία του ��[ είναι  �[´, του %�\ ή �\´ και του ��] η �]´. 

Κ

Α Β Γ Δ

x! x

Β.1.2. Γωνία - Γραµµή - Επίπεδα σχήµατα - Ευθύγραµµα σχήµατα - ¸σα σχήµατα

1. �α� �
�
��,

���
�β� =

�
.�,  $

�
.%, %

�
.+ και +

�
.=,  �γ� %

�
$�, �

�
$� και %

�
$�, �δ� �

�
��, %

�
$�

��
και �

�
��.

2. �α� � γωνία 
�
�  περιέχεται ανάμεσα στις πλευρές �� και ��. �β� �πέναντι από τη γωνία 

�
�  είναι η ��.  

 �γ� ¢ι γωνίες οι προσκείμενες στην πλευρά �� είναι οι 
�
�  και η 

�
�
�
. 

3. �ραμμοσκιάÙουμε τη γωνία στην οποία ανήκει το σημείο � και την ονομάÙουμε  x
�
2\.

4. �α� 2ι γωνίες οι προσκείμενες στην πλευρά �� είναι οι �
�
  και η 

�
�. �β� � γωνία �

�
   βρίσκεται απέναντι στην πλευρά ��.

5. �α�             �β��¢£ª���  Π��ª£��
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

x x
x x

x x
x x

�£���¢� ¢£��¢�� �  �ª���� 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
x

x
x

x
x

Β.1.3. Μέτρηση, σύγκριση και ισότητα ευθύγραµµων τµηµάτων - Απόσταση σηµείων - Μέσο ευθύγραµµου τµήµατος
3. Έμειναν ��,�� FP ύφασμα.                                                             4. ��.��� FP. ¢ πεÙός θα κάνει: ���� βήματα.
5.  � περίμετρος του τετραγώνου είναι: ��,� P. ¥ο διαθέσιμο σύρμα έχει μήκος: ��,�� P. ¬ρα πρέπει να αγοράσει �� FP σύρμα.

6.       �κτίνα σε P σε NP     7. $% �� �� �� �� Περίμετρος  

   ��£¢��¥� �.���.��� �.���     cm ��� ��� 84 ���� �� �.���  

   �� �.���.��� �.���     dm ��,� �� �,� ��� �,� ���,�

   �£�� �.���.��� �.���     m �,�� �,� �,�� ��,� �,�� ��,��

   ���� ��.���.��� ��.���

8.   �ε το υποδεκάμετρο βρίσκουμε και σημειώνουμε τρία σημεία που απέχουν τα καθένα �,�FP από το σημείο �.  
9.   �α� ��!��, �β� �� ��.

x! x

A B Γ Δ2,5 cm 2,5 cm3 cm

Κ Λ Μ Ν

6cm
16cm

20cm

Κ!

A

Κ

B

Λ Λ!

4,5cm3cm

3cm
3,5cm

3,5cm
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Β.1.5. Μέτρηση, σύγκριση και ισότητα γωνιών - Διχοτόµος γωνίας
 2. �έρνουμε την ¢] έτσι ώστε να σχηματίÙει με την
  πλευρά ¢[ γωνία ���.
 3. «ρησιμοποιώντας το μοιρoγνωμόνιο βρίσκουμε περίπου
  το άνοιγμα των γωνιών.

 4. 
�
α ���,  

�
β ���,  

�
γ ����,  

�
δ
�
 ���,  

�
ε ����, 

  
�
κ ����,  

�
λ
�
 ���,  

�
μ  ����.

 5. � σειρά μεγέθους είναι η ακόλουθη: 
�
α!

�
δ!

�
γ!

�
β.

 6. �α� 
�
ω�

�
φ,   �β� 

�
φ �

�
ρ,   �γ� 

�
ω�

�
ρ,   �δ� 

�
ψ!

�
κ , 

  �ε�
�
ψ
�
�
�
λ
���

, �στ� 
�
ψ!

�
μ , �Ù� 

�
ρ!

�
θ.

 7. �ε το μοιρογνωμόνιο σχηματίÙουμε τις Ùητούμενες γωνίες
  και κατασκευάÙουμε τις διχοτόμους αυτών. 

Β.1.�. Είδη γωνιών - Κάθετες ευθείες
 2. �ε τον κανόνα χαράσσουμε την ημιευθεία ¢[ και στη συνέχεια με τη βοήθεια και του γνώμονα την κάθετο ε στην ¢[.  
3. �ε τον γνώμονα σχεδιάÙουμε τις κάθετες ευθείες  στα άκρα του ευθύγραμμου τμήματος.
 4. �ε τον κανόνα σχεδιάÙουμε τις ημιευθείες  ¢[ και ¢\ και με τον γνώμονα φέρνουμε τις
  κάθετες ευθείες ��!, ��! και ��! στην ¢\. 
 5. �ε γνώμονα φέρνουμε στο σημείο ¢ τις κάθετες ευθείες ε και ε! στις ημιευθείες ¢[ και ¢\ αντίστοιχα.
  Παρατηρούμε ότι η γωνία που σχηματίÙουν οι ε και ε! είναι ίση με τη γωνία των δύο ημιευθειών.
 6. �ε γνώμονα φέρνουμε από τα σημεία �, � και � κάθετα ευθύγραμμα τμήματα ��, �� και �� στις ευθείες ��, 
  �� και �� αντίστοιχα.

 7. �ε γνώμονα φέρνουμε από τα σημεία �, � και � κάθετες ευθείες στην ε, οι οποίες συμπίπτουν μόνο αν τα σημεία
  � και � βρίσκονται σε ίδια κάθετο ευθεία στην ε.

Α ε1

ε2

Β

Α

Β Δ

Ε

Γ

Α

Β Γ

Α

Β Γ

Z
Α

Β Γ

Z E

Δ

Η

Β.1.7. Εφεξής και διαδοχικές γωνίες -  ­θροισµα γωνιών
2. ¢νομάÙουμε όλες τις γωνίες του σχήματος και βρίσκουμε σε κάθε σημείο του όλες τις εφεξής και διαδοχικές γωνίες.
3. �ε κορυφή το σημείο � έχουμε τις γωνίες �

�
�� και �

�
��, με κορυφή το � έχουμε τις �

�
�� και �

�
�� ή �

�
��  και �

�
�[ με

 κορυφή το � έχουμε τις �
�
�� και �

�
�� και τέλος με κορυφή το �  έχουμε τις �

�
��  και �

�
��. 

4. �α� �ε κορυφή το σημείο � έχουμε τις γωνίες �
�
�=  και �

�
�� , με κορυφή το � έχουμε  τις �

�
�� 

�
και �

�
�� με κορυφή 

 το � έχουμε τις �
�
��  και �

�
��, με κορυφή το � έχουμε τις �

�
�� και �

�
��, τέλος με κορυφή το � έχουμε τις διαδοχικές  

 �
�
��, �

�
��,  �

�
�� και �

�
�� που ανά δύο αποτελούν Ùεύγη εφεξής γωνιών. �β� �ε κορυφή το � έχουμε τις �

�
�� και

 �
�
�� με κορυφή το � έχουμε τις διαδοχικές �

�
��, �

�
�� και �

�
�\ που ανά δύο αποτελούν Ùεύγη εφεξής γωνιών. 

 �γ� �ε κορυφή το ¢ έχουμε τις διαδοχικές x
�
2\,  \

�
2], και ]

�
2ν, που ανά δύο αποτελούν Ùεύγη εφεξής γωνιών. 

 �δ� �ε κορυφή  το � έχουμε τις �
�
�� και �

�
��, με κορυφή  το � έχουμε τις διαδοχικές  �

�
��, �

�
�� και  �

�
�\ που ανά

 δύο αποτελούν Ùεύγη εφεξής γωνιών, με κορυφή το  � έχουμε τις �
�
�� και �

�
�� και τέλος με  κορυφή το � έχουμε τις

 διαδοχικές �
�
��,  �

�
��,  �

�
�� και  �

�
��, που ανά δύο αποτελούν Ùεύγη εφεξής γωνιών.

Β.1.8. Παραπληρωµατικές 	 Συµπληρωµατικές γωνίες - Κατακορυφήν γωνίες
 2. �ε το μοιρογνωμόνιο σχεδιάÙουμε μια γωνία ���� και την παραπληρωματική της που είναι ����¯���� ���.
 3. �α� �ια γωνία παραπληρωματική μιας αμβλείας, είναι οξεία γωνία �β� �ια γωνία παραπληρωματική μιας ορθής, είναι
  ορθή γωνία. �γ� �ια γωνία παραπληρωματική μιας οξείας, είναι αμβλεία.
 4. �ε το μοιρογνωμόνιο σχεδιάÙουμε μια γωνία ��� και την συμπληρωματική της που είναι  ���¯ ��� ���.
 5. �ε διαφανές χαρτί διαπιστώνουμε ότι �

�
¢� �

�
¢�. ¢ι γωνίες �

�
¢� και �

�
¢� είναι παραπληρωματικές, άρα έχουν

  άθροισμα ����. �πομένως �
�
¢� ����¯

�
φ. �λλά και οι γωνίες �

�
¢� και �

�
¢� είναι παραπληρωματικές, άρα έχουν

  άθροισμα ����. �πομένως �
�
¢�  ����¯

�
φ. �υνεπώς �

�
¢� �

�
¢�.

 6.  

 7. Παρατηρούμε ότι οι γωνίες 
�
α και ���� είναι παραπληρωματικές, επομένως θα είναι 

�
α ����¯����, άρα 

�
α ���.

  ¥ο ίδιο και οι γωνίες 
�
β και ����, οπότε έχουμε  ότι 

�
β ����¯����, άρα 

�
β ���.

 8. �ε τη βοήθεια του μοιριγνωμονίου σχεδιάÙουμε τη γωνία των ���. �ια να σχεδιάσουμε την κατακορυφήν της γωνίας
  φέρνουμε τις αντικειμενικές ημιευθείες των πλευρών της.
 9. ¥α Ùεύγη των κατακορυφήν γωνιών είναι  

�
α
�
και 

�
γ, 
�
β
�
και 

�
δ, 
�
κ και

�
μ, 
�
λ και

�
ν.

10. � κατακόρυφήν της θα είναι και αυτή ���. � άλλη γωνία είναι παραπληρωματική της επομένως θα είναι ����¯��� ����.
11. ¢ι γωνίες 

�
α
�
και ��� είναι κατακορυφήν, επομένως 

�
α ���. �πίσης 

�
γ ���. �λλά γνωρίÙουμε ότι το άθροισμα όλων

   είναι ����, επομένως θα έχουμε ��������
�
β�����

�
δ���� ����, οπότε 

�
β+
�
δ ����¯���¯���¯���¯��� συνεπώς,

   �
�
β ���� άρα 

�
β ��� και 

�
δ ���.

  
�
α ��� ��� ��� ��� ��� ���� ������´

  
�
β ���� ���� ���� ���� ��� ��� �����´
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Β.1.�.   Θέσεις ευθειών στο επίπεδο
 3.  �α� �αι οι τρεις ευθείες είναι μεταξύ τους παράλληλες.
  �β� ¢ι δύο είναι παράλληλες ενώ η τρίτη που τέμνει δεν
  είναι παράλληλη με καμμιά από αυτές και τις τέμνει.
  �γ� ¥έμνονται ανά δύο.
  �δ� �ιέρχονται και οι τρεις από το ίδιο σημείο.

4.  �ε τον γνώμονα σχεδιάÙουμε τις
  κάθετες ευθείες στα άκρα του
  ευθυγράμμου τμήματος.

5. �χεδιάÙουμε τις ευθείες ε1, ε�
  και ε3 παράλληλες προς την ¢\.
  �πομένως θα είναι: 
  ��!�� ��!�� ��!�� ¢\.  

6. ¢ι παράλληλες από �
  και � συμπίπτουν όταν
  τα σημεία � και � βρί�
  σκονται σε μια ευθεία 
  παράλληλη προς την ε.

Β.1.10. Απόσταση σηµείου από ευθεία - Απόσταση παραλλήλων
2.  �έρνουμε την κάθετο �� στην ���, μετράμε με το υποδεκάμετρο τις �� και �� και βρίσκουμε ότι είναι ίσες με � FP.
3.  �έρνουμε την κάθετο �� στην ���, μετράμε με το υποδεκάμετρο τις �� και �� και βρίσκουμε ότι είναι άνισες και
   μάλιστα η μεγαλύτερη �� αντιστοιχεί στη μεγαλύτερη απόσταση �� και η μικρότερη �� στη μικρότερη ��. 
4.  �ε το υποδεκάμετρο βρίσκουμε ότι είναι: �!�! �,� FP και �!�! �,� FP.
5.  �ε τον γνώμονα και το υποδεκάμετρο βρίσκουμε τα σημεία �,�,� και � που απέχουν απόσταση �,� FP από την ε. �έρνουμε από
   το καθένα παράλληλη προς την ε και παρατηρούμε ότι και οι τέσσερις ευθείες που φέραμε συμπίπτουν σε μια.
6.  �ια να βρούμε τα σημεία �, �, �, � και �, σχεδιάÙουμε σε διάφορες θέσεις τις αποστάσεις ��!, ��!, ��!, ��!, και ��! 
   μεταξύ των παραλλήλων ε1 και ε� και βρίσκουμε τα μέσα τους. �πό το ένα από αυτά, το �, φέρνουμε παράλληλη
   ευθεία ε προς τις ε1 και ε�  και παρατηρούμε, ότι αυτή περνάει και από τα άλλα σημεία �, �, � και �. 
7.  Προεκτείνουμε την �� κατα �FP και φέρνουμε την παράλληλη προς την ε από αυτή την απόσταση, η οποία τέμνει την
   �[ στο σημείο � που είναι το Ùητούμενο.  

Β.1.11. Κύκλος και στοιχεία κύκλου
 1. �ε τον διαβήτη χαράσσουμε τους τρεις κύκλους με κέντρο το σημείο � και ακτίνες �,�FP, �FP και ��PP.
 2. �ια να σχεδιάσουμε τον κύκλο με διάμετρο �� πρέπει να βρούμε το κέντρο του που είναι το μέσο ¢ της �� και η ακτίνα
  είναι το μισό του μήκους της �� δηλαδή �,�FP.
 3. ¢ι ακτίνες των Ùητουμένων κύκλων θα είναι τα μισά μήκη των διαμέτρων, δηλαδή �FP, �,�FP και ��PP.
 4. �χεδιάÙουμε τον κύκλο με κέντρο � και ακτίνα �,�FP και ορίÙουμε ένα σημείο του �. �ράφουμε δύο κύκλους με
  κέντρο το � και ακτίνες τα μήκη των χορδών �,�FP και �,�FP οι οποίοι τέμνουν τον κύκλο ��,�,�FP� ο καθένας σε
  δύο σημεία � και �!, � και �!. ¢ι Ùητούμενες χορδές είναι �� και ��! �δύο λύσεις� και �� και ��! �δύο λύσεις�.
 5. �ράφουμε τους κύκλους ��, �FP� και ��, �FP�, που τέμνονται στα σημεία � και �. ¥ότε, αυτά τα 
  σημεία απέχουν ταυτόχρονα �FP από το � και �FP από το �.
 6. �πειδή το σημείο � είναι σημείο τομής των δύο κύκλων ανήκει ταυτόχρονα και στους δύο
  κύκλους επομένως η απόστασή του από το κέντρο των κύκλων ισούται με την ακτίνα  του καθενός
  και επειδή οι ακτίνες των δύο κύκλων είναι ίσες θα είναι �� ��. ¢μοίως και για το σημείο
    θα έχουμε  �  �.
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Β.1.12. Επίκεντρη γωνία - Σχέση επίκεντρης γωνίας και του αντιστοίχου τόξου - Μέτρηση τόξου

 1.  �α� ����, �β� ����, �γ� ���. 
  2.   �ύο των ��� και δύο των ����.
 3.   ̧ χι, διότι ενώ έχουν το ίδιο μέτρο δεν ανήκουν σε 
  ίσους κύκλους. 
 4.   �φού τα τόξα είναι ίσα θα είναι και οι επίκεντρες γωνίες  
  ίσες, άρα θα είναι ����: � ���.

 5.  � επίκεντρη γωνία $
�
2%  είναι ��� και αντιστοιχεί στο  

  ���: ����  1
�

 του κύκλου. 
 6.   �ατασκευάÙουμε το τρίγωνο ���. �ε το μοιρoγνωμόνιο

  βρίσκουμε ότι οι γωνίες 
�
% και 

�
$ είναι  περίπου ���, ενώ

  η γωνία 
�
� είναι περίπου ���.

Β.1.13. Θέσεις ευθείας και κύκλου
 1. �χεδιάÙουμε τις παράλληλες ευθείες ε1 και ε�. Παίρνουμε ένα σημείο � πάνω στην ε1 και με κέντρο το � και ακτίνα �,�FP
  γράφουμε κύκλο, ο οποίος τέμνει την ε� σε δύο σημεία � και �. ¥α σημεία � και � είναι τα Ùητούμενα.
 2. ¢ι εφαπτόμενες του κύκλου ε1 και ε� είναι κάθετες στην �� άρα είναι μεταξύ τους παράλληλες.
 3. �α� �νωρίÙουμε ότι η απόσταση δ �FP του κέντρου του κύκλου από την ευθεία ε είναι μικρότερη από την ακτίνα του ρ �FP, η ευθεία 
  ε τέμνει τον κύκλο σε δύο σημεία, �β� όταν η απόσταση δ �,�FP είναι ίση με την ακτίνα ρ �,�FP, τότε η ευθεία εφάπτεται στον κύκλο 
  και έχει μαÙί του ένα κοινό σημείο, το σημείο επαφής και �γ� όταν είναι δ �FP !ρ �FP, τότε δεν έχουν κανένα κοινό σημείο.
 4. ¥ο κέντρο � των κύκλων απέχει από την ευθεία ε� απόσταση �� �,�FP. �πομένως ο κύκλος με ακτίνα ρ �,�FP δεν έχει 
  κανένα κοινό σημείο με την ε�. ¢ κύκλος με ακτίνα ρ �,�FP έχει ένα κοινό σημείο με την ε�, άρα εφάπτεται σm αυτήν.
  �ι ο κύκλος με ακτίνα ρ �,�FP έχει δύο κοινά σημεία με την ε�, άρα τέμνονται. 
 5. ¥ο σημείο � είναι αφενός σημείο του κύκλου ��, ��PP� και αφετέρου του κύκλου ��, ��PP�. �πομένως, η κάθετη στην �� 
  ευθεία ε, είναι κάθετη ταυτόχρονα στις άκρες των ακτίνων των δύο κύκλων άρα εφαπτόμενη και στους δύο.

 Απαντήσεις στις Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης
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Μέρος Β! Κεφάλαιο 2ο  Συµµετρία
%.2.1. Συµµετρία ως προς άξονα
 1. �α� �πειδή το ¢ ανήκει στην ε έχει συμμετρικό τον εαυτό του επομένως αρκεί να

πάρουμε ένα σημείο σε κάθε πλευρά της γωνίας και να βρούμε τα συμμετρικά 
τους. �β� �ντιθέτως εδώ βρίσκουμε το ¢! συμμετρικό του ¢ και τα άλλα δύο σημεία 
είναι αυτά που τέμνει η ε τις πλευρές της γωνίας.

 2. �αι στις δύο περιπτώσεις βρίσκουμε το ¢! συμμετρικό του ¢. �πειδή τα συμμετρικά
σχήματα είναι ίσα η ακτίνα του συμμετρικού κύκλου είναι η ίδια με του κύκλου που δόθηκε.

 3. �χεδιάÙουμε αρχικά το συμμετρικό �! του σχήματος � ως προς την ε και στη συνέχεια το
  συμμετρικό �!! του �! ως προς την ε! και παρατηρούμε ότι όχι μόνο είναι ίσο με το αρχικό αλλά και ομοίως κείμενο.

ε

x
y

¢
¢

¢

O!

O!

x!

x y
O

y!

ρ

ρ

ε

Α
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A B ε

 2. ΑΡ.ΑΞΟΝ. ΣΥΜ. Α Β Γ Δ Ε Ζ Η Θ Ι Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ Σ Τ Υ Φ Χ � Ω

  0 x x x x x x

  1 x x x x x x x x x x x

  2 x x x x x x x

 3. �χεδιάÙουμε τους άξονες συμμετρίας που έχουν πλήθος: �α� �, �β� �, �γ� �, �δ� �, �ε� �, �στ� �.

%.2.2. ­ξονας συµµετρίας

 4. ¢ άξονας συμμετρίας δύο ίσων και τεμνόμενων κύκλων
  είναι: �α� η ευθεία της κοινής χορδής και �β� η διάκεντρος
  �η ευθεία που ενώνει τα κέντρα και των δύο κύκλων�.

 5. �α� ¸ταν είναι ομόκεντροι κάθε ευθεία που διέρχεται από το 
  κοινό κέντρο είναι άξονας συμμετρίας. �β� ¸ταν έχουν διαφο�
  ρετικά κέντρα άξονας συμμετρίας είναι η διάκεντρός τους..

 2. �ατασκευάÙουμε με κανόνα και διαβήτη την μεσοκάθετο του �� και βρίσκουμε το μέσο του �. �τη συνέχεια 
  κατασκευάÙουμε τις μεσοκάθετες των ευθυγράμμων τμημάτων �� και �� και βρίσκουμε τα μέσα τους. 
 3. � μεσοκάθετος της �� τέμνει τον κύκλο στα σημεία � και �. �υτά είναι τα Ùητούμενα σημεία.
 4. �ια να απέχει εξίσου η στάση πρέπει να βρίσκεται στη μεσοκάθετο της απόστασης των δύο οικισμών � και �.
 5. �ια να απέχει εξίσου πρέπει να βρίσκεται στη μεσοκάθετο της απόστασης των δύο χωριών � και �.
 �. �ε κανόνα και διαβήτη κατασκευάÙουμε τις μεσοκάθετες των πλευρών του τριγώνου.
 7. �α� �υγκρίνουμε τα �� και �� και βρίσκουμε ότι είναι ίσα. �λλά το � είναι το σημείο της
  μεσοκαθέτου του �� επομένως ισαπέχει από τα άκρα του, άρα �� ��. �β� ¢μοίως και το  
  είναι σημείο της μεσοκαθέτου, άρα  �  �. �γ� ¥α σημεία � και � είναι σημεία του κύκλου άρα
  �� ��. �ηλαδή, το � είναι σημείο της μεσοκαθέτου του ��.
 8. �ιέρχονται από το κέντρο � του κύκλου.       �. � τομή της μεσοκαθέτου του �� και της ε είναι το Ùητούμενο σημείο.

Β.2.4. Συµµετρία ως προς σηµείο
 1. Έστω ότι τα συμμετρικά των � και � είναι τα �! και �! τότε το �� θα έχει συμμετρικό το �!�! άρα τα �� και  �!�! είναι ίσα
  και τα μέσα τους, ως αντίστοιχα στοιχεία θα είναι μεταξύ τους συμμετρικά. �λλά το συμμετρικό  του �, ως προς το �, είναι
  το �! και επειδή το �!�!  έχει ένα μέσο συνεπάγεται ότι αυτό θα είναι το αντίστοιχο του �!�!  δηλαδή το συμμετρικό του �. 
 2. ¥ο ¢ είναι μέσον της ��  δηλαδή ¢� ¢�. ¥α � και � είναι συμμετρικά ως προς το ¢ επομένως θα είναι �¢ ¢�.
  �πομένως το τετράπλευρο ���� είναι παραλληλόγραμμο.

1.  ΚΕΝΤΡΟ ΣΥΜ. Α Β Γ Δ Ε Ζ Η Θ Ι Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ Σ Τ Υ Φ Χ � Ω

   0 x x x x x x x x x x x x x x x

   1 x x x x x x x x x

2.  ¥α δύο πρώτα δεν έχουν κέντρο συμμετρίας. �πό τα τραπουλόχαρτα έχουν η ντάμα, το � κούπα και το � καρό.

3.       ¬ξονες �υμμετρίας

      �ανένα Ένα �ύο ¥ρεις ¥έσσερις Περισσότερους Έχει κέντρο συμμετρίας

�υθύγραμμο τμήμα x x

�σοσκελές τρίγωνο x

�σόπλευρο τρίγωνο x

Παραλληλόγραμμο x x

¢ρθογώνιο x x

£όμβος x x

¥ετράγωνο x x

�ύκλος x x

A

M

B

N
K

%.2.3. Μεσοκάθετος ευθύγραµµου τµήµατος

Β.2.5. Κέντρο συµµετρίας
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Β.2.�. Παράλληλες ευθείες που τέµνονται από µία άλλη ευθεία
  1. Έστω 

�
α ���. � γωνία 

�
α και όλες οι οξείες γωνίες του σχήματος είναι ίσες με ���. � παραπληρωματική της 

�
α
�
, έστω

  η γωνία 
�
γ θα είναι ίση με ����¯

�
α ����¯��� ����. ¢ι γωνίες 

�
γ και όλες οι αμβλείες γωνίες του σχήματος είναι ίσες με ����.

 2. 
�
β 

�
γ ��� ως εντός¯εκτός και επί τα αυτά των ε3��ε4 τεμνομένων από ε�.

  
�
β 

�
Ù ��� ως εντός¯εκτός και επί τα αυτά  των ε1��ε� τεμνομένων από ε3.

  
�
Ù�
�
ε ���� ως εντός¯εκτός και επί τα αυτά  των ε3��ε4 τεμνομένων από ε1, άρα 

�
ε ����¯

�
Ù ����¯��� ����.

  
�
α� 

�
δ ���� ως εντός¯εκτός εναλλάξ των ε1��ε� τεμνομένων από ε�, άρα 

�
δ ����¯

�
α ����¯��� ����. 

 3. �α έχουμε ότι 
�
α �
�

 ���  επειδή είναι εντός�εκτός και επί τα αυτά  των ������ τεμνομένων
  από την ��. ¬ρα  �

�
 ����¯

�
α ����¯��� ����. �πίσης είναι 

�
β 

�
α ��� επειδή είναι 

  εντός�εκτός και επί τα αυτά των ������ τεμνομένων από την ��. ¬ρα �
�

 
�
β ��� αφού είναι

  κατακορυφήν. Έχουμε και 
�
δ 

�
β ��� γιατί είναι πάλι εντός�εκτός και επί τα αυτά των ������

  τεμνομένων από την ��.  ¬ρα  �
�

 ����¯ 
�
δ ����¯��� ����.

 4. �φού η δ� είναι διχοτόμος θα είναι: �
�
φ ���, διότι είναι εντός εναλλάξ των ε1��ε� τεμνομένων από την ��.  ¬ρα 

�
φ ���. 

  ¸μως 
�
φ 

�
α ���, ως εντός εναλλάξ των ε1��ε� τεμνομένων από την δ�. �πειδή 

�
α και 

�
γ είναι κατακορυφήν γωνίες θα είναι 

  
�
α 

�
γ ���. ¥έλος οι 

�
α και 

�
β είναι παραπληρωματικές, άρα είναι 

�
β ����¯

�
α ����¯��� ����.

 5.  Έχουμε 
�
φ����� ���� διότι είναι εντός και επί τα αυτά των ε1��ε� τεμνομένων από την ε3, άρα είναι: 

�
φ ����¯���� ���.

  �λλά έχουμε 
�
φ 

�
β ��� ως εντός�εκτός και επί τα αυτά  των ε3��ε4 τεμνομένων από την ε�. ¥έλος είναι 

�
α ����¯

�
β ����.  

 6. �ίναι 
�
ω ��� ως εντός εναλλάξ των ������ τεμνομένων από ��. �πίσης 

�
θ  ���� ως εντός εναλλάξ των ������

τεμνομένων από ��. �ίναι όμως 
�
α 

�
θ  ���� ως εντός�εκτός και επί τα αυτά των ������ τεμνομένων από ��. �λλά 

έχουμε  και 
�
θ��

�
ω�

�
φ� ���� επομένως ���������

�
φ ���� άρα 

�
φ ���. �ίναι όμως 

�
γ 

�
φ ��� ως εντός εναλλάξ 

των ������ τεμνομένων από ��. ¥έλος 
�
ε ���.

βα
y
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Μέρος Β! Κεφάλαιο 3ο - Τρίγωνα - Παραλληλόγραµµα - ΤραπέÚια

Β.3.1. Στοιχεία τριγώνου - Είδη τριγώνων
 1. �α� �,  �β� �,  �γ� �,  �δ� �,  �ε� �,  �στ� �,  �Ù� �,  �η� �.
 2.  Έχουμε ότι �� ��, �� �� και �� �� οπότε 

  �� �� �� �� �,�FP.

3.  �� ��        4.  �£ £�.                 5. �   �.

Β.3.2. ­θροισµα γωνιών τριγώνου - Ιδιότητες ισοσκελούς τριγώνου
 1.   �α� �,  �β� �,  �γ� �,  �δ� �,  �ε� �,  �στ� �,  �Ù� �,  �η� �,  �θ� �.
 2. �χεδιάÙουμε τμήμα ��  και φέρνουμε από το � την ημιευθεία �[ έτσι, ώστε να σχηματιστεί γωνία 

�
� ���. �ετά από

  το � φέρνουμε την ημιευθεία �\ έτσι, ώστε να σχηματιστεί γωνία 
�
� ���. Έστω � το σημείο που τέμνονται οι

  ημιευθείες �[ και �\. ¸μως 
�
��
�
��
�
� ���� άρα είναι 

�
� ����¯���¯��� ���.

 3. �χεδιάÙουμε τμήμα �� �,�FP και φέρνουμε από το � την ημιευθεία �[ έτσι, ώστε να σχηματιστεί γωνία 
�
� ���. �ετά

  από το � φέρνουμε την ημιευθεία �\ έτσι, ώστε να σχηματιστεί γωνία 
�
� ���. ¢νομάÙουμε � το σημείο στο οποίο

  τέμνονται οι ημευθείες �[ και �\. �ε το μοιρογνωμόνιο μετράμε τη γωνία 
�
�. ¸μως  

�
��
�
��
�
� ���� άρα είναι

  
�
� ����¯���¯��� ���. �ετράμε την πλευρά �� και βρίσκουμε ότι είναι: �� �,� FP.

 4. �ίναι 
�
α ��� και 

�
φ ����κατακορυφήν�. Έχουμε 

�
δ 

�
φ ��� γιατί είναι εντός εναλλάξ των ε1���ε� τεμνομένων από δ1. 

  �νωρίÙουμε ότι είναι 
�
α�

�
δ�

�
γ ����, άρα 

�
γ ����¯���¯��� ���. ¥ότε όμως θα είναι 

�
β 

�
γ ����κατακορυφήν�.

 5. �α� ³�χουμε 
�
φ�������� ����, οπότε 

�
φ ���. �β� Έχουμε 

�
φ����������¯����� ����, οπότε 

�
φ ���.

 6. �έρνουμε �[��������, οπότε 
�
θ ��� και 

�
φ ��� �εντός εναλλάξ�. �πομένως 

�
ω 

�
θ�

�
φ ������� ���.

 7. ³�χουμε ότι �����[ ����, οπότε �[ ����¯��� άρα �[ ����, επομένως [ ���. �ηλαδή, οι προσκείμενες στη  βάση  
  γωνίες είναι ��� η καθεμιά.
 8. �α έχουμε ότι 

�
��
�
��
�
� ����, επομένως ���� �

�
��
�
� ����, συνεπώς �

�
� ����¯���, άρα 

�
� ��� και 

�
� ���.

 9. �νωρίÙουμε ότι  
�
��
�
��
�
� ����, επομένως  �

�
��
�
��3

�
� ����, συνεπώς �

�
� ���� άρα 

�
� ���, δηλαδή 

�
� ��� και  � 

�
 ���.

 10. �αθένα από τα τρίγωνα ¢��, ¢��, ¢�� και ¢�� έχει άθροισμα γωνιών ����.
  �πομένως, 

�
��
�
��
�
�+
�
��

�
¢1+

�
¢�+

�
¢3+

�
¢4 �!���� ����. �λλά 

�
¢1+

�
¢�+

�
¢3+

�
¢4  ����.

  �πομένως 
�
��
�
��
�
�+
�
������ ����. ¬ρα 

�
��
�
��
�
��
�
� ����¯���� ����.

%.3.3.   Παραλληλόγραµµο-Ορθογώνιο-Ρόµβος-Τετράγωνο-ΤραπέÚιο-Ισοσκελές τραπέÚιο
1.  �α� �, �β� �, �γ� �, �δ� �, �ε� �.  2. ¥έσσερα.    3. £όμβο και τετράγωνο.   4. ¢ρθογώνιο και πλάγιο παραλληλόγραμμο.     
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Β.3.4.    Ιδιότητες παραλληλογράµµου-ορθογωνίου-ρόµβου-τετραγώνου-τραπεÚίου-ισοσκελούς τραπεÚίου
 1.  �ε διαφανές χαρτί διαπιστώνουμε ότι: �α� �το ορθογώνιο υπάρχουν τέσσερα ίσα τρίγωνα που περιλαμβάνει το  
  καθένα από δύο πλευρές του ορθογωνίου και δύο Ùεύγη ίσων τριγώνων στα οποία το καθένα τρίγωνο περιλαμ� 
  βάνει μία πλευρά του. �β� �το ρόμβο υπάρχουν τέσσερα ίσα τρίγωνα που το καθένα περιλαμβάνει από μία
  πλευρά του ρόμβου και δύο Ùεύγη ίσων τριγώνων που το καθένα τρίγωνο περιλαμβάνει δύο πλευρές του.�γ� �το
  τετράγωνο υπάρχουν δύο τετράδες ίσων μεταξύ τους τριγώνων.
 2.  �ιότι όλες οι κορυφές του απέχουν ίση απόσταση από το κέντρο του κύκλου.
 3.  �έρνουμε τις αποστάσεις ��! και ��! των κορυφών � και � αντίστοιχα από την ευθεία ��, τις μετράμε με το
  υποδεκάμετρο και παρατηρούμε ότι είναι ίσες.
 4. �χεδιάÙουμε τις παράλληλες ε1 και ε3 προς την ��, άρα θα είναι και μεταξύ τους
  παράλληλες. ¢μοίως και ε� και ε4 θα είναι μεταξύ τους παράλληλες διότι είναι και
  οι δύο παράλληλες προς την ��. Παρατηρούμε ότι είναι παραλληλόγραμμο το
  σχήμα που φτιάχνουν οι ε1, ε�, ε3, και ε4. 
 5.  �ε τη βοήθεια του διαβήτη κατασκευάÙουμε τις διχοτόμους των γωνιών ενός
  παραλληλογράμμου και παρατηρούμε ότι αυτές τεμνόμενες σχηματίÙουν ένα
  ορθόγωνιο παραλληλόγραμμο.
 6.  �ε τη βοήθεια του διαβήτη κατασκευάÙουμε τις διχοτόμους των γωνιών ενός ορθογωνίου και παρατηρούμε ότι
  αυτές τεμνόμενες σχηματίÙουν ένα τετράγωνο. �α� �ε τη βοήθεια του διαβήτη κατασκευάÙουμε τις διχοτόμους
  των γωνιών ενός  τετραγώνου και παρατηρούμε ότι αυτές είναι οι διαγώνιές του. �β� �ε τη βοήθεια του διαβήτη
  κατασκευάÙουμε τις διχοτόμους των γωνιών ενός ρόμβου και παρατηρούμε ότι αυτές είναι οι διαγώνιές του.

B

Γ
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Η

Θ

Ε
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ε2
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ωω

φ
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Α.      ΟΝΟΜΑΣΙΑ ΖΕΥΓΟΥΣ  ΓΩΝΙΩΝ ΣΧΕΣΗ

     
 ΠΑΡΑΛ. ΕΥΘ. ΤΕΜΝ. ΑΠΟ ΕΥΘΕΙΑ ΙΣΕΣ ΠΑΡΑΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΕΣ

\

     
 ´µΕΝΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞµµ X

     
 ´µΕΚΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞµµ X

     
 ´µΕΝΤΟΣ ΕΠΙ ΤΑ ΑΥΤΑµµ X

     
 ´µΕΚΤΟΣ  ΕΠΙ ΤΑ ΑΥΤΑµµ X

     
 ´µΕΝΤΟΣ-ΕΚΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞµµ X

      ´µΕΝΤΟΣ-ΕΚΤΟΣ ΕΠΙ ΤΑ ΑΥΤΑµµ X

Γ.  ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΑ ΑΡΙΘΜΟΣ ΑΞΟΝΩΝ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ

 ΣΧΗΜΑΤΑ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Έχει κέντρο συµ/τρίας

 ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΟ ΤΜΗΜΑ x x

 ΓΩΝΙΑ x

 ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗΝ ΓΩΝΙΕΣ x x

 ΕΝΤΟΣ ΕΝΑΛΛΑΞ ΓΩΝΙΕΣ x x

 ΤΥΧΑΙΟ ΤΡΙΓΩΝΟ x

 ΙΣΟΣΚΕΛΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟ x

 ΙΣΟΠΛΕΥΡΟ ΤΡΙΓΩΝΟ x

 ΤΡΑΠΕΖΙΟ x

 ΙΣΟΣΚΕΛΕΣ ΤΡΑΠΕΖΙΟ x

 ΤΥΧΑΙΟ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ x

 ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΟ x x

 ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ x x

 ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ x x

 ΡΟΜΒΟΣ x x

 Απαντήσεις στις Επαναληπτικές Ερωτήσεις Αυτοαξιολόγησης

 7.  �ίναι ίσα, ως απόσταση μεταξύ δύο παραλλήλων ευθειών.
 8.  ¥ο �¢�� είναι ρόμβος, επομένως οι διαγώνιες αυτού διχοτομούνται καθέτως. �ίναι ίσες.
 9.  �α� �πειδή ��A�� και ��A�� θα είναι ������ και επειδή ��A�� και ��A�� θα είναι ������. �πομένως είναι
  �� �� �FP ως απόσταση μεταξύ των ������, αλλά και �� �� �FP ως απόσταση μεταξύ των ������. 
  Παρατηρούμε, ότι το τετράπλευρο ���� έχει τις απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες. �β� �ετράμε με το
  υποδεκάμετρο και βρίσκουμε �� �� �FP.
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 ¹ροι Σελίδες

  � ¬γνωστος της εξίσωσης ��
  � �κέραιο μέρος ��, ��
  � �κέραιοι αριθμοί ���, ���
  � �κτίνα κύκλου ���, ���
  � �νάγωγο κλάσμα ��, ��
  � �νάλογα ποσά ��, ���
  � �ναλογία ��, ���
  � �ντίθετοι αριθμοί ���, ���, ���
  � �ντικείμενες ημιευθείες ���
�� �ντιμεταθετική ιδιότητα ��, ��, ��, ��,  
  ���, ���, ���
�� �ντίστοιχα στοιχεία ���
�� �ντίστοιχο τόξο
 επίκεντρης γωνίας ���, ���
�� �ντίστροφοι αριθμοί ��, ��, ���, ���
�� �ντιστρόφως ανάλογα
 ποσά ���, ���
�� ¬ξονας συμμετρίας ���
�� �πόλυτη τιμή αριθμού ���, ���
�� �πόσταση ���, ���, ���
�� �ριθμητής ��
�� �ρνητικοί αριθμοί ���, ���
�� ¬ρτιος αριθμός ��, ��
�� �φαίρεση ��, ��, ��, ��,��,  
  ��, ���, ���, 
�� �φαιρετέος ��, ��
�� �ινόμενο �χιαστί� ��
�� �ραφική παράσταση ��, ���, ���, ���
�� �ωνία ���, ���
�� �εκαδική τάξη ��
�� �εκαδικό κλάσμα ��, ��
�� �εκαδικό μέρος ��, ��
�� �εκαδικό σύστημα ��
�� �ευτερεύοντα στοιχεία
 τριγώνου ���
�� �ιαδοχικές γωνίες ���, ���
�� �ιαίρεση ��, ��, ��, ��,
  ��, ��, ���, ���
�� �ιαιρετέος ��, ��
�� �ιαιρέτης ��, ��
�� �ιάμετρος κύκλου ���, ���
�� �ιάταξη αριθμών ��
�� �ιατεταγμένο Ùεύγος ��

 ¹ροι Σελίδες

�� �ιχοτόμος γωνίας ���, ���
�� �υνάμεις ��, ��, ��, ��,
  ���, ���
�� �ίδη γωνιών ���, ���
�� �ίδη εξισώσεων ��, ��
�� �ίδη τετραπλεύρων ���, ���
�� �ίδη τριγώνων ���
�� �λάχιστο �οινό
 Πολλαπλάσιο ���Π� ��, ��
�� �ξίσωση  ��, ��
�� �ξωτερική ευθεία κύκλου ���, ���
�� �πίκεντρη γωνία ���, ���
�� �πίλυση εξίσωσης ��, ��, ��
�� �πιμεριστική ιδιότητα ��, ��, ��, ��,
  ���, ���
�� �πίπεδο ���, ���
�� �τερόσημοι αριθμοί ���, ���
�� �τερώνυμα κλάσματα ��, ��
�� �υθεία ���, ���
�� �υθύγραμμα σχήματα ���
�� �υθύγραμμο τμήμα ���, ���
�� �υκλείδεια διαίρεση ��, ��
�� �φαπτόμενα τμήματα ���, ���
�� �φαπτομένη ���, ���
�� �φεξής γωνίες ���, ���
�� �μιεπίπεδο ���, ���
�� �μιευθεία ���, ���
�� �ετικοί αριθμοί ���
�� �διότητες δυνάμεων ���, ���
�� �διότητες πράξεων ���, ���, ���
�� �διότητες τετραπλεύρων ���, ���
�� ·σα σχήματα ���
�� �σοδύναμα κλάσματα ��, ��
�� �άθετα ευθύγραμμα
 τμήματα ���, ���
�� �άθετες ευθείες ���, ���
�� �ατακορυφήν γωνίες ���, ���
�� �έντρο συμμετρίας
 σχήματος ���
�� �λίμακα ��
�� �όσκινο του �ρατοσθένη ��
�� �ριτήρια διαιρετότητας  ��, ��
�� �ύβος αριθμού  ��

-	���	-	 	 ΜºροÖ	Γ !	-	ΑλφαÁÇÓικ½	ευρεÓ»ριο	½ρÕÍ

Αλφαβητικό ευρετήριο όρων

α/α α�α
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Αλφαβητικό ευρετήριο όρων
 ¹ροι Σελίδες

 �� �υκλικός δίσκος ���, ���
 �� �ύκλος ���, ���
 �� �όγος ομοειδών
 μεγεθών ��, ���
 �� �ύση  ��, ��, ��
 �� �εγέθυνση ��
 �� �έγιστος �οινός
 �ιαιρέτης ����� ��, ��
 �� �εικτός αριθμός ��
 �� �ειωτέος ��, ��
 �� �έσο ευθυγράμμου
 τμήματος ���
 �� �εσοκάθετος
 ευθυγράμμου τμήματος ���
 �� �έτρο γωνίας ���
 �� �ήκος ευθυγράμμου
 τμήματος ���
 �� �οίρες ���
 �� �οιρογνωμόνιο ���
 �� �ονάδες μέτρησης ��, ��, ��, ���, ���
 ��  ιοστή δύναμη  ��, ��
 ��  ιοστό ��
 �� ¢μόσημοι αριθμοί ���, ���
 �� ¢μώνυμα κλάσματα ��, ��
 �� ¢ρθοκανονικό σύστημα ��
 �� Παράγοντες γινομένου ��, ��
 �� Παράλληλα ευθύγραμμα
 τμήματα ���, ���
 �� Παράλληλες ευθείες ���, ���
 �� Παραπληρωματικές
 γωνίες ���, ���
��� Παράσταση αριθμητική ��
��� Παράσταση αριθμών ���
��� Παρονομαστής ��
��� Περίμετρος ���
��� Περιοδικός δεκαδικός
 αριθμός ���
��� Περιττός αριθμός ��, ��
��� Πηλίκο ��, ��
��� Πολλαπλασιασμός  ��, ��, ��, ��,
  ��, ��, ���, ���
��� Πολλαπλάσιο αριθμού ��, ��
��� Ποσοστό ��
��� Πρόβλημα ��, ��, ���

 ¹ροι Σελίδες

111 Προσεταιριστική ιδιότητα ��, ��, ��, ��,  
  ���, ���, ���
��� Πρόσημα ���
��� Πρόσθεση ��, ��, ��, ��, ��,
  ��, ��, ���, ���
��� Προσθετέοι ��, ��
��� Προσκείμενες γωνίες ���
��� Προτεραιότητα των
 πράξεων ��, ��, ��, ���
��� Πρώτοι μεταξύ τους
 αριθμοί ��, ��
��� Πρώτος αριθμός ��, ��, ��
��� £ητοί αριθμοί ���
��� £ίÙα εξίσωσης ��, ��
��� �ημείο ���, ���
��� �μίκρυνση ��
��� �τοιχεία τριγώνου ���
��� �τρογγυλοποίηση ��, ��
��� �υμμετρικά ως προς
 ευθεία ���
��� �υμμετρικά ως προς
 σημείο ���
��� �υμπληρωματικές γωνίες ���, ���
��� �ύνθετο κλάσμα ��, ��
��� �ύνθετος αριθμός ��, ��, ��
��� �υντελεστής αναλογίας ��, ���
��� �υντεταγμένες ��
��� �χέση αναλογίας ��, ���
��� ¥εθλασμένη γραμμή ���, ���
��� ¥έλεια διαίρεση ��, ��
��� ¥εμνόμενες ευθείες ���, ���
��� ¥έμνουσα κύκλου ���, ���
��� ¥εταγμένη ��
��� ¥ετμημένη ��
��� ¥ετράγωνο αριθμού ��
��� ¥όξο κύκλου ���, ���
��� ¥υποποιημένη μορφή
 αριθμού ��, ���
��� ªπερβολή ���, ���
��� ªποδιαστολή ��, ��
��� ªπόλοιπο διαίρεσης ��, ��
��� ¹ψος ���, ���, ���
��� �υσικός αριθμός ��, ��
��� «ορδή κύκλου ���, ���

α�α α�α
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