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2.1 ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΟΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥΣ

Ερώτηση 1

Ποιοι αριθμοί ονομάζονται ρητοί και ποιοι άρρητοι;

• Ρητοί αριθμοί ονομάζονται οι αριθμοί που έχουν (ήμπορούν ναπάρουν) κλασματικήμορφή,
δηλαδή τη μορφή 𝛼𝛽 , όπου α, β ακέραιοι, με 𝛽 ≠ 0.
Ιδιότητα: Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός ή περιοδικός δεκαδικός και,
αντιστρόφως, κάθε δεκαδικός ή περιοδικός δεκαδικός μπορεί να πάρει κλασματική μορφή.

• Οι αριθμοί που δεν μπορούν να πάρουν τη μορφή 𝛼𝛽 , όπου α, β ακέραιοι, με 𝛽 ≠ 0 (ή, με άλλα
λόγια, δεν μπορούν να γραφούν ούτε ως δεκαδικοί ούτε ως περιοδικοί δεκαδικοί) λέγονται
άρρητοι αριθμοί.

Ερώτηση 2

Ποιοι αριθμοί ονομάζονται πραγματικοί; Πως παριστάνονται;

Οι πραγματικοί αριθμοί αποτελούνται από τους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς και παρι‐
στάνονται με τα σημεία ενός άξονα, τουάξονατωνπραγματικώναριθμών, δηλαδή μιας ευθείας
όπου σε κάθε σημείο της οποίας αντιστοιχεί ένας πραγματικός αριθμός.

Ερώτηση 3

Ποιες ιδιότητες ισχύουν στην πρόσθεση πραγματικών αριθμών;

Για την πρόσθεση πραγματικών αριθμών ισχύουν οι ιδιότητες που αναφέρονται στον επόμενο πί‐
νακα:
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Ιδιότητα Πρόσθεση

Αντιμεταθετική 𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼
Προσεταιριστική 𝛼 + (𝛽 + 𝛾) = (𝛼 + 𝛽) + 𝛾
Ουδέτερο Στοιχείο∗ 𝛼 + 0 = 𝛼
Αντίθετος Αριθμού 𝛼 + (−𝛼) = 0

∗Οαριθμός 0 λέγεται και ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης, διότι προστιθέμενος σε οποιονδήποτε
αριθμό δεν τον μεταβάλλει.

Ερώτηση 4

Ποιες ιδιότητες ισχύουν στον πολλαπλασιασμό πραγματικών αριθμών;

Για τον πολλαπλασιασμό πραγματικών αριθμών ισχύουν οι ιδιότητες που αναφέρονται στον επό‐
μενο πίνακα:

Ιδιότητα Πολλαπλασιασμός

Αντιμεταθετική 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛽 ⋅ 𝛼
Προσεταιριστική 𝛼 ⋅ (𝛽 ⋅ 𝛾) = (𝛼 ⋅ 𝛽) ⋅ 𝛾
Ουδέτερο Στοιχείο∗ 𝛼 ⋅ 1 = 𝛼

Αντίστροφος Αριθμού 𝛼 ⋅ 1𝛼 = 1 για 𝛼 ≠ 0

∗ Ο αριθμός 1 λέγεται και ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασμού, διότι οποιοσδήποτε αριθμός
πολλαπλασιαζόμενος με αυτόν δεν μεταβάλλεται.

Επίσης, για τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού ισχύει η επιμεριστική ιδιότητα:

𝛼(𝛽 + 𝛽) = 𝛼𝛽 + 𝛼𝛾

Ερώτηση 5

Πως ορίζονται οι πράξεις της αφαίρεσης και της διαίρεσης;

• Η αφαίρεση οριζεται με τη βοήθεια της πρόσθεσης ως εξής:

𝛼 − 𝛽 = 𝛼 + (−𝛽)

Δηλαδή για να βρούμε τη διαφορά α ‐ β , προσθέτουμε στο μειωτέο τον αντίθετο του αφαι‐
ρετέου.

Σελίδα 2 από ??

http://www.mathsedu.gr


Α’ Λυκείου (Αλγεβρα), ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ MathsEdu.gr

• Η διαίρεση ορίζεται με τη βοήθεια του πολλαπλασιασμού ως εξής:

𝛼 ∶ 𝛽 = 𝛼
𝛽 = 𝛼 ⋅ 1𝛽 με 𝛽 ≠ 0

Δηλαδή για να βρούμε το πηλίκο 𝛼 ∶ 𝛽, με 𝛽 ≠ 0 , πολλαπλασιάζουμε το διαιρετέο με τον
αντίστροφο του διαιρέτη.

Ερώτηση 6

Ποιες ιδιότητες ισχύουν για τις τέσσερις πράξεις και την ισότητα;

Για τις τέσσερις πράξεις και την ισότητα ισχύουν και οι ακόλουθες ιδιότητες:

1.
𝛼 = 𝛽
𝛾 = 𝛿

ቑ ⇒ 𝛼 + 𝛾 = 𝛽 + 𝛿

2.
𝛼 = 𝛽
𝛾 = 𝛿

ቑ ⇒ 𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝛽 ⋅ 𝛿

3. 𝛼 = 𝛽 ⇔ 𝛼 + 𝛾 = 𝛽 + 𝛾

4. 𝛼 = 𝛽
𝛾≠0
⟺ 𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝛽 ⋅ 𝛾

5. 𝛼 ⋅ 𝛽 = 0 ⇔ 𝛼 = 0 ή 𝛽 = 0
6. 𝛼 ⋅ 𝛽 ≠ 0 ⇔ 𝛼 ≠ 0 και 𝛽 ≠ 0

Ερώτηση 7

Πως ορίζεται η δύναμη πραγματικού αριθμού με εκθέτη ακέραιο;

Αν α πραγματικός αριθμός και ο ν φυσικός, έχουμε ορίσει ότι:

𝛼𝑣 = 𝛼 ⋅ 𝛼 ⋅ …⋯ ⋅ 𝛼ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
𝑣 παράγοντες

για 𝑣 > 1

Επιπλέον, ισχύει ότι 𝛼1 = 𝛼
Στην περίπτωση που 𝛼 ≠ 0 έχουμε:

𝛼0 = 1 και 𝛼−𝑣 = 1
𝛼𝑣

Ερώτηση 8

Ποιες είναι οι ιδιότητες των δυνάμεων με εκθέτη ακέραιο;

Οι ιδιότητες των δυνάμεων με εκθέτη ακέραιο, με την προϋπόθεση ότι κάθε φορά ορίζονται οι
δυνάμεις και οι πράξεις που σημειώνονται, ειναι οι εξής:
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• 𝛼𝜅 ⋅ 𝛼𝜆 = 𝛼𝜅+𝜆

• 𝛼𝜅
𝛼𝜆 = 𝛼𝜅−𝜆

• (𝛼 ⋅ 𝛽)𝜅 = 𝛼𝜅 ⋅ 𝛼𝜆

• ቆ𝛼𝛽ቇ
𝜅
= 𝛼𝜅
𝛼𝜅

• (𝛼𝜅)𝜆 = 𝛼𝜅⋅𝜆

Ερώτηση 9

Ποιες είναι οι πιο αξιοσημείωτες ταυτότητες;

Κάθε ισότητα που περιέχει μεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιμές των μεταβλητών αυ‐
τών λέγεται ταυτότητα.
Οι πιο αξιοσημείωτες ταυτότητες είναι:

• (𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 𝛽2

• (𝛼 − 𝛽)2 = 𝛼2 − 2𝛼𝛽 + 𝛽2

• (𝛼 + 𝛽)(𝛼 − 𝛽) = 𝛼2 − 𝛽2

• (𝛼 + 𝛽)3 = 𝛼3 + 3𝛼2𝛽 + 3𝛼𝛽2 + 𝛽3

• (𝛼 − 𝛽)3 = 𝛼3 − 3𝛼2𝛽 + 3𝛼𝛽2 − 𝛽3

• 𝛼3 + 𝛽3 = (𝛼 + 𝛽)(𝛼2 − 𝛼𝛽 + 𝛽2

• 𝛼3 − 𝛽3 = (𝛼 − 𝛽)(𝛼2 + 𝛼𝛽 + 𝛽2

• (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)2 = 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 + 2𝛼𝛽 + 2𝛼𝛾 + 2𝛽𝛾

Ερώτηση 10

Ποιες είναι οι βασικότερες μέθοδοι αποδειξης;

Οι μέθοδοι απόδειξης είναι η εξής:
• Ευθείααπόδειξη: Ξεκινάμεμε τηνυπόθεση (ηοποία είναι αληθής) και με διαδοχικάβήματα
(πράξεις ή σειρά λογικών (αληθών) προτάσεων) καταλήγουμε στο συμπέρασμα.
Παράδειγμα: Αν 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0, τότε 𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3 = 3𝛼𝛽𝛾
Παραλλαγές της ευθείας απόδειξης:

– Αρχίζουμε από το ένα μέλος (αυτό που έχει τις περισσότερες παραστάσεις), κάνουμε
τις πράξεις και καταλήγουμε στο άλλο μέλος.
Παράδειγμα: Να αποδείξετε ότι: (𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 𝛽2

– Κάνουμε πράξεις και στα δύο μέλη συγχρόνως και με τη χρήση ισοδυναμιών καταλή‐
γουμε σε μια ισότητα που προφανώς αληθεύει.
Παράδειγμα: Να αποδείξετε ότι: (𝛼2 + 𝛽2)(𝑥2 + 𝑦2) = (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)2 + (𝛼𝑦 − 𝛽𝑥)2
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– Λύνουμε την υπόθεση ως προς μια μεταβλητή και την αντικαθιστούμε στο ένα ή και
στα δύο μέλη της ταυτότητας που θέλουμε να αποδείξουμε.
Παράδειγμα: Αν ισχύει 𝛼 − 𝛽 = 3, να αποδείξετε ότι 3𝛼 − 𝛽2 − 3𝛽 + 2𝛼𝛽 = 𝛼2

• Aπαγωγήσεάτοπο:Yποθέτουμε ότι δεν ισχύει αυτόπου θέλαμε νααποδείξουμε και χρησι‐
μοποιώντας αληθείς προτάσεις καταλήγουμε σε ένα συμπέρασμα που έρχεται σε αντίθεση
με αυτό που γνωρίζουμε ότι ισχύει. Οδηγηθήκαμε όπως λέμε σε άτοπο.
Παράδειγμα: Αν ο 𝛼2 είναι άρτιος αριθμός, τότε και ο α είναι άρτιος αριθμός.

• Με αντιπαράδειγμα: Για να αποδείξουμε ότι ένας ισχυρισμός δεν είναι πάντα αληθής,
αρκεί ναβρούμε έναπαράδειγμαγια τοοποίοοσυγκεκριμένος ισχυρισμόςδεν ισχύει ή, όπως
λέμε, αρκεί να βρούμε ένα αντιπαράδειγμα.
Παράδειγμα: Να εξετάσετε αν για κάθε 𝛼 > 0 ισχύει 𝛼2 > 𝛼.

Ερώτηση 11

Να αποδείξετε τις παρακάτω προτάσεις:

1. Αν 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0, τότε 𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3 = 3𝛼𝛽𝛾
2. (𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 𝛽2

3. (𝛼2 + 𝛽2)(𝑥2 + 𝑦2) = (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)2 + (𝛼𝑦 − 𝛽𝑥)2

4. Αν ισχύει 𝛼 − 𝛽 = 3, να αποδείξετε ότι 3𝛼 − 𝛽2 − 3𝛽 + 2𝛼𝛽 = 𝛼2

5. Αν ο 𝛼2 είναι άρτιος αριθμός, τότε και ο α είναι άρτιος αριθμός.

6. Να εξετάσετε αν για κάθε 𝛼 > 0 ισχύει 𝛼2 > 𝛼.

1. Επειδή α + β + γ = 0, είναι α = ‐(β + γ) (σχέση 1), οπότε θα έχουμε:

𝛼 = −(𝛽 + 𝛾) ⇔
𝛼3 = [−(𝛽 + 𝛾)]3 ⇔
𝛼3 = −(𝛽 + 𝛾)3 ⇔
𝛼3 = −(𝛽3 + 3𝛽2𝛾 + 3𝛽𝛾2𝛾 + 𝛾3) ⇔
𝛼3 = −𝛽3 − 3𝛽2𝛾 − 3𝛽𝛾2𝛾 − 𝛾3 ⇔

𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3 = −3𝛽2𝛾 − 3𝛽𝛾2𝛾 ⇔

𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3 = −3𝛽𝛾(𝛽 + 𝛾)
(1)
⟺

𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3 = −3𝛽𝛾(−𝛼)𝐿𝑒𝑓𝑡𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡𝑎𝑟𝑟𝑜𝑤
𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3 = 3𝛼𝛽𝛾

2.

(𝛼 + 𝛽)2 = (𝛼 + 𝛽)(𝛼 + 𝛽)
= 𝛼2 + 𝛼𝛽 + 𝛼𝛽 + 𝛽2
= 𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 𝛽2
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3.

(𝛼2 + 𝛽2)(𝑥2 + 𝑦2) = (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)2 + (𝛼𝑦 − 𝛽𝑥)2 ⇔
𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑦2 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽2𝑦2 = 𝛼2𝑥2 + 2𝛼𝛽𝑥𝑦 + 𝛽2𝑦2 + 𝛼2𝑦2 − 2𝛼𝛽𝑥𝑦 + 𝛽2𝑥2 ⇔
𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑦2 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽2𝑦2 = 𝛼2𝑥2 + 𝛼2𝑦2 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽2𝑦2, που ισχύει.

4. Επειδή 𝛼 − 𝛽 = 3, , είναι 𝛼 = 𝛽 + 3, (σχέση 1), οπότε θα έχουμε:

3𝛼 − 𝛽2 − 3𝛽 + 2𝛼𝛽 (1)= 3(𝛽 + 3) − 𝛽2 − 3𝛽 + 2(𝛽 + 3)𝛽
= 3𝛽 + 9 − 𝛽2 − 3𝛽 + 2𝛽2 + 6𝛽
= +9 − 𝛽2 + 2𝛽2 + 6𝛽
= 𝛽2 + 6𝛽 + 9
= (𝛽 + 3)2
= 𝛼2

5. Εστω ότι ο α δεν είναι άρτιος. Τότε ο α θα είναι περιττός, δηλαδή θα έχει τη μορφή
α = 2κ + 1, όπου κ ακέραιος, οπότε θα έχουμε:

𝛼2 = (2𝜅 + 1)2
= 4𝜅2 + 4𝜅 + 1
= 2(2𝜅2 + 2𝜅) + 1
= 2𝜆 + 1 (όπου 𝜆 = 2𝜅2 + 2𝜅).

Δηλαδή 𝛼2 = 2𝜆 + 1, 𝜆 ∈ ℤ,, που σημαίνει ότι ο 𝛼2 είναι περιττός. Αυτό όμως έρχεται σε
αντίθεση με την υπόθεση ότι ο 𝛼2 είναι άρτιος. (άτοπο)

Επομένως, η παραδοχή ότι α δεν είναι άρτιος είναι λανθασμένη. Αρα ο α είναι άρτιος.

6. Για 𝛼 = 1
2 > 0 έχουμε ότι 𝛼2 = 1

4, δηλαδή 𝛼
2 < 𝛼 άρα ο ισχυρισμός δεν ισχύει.
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