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2.3 ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ

Ερώτηση 1

Πωςορίζεταιηαπόλυτητιμήενόςπραγματικούαριθμού;Ναγράψετετοναλγεβρικό
ορισμό του.

Θεωρούμε έναν αριθμό α που παριστάνεται με το σημείο Α πάνω σε έναν άξονα. Τότε, η απόσταση
του σημείου Α από την αρχή Ο, δηλαδή το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΟΑ, ονομάζεται από
λυτη τιμή του αριθμού α και την συμβολίζεται με |α

|. Ο αλγεβρικός ορισμό τους είναι:

|𝛼| = ቐ
𝛼, αν 𝛼 ≥ 0
−𝛼, αν 𝛼 < 0

Ερώτηση 2

Τιπαρατηρήσειςμπορούμενακάνουμεστονορισμόςτηςαπόλυτηςτιμής ενόςπραγ
ματικού αριθμού;

• Η απόλυτη τιμή θετικού αριθμού είναι ο ίδιος ο αριθμός. Δηλαδή,
|𝛼| = 𝛼, για κάθε 𝛼 > 0

• Η απόλυτη τιμή αρνητικού αριθμού είναι ο αντίθετός του. Δηλαδή,
|𝛼| = −𝛼, για κάθε 𝛼 < 0

• |0| = 0

Ερώτηση 3

Να αναφέρετε τις ιδιότητες των απόλυτων τιμών.

Για κάθε πραγματικό αριθμό α ισχύει:
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1. |𝛼| ≥ 0

2. |𝛼| = | − 𝛼| ≥ 0

3. |𝛼| ≥ 𝛼, |𝛼| ≥ −𝛼

4. |𝛼|2 = 𝛼2

5. Αν 𝜃 > 0, τότε |𝑥| = 𝜃 ⇔ 𝑥 = 𝜃 ή 𝑥 = −𝜃

6. |𝑥| = |𝛼| ⇔ 𝑥 = 𝛼 ή 𝑥 = −𝛼

Ερώτηση 4

Να αποδείξετε ότι
|𝛼 ⋅ 𝛽| = |𝛼| ⋅ |𝛽|

Επειδή και τα δύο μέλη της ισότητας |𝛼 ⋅ 𝛽| = |𝛼| ⋅ |𝛽| ειναι μη αρνητικοί αριθμοί, έχουμε:

|𝛼 ⋅ 𝛽| = |𝛼| ⋅ |𝛽| ⇔
|𝛼 ⋅ 𝛽|2 = (|𝛼| ⋅ |𝛽|)2 ⇔
|𝛼 ⋅ 𝛽|2 = |𝛼|2 ⋅ |𝛽|2 ⇔
(𝛼 ⋅ 𝛽)2 = 𝛼2 ⋅ 𝛽2

που ισχύει.

Ερώτηση 5

Να αποδείξετε ότι

ብ𝛼𝛽ብ =
|𝛼|
|𝛽|

Επειδή και τα δύο μέλη της ισότητας
ቤ𝛼𝛽 ቤ =

|𝛼|
|𝛽|

ειναι μη αρνητικοί αριθμοί, έχουμε:

ቤ𝛼𝛽 ቤ =
|𝛼|
|𝛽| ⇔

ቤ𝛼𝛽 ቤ
2
= ቆ|𝛼||𝛽|ቇ

2
⇔

ቆ𝛼𝛽ቇ
2
= |𝛼|2
|𝛽|2 ⇔

ቆ𝛼𝛽ቇ
2
= 𝛼2
𝛽2
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που ισχύει.

Ερώτηση 6

Να αποδείξετε ότι
|𝛼 + 𝛽| ≤ |𝛼| + |𝛽|

Επειδή και τα δύο μέλη της ανισότητας |𝛼 + 𝛽|, |𝛼| + |𝛽| είναι θετικοί αριθμοί έχουμε:

|𝛼 + 𝛽| ≤ |𝛼| + |𝛽| ⇔
|𝛼 + 𝛽|2 ≤ (|𝛼| + |𝛽|)2 ⇔
(𝛼 + 𝛽)2 ≤ |𝛼|2 + 2|𝛼||𝛽| + |𝛽|2 ⇔

𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 𝛽2 ≤ |𝛼|2 + 2|𝛼||𝛽| + |𝛽|2 ⇔
𝛼𝛽 ≤ |𝛼||𝛽|

που ισχύει.
Παρατήρηση: Είναι φανερό ότι η ισότητα 𝛼𝛽 = |𝛼𝛽| ισχύει αν και μόνο αν 𝛼𝛽 ≥ 0, δηλαδή αν και
μόνο αν οι αριθμοί α και β είναι ομόσημοι ή ένας τουλάχιστον από αυτούς είναι ίσος με μηδέν.

Ερώτηση 7

Πως ορίζεται η απόσταση μεταξύ δύο αριθμών;

Ας θεωρήσουμε δυο αριθμούς α και β που παριστάνονται πάνω στον άξονα με τα σημεία Α και Β
αντιστοίχως.

Το μήκος του τμήματος ΑΒ λέγεται απόσταση των αριθμών 𝛼 και 𝛽, συμβολίζεται με 𝑑(𝛼, 𝛽) και
είναι ίση με |𝛼 − 𝛽|. Είναι δηλαδή:

𝑑(𝛼, 𝛽) = |𝛼 − 𝛽|

Ερώτηση 8

Να αποδείξετε ότι το μέσο του διαστήματος [α,β] είναι
𝛼 + 𝛽
2 .

Ας θεωρήσουμε τώρα ένα διάστημα [α, β] και ας ονομάσουμε Α και Β τα σημεία που παριστάνουν
στον άξονα τα άκρα α και β αντιστοίχως.
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Αν𝑀(𝑥0) είναι το μέσον του τμήματος AB, τότε έχουμε

(ΜΑ) = (ΜΒ) ⇔
𝑑(𝑥0, 𝛼) = 𝑑(𝑥0, 𝛽) ⇔
|𝑥0 − 𝛼| = |𝑥0 − 𝛽| ⇔
𝑥0 − 𝛼 = 𝛽 − 𝑥0 ⇔ *

2𝑥0 = 𝛼 + 𝛽 ⇔

𝑥0 =
𝛼 + 𝛽
2

*𝛼 < 𝑥0 < 𝛽 ⇒
𝑥0 − 𝛼 > 0 ⇒ |𝑥0 − 𝛼| = 𝑥0 − 𝛼 και
𝑥0 − 𝛽 < 0 ⇒ |𝑥0 − 𝛽| = −(𝑥0 − 𝛽) = 𝛽 − 𝑥0
Ο αριθμός 𝑥0 =

𝛼 + 𝛽
2 που αντιστοιχεί στο μέσο του ΑΒ, ονομάζεται και κέντρο του διαστήματος

[α,β], ενώ ο αριθμός 𝜌 = 𝛽 − 𝛼
2 λέγεται ακτίνα του [α,β].

Ερώτηση 9

Πως γράφεται η ανίσωση |𝑥 − 𝑥0| < 𝜌 σε μορφή
• διαστήματος
• σε μορφή ανίσωσης χωρίς απόλυτο;

Για κάθε 𝑥0 ∈ ℝ και 𝜌 > 0 ισχύει:

|𝑥 − 𝑥0| < 𝜌 ⇔ ቐ
𝑥0 − 𝜌 < 𝑥 < 𝑥0 + 𝜌
𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝜌, 𝑥0 + 𝜌)

Ερώτηση 10

Πως γράφεται η ανίσωση |𝑥 − 𝑥0| > 𝜌 σε μορφή
• διαστήματος
• σε μορφή ανίσωσης χωρίς απόλυτο;

Για κάθε 𝑥0 ∈ ℝ και 𝜌 > 0 ισχύει:

|𝑥 − 𝑥0| > 𝜌 ⇔ ቐ
𝑥 < 𝑥0 − 𝜌 ή 𝑥 > 𝑥0 + 𝜌
𝑥 ∈ (−∞, 𝑥0 − 𝜌) ∪ (𝑥0 + 𝜌,+∞)
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