ΤΡΙΤΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ: ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ

ΚΥΚΛΟΣ

ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΥΛΟΥ

· Η εξίσωση: (x-xo)2+(y-yo)2=ρ2 παριστάνει κύκλο, με κέντρο το σημείο Κ(xo, yo) και ακτίνα ρ. Τα x, y είναι οι συντεταγμένες ενός τυχαίου σημείου του κύκλου. 

· Η εξίσωση x2+y2=ρ2, παριστάνει κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων, το σημείο Ο(0, 0) και ακτίνα ρ.

· Η εξίσωση x2+y2+Αx+By+Γ=0, με την προϋπόθεση ότι Α2+Β2-4Γ(0, παριστάνει κύκλο, με κέντρο το σημείο Κ(
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· Για να προσδιορίσουμε την εξίσωση του κύκλου:
Η εξίσωση του κύκλου προσδιορίζεται από την ισότητα: (x-xo)2+(y-yo)2=ρ2, εφόσον γνωρίζουμε τις συντεταγμένες (xo, yo) του κέντρου Κ και την ακτίνα ρ.

Αν γνωρίζουμε το κέντρο Κ(xo, yo) του κύκλου και ακόμα ότι ο κύκλος περνά από το σημείο 
Μ(x1, y1) τότε η ακτίνα του κύκλου είναι το ρ=d(K, M).

Παράδειγμα: Άσκηση 5, σελίδα 87 σχολικού βιβλίου
Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου όταν έχει κέντρο το σημείο Κ(0, 1) και διέρχεται από το σημείο Α(
[image: image3.wmf]3

, 0).

Λύση:

Γνωρίζουμε το κέντρο του κύκλου άρα χρειάζεται να βρούμε την ακτίνα του. Αφού ο κύκλος διέρχεται από το σημείο Α(
[image: image4.wmf]3

, 0) η ακτίνα του θα ισούται με την απόσταση των δύο σημείων, δηλαδή: 


ρ=d(K, A)=
[image: image5.wmf]2
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Άρα η εξίσωση του κύκλου είναι: (x-0)2+(y-1)2=22 ( x2+(y-1)2=4. 

Εκτελώντας τις πράξεις η εξίσωση του κύκλου γίνεται: x2+y2-2y-3=0.

Αν γνωρίζουμε το κέντρο Κ(xo, yo) του κύκλου και ακόμα ότι ο κύκλος, εφάπτεται μιας ευθείας ε τότε η ακτίνα του κύκλου είναι ρ=d(K, ε).

Παράδειγμα:

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία: 3x-4y-13=0, στο σημείο της Α(7, 2) και έχει ακτίνα ρ=10.

Λύση:

Είναι γνωστή η ακτίνα του κύκλου άρα αναζητούμε το κέντρο του έστω Κ(xo, yo). Έχουμε δύο αγνώστους άρα χρειαζόμαστε 2 εξισώσεις για να τους προσδιορίσουμε. Ισχύει:

ρ=d(K, A)=
[image: image6.wmf])
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Επίσης ρ=d(Κ, ε)=
[image: image7.wmf]13
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ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ ΤΟΥ ΚΥΚΛΟΥ

Η εφαπτομένη του κύκλου x2+y2=ρ2 στο σημείο του Α(x1, y1), παίρνει την μορφή xx1+yy1=ρ2. 

Προσοχή:
Η σχέση αυτή ισχύει μόνο για τον κύκλο που έχει κέντρο το σημείο Ο (0, 0) και το σημείο 
Α(x1, y1), ανήκει στον κύκλο.

Παράδειγμα: Άσκηση 2, σελίδα 87 σχολικού βιβλίου.

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2+y2=5, όταν είναι παράλληλη στην ευθεία y=2x+3 .(1) 

Λύση:

Καταρχήν παρατηρούμε ότι ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο Ο (0, 0), οπότε θεωρώντας 
Μ(x1, y1) το σημείο του κύκλου στο οποίο εφάπτεται η ευθεία, τότε η εφαπτομένη θα είναι της μορφής:  
(2) xx1+yy1=5. Αναζητούμε τα x1, y1  (Άρα χρειαζόμαστε δύο εξισώσεις) Αφού η εφαπτομένη είναι παράλληλη στην (1) έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης. Βρίσκουμε τον συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης έστω λ, λύνοντας ως προς y. (2) ( y=-
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Όμως το σημείο Μ(x1, y1) είναι σημείο του κύκλου άρα τον επαληθεύει δηλαδή x12+y12=5 (4), 

Λύνοντας τώρα το σύστημα των (3) και (4) έχουμε τα x1 και y1. (Προκύπτουν δύο σημεία γιατί το σύστημα είναι δευτέρου βαθμού).

(4)
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(-2y1)2+y12=5 ( 4y12+y12=5 ( 5y12=5 ( y12=1 ( y1=(1,

για y1=1 ( x1=-2.1 ( x1=-2, οπότε το σημείο Μ(-2, 1) και (2) ( x(-2)+y1=5 ( -2x+y=5

για y1=-1 ( x1=-2.(-1) ( x1=2, οπότε το σημείο Μ(2, -1) και (2) ( x2+y(-1)=5 ( 2x-y=5.

Παρατηρούμε ότι υπάρχουν δύο εφαπτόμενες προς τον κύκλο.

Προσοχή:
Αν το δεδομένο σημείο είναι εκτός του κύκλου και αναζητούμε τις εφαπτόμενες που άγονται από το σημείο αυτό, προς τον κύκλο τότε θεωρούμε πάλι το σημείο Μ(x1, y1), επαφής με τον κύκλο και ψάχνουμε τα x1, y1 .

Παράδειγμα:

Δίνεται ο κύκλος x2+y2=5, να βρεθούν οι εφαπτομένες του κύκλου που άγονται από το σημείο Α(-4,0).

Λύση:

Θεωρούμε το σημείο Μ(x1, y1) επαφής με τον κύκλο, οπότε η εφαπτομένη θα είναι της μορφής:  
(1) xx1+yy1=5. Επειδή όμως διέρχεται από το σημείο Α(-4, 0), οι συντεταγμένες του θα την επαληθεύουν, δηλαδή -4x1+0y1=5 ( -4x1=5 ( x1=-
[image: image13.wmf]4
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 (2)

Όμως το Μ(x1, y1) είναι σημείο του κύκλου άρα οι συντεταγμένες του τον επαληθεύουν δηλαδή:
x12+y12=5 
[image: image14.wmf]4

55

16

55

16

25

80

16

25

5

5

16

25

5

)

4

5

(

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

)

2

(

±

=

Û

=

Û

-

=

Û

-

=

Û

=

+

Û

=

+

-

¾

®

¬

y

y

y

y

y

y


Άρα έχουμε δύο σημεία επαφής και επομένως δύο εφαπτομένες:

Στο Μ1(
[image: image15.wmf])
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Στο Μ2(
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· Αν ο κύκλος έχει την μορφή (x-xo)2+(y-yo)2=ρ2 και θέλουμε να βρούμε την εφαπτομένη του σε δεδομένο σημείο του, τότε θεωρούμε τυχαίο σημείο Α(x, y) της εφαπτομένης, και επειδή η εφαπτομένη είναι κάθετη στην αντίστοιχη ακτίνα, θα πρέπει το εσωτερικό γινόμενο των δύο διανυσμάτων που ορίζονται να ισούται με το 0. 

Παράδειγμα:

Να βρεθεί η εφαπτομένη του κύκλου C: x2+y2+2x-6y+1=0 (1), στο σημείο του Α(2, 3).

Λύση:

Καταρχήν βρίσκουμε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου:
 x2+2x+1+y2-6y+9=9 ( (x+1)2+(y-3)2=32 , δηλαδή ο κύκλος έχει κέντρο το Κ(-1, 3) και ακτίνα ρ=3. Ελένχουμε στην συνέχεια αν πράγματι το σημείο είναι σημείο του κύκλου δηλαδή ότι επαληθεύει την εξίσωσή του: 
(1) ( 22+32+2.2-6.3 +1=4+9+4-18+1=0. Θεωρούμε τώρα τυχαίο σημείο Μ(x, y) και θα πρέπει: ΚΑ(ΑΜ ( 
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 ( (2-(-1), 3-3).(x-2, y-3)=0 ( (3, 0). (x-2, y-3)=0 ( 3(x-2)=0 ( x=2,

Επομένως η εφαπτόμενη του κύκλου στο σημείο Α είναι η κατακόρυφη ευθεία x=2.

(*) Η εφαπτομένη του κύκλου (x-xo)2+(y-yo)2=ρ2 στο σημείο του Α(x1, y1), παίρνει την μορφή (x-xo)(x1-xo)+(y-yo)(y1-yo)=ρ2 .

· Αν ο κύκλος έχει την μορφή (x-xo)2+(y-yo)2=ρ2 και θέλουμε να βρούμε την εφαπτομένη που φέρνουμε από δεδομένο σημείο εκτός του κύκλου, τότε θεωρούμε το σημείο επαφής Α(x1, y1) της εφαπτομένης, με τον κύκλο και επειδή η εφαπτομένη είναι κάθετη στην αντίστοιχη ακτίνα, θα πρέπει το εσωτερικό γινόμενο των δύο διανυσμάτων που ορίζονται να ισούται με το 0. Επίσης επειδή το Α(x1, y1) είναι σημείο του κύκλου επαληθεύει την εξίσωσή του, οπότε από τις δύο εξισώσεις προσδιορίζονται τα x1, y1.

Παράδειγμα:
Δίνεται ο κύκλος x2+y2-12x=0 (1). Να βρεθούν οι εφαπτομένες που φέρνουμε από το σημείο Α(0, 3).

Λύση: 

Καταρχήν βρίσκουμε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου. x2+y2-12x=0 ( x2+y2-12x+36=36 ((x-6)2+y2=62, άρα ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο Κ(6, 0) και ακτίνα ρ=6. Έστω Μ(x1, y1), το σημείο επαφής με τον κύκλο. Τότε: ΚΜ(ΜΑ ( 
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(x1-6, y1).(-x1, 3-y1)=0 ( -x1.(x1-6)+y1(3-y1)=0 ( -x12+6x1+3y1-y12=0 (x12+y12=6x1+3y1  (2) 


Όμως το Μ(x1, y1),είναι σημείο του κύκλου άρα επαληθεύει την (1). 

(1) ( x12+y12-12x1=0 (3).

(2)
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 6x1+3y1-12x1=0 ( -6x1+3y1=0 ( y1=2x1 (4)

(3)
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 x12+(2x1)2-12x1=0 ( x12+4x12-12x1=0 ( 5x12-12x1=0 (x1(5x1-12)=0 (
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για x1=0, (4) ( y1=0, το σημείο επαφής είναι το Ο (0,0) και η εφαπτομένη είναι η OA: x=0,

για x1=
[image: image28.wmf]5
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Παρατήρηση: 

Στα προηγούμενα παραδείγματα η εξίσωση του κύκλου δίνεται με την μορφή x2+y2+Αx+By+Γ=0, και το κέντρο και η ακτίνα του προσδιορίζονται με την μέθοδο της συμπλήρωσης του τετραγώνου, όπου προσθαφαιρώντας και στα δύο μέλη τον ίδιο αριθμό σχηματίζουμε στο πρώτο μέλος την ταυτότητα: (α(β)2=α2(2αβ+β2, για το x και τοy. 

· Αν είναι γνωστές και η εξίσωση του κύκλου και η εξίσωση της ευθείας και θέλουμε να δείξουμε ότι η ευθεία εφάπτεται του κύκλου τότε ελένχουμε την απόσταση του κέντρου του κύκλου από την ευθεία, αν ισούται με την ακτίνα του κύκλου. Με παρόμοιο τρόπο ελένχουμε  την θέση της ευθείας ως προς τον κύκλο. Αν το κέντρο του κύκλου απέχει από την ευθεία απόσταση μικρότερη από την ακτίνα τότε η ευθεία είναι τέμνουσα του κύκλου και έχει με αυτόν δύο κοινά σημεία. Αν απέχει απόσταση μεγαλύτερη από την ακτίνα τότε η ευθεία είναι εξωτερική του κύκλου και δεν έχει κοινό σημείο. 

· Άλλος τρόπος: Αν θέλουμε απλά να ελένξουμε την θέση της ευθείας ως προς τον κύκλο θεωρούμε σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους δευτέρου βαθμού και εξετάζουμε την διακρίνουσα της εξίσωσης με έναν άγνωστο που προκύπτει. Αν Δ>ο έχει δύο σημεία τομής, αν Δ=0 ένα σημείο τομής και η ευθεία εφάπτεται του κύκλου, ενώ αν Δ<0 κανένα σημείο τομής και η ευθεία εξωτερική του κύκλου.

Παράδειγμα:

Να δείξετε ότι η ευθεία: x-y+1=0 εφάπτεται του κύκλου: (x-3)2+y2=8. 
Λύση:

Το κέντρο του κύκλου είναι το σημείο Κ(3, 0) και η ακτίνα του είναι ρ=
[image: image36.wmf]2
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Βρίσκουμε την απόσταση του κέντρου του κύκλου από την ευθεία:
 d(K, ε)=
[image: image37.wmf]2
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=ρ. Άρα η ευθεία εφάπτεται του κύκλου.

· Αν έχουμε δεδομένο σημείο Μ (xo, yo) εκτός του κύκλου x2+y2=ρ2 από όπου μπορούμε να φέρουμε δύο εφαπτόμενες προς τον κύκλο, τότε με τα σημεία επαφής ορίζεται μία χορδή η οποία λέγεται πολική χορδή του σημείου Μ και η εξίσωσή της προσδιορίζεται από τις συντεταγμένες του Μ και είναι της μορφής xxo+yyo=ρ2.

Παράδειγμα: Άσκηση 3, σελίδα 88 σχολικού βιβλίου
Από ένα σημείο Μ (xo, yo) εκτός του κύκλου x2+y2=ρ2 φέρνουμε τις δύο εφαπτόμενες του. Αν Μ1 και Μ2 είναι τα σημεία επαφής να αποδείξετε ότι η χορδής Μ1Μ2 έχει εξίσωση xxo+yyo=ρ2 .

Λύση:

Αν Μ1(x1, y1) και M2(x2, y2) είναι τα σημεία επαφής, τότε οι δύο εφαπτομένες θα είναι: xx1+yy1=ρ2  και xx2+yy2=ρ2 αντίστοιχα. Επειδή όμως οι δύο εφαπτόμενες διέρχονται από το σημείο Μ οι συντεταγμένες του θα επαληθεύουν τις δύο εξισώσεις δηλαδή:  xοx1+yοy1=ρ2 (1)  και  xοx1+yοy1=ρ2 (2).  Όμως οι εξισώσεις (1) και (2) είναι πρώτου βαθμού της γενικής μορφής xοx+yοy=ρ2 και επειδή επαληθεύονται από τις συντεταγμένες των σημείων Μ1 και Μ2 θα είναι η εξίσωση της ευθείας Μ1Μ2.

· Όταν σε άσκηση δίνεται ή ζητείται η εξίσωση της χορδής του κύκλου, χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι το απόστημα είναι μεσοκάθετη της χορδής οπότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε πυθαγόρειο θεώρημα και ότι το μέσον της χορδής είναι το ίχνος της καθέτου.

Παράδειγμα: Άσκηση 4, σελίδα 87 σχολικού βιβλίου

Να βρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου x2+y2=4 που έχει μέσον το σημείο Μ(-1, 1).

Λύση:

Το κέντρο του κύκλου είναι το σημείο Ο(0, 0). Η ζητούμενη εξίσωση της χορδής είναι κάθετη την ευθεία ΟΜ που είναι μεσοκάθετη της χορδής. Η ΟΜ διέρχεται από την αρχή των αξόνων άρα είναι της μορφής y=λx, επειδή όμως διέρχεται από το σημείο Μ(-1, 1) ισχύει: 1=λ(-1), δηλαδή λ=-1 και η ΟΜ έχει εξίσωση: y=-x (1). Η χορδή που είναι κάθετη στην (1) έχει συντελεστή διεύθυνσης λ΄=1, (πρέπει οι συντελεστές διεύθυνσης να έχουν γινόμενο –1). Άρα η χορδή είναι y-1+1(x-(-1)) ( y-1=x+1 (y=x-2.

· (Γεωμετρικοί τόποι (γ.τ.)) Στις ασκήσεις αυτές ζητείται το σύνολο των σημείων του επιπέδου που έχουν μία κοινή ιδιότητα η οποία περιγράφεται στα δεδομένα. Για να βρούμε τον γεωμετρικό τόπο στηριζόμαστε στην ιδιότητα που περιγράφεται στα δεδομένα και σε υπάρχουσες γνώσεις οπότε καταλήγουμε σε μία σχέση η οποία φανερώνει ότι τα σημεία του ζητούμενου γ.τ. βρίσκονται σε κάποια γνωστή γραμμή. Για το τυχαίο σημείο Μ(x,y) του γ. τ. ζητάμε την σχέση των συντεταγμένων του y και x.

Παράδειγμα: Άσκηση 6 Β΄, σελίδα 88 σχολικού βιβλίου
Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, των οποίων ο λόγος των αποστάσεων από τα σημεία Α(-3, 0) και Β(3, 0) είναι σταθερός και ίσος με 2.

Λύση:

Καταρχήν ξεκινώντας θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ(x, y) του γ τ. Πρέπει 
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Άρα ο γ. τ. των σημείων Μ είναι ο κύκλος με κέντρο το σημείο Κ(5, 0) και ακτίνα ρ=4.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ

1. Η εξίσωση: x2+y2+Αx+By+Γ=0 είναι πάντα εξίσωση κύκλου με κέντρο Κ(
[image: image40.wmf])
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2. Η εξίσωση: xx1+yy1=ρ2. είναι εξίσωση εφαπτομένης κύκλου με κέντρο το σημείο 
Κ(x1, y1), και ακτίνα ρ.






Σ
Λ

3. Οι εξισώσεις x=ρημφ και y=ρσυνφ, φ((0, 2π] είναι εξισώσεις κύκλου.

Σ
Λ

4. Ένας κύκλος λέγεται μοναδιαίος όταν έχει ακτίνα ρ=1. 


Σ
Λ

5. Αν οι συντεταγμένες των διακεκριμένων σημείων Α(x1, y1) και Β(x2, y2) επαληθεύουν την εξίσωση: x2+y2+Αx+Βy+Γ=0 τότε αυτή παριστάνει κύκλο.


Σ
Λ

6. Ο κύκλος (x-xo)2+(y-yo)2=p2   εφάπτεται στον xx; όταν: 

Α. xo=ρ,

B. yo=ρ,

 Γ. 
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Ζ. xo=yo.    

5. Ο κύκλος με κέντρο Κ (2, -1) και ακτίνα ρ=2, έχει εξίσωση:     

Α. (x-2)2+(y-1)2=2,          B. (x+2)2+(y-1)2=2,       

Γ. (x+2)2+(y-1)2=2,       Δ. (x-2)2+(y+1)2=2.

6. Ο κύκλος x2+y2+2x+4y-1=0, έχει κέντρο το σημείο: 

Α. Κ (2, 4),       Β. Κ (-1, -2),        Γ. Κ (-2, -4),      Δ. Κ (1, 2). 

7. Η ευθεία y=x+κ είναι εφαπτόμενη του κύκλου x2+y2=2 όταν το κ ισούται με:

Α. 2,      Β. 
[image: image44.wmf]2
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8. Η εφαπτομένη του κύκλου x2+y2=5 στο σημείο Α (-2, 1) έχει εξίσωση: 

Α. y=2x+5,    B. x-2y=5,         Γ. y=-2x+5,          Δ. y=-2x+1.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ

1. Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα των κύκλων: α)x2+y2-10x+2y+22=0, β) x2+y2+6x+8=0, γ) x(x-1)+(y+1)(y-3)=0, δ) (x+y)2-2y=2x(α+y), ε) 2x2+2y2-4x+1=0, ζ) (2x-1)2+(2y+3)2=4.

2. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο Κ(2, -3) και ακτίνα ρ=4.

3. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με Α(-1, 2) και Β (3, 4).

4. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που είναι ομόκεντρος του κύκλου: x2+y2-3x+1=0και διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

5. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει: 

ι) Κέντρο το σημείο Κ (-3, 1) και εφάπτεται της ευθείας 2x+3y-15=0, 

ιι) Το κέντρο του πάνω στην ευθεία 3x+2y=0 και διέρχεται από τα σημεία Α (2, -6) και Β (1, 7) 

6. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σημείο Κ (3, -1) και αποκόπτει από την ευθεία 2x-5y+18=0, χορδή μήκους 6.

7. Να βρεθεί η εξίσωση κύκλου που διέρχεται από τα σημεία Α (3, 3) και Β (0, 2) και έχει ακτίνα 5.

8. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στις ευθείες 2x+3y-2=0 και 4x+6y+8=0 στο σημείο Α (1, -2) που ανήκει σε μία από αυτές.

9. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία 3x-4y-13=0 στο σημείο της Α (7, 2) και έχει ακτίνα ρ=10.

10. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου:(x-1)2+(y+
[image: image45.wmf]2
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)2=5, στο σημείο (3, 
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11. Δίνεται ο κύκλος (x-3)2+(y-2)2=25. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο σημείο Α(-1, 5). Να δείξετε ότι η ευθεία ε εφάπτεται του κύκλου, x2+y2+2x-8=0.

12. Δίνεται ο κύκλος: x2+y2-2x+4y=0, να βρείτε τις εφαπτομένες του κύκλου που έχουν συντελεστής διεύθυνσης λ=-2.

13. Δίνεται ο κύκλος: x2+y2-2λx+λ2-5=0. Να βρείτε το λ ώστε ο κύκλος να εφάπτεται στην ευθεία: y=2x-7. Για λ=1 να βρείτε την άλλη εφαπτομένη του κύκλου που διέρχεται από το σημείο τομής της ε με τον άξονα xx΄.

14. Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες που φέρνουμε στον κύκλο x2+y2=25, από το σημείο Α(-1, 7) είναι κάθετες.

15. Δίνεται ο κύκλος: x2+y2-4x-4y-10=0. Να βρείτε τα σημεία του κύκλου που απέχουν την μεγαλύτερη και την μικρότερη απόσταση από το Ο.

16. Δίνεται κύκλος C: x2-8x+y2-4y=0. 

ι) Να βρεθεί ο γ.τ. των σημείων Ρ από τα οποία φέρνουμε κάθετες εφαπτόμενες στον κύκλο C. 

ιι) Να βρεθεί ο γ.τ. των μέσων Μ των χορδών του C που διέρχονται από την αρχή των αξόνων.

17. Δίνονται τα σημεία Α (3, -4), και Β (-5, 8) και η ευθεία ε: 3x+5y-5=0. Να βρεθεί σημείο Μ με θετική τετμημένη, πάνω στην ευθεία ε τέτοιο ώστε:
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 και να υπολογιστεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΜ.

18. Δίνονται οι εξισώσεις: C1=x2+y2+16x+12y-525=0 και C2: x2+y2=225. 

ι) Δείξτε ότι οι εξισώσεις αυτές παριστάνουν κύκλους και να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες τους, 

ιι) Δείξτε ότι οι κύκλοι αυτοί εφάπτονται εσωτερικά και να βρείτε την εξίσωση της κοινής εφαπτομένης τους. 

19.  Δίνεται η γραμμή: Cμ: x2+y2+μx-μy-2=0, μ
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ι) Δείξτε ότι 
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 η Cμ είναι κύκλος, 

ιι) Να βρείτε το μ ώστε η χορδή που ορίζει η ευθεία (ε): y=x+1 στον κύκλο Cμ να φαίνεται από την αρχή των αξόνων υπό ορθή γωνία, 

ιιι) Ποιος ο γ.τ. των κέντρων των κύκλων.

20. Δίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με κάθετες πλευρές β, γ και υποτείνουσα α και ο κύκλος: C: x2+y2=ρ2 και η ευθεία ε: βx+γy+α=0. Αν η ε είναι εφαπτόμενη του κύκλου C να υπολογιστεί η ακτίνα ρ του κύκλου.

21. Αν η εξίσωση 4x2-8αx+8α-4β2+3=0, έχει πραγματικές ρίζες να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ (α, β). 

22. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που περιέχει μία διάμετρο του κύκλου 
C: x2+y2+4x-6y-17=0 και είναι κάθετη στην ευθεία (ε): 5x+2y=13.

23. Δίνεται κύκλος C: x2+y2=12 (1) και το κινητό του σημείο Ρ (x1, y1). Ενώνουμε το Ρ με το σημείο Σ (7, 0). Να αποδειχτεί ότι το μέσον Μ του τμήματος ΣΡ διαγράφει κύκλο και να βρεθούν το κέντρο και η ακτίνα του όταν το Ρ κινείται στον κύκλο C.

24. Δίνεται κύκλος C: x2+y2=9 (1) και το σημείο Ρ (2t, 
[image: image51.wmf]2
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. Από το Ρ φέρνουμε τις εφαπτόμενες ΡΑ και ΡΒ του κύκλου. Αφού πρώτα αποδειχτεί ότι το Ρ είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου C 
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, στην συνέχεια να αποδειχτεί ότι το σημείο Σ (-
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, 2) ανήκει στην ΑΒ.

25. Να βρείτε τον γ. τ. των μέσων των χορδών του κύκλου x2+y2=169, που διέρχονται από το σημείο Α(-4, 2).

26. Να βρείτε τον γ. τ. των μέσων των χορδών του κύκλου x2+y2-2x=0, που διέρχονται από την αρχή των αξόνων.

27. Να βρείτε τον, γ. τ. των μέσων των χορδών του κύκλου: x2+y2-4y+3=0, που διέρχονται από το σημείο Α(-2, 4).

28. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Γ=45ο και Α (2, κ), Β (1, -1), Γ (3, κ) κ>0. 

ι) Βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών Α και Γ, 

ιι) Βρείτε τις συντεταγμένες του ίχνους Δ του ύψους ΑΔ, 

ιιι) Βρείτε τις συντεταγμένες του συμμετρικού σημείου Δ΄, του Δ ως προς την πλευρά ΑΓ,

ιν) Δείξτε ότι τα σημεία Α, Δ, Γ, Δ΄ είναι ομοκυκλικά και να βρείτε την εξίσωση του κύκλου.

29. Έστω κύκλος C: x2+y2-4x-2y=0 και το σημείο Μ (
[image: image56.wmf]2
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), 

ι) Να δείξετε ότι το Μ είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου, 

ιι) Nα βρεθεί η εξίσωση της χορδής ΑΒ του κύκλου που έχει μέσον το σημείο Μ, 

ιιι) Να βρεθεί το συμμετρικό του κέντρου Κ του κύκλου, ως προς ΑΒ, 

ιν) Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΚΑΒ.

30. Δίνεται ο κύκλος C: x2+y2=4, και το σημείο Α (2, 4), 

ι) Να δείξετε ότι το Α είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου C, 

ιι) Να βρείτε τις εφαπτομένες του κύκλου που άγονται από το Α, 

ιιι) Αν Β, Γ τα σημεία επαφής των προηγούμενων εφαπτομένων να βρείτε την προβολή του Α στην ΒΓ, 

ιν) Να βρείτε το συμμετρικό του Α ως προς την ΒΓ,

ν) Να βρείτε την γωνία των εφαπτομένων, 

νι) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

31. Να βρεθεί σημείο του άξονα yy΄ώστε οι εφαπτομένες που άγονται προς τον κύκλο
C: x2+y2=ρ2 από το σημείο αυτό να σχηματίζουν με τον xx΄ ισόπλευρο τρίγωνο.

32. Να βρεθούν οι εφαπτομένες του κύκλου C: x2+y2=4, στα σημεία του με τετμημένη 1.

33. Να βρεθεί η εφαπτομένη του κύκλου C: x2+y2+2x-6y+1=0, στο σημείο του 
A (2, 3).

34. Έστω κύκλος C: x2+y2-2x-4y=0 και έστω Κ το κέντρο του. Μία μεταβλητή ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων τέμνει τον κύκλο C στα σημεία Α και Β. 

ι) Να βρεθεί η ευθεία αν (ΑΒ)=2, 

ιι) Να βρεθεί η ευθεία αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΚΒ είναι ίσο με 
[image: image57.wmf]2
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 τ.μ.

35. Ο χώρος που χρειάζεται για να κατασκευαστεί μία πισίνα περικλείεται από την γραμμή C: x2+y2-12x=0. Στην θέση Τ (0, 3) είναι τοποθετημένος ένας προβολέας για να φωτίζει τις βραδινές ώρες. 

ι) Να δείξετε ότι η πισίνα είναι κυκλική και να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα της, 

ιι) Βρείτε τις εξισώσεις των δύο φωτεινών ακτίνων που εφάπτονται στην κυκλική πισίνα (Δεχτείτε ότι προβολέας και επιφάνεια πισίνας βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο).

36. Δίνεται ο κύκλος x2+y2=
[image: image58.wmf]5

4

. 

α) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων που άγονται από το Α (-1, 0). 

β) Αν Β και Γ είναι τα σημεία επαφής με τον κύκλο ποιο το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

37. Δίνεται ο κύκλος (x-2)2+(y-1)2=1. να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων επαφής Α και Β, των εφαπτομένων που άγονται από το σημείο Ο (0, 0) στον παραπάνω κύκλο.

38. Δίνεται ο κύκλος x2+y2=10 και το σημείο Μ (-2. 2). Να βρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου που έχει μέσον το σημείο Μ.

39. Α) Να δείξετε ότι από τις εξισώσεις: η C1: x2-3xy+2y2=0, παριστάνει ευθεία, ενώ η C2: x2+y2-4y=0, παριστάνει κύκλο. 

Β) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζεται από τα σημεία τομής των γραμμών C1 και C2.

40. α) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου: x2+y2=16, που είναι παράλληλες στην ευθεία δ: 3x+4y=γ, γ( R, 

β) Αν μία από τις εφαπτομένες ε1, ε2 του (α) έστω η ε1 είναι μεσοπαράλληλη των ε2 και δ, να βρείτε το γ.
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