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ΤΝΑΡΣΗΕΙ  
 

1. Έζησ Α έλα κε θελό ππνζύλνιν ηνπ .  Ση νλνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ  

    ην Α; E2018 

 

Ολνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην Α κηα δηαδηθαζία (θαλόλα)  f , κε ηελ νπνία θάζε 

ζηνηρείν x A  αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κόλν πξαγκαηηθό αξηζκό y. Τν y νλνκάδεηαη ηηκή ηεο  f  ζην x θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  f x .Γηα λα εθθξάζνπκε ηε δηαδηθαζία απηή, γξάθνπκε: 

      f : A  

       x f x  

 Τν γξάκκα x παξηζηάλεη νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ Α θαη ιέγεηαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή,  

      ελώ ην γξάκκα y, πνπ παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο f ζην x, ιέγεηαη εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 

 Τν πεδίν νξηζκνύ Α ηεο f ζπκβνιίδεηαη κε 
fD . 

 

2. Ση νλνκάδεηαη ζύλνιν ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α. 

 

Τν ζύλνιν πνπ έρεη γηα ζηνηρεία ηνπ ηηο ηηκέο ηεο f ζε όια ηα x A , ιέγεηαη ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  f A . Δίλαη δειαδή:      f A y / y f x ,x A    

 

3. Ση νλνκάδνπκε γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο 

 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Οxy έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. Τν ζύλνιν 

ησλ ζεκείσλ  M x,y  γηα ηα νπνία ηζρύεη  y f x , δειαδή ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ   M x,f x , x A , 

ιέγεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε 
fC . 

 

4. Πνηα είλαη ε ζρέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ησλ ζπλαξηήζεσλ f , f  κε ηε γξαθηθή  

    παξάζηαζε ηεο f; 

 

Η γξαθηθή παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο −f είλαη ζπκκεηξηθή, σο πξνο ηνλ άμνλα xʹx, ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f, γηαηί απνηειείηαη από ηα ζεκεία   M x, f x   πνπ είλαη ζπκκεηξηθά ησλ   M x,f x  , 

σο πξνο ηνλ άμνλα xʹx. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f   απνηειείηαη από ηα ηκήκαηα ηεο Cf πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα xʹx 

θαη από ηα ζπκκεηξηθά, σο πξνο ηνλ άμνλα xʹx, ησλ ηκεκάησλ ηεο Cf πνπ βξίζθνληαη θάησ από ηνλ άμνλα 

απηόλ. 

 

5. Πόηε δύν ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ίζεο;  Κ 2007, Ε 2012, K 2016 

 

Γύν ζπλαξηήζεηο  f θαη g ιέγνληαη ίζεο όηαλ έρνπλ  ην  ίδην  πεδίν νξηζκνύ  Α θαη γηα θάζε x A  ηζρύεη

f (x) g(x) . Γηα λα δειώζνπκε όηη δύν ζπλαξηήζεηο  f θαη g είλαη ίζεο γξάθνπκε f g . 

 

6. Πσο νξίδνληαη νη πξάμεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ; 

Οξίδνπκε σο άζξνηζκα f g , δηαθνξά f g , γηλόκελν fg  θαη πειίθν 
f

g
 δύν ζπλαξηήζεσλ f, g ηηο 

ζπλαξηήζεηο κε ηύπνπο (f g)(x) f (x) g(x)    , (f g)(x) f (x) g(x)   , (fg)(x) f (x)g(x)  ,    

 
 

 

f xf
x

g g x

 
 

 
. Τν πεδίν νξηζκνύ ησλ f g , f g  θαη fg  είλαη ε ηνκή A B  ησλ πεδίσλ νξηζκνύ Α θαη 

Β ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g αληηζηνίρσο, ελώ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
f

g
 είλαη ην A B , εμαηξνπκέλσλ ησλ 

ηηκώλ ηνπ x πνπ κεδελίδνπλ ηνλ παξνλνκαζηή  g x , δειαδή ην ζύλνιν   x | x A θαη x B κε g x 0   . 
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7. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

   «Γηα θάζε δεύγνο πξαγκαηηθώλ ζπλαξηήζεσλ f ,g : ,  ηζρύεη όηη    f x g x 0   αλ θαη κόλν  

      αλ    f x 0 ή g x 0  » 

α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο:  
x 2,   x 1

f x
0,         x 1

 
 


 θαη   x

0,     x 1
g x

e ,   x 1


 


. 

     Παξαηεξνύκε όηη γηα x 1  είλαη      f x g x x 2 0 0     θαη γηα x 1 , είλαη     

     
    xf x g x 0 e 0   , δειαδή    f x g x 0  γηα θάζε x  ρσξίο όκσο θάπνηα από ηηο ζπλαξηήζεηο  

      f,g λα είλαη ίζε κε ην 0 γηα θάζε x . 

 

8. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

   «Γηα θάζε δεύγνο πξαγκαηηθώλ ζπλαξηήζεσλ f ,g : ,  ηζρύεη όηη    2 2
f x g x  αλ θαη κόλν  

      αλ    f x g x  » 

α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο:  
2,   x 1

f x
2,  x 1


 

 
 θαη  g x 2, x  . 

     Παξαηεξνύκε νη f,g δελ είλαη ίζεο νύηε αληίζεηεο γηα θάζε x , όκσο    2 2f x g x 4, x .     

 

9. Ση νλνκάδνπκε ζύλζεζε ηεο f κε ηελ g; 

 

Αλ  f, g  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδίν νξηζκνύ  Α, Β  

αληηζηνίρσο, ηόηε νλνκάδνπκε ζύλζεζε ηεο f κε ηελ g, θαη ηε 

ζπκβνιίδνπκε κε g f , ηε ζπλάξηεζε κε ηύπν

     gof x g f x . 

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο gof  απνηειείηαη από όια ηα ζηνηρεία 

x ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f γηα ηα νπνία ην f (x)  αλήθεη ζην 

πεδίν νξηζκνύ ηεο g. Γειαδή είλαη ην ζύλνιν 

                           1A x A / f x B   . 

Δίλαη θαλεξό όηη ε gof  νξίδεηαη αλ 1A  , δειαδή αλ f (A) B  . 

 

ΥΟΛΙΑ 

  Γεληθά, αλ  f, g  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο θαη νξίδνληαη νη g f  θαη f g , ηόηε απηέο δελ είλαη ππνρξεσηηθά  

     ίζεο. 

 Αλ f , g, h  είλαη ηξεηο ζπλαξηήζεηο θαη νξίδεηαη ε  h g f , ηόηε νξίδεηαη θαη ε  h g f  θαη    

   ηζρύεη      h g f h g f . 

   Τε ζπλάξηεζε απηή ηε ιέκε ζύλζεζε ησλ f, g θαη h θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε h g f . Η ζύλζεζε     

  ζπλαξηήζεσλ γεληθεύεηαη θαη γηα πεξηζζόηεξεο από ηξεηο ζπλαξηήζεηο. 

 

 

 

 g f  

 g(B)  A 

  g 

 B  f (A) 

 f 

 A1 

 g( f (x)) 

 f (x) 

 x 
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10. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

   «Αλ f ,g είλαη δύν ζπλαξηήζεηο γηα ηηο νπνίεο νξίδνληαη νη f g  θαη g f  ηόηε f g g f » 

α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Έζησ  f x x 1, x    θαη   2g x x , x .    

   Γηα θάζε x  είλαη       2f g x f g x x 1    θαη        
2 2g f x g f x x 1 x 2x 1       . 

   Δίλαη θαλεξό όηη f g g f . 

 

11. Πόηε κία ζπλάξηεζε ιέγεηαη γλεζίσο αύμνπζα θαη πόηε γλεζίσο θζίλνπζα θαη πόηε γλεζίσο  

      κνλόηνλε ζ’ έλα δηάζηεκα  Δ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

 

Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέγεηαη: 

  γλεζίσο αύμνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ 

γηα νπνηαδήπνηε 1 2x ,x Γ  κε 1 2x x  ηζρύεη: 1 2f (x ) f (x )       (Σρ. α) 

 

 

 

 γλεζίσο θζίλνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ 

γηα νπνηαδήπνηε  1 2x ,x Γ  κε 1 2x x  ηζρύεη: 1 2f (x ) f (x )     (Σρ. β) 

 Γηα λα δειώζνπκε όηη ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα (αληηζηνίρσο 

γλεζίσο θζίλνπζα) ζε έλα δηάζηεκα Γ, γξάθνπκε  f 1  (αληηζηνίρσο 

f 2 ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ή γλεζίσο 

θζίλνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ηόηε ιέκε όηη ε f 

είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην Γ. 

 

12. Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη κέγηζην θαη πόηε ειάρηζην     Κ 2014,Ε 2010 

 

Μηα ζπλάξηεζε  f  κε πεδίν νξηζκνύ Α ζα ιέκε όηη: 

 Παξνπζηάδεη ζην 0x A  (νιηθό) κέγηζην, ην  0f x , 

 όηαλ    0f x f x   γηα θάζε  x A   (Σρ. α) 

 

 

 

 

 

 Παξνπζηάδεη ζην 0x A  (νιηθό) ειάρηζην, ην 0f (x ) ,  

όηαλ 0f (x) f (x )   γηα θάζε  x A  (Σρ. β). 

             

 

13. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

   « Αλ κηα ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ή ειάρηζην, απηό ζα ηζρύεη ζε κνλαδηθό ζεκείν  

     ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο». 

  α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

  β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Η ζπλάξηεζε  f x εκx   παξνπζηάδεη κέγηζην, ην y = 1, ζε θαζέλα από ηα ζεκεία 2θπ + π/2, θ             

   θαη ειάρηζην, ην y = −1, ζε θαζέλα από ηα ζεκεία 2θπ − π/2, θ  , αθνύ 1 εκx 1    γηα θάζε x . 

 

 

  
   Γ 

  Ο 

  (a) 

  x2   x1   x  

  y  

  f (x2) 

  f (x1) 

 

 

  
 

  Γ 

  Ο   x2   x1 

  f (x1) 

  f (x2) 

  x  

  y  

  (β) 

 

 (a) 
 C f  

 f (x0) 

 f (x) 

 O 

 x 

 y 

 x0  x 

 

 (β) 

 C f  

 f (x0) 

 f (x) 

 O 

 x 

 y 

 x0  x 
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14. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

  « Τπάξρνπλ ζπλαξηήζεηο πνπ δελ παξνπζηάδνπλ νύηε ειάρηζην νύηε κέγηζην ». 

  α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

  β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Αιεζήο 

β) Οη ζπλαξηήζεηο     3f x x, g x x   δελ έρνπλ νύηε ειάρηζην νύηε κέγηζην. 

 

15. Πόηε κηα ζπλάξηεζε ιέγεηαη 1-1; Ε 2005, Ε 2015 

 

Μηα ζπλάξηεζε f :A  ιέγεηαη ζπλάξηεζε 1 1 , όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 1 2x ,x A  ηζρύεη ε  

ζπλεπαγσγή:   αλ 1 2x x  ,  ηόηε    1 2f x f x . 

Με απαγσγή ζε άηνπν απνδεηθλύεηαη όηη: 

Μηα ζπλάξηεζε f :A  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , αλ θαη κόλν αλ γηα νπνηαδήπνηε 1 2x ,x A  ηζρύεη ε 

ζπλεπαγσγή:  αλ    1 2f x f x  ηόηε 1 2x x  . 

ΥΟΛΙΑ 

    Από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό πξνθύπηεη όηη κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη 1 1 , αλ θαη κόλν αλ: 

— Γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο ε εμίζσζε f (x) y  έρεη αθξηβώο κηα ιύζε σο πξνο x. 

— Γελ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο κε ηελ ίδηα ηεηαγκέλε. Απηό ζεκαίλεη όηη θάζε  

       νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ην πνιύ ζε έλα ζεκείν. 

 

                  

 

 

 

 

 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο κνλόηνλε, ηόηε 

πξνθαλώο, είλαη ζπλάξηεζε 1-1. 

 

16. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ κηα ζπλάξηεζε f :   είλαη 1-1, ηόηε είλαη θαη γλεζίσο κνλόηνλε.» 

α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α.  K2018 

 

α) Χεπδήο 

β) Η ζπλάξηεζε  
x, x 0

f x 1
, x 0

x




 




 είλαη 1-1 θαη δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 

 

17. Πσο νξίδεηαη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 


κηαο ζπλάξηεζεο f θαη ηη γλσξίδεηαη γηα ηηο  

      γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο; 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  . Αλ ππνζέζνπκε όηη απηή είλαη 11 , ηόηε γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ ζπλόινπ 

ηηκώλ,  f  , ηεο  f  ππάξρεη κνλαδηθό ζηνηρείν x ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο Α γηα ην νπνίν ηζρύεη  f x y . 

Δπνκέλσο νξίδεηαη κηα ζπλάξηεζε   g : f A   κε ηελ νπνία θάζε y f (A)  αληηζηνηρίδεηαη ζην 

κνλαδηθό x A  γηα ην νπνίν ηζρύεη f (x) y . 

 

 x 

 y 

 ζπλάξηεζε 1-1 

 O 

 

 O  x2  x1 

 B  A 

 x 

 y 

 ζπλάξηεζε όρη 1-1 
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Από ηνλ ηξόπν πνπ νξίζηεθε ε g πξνθύπηεη όηη: 

— έρεη πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν ηηκώλ f (A)  ηεο  f, 

— έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην πεδίν νξηζκνύ Α ηεο  f  θαη  

— ηζρύεη ε ηζνδπλακία: f (x) y g(y) x   . 

Απηό ζεκαίλεη όηη, αλ ε  f  αληηζηνηρίδεη ην x ζην y, ηόηε ε g αληηζηνηρίδεη 

ην y ζην x θαη αληηζηξόθσο. Γειαδή ε g είλαη ε αληίζηξνθε δηαδηθαζία 

ηεο  f. Γηα ην ιόγν απηό ε g ιέγεηαη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο  f  θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε 
1f 
. Δπνκέλσο έρνπκε 

1f (x) y f (y) x    

νπόηε                   1f f x x, x A          θαη          1f f y y, y f A   . 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C  θαη C   ησλ ζπλαξηήζεσλ  f  θαη 
1f 
 είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία 

y x  πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο xOy  θαη x Oy  . 

 

ΟΡΙΟ –ΤΝΕΥΕΙΑ 
 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο    0 0, x x ,   , ηόηε: 

                           
0x x

lim f x


  αλ θαη κόλν αλ    
0 0x x x x

lim f x lim f x
  

   

     
0 0x x x x

lim f x lim f x 0
 

     

    
0

0
x x h 0
lim f x limf x h
 

     

 
0

0
x x
lim x x


   θαη 
0x x

lim c c


  

 

18. Πνηα ζεσξήκαηα ηζρύνπλ γηα ην όξην θαη ηε δηάηαμε; 

 

Γηα ην όξην θαη ηε δηάηαμε  ηζρύνπλ ηα παξαθάησ ζεσξήκαηα. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ν 

 Αλ  
0x x

lim f x 0


 ,  ηόηε   f x 0   θνληά ζην
0x     

 Αλ  
0x x

lim f x 0


 ,  ηόηε  f x 0    θνληά ζην 
0x     

 

19. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ γηα θάζε x θνληά ζην 
0

x  είλαη  f x 0  θαη ππάξρεη ην  
0x x

lim f x


ηόηε θαη   
0x x

lim f x 0


 » 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  f x x , x 0  . Δίλαη  f x 0  γηα θάζε x 0  , όκσο  
x 0
limf x 0


  . 

 

20. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g έρνπλ όξην ζην 
0

x  θαη ηζρύεη    f x g x  ζε κηα πεξηνρή ηνπ 
0

x  ηόηε  

        θαη    
0 0x x x x

lim f x lim g x
 

 .» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

 

 g 

 f 

 f(A)  A 

 y=f(x)  g(y)=x 

 



 www.askisopolis.gr                                                              ΘΕΩΡΙΑ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ Γ΄ ΛΤΚΕΙΟΤ 

6 

 

α) Χεπδήο 

β) Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο   2f x x , x 0    θαη   2g x x , x 0   .  

     Δίλαη    f x g x  γηα θάζε x 0  , όκσο    
x 0 x 0
limf x 0 limg x
 

   . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ν 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f ,g  έρνπλ όξην ζην 
0x  θαη ηζρύεη     f x g x  θνληά ζην 

0x , ηόηε 

   
0 0x x x x

lim f x lim g x
 

 . 

 

21. Πνηεο είλαη νη ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ; 

Αλ ππάξρνπλ ηα όξηα ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g  ζην 
0x , ηόηε: 

1.         
0 0 0x x x x x x

lim f x g x lim f x lim g x
  

    

2.     
0 0x x x x

lim kf x k lim f x
 

  γηα θάζε ζηαζεξά k . 

3.         
0 0 0x x x x x x

lim f x g x lim f x lim g x
  

   

4. 
 

 

 

 
0

0

0

x x

x x

x x

lim f xf x
lim

g x lim g x







 , εθόζνλ  
0x x

lim g x 0


 . 

5.    
0 0x x x x

lim f x lim f x
 

  

6.    
0 0

k k
x x x x
lim f x lim f x
 

  εθόζνλ f (x) 0  θνληά ζην 
0x . 

7.    
0 0x x x x

lim f x lim f x




 

       
,   

 

22. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ ππάξρνπλ ηα    
0 0x x x x

lim f x , lim g x
 

 ηόηε ππάξρεη θαη ην     
0x x

lim f x g x


  ». 

  α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

  β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Έζησ νη ζπλαξηήζεηο  f x x 1   θαη  g x 1 x  . Δίλαη      f g f gA 1, , A ,1 θαη A 1     . 

   Δίλαη  
x 1 x 1
limf x lim x 1 0,
 

    
x 1 x 1
limg x lim 1 x 0
 

    , όκσο ην όξην ηεο    f x g x  ζην 0x 1  δελ     

   έρεη λόεκα αθνύ δελ ππάξρεη πεξηνρή ηνπ 1 ζην πεδίν νξηζκνύ γηα λα νξίδεηαη ην     
x 1
lim f x g x


  . 

 

23. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ ππάξρεη ην     
0x x

lim f x g x


  ηόηε ππάξρνπλ θαη ηα    
0 0x x x x

lim f x , lim g x
 

». 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο    
2, x 0 x, x 0

f x , g x .
x, x 0 2, x 0

  
  

  
 Παξαηεξνύκε όηη     

      
x 0 x 0
lim f x 2, lim f x 0,

  
   δειαδή δελ ππάξρεη ην  

x 0
limf x


 θαη    
x 0 x 0
lim g x 0, lim g x 2,

  
   δειαδή  

   δελ ππάξρεη νύηε ην  
x 0
limg x


. Όκσο    f x g x x 2, x     θαη       
x 0 x 0
lim f x g x lim x 2 2
 

     . 
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24. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ ππάξρεη ην     
0x x

lim f x g x


 ηόηε ππάξρνπλ θαη ηα    
0 0x x x x

lim f x , lim g x
 

» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Έζησ  
0, x 0

f x
5, x 0


 


 θαη  

7, x 0
g x

0, x 0


 


. Παξαηεξνύκε όηη    

x 0 x 0
lim f x 0, lim f x 5

  
  , δειαδή δελ  

   ππάξρεη ην  
x 0
limf x


,  
x 0
lim g x 0,


   

x 0
lim g x 7


 δειαδή δελ ππάξρεη νύηε ην  

x 0
limg x


, όκσο  

      f x g x 0  γηα θάζε x  θαη     
0x x

lim f x g x 0


   

 

25. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ ππάξρνπλ ηα    
0 0x x x x

lim f x , lim g x
 

 ηόηε ππάξρεη θαη ην     
0x x

lim f x g x


 .» 

α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Έζησ νη ζπλαξηήζεηο  f x x 1   θαη  g x 1 x  . Δίλαη      f g f gA 1, , A ,1 θαη A 1     . 

   Δίλαη  
x 1 x 1
limf x lim x 1 0,
 

    
x 1 x 1
limg x lim 1 x 0
 

    , όκσο ην όξην ηεο    f x g x  ζην 0x 1  δελ     

   έρεη λόεκα αθνύ δελ ππάξρεη πεξηνρή ηνπ 1 ζην πεδίν νξηζκνύ γηα λα νξίδεηαη ην     
x 1
lim f x g x


 . 

 

26. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    « Αλ ππάξρεη ην 
 
 0x x

f x
lim

g x

 
  
 

 ηόηε ππάξρνπλ θαη ηα    
0 0x x x x

lim f x , lim g x
 

» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Έζησ νη ζπλαξηήζεηο   0

0

1, x x
f x

1, x x

 
 


  θαη   0

0

1, x x
g x

1, x x


 

 
 . 

   Παξαηεξνύκε όηη ηα όξηα  
0x x

lim f x


 θαη  
0x x

lim g x


 δελ ππάξρνπλ ζην 0x   , όκσο  

    
 

 
0

0

1, x xf xf
x

1, x xg g x

  
   

   
, δειαδή  

f
x 1

g

 
  

 
 γηα θάζε x , νπόηε  

0x x

f
lim x 1

g

 
  

 
 ,  

   0x   . 

 

27. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: «     
0 0x x x x

lim f x 1 lim f x 1
 

    » 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε   0

0

1, x x
f x

1, x x


 

 
 . Παξαηεξνύκε όηη δελ ππάξρεη ην  

0x x
lim f x


 όκσο  

    f x 1, x   θαη  
0x x

lim f x 1
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28. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: « Αλ  
0x x

lim f x 0


  ηόηε θαη  
0x x

lim f x 0


 .» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Αιεζήο 

β) Από ηηο ηδηόηεηεο απνιύησλ ηζρύεη όηη      f x f x f x     γηα θάζε x . 

Δπεηδή     
0 0x x x x

lim f x 0, lim f x 0
 

    , από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη  
0x x

lim f x 0


 . 

 

29. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: « Αλ  
0

2

x x
lim f x 0


  ηόηε θαη  
0x x

lim f x 0


 .» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Αιεζήο 

 

β) Γηα θάζε x  είλαη            2 2f x f x f x f x f x f x      . 

Δίλαη     
0 0

2 2

x x x x
lim f x 0 0, lim f x 0
 

     , από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη  
0x x

lim f x 0


 . 

 

30. Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηνδήπνηε πνιπώλπκν  P x , ηζρύεη     



0

0
x x
lim P x P x , 

0
x . 

 

Έζησ   1

1 1 0P x x x ... x 

      . Σύκθσλα κε ηηο ηδηόηεηεο νξίσλ, ηζρύεη: 

         
0 0 0 0 0 0

1 1

1 1 0 1 1 0
x x x x x x x x x x x x
lim P x lim x x ... x lim x lim x lim x lim   

   
     

                             

 
0 0 0

1 1

1 1 0 0 1 0 1 0 0
x x x x x x
lim x lim x ... lim x x x ... x P x   

   
  

             

 

31. Να απνδείμεηε όηη γηα ηα πνιπώλπκα    P x ,Q x ,κε   0
Q x 0 , 

0
x  ηζρύεη    

        
 
 

 
 


0

0

x x
0

P xP x
lim

Q x Q x
.     

 

Δίλαη 
 

 

 

 

 

 
0

0

0

x x 0

x x
0

x x

lim P xP x P x
lim

Q x lim Q x Q x







  . 

 

32. Να δηαηππώζεηε ην θξηηήξην παξεκβνιήο. E 2016 

 

Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f ,g,h . Αλ      h x f x g x   θνληά ζην 
0x  θαη 

    
0 0x x x x

lim h x lim g x
 

  ,ηόηε θαη  
0x x

lim f x


 . 

 

33. Πνηα είλαη ηα βαζηθά ηξηγσλνκεηξηθά όξηα ζην 
0

x ; 

 

1. x x   γηα θάζε x  (ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x 0 ) 

2. 
0

0
x x
lim x x


           3. 
0

0
x x
lim x x


               4. 
x 0

x
lim 1

x


           5. 

x 0

x 1
lim 0

x
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34. Πσο νξίδεηαη ην όξην ηεο ζύλζεζεο f g δύν ζπλαξηήζεσλ f, g ζην ζεκείν 0
x ; 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην   
0x x

lim f g x


, ηεο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο f g  ζην ζεκείν 
0x , εξγαδόκαζηε σο 

εμήο: 

1. Θέηνπκε  u g x . 

2. Υπνινγίδνπκε (αλ ππάξρεη) ην  
0

0
x x

u lim g x


  θαη 

3. Υπνινγίδνπκε (αλ ππάξρεη) ην  
0u u

 lim f u


 . 

Απνδεηθλύεηαη όηη, αλ   0g x u  θνληά ζην 
0x , ηόηε ην δεηνύκελν όξην είλαη ίζν κε , δειαδή ηζρύεη: 

    
0 0x x u u

lim f g x lim f u
 

 . 

 

35. Πνηεο είλαη νη ηδηόηεηεο ηνπ κε πεπεξαζκέλνπ νξίνπ 
0

x ; 

 

1.      
0 0 0

x x x x x x
lim f x lim f x lim f x

   
      

2.      
0 0 0

x x x x x x
lim f x lim f x lim f x

   
     . 

3. Αλ  
0x x

lim f x


  , ηόηε  f x 0  θνληά ζην 
0x , ελώ 

αλ  
0x x

lim f x


   ηόηε  f x 0  θνληά ζην 
0x . 

4. Αλ  
0x x

lim f x


   ηόηε   
0x x

lim f x


   , ελώ  

     αλ  
0x x

lim f x


   ηόηε   
0x x

lim f x


   . 

5. Αλ  
0x x

lim f x


   ή  , ηόηε 
 0x x

1
lim 0

f x
  

6. Αλ  
0x x

lim f x 0


 θαη  f x 0  θνληά ζην 
0x , ηόηε 

 0x x

1
lim

f x
  , ελώ 

αλ  
0x x

lim f x 0


 θαη  f x 0  θνληά ζην 
0x , ηόηε 

 0x x

1
lim

f x
  . 

7. Αλ  
0x x

lim f x


   ή  , ηόηε  
0x x

lim f x


  . 

8. Αλ  
0x x

lim f x


   , ηόηε  
0x x

lim f x


   

πλέπεηεο 

1. 
2x 0

1
lim

x
   θαη γεληθά 

2x 0

1
lim

x 
  ,

  

2. 
x 0

1
lim

x
   θαη γεληθά 

2 1
x 0

1
lim

x 


  ,
 , ελώ  

    
x 0

1
lim

x
   θαη γεληθά 

2 1
x 0

1
lim

x 


  ,
 , 

   Γειαδή δελ ππάξρεη ζην κεδέλ ην όξην ηεο   2 1

1
f x

x 
 ,

 , 

 

36.Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

       « Τπάξρεη ην όξην ζην κεδέλ ηεο ζπλάξηεζεο  
2 1

1
f x ,

x


  » 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α.     
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α) Χεπδήο    

β) Δίλαη   2 1
x 0 x 0

1
lim f x lim

x  
 

   , ελώ   2 1
x 0 x 0

1
lim f x lim

x  
 

   ,νπόηε δελ ππάξρεη ην  
x 0
limf x


 . 

 

37.Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

       «Γηα θάζε δεύγνο πξαγκαηηθώλ ζπλαξηήζεσλ  f ,g : 0, ,   αλ ηζρύεη  

           
x 0 x 0
limf x limg x
 

      , ηόηε    
x 0
lim f x g x 0

    » 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α.    E2018 

 

α) Χεπδήο    

β) Έζησ    
2 4

1 1
f x θαη g x

x x
    . Δίλαη    

x 0 x 0
limf x , limg x
 

     όκσο 

     
2

2 4 4x 0 x 0 x 0

1 1 x 1
lim f x g x lim lim

x x x  

 
         

 
   

 

38. Πνηα είλαη ηα όξηα πνιπσλπκηθήο θαη ξεηήο ζπλάξηεζεο ζην  ; 

 

 Γηα ηελ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε   1

1 1 0P x x x ... x 

        κε 0  , ηζρύεη 

         
x x
lim P x lim x


 

           θαη          
x x
lim P x lim x


 

   

 Γηα ηε ξεηή ζπλάξηεζε  
1

1 1 0

1

1 1 0

x x ... x
f x

x x ... x

 

 

 

 

    

    

, 0  , 0  , ηζρύεη: 

      
x x

x
lim f x lim

x





 


 
    

       θαη        
x x

x
lim f x lim

x





 


 
    

 

 

39. Πνηα είλαη ηα όξηα ηεο εθζεηηθήο θαη ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο ζηα άθξα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ  

      ηνπο; 

 

1. Αλ 1  , ηόηε: 
x

x
lim 0


   ,  
x

x
lim


    , 
x 0
limlog x


    θαη 
x
lim log x


   

2. Αλ 0 1   , ηόηε: 
x

x
lim


    , 
x

x
lim 0


   , 
x 0
limlog x


   θαη 
x
lim log x


   

 

40. Ση νλνκάδεηαη αθνινπζία; 

 

Αθνινπζία νλνκάδεηαη θάζε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε   :   . 

 

41. Πόηε ε αθνινπζία  λ
α  έρε όξην  ; 

 

Θα ιέκε όηη ε αθνινπζία ( )  έρεη όξην ην   θαη ζα γξάθνπκε lim 


  , όηαλ γηα θάζε 0  , 

ππάξρεη 0

  ηέηνην, ώζηε γηα θάζε 0    λα ηζρύεη     . 

 

42. Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο; Κ2015,  Ε 2009 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  θαη έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Θα ιέκε όηη ε f  είλαη ζπλερήο ζην 0x

, όηαλ    
0

0
x x
lim f x f x


 . 
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 x0   x0  

 x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 Α(α, f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 a 
 x 

43. Πόηε κηα ζπλάξηεζε ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο; 

 

Μία ζπλάξηεζε  f  πνπ είλαη ζπλερήο ζε όια ηα ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο 

ζπλάξηεζε.  

 

44. Πόηε κηα ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην (α, β); Ε 2004 

    

   Μηα ζπλάξηεζε  f  ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα  α,β , όηαλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε 

ζεκείν ηνπ  α,β  .  

 

45. Πόηε κηα ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην   , ; Κ 2008,Κ 2012,Ε 2004, Κ 2017 

   

Μηα ζπλάξηεζε  f  ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα  α,β , όηαλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε 

ζεκείν ηνπ  α,β  θαη επηπιένλ     
x α
lim f x f α


    θαη    

x β
lim f x f β


 . 

 

46. Αλ δύν ζπλαξηήζεηο f,g είλαη ζπλερείο ζην 0
x , ηόηε πνηεο άιιεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη κέζσ  

      ησλ f,g είλαη ζπλερείο ζην 0
x ; 

 

    Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην 
0x , ηόηε είλαη ζπλερείο ζην 

0x  θαη νη ζπλαξηήζεηο:     f g ,    

c f ,   όπνπ    c ,     f g ,     
f

g
,       | f |    θαη  f  

Δπηπιένλ αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην 
0x  θαη ε ζπλάξηεζε g είλαη ζπλερήο ζην  

0f (x ) , ηόηε ε 

ζύλζεζή ηνπο gof είλαη ζπλερήο ζην 
0x . 

 

47. Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα Bolzano θαη λα «δώζεηε» ηελ γεσκεηξηθή ηνπ εξκελεία.  Ε2014 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f , νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα  α,β . Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην  α,β  θαη, 

επηπιένλ, ηζρύεη    f α f β 0  ,  ηόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ,  0x α,β  ηέηνην, ώζηε  0f x 0 . 

Γειαδή, ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο εμίζσζεο   f x 0  ζην αλνηθηό δηάζηεκα  α,β . 

 

Γεσκεηξηθή  εξκελεία 
Σην δηπιαλό ζρήκα έρνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλερνύο 

ζπλάξηεζεο  f  ζην  α,β . Δπεηδή ηα ζεκεία   Α α,f α   θαη   Β β,f β  

βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηνπ άμνλα x x , ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  

ηέκλεη ηνλ άμνλα ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν. 

ΥΟΛΙΟ 
Από ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano πξνθύπηεη όηη: 

—  Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη δε κεδελίδεηαη ζ’ απηό, ηόηε απηή ή είλαη      

      ζεηηθή γηα θάζε x  ή είλαη αξλεηηθή γηα θάζε x , δειαδή δηαηεξεί πξόζεκν ζην δηάζηεκα Γ.  

       

 

 

                    

 

 

 

 

 

— Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε  f  δηαηεξεί πξόζεκν ζε θαζέλα από ην δηαζηήκαηα ζηα νπνία νη      

  y 

 f (x)>0 

 O  β  a  x 

 (α) 

  y 

 f (x)<0 

 O 

 β  a 
 x 

 
 (β) 
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    δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο  f  ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

 Απηό καο δηεπθνιύλεη ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ πξόζεκνπ ηεο  f  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x.  

   Σπγθεθξηκέλα, ν πξνζδηνξηζκόο απηόο γίλεηαη σο εμήο: 

   

α) Βξίζθνπκε ηηο ξίδεο ηεο  f. 

    

 

 

 

 

 

β) Σε θαζέλα από ηα ππνδηαζηήκαηα πνπ νξίδνπλ νη δηαδνρηθέο ξίδεο, επηιέγνπκε έλαλ αξηζκό  

      θαη βξίζθνπκε ην πξόζεκν ηεο  f  ζηνλ αξηζκό απηό. Τν πξόζεκν απηό είλαη θαη ην πξόζεκν       

      ηεο  f  ζην αληίζηνηρν δηάζηεκα. 

 

48. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: « Αλ f ζπλερήο ζην  ,   θαη ππάξρεη  0
x ,    ηέηνην,  

      ώζηε  0
f x 0  ηόηε    f f 0   » 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

 

β) Έζησ    2f x x 1, x 2,2     . Η f είλαη ζπλερήο ζην  2,2  , 

   ε εμίζσζε  f x 0  έρεη δύν ξίδεο ηηο -1, 1 ζην  2,2  όκσο  

      f 2 3, f 2 3    θαη    f 2 f 2 0    

 

49. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό:  

  « Αλ ππάξρεη  0
x ,    ηέηνην, ώζηε  0

f x 0  θαη    f f 0    ηόηε ε f είλαη ζπλερήο ζην  ,   

» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

 

β) Έζησ  
x, 1 x 1

f x
ln x, 1 x 3

  
 

 
 . Γηα  x 1,1   είλαη  f x 0 x 0   , 

   ελώ γηα  x 1,3  είλαη  f x 0 ln x 0 x 1      , δειαδή ε  f x 0   

   έρεη δύν ξίδεο θαη    f 1 1, f 3 ln3     δειαδή    f 1 f 3 0   , 

   όκσο ε f δελ είλαη ζπλερήο ζην  1,3  αθνύ δελ είλαη ζπλερήο ζην 0x 1  .    
x 1 x 1
lim f x 1, lim f x 0

  
    

 

50. Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα ησλ ελδηάκεζσλ ηηκώλ θαη λα ην απνδείμεηε. Κ 2005, Κ 2015 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f, ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [ , ]  . Αλ: 

        ε f είλαη ζπλερήο ζην [ , ]   θαη 

           f f    

ηόηε, γηα θάζε αξηζκό ε κεηαμύ ησλ  f   θαη  f   ππάξρεη έλαο, ηνπιάρηζηνλ  0x ,    ηέηνηνο, ώζηε 

 0f x   . 

Απόδεημε 

Αο ππνζέζνπκε όηη    f f   . Τόηε ζα ηζρύεη    f f   .Αλ ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε  

 

 x 

 y 

 ρ5 

 ρ4  ρ3 

 ρ2 

 ρ1 

 + 

    

 + 

  
 + 
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   g x f x  ,  x ,   , παξαηεξνύκε όηη: 

 ε g είλαη ζπλερήο ζην [ , ]   θαη   

    g g 0   ,αθνύ    g f 0     θαη  

   g f 0    . Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ην  

 ζεώξεκα ηνπ Bolzano, ππάξρεη  0x ,    ηέηνην, ώζηε

   0 0g x f x 0  ,  νπόηε  0f x   .     

Γεσκεηξηθή εξκελεία 

Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην  α,β θαη ηα αθξηαλά ζεκεία  

βξίζθνληαη ζε δηαθνξεηηθό ύςνο ηόηε θάζε νξηδόληηα επζεία  

y ε  κε    f f    ηέκλεη ηελ fC  ηνπιάρηζηνλ ζε έλα ζεκείν. 

 

51. Ση γλσξίδεηε γηα ηελ εηθόλα ελόο δηαζηήκαηνο Δ κηαο ζπλερνύο θαη κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο;  

 

Η εηθόλα   ελόο δηαζηήκαηνο Γ κέζσ κηαο ζπλερνύο θαη κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f είλαη δηάζηεκα. 

 

52. Να δηαηππώζεηε γηα κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ην ζεώξεκα κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο. 

 

Αλ  f  είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [ , ]  , ηόηε ε  f  παίξλεη ζην [ , ]   κηα κέγηζηε ηηκή Μ θαη κηα 

ειάρηζηε ηηκή m.  

Γειαδή, ππάξρνπλ  1 2x ,x α,β  ηέηνηα, ώζηε, αλ  1m f x  θαη  2M f x , λα ηζρύεη  

 m f x M  ,    γηα θάζε    x ,   . 

 

ΥΟΛΙΟ 

Από ην παξαπάλσ ζεώξεκα θαη ην ζεώξεκα ελδηάκεζσλ ηηκώλ πξνθύπηεη όηη ην ζύλνιν ηηκώλ κηαο 

ζπλερνύο ζπλάξηεζεο  f  κε πεδίν νξηζκνύ ην [ , ]   είλαη ην θιεηζηό δηάζηεκα m,M , όπνπ m ε 

ειάρηζηε ηηκή θαη Μ ε κέγηζηε ηηκή ηεο. Τέινο, απνδεηθλύεηαη όηη: 

Aλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα θαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα  ,  , ηόηε ην ζύλνιν 

ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό είλαη ην δηάζηεκα ( , )    όπνπ 

x
lim f (x)


     θαη   

x
B lim f (x)


 . 

Αλ, όκσο, ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ζπλερήο ζην ( , )  , ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα 

απηό είλαη ην δηάζηεκα (B,A) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 x0   x0   x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 y=η 

 η 

 a  x 

 Α(α , f (α)) 
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ΔΙΑΦΟΡΙΚΟ ΛΟΓΙΜΟ 
 

53. Tη νξίδνπκε σο εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν ηεο 0 0A(x ,f(x )) ; Κ 2000 

 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε θαη 0 0A(x ,f (x ))  έλα ζεκείν ηεο fC . Αλ ππάξρεη ην 
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




 θαη είλαη 

έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο λ, ηόηε νξίδνπκε σο εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ζεκείν ηεο Α, ηελ επζεία ε πνπ 

δηέξρεηαη από ην Α θαη έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ι. Δπνκέλσο, ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν 

0 0A(x ,f (x ))  είλαη    0 0y f x ι x x   ,    όπνπ   
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x


 


 

 

54. Πόηε κηα ζπλάξηεζε ιέκε όηη είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

     Κ 2004, Κ 2009, Κ2018 

 

Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέκε όηη είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, αλ ππάξρεη ην

   
0

0

x x
0

f x f x
lim

x x




 θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Τν όξην απηό νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο  f ζην 0x  θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  0f x . Γειαδή:   
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim

x x


 


. 

Παξαηήξεζε 

- Αλ ζέζνπκε 0x x h   ηόηε  
   0 0

0
h 0

f x h f x
f x lim

h

 
   . 

- Πνιιέο θνξέο ην 0h x x   ζπκβνιίδεηαη κε Γx  ελώ ην        0 0 0 0f x h f x f x Γx f x      

ζπκβνιίδεηαη κε  0Γf x  νπόηε  
   

0

0

0
Γx 0

x x

Γf x df x
f x lim

Γx dx


   . 

55. Πόηε έλα θηλεηό θηλείηαη πξνο ηα δεμηά θαη πόηε πξνο ηα αξηζηεξά θνληά ζην ; 

 

Όηαλ έλα θηλεηό θηλείηαη πξνο ηα δεμηά, ηόηε θνληά ζην 
0t  ηζρύεη 

   0

0

S t S t
0

t t





, νπόηε είλαη  0t 0  , 

ελώ, όηαλ ην θηλεηό θηλείηαη πξνο ηα αξηζηεξά θνληά ζην 
0t  ηζρύεη 

   0

0

S t S t
0

t t





,νπόηε είλαη  0t 0   

 

56. Πσο νξίδεηαη ε ζηηγκηαία ηαρύηεηα ελόο θηλεηνύ ηε ρξνληθή ζηηγκή 0
t ; 

 

Η ζηηγκηαία ηαρύηεηα ελόο θηλεηνύ, ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t , είλαη ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο ζέζεο 

 x s t  ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t . Γειαδή    0 0t s t  . 

 

57. Ση νλνκάδεηαη θιίζε ηεο f ζην 0x  θαη πνηα είλαη ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζην 0x ; 

 

Κιίζε ηεο f ζην 0x ή ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC ζην 0x , νλνκάδεηαη ην  0f x . 

Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη:     0 0 0y f x f x x x   . 
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58. Να απνδείμεηε όηη αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x , ηόηε είλαη θαη     

    ζπλερήο ζην ζεκείν απηό. Κ 2000,Κ 2003,Ε 2007, Ε 2013 

 

Γηα 0x x  έρνπκε     
   

 0

0 0

0

f x f x
f x f x x x

x x


   


,νπόηε 

   
   

 
   

   
0 0 0 0

0 0

0 0 0 0
x x x x x x x x

0 0

f x f x f x f x
lim f x f x lim x x lim lim x x f x 0 0

x x x x   

  
                

 

αθνύ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x . Δπνκέλσο,    
0

0
x x
lim f x f x


 , δειαδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x .      

 

59. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό:  

  « Αλ ε κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα ζεκείν 
0

x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ηόηε είλαη θαη  

      παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό.» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α 

 

α) Χεπδήο. 

 

β) Έζησ ε ζπλάξηεζε  f x x .  

    Η  f  είλαη ζπλερήο ζην 00 x , αιιά δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ απηό,  

    αθνύ
   

x 0x 0

f x f 0 x
lim lim 1

x 0 x 


 


, ελώ

   
x 0x 0

f x f 0 x
lim lim 1

x 0 x 

 
  


. 

 

60. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό:  

  « Αλ ε κηα ζπλάξηεζε f δελ είλαη ζπλερήο ζε έλα ζεκείν 
0

x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ηόηε δελ είλαη  

      θαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό.» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α 

 

α) Αιεζήο. 

β) Αλ ε f ήηαλ παξαγσγίζηκε ζην 0x  ηόηε βάζε ηνπ ζεσξήκαηνο ζα ήηαλ θαη ζπλερήο ζην ζεκείν απηό  

   πνπ δελ ηζρύεη. 

 

61. Πόηε κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α;  

 

H  f είλαη παξαγσγίζηκε ζην Α ή, απιά, παξαγσγίζηκε, όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε ζεκείν 0x A . 

 

62. Πόηε κηα ζπλάξηεζε  f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα   ,  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ  

     ηεο;  

 

Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα  ,   ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζε θάζε ζεκείν  0x ,   . 

 

63. Πόηε κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα   ,  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ      

     ηεο; Κ 2013,Ε 2010 
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 Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα  ,   ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην  ,   θαη επηπιένλ ηζρύεη  
   

x

f x f
lim

x

 



     θαη    

   
x

f x f
lim

x

 



. 

 

 64. Πνηα ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη πξώηε παξάγσγνο κηαο ζπλάξηεζεο f; Πσο νξίδεηαη ε ληνζηή  

       παξάγσγνο κηαο ζπλάξηεζεο f κε 3  ; 

 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Α1 ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ Α ζην νπνίν απηή είλαη 

παξαγσγίζηκε. Αληηζηνηρίδνληαο θάζε 1x A  ζην  f x , νξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε  

1f : A  ,  x f x , ε νπνία νλνκάδεηαη πξώηε παξάγσγνο ηεο f  ή απιά παξάγσγνο ηεο f. 

 Η ληνζηή παξάγσγνο ηεο f  κε λ 3 ζπκβνιίδεηαη κε  λ
f θαη είλαη:    λ λ 1

f f
  

 
 . 

 

65. Έζησ ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε   f x c , c . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη 

        παξαγσγίζηκε ζην  θαη ηζρύεη   f x 0 , δειαδή    c 0  

 

Πξάγκαηη, αλ 
0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ , ηόηε γηα 

0x x  ηζρύεη: 

   0

0 0

f x f x c c
0

x x x x

 
 

 
.  Δπνκέλσο,    

   
0

0

x x
0

f x f x
lim 0

x x





, δειαδή (c) 0  .       

 

66. Έζησ ε ζπλάξηεζε   f x x . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  θαη  

       ηζρύεη   f x 1 , δειαδή    x 1 . 

 

Πξάγκαηη, αλ 
0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ , ηόηε γηα 

0x x  ηζρύεη: 

   0 0

0 0

f x f x x x
1

x x x x

 
 

 
.  Δπνκέλσο,  

   
0 0

0

x x x x
0

f x f x
lim lim 1 1

x x 


 


, δειαδή  x 1  .   

 

67. Έζησ ε ζπλάξηεζε   f x x ,    0,1 . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη  

      παξαγσγίζηκε ζην  θαη ηζρύεη      1
f x x , δειαδή    

  1
x x . 

 

Πξάγκαηη, αλ 
0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ , ηόηε γηα 

0x x  ηζρύεη: 

      1 2 1

0 0 00 1 2 10
0 0

0 0 0

x x x x x xf x f x x x
x x x x

x x x x x x

   
  

    
     

  
,νπόηε  

   
 

0 0

0 1 2 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0
x x x x

0

f x f x
lim lim x x x x x x x x

x x

      

 


         


,δειαδή   1x x 

  .     

 

68. Έζησ ε ζπλάξηεζε  f x x . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε    

     ζην  0,  θαη ηζρύεη  
1

f x
2 x

  , δειαδή    
1

x
2 x

. Ε 2005,Ε 2009 

     Να απνδείμεηε όηη ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x 0 .  

 

Αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ  0, , ηόηε γηα 0x x  ηζρύεη: 
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0 000 0

0 0 0 0 0 0

x x x xx xf x f x x x

x x x x x x x x x x x x

  
  

     
,νπόηε 

   
0 0

0

x x x x
0 0 0

f x f x 1 1
lim lim

x x x x 2 x 


 

 
,  δειαδή.   1

x
2 x


 . 

Σην 
0x 0  είλαη 

   
x 0 x 0 x 0

f x f 0 x 1
lim lim lim

x 0 x x  


   


, δειαδή ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0x 0 . 

 

69. Αλ νη ζπλαξηήζεηο f ,g : A  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0
x A , λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  

     f g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0
x  θαη ηζρύεη:        0 0 0

f g x f x g x     . 

 

Γηα 
0x x , ηζρύεη: 

                     0 0 0 0 0

0 0 0 0

f g x f g x f x g x f x g x f x f x g x g x

x x x x x x x x

       
  

   
 

Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο f ,g  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην
0x , έρνπκε: 

             
   

0 0 0

0 0 0

0 0
x x x x x x

0 0 0

f g x f g x f x f x g x g x
lim lim lim f x g x ,

x x x x x x  

    
    

  
 

Γειαδή         0 0 0f g x f x g x     .       

 

Γελίθεπζε:          1 2 k 1 2 kf f ... f x f x f x ... f x            

 

70. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

   «Αλ δύν ζπλαξηήζεηο f ,g : A
 
δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0

x A , ηόηε θαη ε f g  δελ είλαη           

    παξαγσγίζηκε ζην 
0

x » 

α) Είλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

 

β) Έζησ  f x 1 x , x    θαη  g x x  . Οη f,g δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x 0  αθνύ 

   
       

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x f 0x x
lim lim 1, lim lim 1

x x x x      

  
       θαη 

   
       

x 0 x 0 x 0 x 0

g x g 0 g x g 0x x
lim lim 1, lim lim 1.

x x x x      

 
       

    Δίλαη       f g x 1 x x 1 θαη f g x 0        . 

 

71. Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0

x  ηόηε ε ζπλάξηεζε f g  είλαη παξαγσγίζηκε         

      ζην 
0

x  ; Πνηα είλαη ε παξάγσγόο ηεο ζην ζεκείν απηό; 

 

Η f g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x κε            0 0 0 0 0f g x f x g x f x g x     . 

εκείσζε 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο είλαη παξαγσγίζηκεο ζ’ έλα δηάζηεκα Γ ηόηε            f g x f x g x f x g x      

Τν πξνεγνύκελν ζεώξεκα επεθηείλεηαη θαη γηα πεξηζζόηεξεο από δύν ζπλαξηήζεηο. Έηζη γηα ηηο ηξείο 

ζπλαξηήζεηο ηζρύεη:                         f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x        
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72. Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0

x  θαη  0
g x 0  , ηόηε ε ζπλάξηεζε 

f

g
 είλαη   

      παξαγσγίζηκε  ζην 
0

x  ; Πνηα είλαη ε παξάγσγόο ηεο ζην ζεκείν απηό; 

 

Η 
f

g
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  κε  

       

 

0 0 0 0

0 2

0

f x g x f x g xf
x

g g x

   
 

    

 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο είλαη παξαγσγίζηκεο ζ’ έλα δηάζηεκα Γ ηόηε  
       

 
2

f x g x f x g xf
x

g g x

   
 

    

 

 

73. Έζησ ε ζπλάξηεζε  f x x
 ,  * . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη  

     παξαγσγίζηκε ζην 
*

 θαη ηζρύεη   1
f x x

   , δειαδή   1
x x
 

  . 

 

Πξάγκαηη, γηα θάζε x 0  έρνπκε:  
1

1

2 2

1 (1) x 1(x ) x
x x

x (x ) x

  
 

  


   

     
 

.      

 

74. Έζησ ε ζπλάξηεζε f (x) εθx . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε  

       ζην   
1

{x|ζπλx 0}  θαη ηζρύεη  
2

1
f (x)

ζπλ x
, δειαδή   

2

1
(εθx)

ζπλ x
. 

 

Πξάγκαηη, γηα θάζε 
1x  έρνπκε: 

 
    2 2

2 2 2 2

εκx ζπλx εκx ζπλxεκx ζπλxζπλx εκxεκx ζπλ x εκ x 1
εθx

ζπλx ζπλ x ζπλ x ζπλ x ζπλ x

           
 

 

 

75. Πόηε ε ζπλάξηεζε   f g x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0
x  θαη πόηε ζε έλα δηάζηεκα Δ; 

 

Αλ ε ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x  θαη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην

0g(x ) , ηόηε ε ζπλάξηεζε 

f g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x  θαη ηζρύεη         0 0 0f g x f g x g x     

Γεληθά, αλ κηα ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  g  , 

ηόηε ε ζπλάξηεζε f g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην Γ θαη ηζρύεη         f g x f g x g x
   . 

Γειαδή, αλ  u g x , ηόηε     f u f u u   . 

 

76. Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε 
f (x) x ,     είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,   

      θαη ηζρύεη 
   1

f (x) x , δειαδή 
    1

(x ) x . 

 

Πξάγκαηη, αλ 
ln xy x e    θαη ζέζνπκε u ln x , ηόηε  έρνπκε 

uy e . Δπνκέλσο,  

 u u ln x 11
y e e u e x x

x x

             . 

 

77. Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  x
f (x) ,   0  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  θαη ηζρύεη 

        x
f x ln    , δειαδή   x x

ln
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Πξάγκαηη, αλ 
x x lny e    θαη ζέζνπκε u xln  , ηόηε έρνπκε 

uy e . Δπνκέλσο,  

u u xln xy (e ) e u e ln ln          . 

 

78. Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f (x) ln | x | ,  *
x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

*
 θαη   

      ηζρύεη   
1

ln | x |
x

 
 
Κ 2008 

 

— αλ  x 0 ,  ηόηε 
1

(ln | x |) (ln x)
x

   ,    ελώ  

— αλ  x 0 ,  ηόηε ln | x | ln( x)  , νπόηε, αλ ζέζνπκε  y ln( x)   θαη u x  , έρνπκε y ln u . 

Δπνκέλσο,    
1 1 1

y ln u  u 1
u x x

       


 θαη άξα  
1

ln | x |
x

  . 

 

79. Αλ δύν κεηαβιεηά κεγέζε x,y  ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε  y f x , ηη νλνκάδνπκε ξπζκό κεηαβνιήο  

      ηνπ y σο πξνο ην x ζην ζεκείν 0
x ; 

 

Αλ δύν κεηαβιεηά κεγέζε x,y  ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε  y f x , όηαλ  f  είλαη κηα ζπλάξηεζε  

παξαγσγίζηκε ζην
0x , ηόηε νλνκάδνπκε ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y σο πξνο ην x ζην ζεκείν 

0x  ηελ  

παξάγσγν  0f x . 

 

80. Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα Rolle θαη λα ην εξκελεύζεηε γεσκεηξηθά. Ε 2007,Ε 2012 

 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα  ,  ,  

παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα  ,   θαη    f f    

ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  ,    ηέηνην, ώζηε:  f 0   . 

Γεσκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  ,    

ηέηνην, ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο 
fC  ζην 

 
  M ,f   λα είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ x.  

 

81. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    «Αλ κηα ζπλάξηεζε  f : ,    είλαη ζπλερήο ζην  ,  , παξαγσγίζηκε ζην  ,    θαη  

       ππάξρεη  0
x ,    ηέηνην, ώζηε  0

f x 0   ηόηε    f f   .» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

 

β) Σηε ζπλάξηεζε    2f x x , x 1,2   , παξαηεξνύκε όηη είλαη ζπλερήο ζην  1,1 , είλαη παξαγσγίζηκε  

    ζην  –1,1  κε  f x 2x  , είλαη  f 0 0    όκσο    f 1 1, f 2 4    δειαδή    f 1 f 2   . 

 

82. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

    «Αλ κηα ζπλάξηεζε  f : ,    είλαη ζπλερήο ζην  ,  , παξαγσγίζηκε ζην  ,    θαη  

       f x 0   γηα θάζε  x ,     ηόηε    f f   ». 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Αιεζήο 

  y 

 O  x  β  ξ΄  ξ  α 

 Μ(ξ,f (ξ)) 

 Β(β,f (β)) 
 Α(α,f (α)) 
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β) Αλ ήηαλ    f α f β  ηόηε ιόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle ζα ππήξρε  μ α,β ηέηνην, ώζηε  f μ 0   πνπ  

    είλαη άηνπν. 

 

83. Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα Μέζεο ηηκήο θαη λα ην εξκελεύζεηε γεσκεηξηθά. 

      Κ 2003, Κ 2013,Ε 2008, K 2016 

 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη: 

     ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα  ,   θαη 

     παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα  ,   

ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  ,   ηέηνην, ώζηε:     

 
   f f

f
  

  
 

 

Γεσκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  ,   ηέηνην, 

ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ζεκείν   M ,f   λα είλαη παξάιιειε ηεο 

επζείαο ΑΒ.  

 

84. Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ 

      ε f είλαη ζπλερήο ζην Δ θαη 

       f x 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Δ, λα απνδείμεηε όηη: 

     ε  f  είλαη ζηαζεξή ζε όιν ην δηάζηεκα Δ.  Κ 2009, Κ 2014, Ε 2004 

 

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη γηα νπνηαδήπνηε 1 2x ,x Γ  ηζρύεη    1 2f x f x . Πξάγκαηη 

 Αλ 1 2x x , ηόηε πξνθαλώο    1 2f x f x . 

 Αλ 1 2x x , ηόηε ζην δηάζηεκα  1 2x ,x  ε  f  ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο. 

Δπνκέλσο, ππάξρεη  1 2μ x ,x  ηέηνην, ώζηε     
   2 1

2 1

f x f x
f μ

x x


 


     (1) 

Δπεηδή ην μ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ, ηζρύεη  f μ 0  ,νπόηε, ιόγσ ηεο (1), είλαη    1 2f x f x .  

 Αλ 2 1x x , ηόηε νκνίσο απνδεηθλύεηαη όηη.    1 2f x f x .Σε όιεο, ινηπόλ,  ηηο πεξηπηώζεηο είλαη  

      1 2f x f x .       

 

85. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

  « Αλ γηα κία ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα ζύλνιν Α πνπ απνηειείηαη από έλσζε δηαζηεκάησλ,  

     είλαη παξαγσγίζηκε ζην Α θαη   f x 0  γηα θάζε εζσηεξηθό  ζεκείν x ηνπ Α, ηόηε ε f είλαη  

     ζηαζεξή ζην Α» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Έζησ ε ζπλάξηεζε   
1 , x 0

f x
1 , x 0

 
 


.  Παξαηεξνύκε όηη, αλ θαη  f x 0   γηα θάζε  

       x ,0 0,    , εληνύηνηο ε  f  δελ είλαη ζηαζεξή ζην    ,0 0,   . 

 

86.Έζησ δπν ζπλαξηήζεηο f ,g  νξηζκέλεο ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ 

     νη f ,g  είλαη ζπλερείο ζην Δ θαη 

         f x g x  γηα θάζε  εζσηεξηθό  ζεκείν x ηνπ Δ, λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα,  

     ώζηε γηα θάζε x  λα ηζρύεη:     f x g x c  

 

 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(a,f (a)) 
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Η ζπλάξηεζε f g  είναι ζπλερήο ζην Γ θαη γηα θάζε  

εζσηεξηθό ζεκείν  x ηζρύεη 

              f g x f x g x 0      . 

Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ην παξαπάλσ ζεώξεκα, ε ζπλάξηεζε f g  

είλαη ζηαζεξή ζην Γ. Άξα, ππάξρεη ζηαζεξά C ηέηνηα, ώζηε γηα θάζε 

x  λα ηζρύεη    f x g x c  , νπόηε      f x g x c  .  

 

87. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

  « Τπάξρνπλ άπεηξεο ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη παξαγσγίζηκεο ζην  θαη είλαη ίζεο κε ηε πξώηε ηνπο  

        παξάγσγν» 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Αιεζήο 

 

β)       xf x f x f x ce , c       

     

88. Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f, ε νπνία είλαη  ζπλερήο  ζε έλα δηάζηεκα Δ. 

 Αλ   f x 0  ζε θάζε  εζσηεξηθό  ζεκείν x ηνπ Δ, ηόηε ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε όιν ην Δ.  

     Κ 2006, Κ 2012, Ε 2000, Κ 2017 

 Αλ   f x 0  ζε θάζε  εζσηεξηθό  ζεκείν x ηνπ Δ, ηόηε ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε όιν ην Δ. 

 

Απνδεηθλύνπκε ην ζεώξεκα ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη f (x) 0  . 

Έζησ 1 2x ,x Γ  κε 1 2x x . Θα δείμνπκε όηη    1 2f x f x . Πξάγκαηη, ζην δηάζηεκα  1 2x ,x  ε  f  

ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. Δπνκέλσο, ππάξρεη  1 2μ x ,x  ηέηνην, ώζηε 

 
   2 1

2 1

f x f x
f μ

x x


 


, νπόηε έρνπκε       2 1 2 1f x f x f μ x x   . 

Δπεηδή  f μ 0   θαη 2 1x x 0  , έρνπκε    2 1f x f x 0  , νπόηε    1 2f x f x . 

 Σηελ πεξίπησζε πνπ είλαη  f x 0   εξγαδόκαζηε αλαιόγσο.   

 

89. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

  « Αλ κηα f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα  Δ θαη παξαγσγίζηκε ζην εζσηεξηθό ηνπ Δ, ηόηε  

     f x 0   γηα θάζε x ζην εζσηεξηθό ηνπ Δ » 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

 

β) Έζησ ε ζπλάξηεζε   3f x x . 

Δίλαη   2f x 3x  , θαη  f 0 0  , Γειαδή, βιέπνληαο ην ζρήκα, ε f είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην , ρσξίο λα είλαη  f x 0   γηα θάζε x . 

 

90. Να δώζεηε ηνπο νξηζκνύο γηα ην ηνπηθό κέγηζην Κ 2012, ην ηνπηθό ειάρηζην Κ 2015 θαη ην ηνπηθό   

      αθξόηαην. 

 

   Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 0x A  ηνπηθό    

    κέγηζην, όηαλ ππάξρεη 0  , ηέηνην ώζηε  0f (x) f (x )   γηα θάζε  0 0x A (x ,x )    . 

    Τν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ κεγίζηνπ, ελώ ην 0f (x )  ηνπηθό κέγηζην ηεο  f. 

  y 

 O  x 

 y=g(x)+c 

 y=g(x) 
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 Μία ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 0x A  ηνπηθό  

    ειάρηζην, όηαλ ππάξρεη 0  , ηέηνην ώζηε 0f (x) f (x ) ,  γηα θάζε  0 0x A (x ,x )    . 

    Τν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ ειαρίζηνπ, ελώ ην 0f (x )  ηνπηθό ειάρηζην ηεο  f. 

   Τα ηνπηθά κέγηζηα θαη ηα ηνπηθά ειάρηζηα ηεο f ιέγνληαη ηνπηθά αθξόηαηα απηήο. 

 

91. Να δηαηππώζεηε θαη λα απνδείμεηε ην ζεώξεκα ηνπ Fermat.  

    Κ 2011, Κ 2004, Ε 2013, Ε 2016, Ε 2017 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη 0x  έλα  εζσηεξηθό  ζεκείν ηνπ Γ. Αλ ε  f  

παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην  0x θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό, ηόηε:   0f x 0   

Απόδεημε 

Αο ππνζέζνπκε όηη ε  f  παξνπζηάδεη ζην 0x  ηνπηθό κέγηζην. 

Δπεηδή ην 0x  είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ θαη ε  f  

παξνπζηάδεη ζ’ απηό ηνπηθό κέγηζην, ππάξρεη δ 0  ηέηνην, ώζηε 

 0 0x δ,x δ Γ    θαη 

   0f x f x , γηα θάζε  0 0x x δ,x δ   .     (1) 

Δπεηδή, επηπιένλ, ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , ηζρύεη 

 
       

0 0

0 0

0
x x x x

0 0

f x f x f x f x
f x lim lim

x x x x  

 
  

 
.  Δπνκέλσο, 

— αλ  0 0x x δ,x  , ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη  
   0

0

f x f x
0

x x





, νπόηε ζα έρνπκε 

   
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0

x x


  


          (2) 

— αλ  0 0x x ,x δ  , ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη 
   0

0

f x f x
0

x x





, νπόηε ζα έρνπκε 

    
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0

x x


  


.        (3) 

Έηζη, από ηηο (2) θαη (3) έρνπκε  0f x 0  . Η απόδεημε γηα ηνπηθό ειάρηζην είλαη αλάινγε.       

 

92. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

  « Έζησ ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Δ θαη 0
x  έλα  εζσηεξηθό  ζεκείν ηνπ Δ.  

     Αλ ε f  παξνπζηάδεη αθξόηαην ζην ζεκείν 
0

x  ηόηε  0
f x 0  ». 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

β) Η ζπλάξηεζε  f x x , x   παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 0x 0  αθνύ    f x 0 f 0   γηα θάζε  

   x  , όκσο ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό θαη δελ νξίδεηαη ην  f 0 . 

 

93. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

  « Έζησ ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Δ θαη 0
x  έλα  εζσηεξηθό  ζεκείν ηνπ Δ.  

     Αλ  0
f x 0   ηόηε ε f  παξνπζηάδεη αθξόηαην ζην ζεκείν 

0
x ». 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Χεπδήο 

  y 

 O 

 f (x0) 

 x0δ  x0+δ  x0  x 
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β) Η ζπλάξηεζε   3f x x , x   έρεη  f 0 0   όκσο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  θαη δελ έρεη  

    αθξόηαηα. 

 

94. Πνηεο είλαη νη πηζαλέο ζέζεηο ηνπηθώλ αθξόηαησλ θαη πνηα ζεκεία νλνκάδνληαη θξίζηκα; Ε 2013 

 

Οη  πηζαλέο ζέζεηο ησλ ηνπηθώλ αθξνηάησλ  κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ είλαη: 

1. Τα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε παξάγσγνο ηεο  f  κεδελίδεηαη. 

2. Τα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγσγίδεηαη. 

3. Τα άθξα ηνπ Γ (αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο). 

Τα  εζσηεξηθά  ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγσγίδεηαη θαη είλαη ζπλερήο ή ε παξάγσγόο ηεο είλαη 

ίζε κε ην κεδέλ, ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία ηεο  f  ζην δηάζηεκα Γ. 

 

95. Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα  ( , ) , κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν    

      ηνπ 0
x ,ζην νπνίν όκσο ε  f  είλαη ζπλερήο. Να απνδείμεηε όηη: 

i) Αλ   f x 0  ζην  
0

,x  θαη   f x 0  ζην  0
x , , ηόηε ην  0

f x  είλαη ηνπηθό κέγηζην ηεο  f. 

     Ε 2012, K 2016 

ii) Αλ   f x 0  ζην  
0

,x  θαη   f x 0  ζην  0
x , , ηόηε ην  0

f x  είλαη ηνπηθό ειάρηζην ηεο  f. 

 

 i) Δπεηδή  f x 0   γηα θάζε  0x ,x   θαη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x , ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην     

    0, x . Έηζη έρνπκε      0f x f x ,  γηα θάζε   0x ,x  . (1) 

   Δπεηδή  f x 0   γηα θάζε  0x x ,   θαη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x , ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  

    0x , . Έηζη έρνπκε:    0f x f x ,  γηα θάζε   0x x ,  .  (2) 

   Δπνκέλσο, ιόγσ ησλ (1) θαη (2), ηζρύεη:    0f x f x ,  γηα θάζε   x ,   , πνπ ζεκαίλεη όηη ην  0f x      

   είλαη κέγηζην ηεο  f  ζην  ,   θαη άξα ηνπηθό κέγηζην απηήο. 

 ii) Δξγαδόκαζηε αλαιόγσο. 

 

96. Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα   , , κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν ηνπ    

   0
x ,ζην νπνίν όκσο ε  f  είλαη ζπλερήο.  Αλ  ε  f x  δηαηεξεί πξόζεκν ζην      

0 0
,x x , , λα  

   απνδείμεηε όηη ην  0
f x  δελ είλαη ηνπηθό αθξόηαην θαη ε  f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην   , . 

     Ε 2014, Ε2018 

 

Έζησ όηη  f x 0  ,  γηα θάζε     0 0x ,x x ,    . 

Δπεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x  ζα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα  0, x  θαη 

 0x , . Δπνκέλσο, γηα 
1 0 2x x x   ηζρύεη      1 0 2f x f x f x  . Άξα ην  0f x  δελ είλαη ηνπηθό 

αθξόηαην ηεο  f. Θα δείμνπκε, ηώξα, όηη ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ,  . Πξάγκαηη, έζησ 

 1 2x ,x ,    κε 
1 2x x . 

— Αλ  1 2 0x ,x ,x  , επεηδή ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, x , ζα ηζρύεη    1 2f x f x . 

— Αλ  1 2 0x ,x x ,  , επεηδή ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 0[x , ) , ζα ηζρύεη    1 2f x f x . 

— Τέινο, αλ 1 0 2x x x  , ηόηε όπσο είδακε      1 0 2f x f x f x  .  

Δπνκέλσο, ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ηζρύεη    1 2f x f x , νπόηε ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ,  . 

Οκνίσο, αλ  f x 0   γηα θάζε    0 0x ,x x ,    . 

 

97. Έζησ κηα ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Δ θαη παξαγσγίζηκε ζην εζσηεξηθό ηνπ Δ, πόηε  

      ζα ιέκε όηη ε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ θαη πόηε πξνο ηα θάησ;  

     Κ 2006, Κ 2010, Κ 2013 
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Έζησ κία ζπλάξηεζε  f ζπλερήο  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε  ζην εζσηεξηθό ηνπ Γ. Θα ιέκε όηη: 

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη θπξηή ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

εζσηεξηθό ηνπ Γ. 

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  

εζσηεξηθό ηνπ Γ. 

 

98. Με βάζε πνην ζεώξεκα εμεηάδνπκε ηελ θπξηόηεηα κηαο ζπλάξηεζεο f; Ιζρύεη ην αληίζηξνθό    

      ηνπ; Δώζηε παξάδεηγκα. 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  ζπλερήο ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην 

εζσηεξηθό ηνπ Γ. 

 Αλ f (x) 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ, ηόηε ε  f  είλαη θπξηή ζην Γ 

 Αλ f (x) 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ, ηόηε ε  f  είλαη θνίιε ζην Γ. 

Τν αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο δελ ηζρύεη. Γηα παξάδεηγκα,  

έζησ ε ζπλάξηεζε   4f x x  (Σρ. 42). Δπεηδή ε   3f x 4x    

είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , ε 4f (x) x  είλαη θπξηή ζην .  

Δληνύηνηο, ε f   δελ είλαη ζεηηθή ζην 0  αθνύ  f 0 0  . 

 

99. Πνηα είλαη  ε ζρεηηθή ζέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο f κε κία εθαπηνκέλε  

      ηεο κε βάζε ηε θπξηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο f; 

 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή (αληηζηνίρσο θνίιε) ζ’ έλα δηάζηεκα Γ, ηόηε ε  

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζε θάζε ζεκείν ηνπ Γ βξίζθεηαη  

“θάησ” (αληηζηνίρσο “πάλσ”) από ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε , κε εμαίξεζε ην  

ζεκείν επαθήο ηνπο. 

 

100. Πόηε ην ζεκείν Α   0 0
x ,f x  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f; 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα  ,  , κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν ηνπ  0x . Αλ 

    ε  f είλαη θπξηή ζην  0, x  θαη θνίιε ζην  0x , , ή αληηζηξόθσο, θαη 

    ε fC  έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν   0 0A x ,f x , 

      ηόηε ην ζεκείν   0 0A x ,f x  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f. 

 

101. Πνηεο είλαη νη πηζαλέο ζέζεηο ζεκείσλ θακπήο;  

     Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε θαη ην ζεκείν 
0 0

A(x ,f(x ))  είλαη ζεκείν  

     θακπήο ηεο, ηόηε πνηα ζρέζε ηζρύεη γηα ηε δεύηεξε παξάγσγν ηεο f ζην 
0

x ; 

      Πόηε έλα ζεκείν είλαη βέβαην ζεκείν θακπήο; Ε 2017 

 

Οη πηζαλέο ζέζεηο ζεκείσλ θακπήο κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ είλαη:  

 i) ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε f  κεδελίδεηαη, θαη 

ii) ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία δελ ππάξρεη ε f  . 

Αλ ην   0 0A x ,f x  είλαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  θαη ε  f  είλαη δπν θνξέο 

παξαγσγίζηκε, ηόηε  0f x 0  .  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα  ,   θαη  0x ,   .Αλ  

 ε f   αιιάδεη πξόζεκν εθαηέξσζελ ηνπ 0x  θαη 

        νξίδεηαη εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην   0 0A x ,f x  

        ηόηε ην   0 0A x ,f x  είλαη ζεκείν θακπήο. 

 

 y=x4 

 O  x 

 y 
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102. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

  « Η ζπλάξηεζε   3 2
f x x x x , , ,             θαη 0   έρεη πάληα έλα ζεκείν θακπήο». 

α) Είλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

 

α) Αιεζήο 

β) Δίλαη   2f x 3αx 2βx γ     θαη  f x 6αx 2β    . Δίλαη 
β β

f , , f ,
3α 3α

   
     
   

4 3  , νπόηε έρεη  

   ζεκείν θακπήο ην 
β β

,f
3α 3α

  
   

  
 . 

 

103. Πόηε ε επζεία 
0

x x  ιέγεηαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f;  

      Κ 2010, Ε 2003,Ε 2015 

 

Αλ έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα όξηα  
0x x

lim f x


,  
0x x

lim f x


 είλαη   ή  , ηόηε ε επζεία x x 0  ιέγεηαη 

θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f. 

 

104. Πόηε ε επζεία y   ιέγεηαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f       

     ζην   (αληηζηνίρσο ζην );  Κ 2007, Ε 2016 

 

Αλ 
x
lim f (x)


  (αληηζηνίρσο 
x
lim f (x) )


 , ηόηε ε επζεία y   ιέγεηαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην   (αληηζηνίρσο ζην ). 

 

105. Πόηε ε επζεία   y x  ιέγεηαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f   

      ζην ,  (αληηζηνίρσο ζην  ); Κ 2005, Κ 2011 

 

Η επζεία y x    ιέγεηαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  , αληηζηνίρσο ζην , αλ 

   
x
lim f x x 0


       , αληηζηνίρσο    
x
lim f x x 0


       . 

 

Θεώξεκα: Η επζεία y ιx β   είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  , αληηζηνίρσο        

                   ζην  , αλ θαη κόλν αλ 
 

x

f x
lim ι

x
    θαη   

x
lim f x ιx β


       

                   αληηζηνίρσο 
 

x

f x
lim ι

x
    θαη   

x
lim f x ιx β


       

 

ΥΟΛΙΑ 

1. Απνδεηθλύεηαη όηη: 

   — Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο βαζκνύ κεγαιύηεξνπ ή ίζνπ ηνπ 2 δελ έρνπλ αζύκπησηεο. 

    — Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 
P(x)

Q(x)
, κε βαζκό ηνπ αξηζκεηή  P x  κεγαιύηεξν ηνπιάρηζηνλ θαηά δύν ηνπ 

βαζκνύ ηνπ παξνλνκαζηή, δελ έρνπλ πιάγηεο αζύκπησηεο. 

2. Σύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο, αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο f      

αλαδεηνύκε: 

 — Σηα άθξα ησλ δηαζηεκάησλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζηα νπνία ε  f  δελ νξίδεηαη. 

— Σηα ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ζηα νπνία ε  f  δελ είλαη ζπλερήο. 

—Σην  ,  ,εθόζνλ ε ζπλάξηεζε είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( α ,αληηζηνίρσο ( , )   
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106. Να δηαηππώζεηε ηνπο θαλόλεο De L’ Hospital 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ν (κνξθή 
0

0
) 

Αλ 
0x x

lim f (x) 0


 , 
0x x

lim g(x) 0


 , 0x { , }     θαη ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 (πεπεξαζκέλν ή 

άπεηξν), ηόηε:
0 0x x x x

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x) 





. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ν (κνξθή 



) 

Αλ 
0x x

lim f (x)


  , 
0x x

lim g(x)


  , 0x { , }     θαη ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 (πεπεξαζκέλν ή 

άπεηξν), ηόηε: 
0 0x x x x

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x) 





. 
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΚΟ ΛΟΓΙΜΟ 

 

107. Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Ση νλνκάδεηε αξρηθή ζπλάξηεζε    

     ή παξάγνπζα ηεο  f  ζην Δ ; Ε 2006,Ε 2011,Ε 2014 

 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αξρηθή ζπλάξηεζε ή παξάγνπζα ηεο  f  ζην Γ  

νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε F πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην Γ θαη ηζρύεη    F x f x  ,  γηα θάζε  x . 

 

108. Να απνδείμεηε όηη: 

 Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην Δ, ηόηε 

    όιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο       G x F x c , c ,είλαη παξάγνπζεο ηεο f ζην Δ θαη 

    θάζε άιιε παξάγνπζα G  ηεο  f  ζην Δ παίξλεη ηε κνξθή      G x F x c ,   c . 

 Κ 2010, Ε 2001, Ε 2003, Ε 2015 

 

 Κάζε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο G(x) F(x) c  , όπνπ c , είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f ζην Γ,     

   αθνύ G (x) (F(x) c) F (x) f (x)      ,  γηα θάζε  x . 

 Έζησ G είλαη κηα άιιε παξάγνπζα ηεο  f  ζην Γ. Τόηε γηα θάζε x  ηζρύνπλ     

  F (x) f (x)   θαη G (x) f (x)  , νπόηε G (x) F (x)  ,  γηα θάζε  x . 

  Άξα,  ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε  G(x) F(x) c  ,  γηα θάζε  x .     

 

109. Να απνδείμεηε όηη  ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

      ζπλάξηεζεο    2
f x x , ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηηο επζείεο  x 0  θαη x 1  είλαη   

1
E

3
. 

 

           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μηα κέζνδνο λα πξνζεγγίζνπκε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη ε εμήο:  

Φσξίδνπκε ην δηάζηεκα ]1,0[  ζε ν ηζνκήθε ππνδηαζηήκαηα, κήθνπο 
ν

xΓ
1

 , κε άθξα ηα ζεκεία: 00 x ,     

ν
x

1
1  ,     

ν
x

2
2  , ………….…., 

ν

ν
xν

1
1


 ,     1

ν

ν
xν . 

 Σρεκαηίδνπκε ηα νξζνγώληα κε βάζεηο ηα ππνδηαζηήκαηα απηά θαη ύςε ηελ ειάρηζηε ηηκή     

    ηεο  f  ζε θαζέλα από απηά. (Σρ. 6). Μηα πξνζέγγηζε ηνπ εκβαδνύ πνπ δεηάκε είλαη ην      

    άζξνηζκα, νε , ησλ εκβαδώλ ησλ παξαπάλσ νξζνγσλίσλ. Γειαδή, ην: 

     
1 1 1 2 1 1 1

f (0) f f f

      
          

            



















 




















222

2 121
0

1

ν

ν

ννν
  

          ])1(21[
1 222

3
 ν

ν


2

2

3 6

132

6

)12()1(1

ν

ννννν

ν





 . 

 

 

 

 

 1 

 Ω 

 1  O  x 

 y 

 y=x2 
  

 

 
2
v   

1
v   

v
v
1

 

 1 

 1  O  x 

 y 
  

 . . . 

 y=x2 
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 Αλ, ηώξα, ζρεκαηίζνπκε ηα νξζνγώληα κε βάζεηο ηα παξαπάλσ  

   ππνδηαζηήκαηα θαη ύςε ηελ κέγηζηε ηηκή ηεο  f  ζε θαζέλα απ’ απηά     

   (Σρ. 7), ηόηε ην άζξνηζκα 

1 1 2 1 1
f f f

     
         

          
 

    ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ απηώλ είλαη κηα αθόκε πξνζέγγηζε ηνπ  

   δεηνύκελνπ εκβαδνύ.  Δίλαη όκσο, 
2 2 2

1 1 2 1 1 1 1 2
f f f

             
                     

                      

   

         
)21(

1 222

3
ν

ν
 

2

2

3 6

132

6

)12)(1(1

ν

ννννν

ν





 . 

Τν δεηνύκελν, όκσο, εκβαδόλ Δ βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ 
  θαη E

. Γειαδή ηζρύεη 
      , νπόηε

 lim lim 
 

     .   Δπεηδή 
1

lim lim
3

 
 

    , έρνπκε  
1

3
  . 

 

110. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ Ω πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο  

       ζπλάξηεζεο f κε  f x 0 , ηνλ άμνλα x΄x θαη ηηο επζείεο x = α θαη x = β. 

 

Γηα λα νξίζνπκε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ψ εξγαδόκαζηε σο εμήο: 

 Φσξίδνπκε ην δηάζηεκα [ , ]   ζε λ ηζνκήθε ππνδηαζηήκαηα, 

κήθνπο x


 


, κε ηα ζεκεία

0 1 2x x x ... x       . 

 Σε θάζε ππνδηάζηεκα 1[x , x ]   επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα 

ζεκείν   θαη ζρεκαηίδνπκε ηα νξζνγώληα πνπ έρνπλ βάζε x  

θαη ύςε ηα f ( ) . Τν άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ 

απηώλ είλαη

1 2 1S f ( ) x f ( ) x f ( ) x [f ( ) f ( )] x                   

 Υπνινγίδνπκε ην lim S


. 

Απνδεηθλύεηαη όηη ην lim S


 ππάξρεη ζην  θαη είλαη αλεμάξηεην από ηελ επηινγή ησλ ζεκείσλ  . Τν 

όξην απηό νλνκάδεηαη εκβαδόλ ηνπ επηπέδνπ ρσξίνπ Ψ θαη ζπκβνιίδεηαη κε    . Δίλαη θαλεξό όηη 

( ) 0   .  

 

111. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο f ζην   , . 

 

Με ηα ζεκεία 0 1 2x x x ... x        

 ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα [ , ]   ζε λ ηζνκήθε 

ππνδηαζηήκαηα κήθνπο x


 


.  

Σηε ζπλέρεηα επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα 

1[x ,x ]    , γηα θάζε {1,2,..., }  , θαη 

ζρεκαηίδνπκε ην άζξνηζκα 

 

 xv-1  ξv 

 y=f (x) 

 ξk 

 ξ2  ξ1 

 x 

 x2  x1  xv=β  a=x0  O 

 y 

 

 

 
v
v
1

  
2
v   

1
v  

 1 

 1  O  x 

 y 
  

 . . . 

 y=x2 

 

 
Δx

β a

v


 

 xν-1  x2 ...  x1  xν=β  α=x0  ξν  ξk 

 Ω 

 ξ2  ξ1  O 

 x 

 y=f (x) 
 y 

 f(ξ1)  f(ξ2) 
 f(ξk) 

 f(ξν) 

 xk ...  xk-1 
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1 2S f ( ) x f ( ) x f ( ) x f ( ) x                 ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη, ζύληνκα, σο εμήο: 

1

S f ( ) x


 



    (1)
 .Απνδεηθλύεηαη όηη,  

“Τν όξην ηνπ αζξνίζκαηνο S , δειαδή ην 
λ

θ
λ

θ 1

lim f (μ )Γx




 
 
 
   (1) ππάξρεη ζην  θαη είλαη αλεμάξηεην από 

ηελ επηινγή ησλ ελδηάκεζσλ ζεκείσλ  ”.  

Τν παξαπάλσ όξην (1) νλνκάδεηαη νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο  f  από ην α ζην β, 

ζπκβνιίδεηαη κε  f x dx


  θαη δηαβάδεηαη “νινθιήξσκα ηεο  f  από ην α ζην β”. Γειαδή,             

λβ

θ
α λ

θ 1

f (x)dx lim f (μ )Γx




 
  

 
  

Από ηνπο νξηζκνύο ηνπ εκβαδνύ θαη ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο πξνθύπηεη όηη:  

Αλ f (x) 0  γηα θάζε x [ , ]   , ηόηε ην νινθιήξσκα f (x)dx


  δίλεη ην 

εκβαδόλ E( )  ηνπ ρσξίνπ Ψ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο  f  ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο x   θαη x   . Γειαδή,        

 f x dx ( )



   .  

Δπνκέλσο  Αλ f (x) 0 , ηόηε f (x)dx 0



  

 

112. Πνηεο νη ηδηόηεηεο ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο; 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ν 

Έζησ f ,g   ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζην [ , ]   θαη ,  . Τόηε ηζρύνπλ 

              f (x)dx f (x)dx
 

 
     

              [f (x) g(x)]dx f (x)dx g(x)dx
  

  
      θαη γεληθά 

              [ f (x) g(x)]dx f (x)dx g(x)dx
  

  
        

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ν 

Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζε δηάζηεκα Γ θαη , ,   , ηόηε ηζρύεη   f (x)dx f (x)dx f (x)dx
  

  
     

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3ν 

Έζησ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα[ , ]  . Αλ f (x) 0  γηα θάζε x [ , ]    θαη ε ζπλάξηεζε  

f  δελ είλαη παληνύ κεδέλ ζην δηάζηεκα απηό, ηόηε  f (x)dx 0



 . 

 

113. Πνηνο είλαη ν ηύπνο ηεο θαηά παξάγνληεο νινθιήξσζεο; 

 

           f x g x dx f x g x f x g x dx
 

 
        όπνπ f ,g   είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζην  ,  . 

 

114. Πνηνο είλαη ν ηύπνο ηεο νινθιήξσζεο κε αιιαγή κεηαβιεηήο; 

 

      
2

1

u

u
f g x g x dx f u du




   , 

όπνπ f ,g  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο,  u g x ,  du g x dx  θαη   1u g  ,  2u g  . 

                                                     

 

 

 β  α 

 Ω 

 O  x 

 y=f (x) 

 y 
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115. Αλ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ΄ έλα δηάζηεκα Δ θαη α έλα ζεκείν ηνπ Δ, λα γξάςεηε ηη  

     γλσξίδεηε ζπλάξηεζε    


 
x

F x f t dt . 

 

Η ζπλάξηεζε F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Γ, δειαδή 

      
x

F x f t dt f x



    γηα θάζε x . 

  Δπνπηηθά ην ζπκπέξαζκα ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο πξνθύπηεη σο εμήο: 
x h

x
F(x h) F(x) f (t)dt



    Δκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ψ f (x) h  ,γηα κηθξά  

h 0 . 

Άξα, γηα κηθξά h 0  είλαη  
F(x h) F(x)

f (x)
h

 
 ,νπόηε

h 0

F(x h) F(x)
F (x) lim f (x)

h

 
    

 

116. Να δηαηππώζεηε ην ζεκειηώδεο ζεώξεκα νινθιεξσηηθνύ ινγηζκνύ θαη λα ην απνδείμεηε.  

      Κ 2002, Κ 2013, Ε 2008, Κ2018 

 

Έζησ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα  α,β . Αλ G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην  α,β ,  

ηόηε:        
β

α
f t dt G β G α  . 

Απόδεημε 

 

Η ζπλάξηεζε    
x

α
F x f t dt     είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην  α,β  . Δπεηδή θαη ε G είλαη κηα      

παξάγνπζα ηεο  f  ζην  α,β  , ζα ππάξρεη c  ηέηνην, ώζηε     G x F x c  . (1) 

Από ηελ (1), γηα x  , έρνπκε      G F c f t dt c c



       , νπόηε  c G  . 

Δπνκέλσο,       G x F x G    νπόηε, γηα x   , έρνπκε  

         G F G f t dt G



        θαη άξα      

β

α
f t dt G β G α  .        

 

117. Έζησ, δπν ζπλαξηήζεηο  f  θαη g, ζπλερείο ζην δηάζηεκα [ , ]   κε f(x) g(x) 0   γηα θάζε  

      x [ , ]   . Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο  

       παξαζηάζεηο ησλ f,g, θαη ηηο επζείεο x = α θαη x = β είλαη:   E( ) (f (x) g(x))dx



    

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Παξαηεξνύκε όηη 

        1 2( ) ( ) ( ) f x dx g x dx f x g x dx
  

  
            . Δπνκέλσο, 

    E( ) f x g x dx



   . 

 

 

 β   x   x+h  α  O 

 x 

 F(x) 

 f (x) 

 y=f (x) 

 y 

 Ω 

 

 Ω2 

 (γ) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y  

 Ω1 

 (β) 
 O  x 

 y=f (x) 
 y  

 Ω 

 (α) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y=f (x) 
 y 
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118. Έζησ, δπν ζπλαξηήζεηο  f  θαη g, ζπλερείο ζην δηάζηεκα [ , ]   κε    g x f x 0   γηα   

      θάζε x [ , ]   . Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο  

      παξαζηάζεηο ησλ f,g, θαη ηηο  επζείεο x = α θαη x = β είλαη:       E( ) (f (x) g(x))dx



    

 

Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο f ,g  είλαη ζπλερείο ζην [ , ]  , ζα ππάξρεη αξηζκό c  ηέηνηνο ώζηε 

f (x) c g(x) c 0    , γηα θάζε x [ , ]   . Δίλαη θαλεξό όηη ην ρσξίν Ψ έρεη ην ίδην εκβαδόλ κε ην 

ρσξίν     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν (1), έρνπκε

( ) ( ) [(f (x) c) (g(x) c)]dx (f (x) g(x))dx
 

 
            .Άξα E( ) (f (x) g(x))dx




   . 

 

119. Έζησ, κηα ζπλάξηεζε g ζπλερήο ζην δηάζηεκα [ , ]   κε  g x 0  γηα θάζε x [ , ]    Να   

       απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε  

       ηεο g, ηνπ άμνλα x΄x θαη ηηο επζείεο x = α θαη x = β είλαη:  E( ) g(x)dx



    

 

Δπεηδή ν άμνλαο x x  είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f (x) 0 , έρνπκε 

E( ) (f (x) g(x))dx [ g(x)]dx g(x)dx
  

  
         . 

Δπνκέλσο, αλ γηα κηα ζπλάξηεζε g ηζρύεη  g x 0  γηα θάζε  x α,β , 

ηόηε   E( ) g x dx



    

 

 β 

 Ω 

 α 
 O 

 x 

 y=g (x) 

 y 

 

 

 β  α 

 (α) 

 Ω 

 O  x 

 y 

 y=g (x) 

 y=f (x) 

 

 β  α 

 (β) 

 Ω΄ 

 O  x 

 y 

 y=f (x)+c 

 y=g (x)+c 


