ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο ( ΤΡΙΓΩΝΑ ΚΑΙ ΚΥΚΛΟΙ)

ΤΡΙΓΩΝΑ ΓΕΝΙΚΑ - ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΙΣΟΤΗΤΑΣ – ΒΑΣΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ  ( § 3.1 - §3.6 )
	
[image: image1.wmf]·

Ένα τρίγωνο ΑΒΓ: έχει κορυφές  τα σημεία Α, Β, Γ,  πλευρές  τα τμήματα  
    ΑΒ (ή γ),  ΒΓ (ή α ),  ΓΑ (ή β) και γωνίες τις  
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 Κύρια  στοιχεία τριγώνου: λέγονται οι πλευρές και οι γωνίες του 
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Περίμετρος τριγώνου: είναι το άθροισμα  α+β+γ  των πλευρών του  

    και συμβολίζεται  2τ. Η ημιπερίμετρός του είναι  τ = (α+β+γ)/2
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Ταξινόμηση τριγώνων ως προς τις πλευρές
	
[image: image6.wmf]·

Σκαληνό: όταν έχει όλες τις πλευρές του άνισες 


[image: image7.wmf]·

Ισοσκελές: όταν έχει δύο πλευρές του ίσες. Στο   ισοσκελές  τρίγωνο  ΔΕΖ  με ΔΕ = ΔΖ  η πλευρά ΕΖ λέγεται βάση  και το Δ  κορυφή του ισοσκελούς.

[image: image8.wmf]·

Ισόπλευρο: όταν έχει όλες τις πλευρές του ίσες . Είναι και  ισοσκελές με τρείς βάσεις.
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Ταξινόμηση τριγώνων ως προς τις γωνίες
	
[image: image10.wmf]·

Οξυγώνιο: όταν έχει όλες τις γωνίες του οξείες 


[image: image11.wmf]·

Ορθογώνιο: όταν έχει μια γωνία ορθή. Η πλευρά που   βρίσκεται απέναντι από την ορθή γωνία λέγεται υπο-

  τείνουσα και οι άλλες δύο λέγονται κάθετες πλευρές  


[image: image12.wmf]·

αμβλυγώνιο: όταν έχει μια γωνία αμβλεία 
	[image: image13.emf]Α

Β

Γ

Δ

Ε Ζ

Η

Θ

Ι




Δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου
	
[image: image14.wmf]·

Διάμεσος : λέγεται το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει μια κορυφή με το μέσο της απέναντι πλευράς π.χ. η ΑΜ στο τρίγωνο ΑΒΓ. Οι διάμεσοι που αντιστοιχούν στις πλευρές α , β και γ συμβολίζονται με   μα ,  μβ  και μγ αντίστοιχα.

[image: image15.wmf]·

Διχοτόμος: λέγεται το ευθύγραμμο τμήμα της διχοτόμου μιας γωνίας, από την κορυφή της μέχρι την απέναντι πλευρά.  π.χ. η ΑΔ  είναι η διχοτόμος της γωνίας Α τού τριγώνου  ΑΒΓ. Οι διχοτόμοι των γωνιών Α, Β και Γ του τριγώνου συμβολίζονται με δα , δβ και δγ αντίστοιχα. 



[image: image16.wmf]·

Ύψος: λέγεται το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα, που άγεται από μια κορυφή προς την απέναντι πλευρά.   π.χ. το ΑΚ  στο τρίγωνο ΑΒΓ . Τα ύψη που φέρονται από τις κορυφές Α, Β και Γ συμβο​λίζονται αντίστοιχα με υα ,υβ και υγ.
· 
[image: image17.wmf]>

Αν από σημείο Α ακτός ευθείας  ΒΓ  φέρουμε  το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα ΑΚ στην ΒΓ τότε το σημείο Κ λέγεται:

  προβολή του Α στην ΒΓ  ή  ίχνος της καθέτου ΑΚ
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Η  ισότητα τριγώνων  γενικά

Δύο τρίγωνα είναι ίσα αν μετά από κατάλληλη  μετατόπιση ταυτίζο​νται. Συνεπώς:
	
[image: image19.wmf]·

Δύο ίσα τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους 

   και τις γωνίες τους ίσες μία προς μία.
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Σε δύο ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες πλευρές 

   βρίσκονται ίσες γωνίες και αντίστροφα.


[image: image21.wmf]>

 Οι ίσες πλευρές που βρίσκονται απέναντι από ίσες γωνίες λέγονται αντίστοιχες ή ομόλογες.

[image: image22.wmf]>

 Οι ίσες γωνίες που βρίσκονται απέναντι από ίσες πλευρές λέγονται αντίστοιχες ή ομόλογες.


	τριγΑΒΓ = τριγΔΕΖ
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Κριτήρια  ισότητας τριγώνων                                                   
Κριτήρια ισότητας τυχαίων τριγώνων  (χωρίς απόδειξη)
Τα κριτήρια ισότητας είναι προτάσεις, που  μας εξασφαλίζουν την ισότητα δύο τριγώνων από την ισότητα τριών μόνο κατάλληλων στοιχείων τους.

	1ο κριτήριο (Π-Γ-Π)

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα.
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Αν  ΑΒ=ΔΕ , ΑΓ=ΔΖ , 
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  τότε  τριγΑΒΓ=τριγΔΕΖ

	2ο κριτήριο (Γ-Π-Γ)

Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
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Αν  ΒΓ=ΕΖ , 
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  τότε  τριγΑΒΓ=τριγΔΕΖ

	3ο κριτήριο (Π-Π-Π)

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες   μία προς μία , τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
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Αν  ΑΒ=ΔΕ , ΑΓ=ΔΖ , ΒΓ=ΕΖ  τότε  τριγΑΒΓ=τριγΔΕΖ


Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων  (χωρίς απόδειξη)
	1ο κριτήριο (Κ-Κ)

Αν δύο ορθογώνια  τρίγωνα έχουν τις κάθετες πλευρές  τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.
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Αν   ΑΒ=ΔΕ , ΑΓ=ΔΖ   τότε   τριγΑΒΓ=τριγΔΕΖ

	2ο κριτήριο (Κ-Π)

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μια κάθετη πλευρά και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.
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Αν   ΑΒ=ΔΕ , 
[image: image32.wmf]$
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τότε   τριγΑΒΓ=τριγΔΕΖ

	3ο κριτήριο (Υ-Π)

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτεί- νουσα και μία οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.
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άτιτλο-d1


Αν   ΒΓ=ΕΖ , 
[image: image34.wmf]$
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τότε   τριγΑΒΓ=τριγΔΕΖ

	4ο κριτήριο (Υ-Κ)

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτεί- νουσα και μία κάθετη πλευρά αντίστοιχα ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.
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άτιτλο-d1


Αν   ΒΓ=ΕΖ , ΑΒ=ΔΕ  τότε   τριγΑΒΓ=τριγΔΕΖ


Παρατηρήσεις – οδηγίες για τις ασκήσεις

1. Όταν θέλουμε να βρούμε τα ίσα στοιχεία δύο τριγώνων λέμε ότι κάνουμε  σύγκριση τριγώνων

2. Πως δείχνουμε την ισότητα 2 ευθυγράμμων τμημάτων  ή 2 γωνιών: 

α) Κάνουμε ένα ακριβές σχήμα. Σχεδιάζουμε σκαληνά  τρίγωνα εκτός αν η εκφώνηση  το απαιτεί διαφορετικά.

β) Εντοπίζουμε δύο τρίγωνα, τα οποία με μια πρώτη παρατήρηση να δείχνουν ίσα και να έχουν απαραίτητα ως στοιχεία τα ζητούμενα τμήματα ή τις ζητούμενες γωνίες.

γ) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα. Αν τα  στοιχεία που συγκεντρώσαμε για τα δύο τρίγωνα  συμφωνούν με τις απαιτήσεις κάποιου  κριτηρίου ισότητας τριγώνων τότε καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι τα τρίγωνα  που συγκρίνουμε είναι ίσα.

δ) Η βασική αρχή που εφαρμόζουμε αφού αποδείξουμε την ισότητα τριγώνων είναι: "Απέναντι από ίσες πλευρές βρίσκονται ίσες γωνίες και απέναντι από ίσες γωνίες βρίσκονται ίσες πλευρές"
Σχόλια

1) Αν τα ίσα στοιχεία των δύο τριγώνων που συγκεντρώθηκαν από την σύγκριση δεν αρκούν, πιθανόν να απαιτείται πρώτα η σύγκριση άλλων τριγώνων, τα οποία αν είναι  ίσα θα  μας εφοδιάσουν με νέα δεδομένα.

2) Όταν τα στοιχεία ενός σχήματος μαζί με τα δεδομένα δεν επαρκούν για την λύση ενός γεωμετρικού θέματος, τότε μπορεί να χρειάζεται  να φέρουμε μία ή περισσότερες βοηθητικές γραμμές.

Βασικές προτάσεις θεωρίας
	1. ( Η μοναδικότητα της καθέτου)

Από σημείο εκτός ευθείας διέρχεται μοναδική κάθετος στην ευθεία.
( Δηλ. από το σημείο Α περνά μόνο μια κάθετη δ στην ευθεία ε)
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	2. ( Η βασική ιδιότητα του ισοσκελούς τριγώνου)

[image: image37.wmf]·

Οι προσκείμενες γωνίες της βάσης ισοσκελούς είναι ίσες.


[image: image38.wmf]·

Η διχοτόμος της γωνίας της κορυφής ισοσκελούς είναι διάμεσος και ύψος.

Απόδειξη 
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άτιτλο-q


Στο ισοσκελές ΑΒΓ  με κορυφή Α   
[image: image40.wmf]g

 η διχοτόμος από την κορυφή 
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 το ύψος από την κορυφή

[image: image42.wmf]g

 και η διάμεσος από την κορυφή
    είναι το ίδιο τμήμα ΑΔ

	
	


	3. ( Το ισόπλευρο, τριπλά ισοσκελές)

Οι γωνίες ισοπλεύρου τριγώνου είναι ίσες και κάθε πλευρά του 
θεωρείται βάση.
	[image: image43.emf]


	4. ( Η μεσοκάθετος ως γεωμετικός τόπος)

α) Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήματος  ισαπέχει από τα άκρα του.

β) Κάθε σημείο πού ισαπέχει από τα άκρα ενός τμήματος ανήκει στη μεσοκάθετό του.
Απόδειξη
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Ώστε: 

Η μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που ισαπέχουν από τα άκρα του τμήματος.

	5. ( Σχέση τόξων και χορδών κύκλου)

α) Αν δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα, τότε και οι χορδές τους είναι ίσες.

β) Aν οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου, μικρότερων του ημικυκλίου, είναι ίσες, τότε και τα τόξα είναι ίσα.
Απόδειξη
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[image: image47.wmf]g

Αν 
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τότε ΑΒ=ΓΔ
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 Αν ΑΒ=ΓΔ τότε 
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	6. ( Η διχοτόμηση χορδής, τόξου και αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας)

Η κάθετος που φέρεται από το κέντρο ενός κύκλου προς μια χορδή του διχοτομεί τη χορδή και το αντίστοιχο τόξο της.
Απόδειξη 
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Αν ΟΚ
[image: image52.wmf]^

ΑΒ τότε
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 ΟΜ διχοτόμος της
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[image: image55.wmf]g

 Μ μέσο του τόξου ΑΒ


	7. ( Σχέση χορδών και αποστημάτων)

Δύο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες αν και μόνο αν τα αποστήματά τους είναι ίσα..
Απόδειξη 
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[image: image57.wmf]g

 Αν ΑΒ=ΓΔ τότε ΟΚ = ΟΛ


[image: image58.wmf]g

 Αν ΟΚ = ΟΛ τότε ΑΒ=ΓΔ




	8. (Η διχοτόμος γωνίας ως γεωμετρικός τόπος)
α) Kάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της 
β) Κάθε εσωτερικό σημείο της γωνίας που ισαπέχει από τις πλευρές είναι σημείο της διχοτόμου.
Απόδειξη
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Ώστε:

Η διχοτόμος γωνίας είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που ισαπέχουν από τις πλευρές της.

Άσκηση 1
Δίνεται οξεία γωνία  
[image: image60.wmf]µ

xOy

. Πάνω στην Οx παίρνουμε σημεία Α , Β  
και στην Οy σημεία  Γ , Δ έτσι ώστε  ΟΑ = ΟΓ και ΟΒ = ΟΔ . 
Αν  οι ΑΔ και ΒΓ   τέμνονται στο σημείο Μ να δείξετε ότι 
το Μ βρίσκεται πάνω στη διχοτόμο της γωνίας  
[image: image61.wmf]µ
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Άσκηση 2

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω ε είναι η ευθεία της πλευράς ΒΓ.

 Στην προέκταση της πλευράς ΑΒ παίρνουμε τμήμα ΒΕ =ΑΒ 

και στην προέκταση της πλευράς ΑΓ παίρνουμε τμήμα ΓΖ=ΑΓ. 

Να δείξετε ότι τα σημεία Ε , Ζ ισαπέχουν από την ευθεία ε.
► Αν τα ίσα στοιχεία των δύο τριγώνων που συγκεντρώθηκαν από την σύγκριση δεν αρκούν, πιθανόν να απαιτείται πρώτα η σύγκριση άλλων τριγώνων, τα οποία αν είναι  ίσα θα  μας εφοδιάσουν με νέα δεδομένα.








► Όταν τα στοιχεία ενός σχήματος μαζί με τα δεδομένα δεν επαρκούν για την λύση ενός γεωμετρικού θέματος, τότε μπορεί να χρειάζεται  να φέρουμε μία ή περισσότερες βοηθητικές γραμμές.
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