Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ  (§1.2)

Εισαγωγή
Η παράγωγος σαν μαθηματική έννοια προηγήθηκε της έννοιας του ορίου, αλλά η αφετηρία για την ανάπτυξη των εννοιών αυτών  ήταν κοινή. Πιο συγκεκριμένα , η έννοια της παραγώγου άρχισε να διαμορφώνεται όταν οι  ερευνητές του 17ου  και του 18ου αιώνος προσπάθησαν να απαντήσουν στα εξής δύο ερωτήματα:

i)  Tι ονομάζεται και πώς ορίζεται η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού.
ii) Πώς ορίζεται η εφαπτομένη σε ένα σημείο μίας καμπύλης;
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Στιγμιαία ταχύτητα

Είναι γνωστό ότι η κίνηση ενός σώματος πάνω σε άξονα μπορεί να περιγραφεί από την συνάρτηση θέσης  S(t)   (ή εξίσωση κίνησης S(t)) , η οποία καθορίζει την θέση του  κινητού για κάθε χρονική στιγμή t
Θα προσεγγίσουμε την έννοια της στιγμιαίας ταχύτητας στην χρονική στιγμή t0 έχοντας σαν παράδειγμα κίνησης την ελεύθερη πτώση στο κενό  με εξίσωση κίνησης  S(t)=
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	Βήμα 1ο
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Ένα υλικό σημείο πέφτει από κάποιο ύψος στο έδαφος. 

H μέση ταχύτητά του από τη χρονική στιγμή t0 έως την t0+h  είναι:
υμ=
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	Βήμα 2ο
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Ελαττώνουμε τώρα την χρονική μεταβολή δίνοντας στο h τιμές  πολύ κοντά στο  0 , δηλαδή  h
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[image: image12.wmf]00

S(th)S(t)

h

+-

= gt0+
[image: image13.wmf]1

2

gh εκφράζει την μεταβολή της μέσης ταχύτητας για πολύ μικρά χρονικά διαστήματα  μετά την χρονική στιγμή t0  
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	Βήμα 3ο
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Το h ‘παίρνει’ την οριακή του τιμή  0  

Τότε η μέση ταχύτητα έχει πάρει την οριακή της τιμή που είναι το            
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Η οριακή αυτή τιμή υ της μέσης ταχύτητας  ονομάζεται 
στιγμιαία ταχύτητα  ή απλώς ταχύτητα του κινητού στην χρονική στιγμή t0 
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Ώστε : Η ταχύτητα ενός κινητού που έχει εξίσωση κίνησης S(t) , κατά την χρονική στιγμή t0 είναι

                                               υ(t0) = 
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Εφαπτομένη καμπύλης
Είναι γνωστό ότι η εφαπτομένη κύκλου είναι η ευθεία που έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον κύκλο. Ο ορισμός αυτός δεν μπορεί να γενικευθεί για οποιαδήποτε καμπύλη. 
Θα προσεγγίσουμε την έννοια της εφαπτομένης σε σημείο A(x0,y0) μιας καμπύλης C, που είναι γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f
	Βήμα 1ο
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Θεωρούμε ένα σταθερό σημείο Α(x0 , f(x0)) , καθώς και ένα άλλο μεταβλητό σημείο Μ(x0+h , f(x0+h)) της καμπύλης  C
Η χορδή ΑM έχει συντελεστή διεύθυνσης  λΑΜ = 
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	Βήμα 2ο
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Το Μ αρχίζει και κινείται πάνω στην καμπύλη προς το σημείο Α

Τότε όμως     
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  οπότε και    ο λόγος  
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 εκφράζει την  μεταβολή του συντελεστή διεύθυνσης για πολύ μικρά διαστήματα γύρω από το x0
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	Βήμα 3ο

[image: image29.wmf]·

Το Μ ‘φθάνει’ στην οριακή θέση του που είναι το σημείο Α , οπότε και

η χορδή ΑΜ παίρνει μια οριακή θέση που είναι μία  ευθεία ε

Η οριακή αυτή ευθεία ε είναι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης στο σημείο Α(x0,f(x0))
Συνοψίζοντας τις παραπάνω μεταβολές έχουμε:
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Δηλαδή      λε = 
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Ώστε:  Η  εφαπτομένη στο σημείο Α(x0 , f(x0)) της γραφικής παράστασης Cf  ορίζεται ως η ευθεία  ε που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης         λε=
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Παράγωγος σε σημείο x0

Έστω συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού Α και σημείο x0 
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Ορισμός: Η  f  λέγεται παραγωγίσιμη στο x0 , αν υπάρχει το όριο
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                   Το όριο αυτό λέγεται παράγωγος της f στο x0  και συμβολίζεται  
[image: image42.wmf]f

¢

(x0)
                   Γράφουμε:     
[image: image43.wmf]f

¢

(x0)= 
[image: image44.wmf]00

h0

f(xh)f(x)

lim

h

®

+-


Άσκηση 1:  Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων                        ► Εύρεση της f΄(x0) με τον ορισμό της παραγώγου
                   α) f(x) = x2+3x   στο  σημείο x0=1 
                   β) f(x)=
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        στο  σημείο x0=
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Σχέση παραγώγου και εφαπτομένης καμπύλης 
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 Η παράγωγος σε σημείο x0 του πεδίου ορισμού μιας συνάρτησης  f  είναι ίση με τον συντελεστή διεύθυνσης (κλίση) λ της εφαπτομένης ε στο σημείο Α(x0, f(x0)) της γραφικής  παράστασης Cf    

λ=
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 Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α(x0,y0)  της   Cf :  Είναι  η
y=
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 Κλίση της f στο x0 : Λέγεται η κλίση της εφαπτομένης ε στο Α(x0, f(x0))
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η εφαπτομένη στο σημείο Α(x0,f(x0)) είναι παράλληλη στο χ΄χ
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Άσκηση 2:  Δίνεται η συνάρτηση f(x)= x3 +1
α) Να βρεθεί η παράγωγος της  f στο σημείο x0=2

β) Να βρεθεί  η εξίσωση της εφαπτομένης  της γραφικής παράστασης της f στα σημεία Α(2,f(2)) και Β(1,f(1))
Σχέση παραγώγου και στιγμιαίας ταχύτητας
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 H στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού την χρονική στιγμή t0 , είναι η παράγωγος της συνάρτησης θέσης  S(t)  του κινητού κατά την χρονική στιγμή  t0
                                                  υ(t0) = S΄(t0)
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 Για την εξίσωση κίνησης  S(t) ισχύουν :
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 S(t)=0  ,  το κινητό είναι στην αρχή του άξονα 
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 S(t)
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, κίνηση προς τα δεξιά   -   S(t)
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, κίνηση προς τα αριστερά
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 S(t)>0, θέση επί του θετικού άξονα    -   S(t)<0, θέση επί του αρνητικού  άξονα.
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 S΄(t0) = 0  ,  μηδενισμός της ταχύτητας την χρονική στιγμή t0 
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	Άσκηση 3  Στο διπλανό σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων θέσεως τριών κινητών που κινήθηκαν πάνω στον άξονα χ΄χ στο χρονικό διάστημα από 0 έως 8 sec. Nα βρείτε:

i)   Ποιο κινητό ξεκίνησε από την αρχή του άξονα κίνησης;

ii)  Ποιο κινητό κινήθηκε μόνο προς τα δεξιά:

iii) Ποιο κινητό άλλαξε φορά κίνησης τη χρονική στιγμή t=2 sec ποιο τη χρονική στιγμή t=4 sec και ποιο τη χρονική στιγμή t=5 sec ;

iv) Ποιο κινητό κινήθηκε προς τα αριστερά στο διάστημα  0 έως 4 sec 

v)  Ποιο κινητό τερμάτισε ποιο κοντά στην αρχή του άξονα κίνησης;

vi) Ποιο κινητό διάνυσε το μεγαλύτερο διάστημα;
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	vii) Aν οι ευθείες  ε , ζ , η είναι εφαπτόμενες  των γραφικών παραστάσεων και παράλληλες στον χ΄χ , να ερμηνεύσετε την κίνηση στα αντίστοιχα σημεία

viii) Τι συμπεραίνετε αν οι εφαπτόμενες  θ και  ι  στα αντίστοιχα σημεία είναι παράλληλες;

ix) Ποιο κινητό δεν μηδένισε την ταχύτητά του στο χρονικό διάστημα από 0 έως 8 sec 
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Ρυθμός μεταβολής 
Έστω δύο μεταβλητά μεγέθη x και y που συνδέονται με τον τύπο y=f(x) 

[image: image67.wmf]·

Ορισμός 

Ρυθμός μεταβολής του y ως προς x στο σημείο x0 : Ονομάζεται η παράγωγος της συνάρτησης f στο σημείο x0 δηλαδή ο αριθμός  f ΄(x0) 
Ειδικά:
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Κίνηση σε άξονα με εξίσωση κίνησης  S(t)

Ο ρυθμός μεταβολής της S(t) ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή t0 είναι η παράγωγος  
[image: image69.wmf]0
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¢

και εκφράζει την ταχύτητα υ(t0) του κινητού τη χρονική στιγμή 
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t
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 Γραφική παράσταση συνάρτησης f(x)
Ο ρυθμός μεταβολής της f(x) ως προς x στο σημείο x0 είναι η παράγωγος  
[image: image73.wmf]0
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και εκφράζει τον συντελεστή διευθύνσεως  λ  της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης στο σημείο  (x0 ,f(x0) . Είναι δηλαδή  
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Σχόλιο: 

Ο ρυθμός μεταβολής του  y ως προς x εκφράζει το πόσο γρήγορα αυξάνεται ή μειώνεται το y όταν το x μεταβάλ- λεται. Αν ο ρυθμός μεταβολής είναι θετικός σημαίνει τάση για αύξηση, ενώ αν είναι αρνητικός τάση για ελάττωση.
Άσκηση 4     Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image75.wmf]x

x2

+

.  Nα βρεθεί 
α) Η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης στο σημείο με τετμημένη x0= -1

β) O ρυθμός μεταβολής της f(x) ως προς x όταν x0=-3
Άσκηση 5   Η θέση ενός κινητού που κινείται ευθύγραμμα δίνεται από την συνάρτηση  

                 x= f(t) =2t3-3t2-12t  , t
[image: image76.wmf]³

0
α) Σε ποια θέση  βρίσκεται το κινητό πριν αρχίσει να κινείται;

β) Ποια είναι η ταχύτητα του κινητού τη χρονική στιγμή t0 =1;
γ) Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής της f(t) ως προς t όταν t=0;
Άσκηση 6
i) Το μήκος  L ενός κύκλου ακτίνας  r  είναι 
[image: image77.wmf]L2r

=p

. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του  L ως προς  r, όταν 
[image: image78.wmf]r3

=

.

ii)Το εμβαδόν Ε ενός κύκλου ακτίνας r είναι 
[image: image79.wmf]2

Er

=p

.Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του Ε  ως προς  r, όταν r=2.
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