ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ (§1.3)
Άσκηση 1  Έστω η συνάρτηση f(x)=
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 ,  x
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)  Εφαρμόζοντας τον ορισμό της παραγώγου να αποδείξετε:

i)  H f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x0 >0                     ii) Nα βρείτε τους αριθμούς 
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Aπόδειξη

Σχόλιο:  Παρατηρούμε ότι για κάθε x
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)  μπορούμε να βρούμε την παράγωγό του 
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Αν τώρα σε κάθε  x
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) αντιστοιχίσουμε την παράγωγό του 
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(x) ορίζουμε μια νέα συνάρτηση την οποία ονομάζουμε  παράγωγο συνάρτηση της f  και την συμβολίζουμε 
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Παράγωγος συνάρτηση

	Έστω η συνάρτηση  f : A
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 και Α1 το υποσύνολο του Α 

στο οποίο η  f  είναι παραγωγίσιμη

[image: image15.wmf]·

Ορισμός: Πρώτη παράγωγος της f ( ή απλώς  παράγωγος της f )

                 λέγεται η συνάρτηση 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image18.wmf]¡


 με την οποία σε κάθε x
[image: image19.wmf]Î

 Α1 αντιστοιχίζουμε την παράγωγό του 
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Διαδοχικά μπορούμε να ορίσουμε για την f  τις παραγώγους ανώτερης τάξης (αν υπάρχουν) ως εξής:
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Δεύτερη παράγωγος της f : Είναι η παράγωγος της πρώτης παραγώγου.  Συμβολίζουμε 
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 αντί 
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Τρίτη παράγωγος της f : Είναι η παράγωγος της δευτέρας  παραγώγου.  Συμβολίζουμε 
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Παράγωγοι μερικών βασικών συναρτήσεων 
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Η σταθερή συνάρτηση  f(x)=c , c
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 είναι παραγωγίσιμη στο 
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Η ταυτοτική συνάρτηση  f(x)=x , είναι παραγωγίσιμη στο 
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 , με   
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Η  συνάρτηση  f(x)=x2 , είναι παραγωγίσιμη στο 
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 , με   
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Γενικά αποδεινκύεται:
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Η συνάρτηση μονώνυμο  f(x)=x ν , ν
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¥

-{0,1}   είναι παραγωγίσιμη στο 
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Η συνάρτηση f(x)=
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  είναι παραγωγίσιμη στο (0,+
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Η συνάρτηση μονώνυμο  f(x)=x ρ , ρ
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¡

(όπου ορίζεται)  είναι παραγωγίσιμη στο 
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Η συνάρτηση f(x)= συνx  είναι παραγωγίσιμη στο
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, με   
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συνx)=-ημx
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Η συνάρτηση f(x)= ημx  είναι παραγωγίσιμη στο
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, με   
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Η συνάρτηση f(x)= ex  είναι παραγωγίσιμη στο
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, με   
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Η συνάρτηση f(x)= lnx  είναι παραγωγίσιμη στο 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1
	Παράγωγοι στοιχειωδών συναρτήσεων

	Συνάρτηση  f
	Παράγωγος f΄
	Διάστημα που παραγωγίζεται η f

	f(x)=c
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	f(x)=x
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	f(x)=xν  , ν
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	f(x)=xκ  ,  κ
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	f(x)=xα  ,  α
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	f(x)=ημx
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	f(x)=συνx
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	f(x)=εφx
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	f(x)=σφx
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Ο λογισμός των παραγώγων απλουστεύεται με τους λεγόμενους ‘κανόνες παραγώγισης’ οι οποίοι μας λένε με ποιον τρόπο παραγωγίζουμε άθροισμα, γινόμενο, πηλίκο, δύναμη, κ.τ.λ. συναρτήσεων. 

Στηριζόμενοι στον ορισμό της παραγώγου στο x0, αποδεικνύουμε δύο κανόνες παραγώγισης 

[image: image111.wmf]·

Παράγωγος αθροίσματος:    Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες  στο σύνολο Α, 
τότε και η συνάρτηση f+g είναι παραγωγίσιμη  και ισχύει:   

[image: image112.wmf](f(x)g(x))(x)f(x)g(x)
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Απόδειξη
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Παράγωγος γινομένου αριθμού με συνάρτηση:    Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη  στο σύνολο Α, 
τότε και η συνάρτηση λf είναι παραγωγίσιμη  και ισχύει:   
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λf(x))=λf(x)
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  , για κάθε x
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( ΠΙΝΑΚΑΣ ΙΙ )

	Κανόνες παραγώγισης     ( Για λόγους απλούστευσης συμβολίζουμε  f(x) με f  , f΄(x) με f΄ , g(x) με g , g΄(x) με g΄  κ.τ.λ. )

	Παράγωγος 
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                              και  γενικά  
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διαφοράς
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	Παράγωγος 

γινομένου αριθμού επί συνάρτηση
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	Παράγωγος 

δύναμης
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	Παράγωγος 
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Διατυπώστε τους κανόνες  παραγώγισης του παραπάνω πίνακα 

Σχόλιο:      Οι πράξεις μεταξύ παραγωγισίμων συναρτήσεων μας δίνουν παραγωγίσιμη συνάρτηση. 
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Η συνάρτηση  f(x) = εφx  είναι παραγωγίσιμη στο 
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Απόδειξη

Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης:  
Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο x και η f είναι παραγωγίσιμη στο g(x), τότε και η συνάρτηση f(g(x)) είναι παραγωγίσιμη στο x και ισχύει:  
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Εύρεση της παραγώγου συνάρτησης 

Όταν θέλουμε να βρούμε την παράγωγο μιας συνάρτησης f , λέμε ότι παραγωγίζουμε την f .

Παραγωγίζουμε ανάλογα με την μορφή που έχει η συνάρτηση (άθροισμα , πηλίκο , σύνθεση κ.τ.λ.) εφαρμόζοντας τον αντίστοιχο κανόνα. 

Βοηθητικός είναι και ο παρακάτω πίνακας:

(ΠΙΝΑΚΑΣ ΙII)
	Παράγωγοι  βασικών  συνθέτων συναντήσεων
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Άσκηση 2  Να βρείτε όπου ορίζεται την
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όταν: 

α) f(x)=x2009    β) f(x)=x -2010    
γ) f(x)=
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Άσκηση 3   Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων             

α)   f(x)=4x3-2lnx+
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γ)   f(x)=
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Άσκηση 4  Nα βρεθεί η παράγωγος της f στο σημείο x0 όταν:      
α) f(x)=
[image: image179.wmf]23

x1x

+

 και  x0=2       β) f(x)=x3ημ3(πx)  και  x0=
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γ) f(x)=
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Άσκηση 5  Αν f ΄(1)=2009 και g(x)=f(x2 +x+1) να βρείτε την παράγωγο της g στο x0=0
Άσκηση 6 Aν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
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, να βρείτε την παράγωγο  των συναρτήσεων      

α) g(x)=f(ημx)          β) g(x)=ημ(f(x))2      γ)g(x)=[f(συνx)}2
Γενική παρατήρηση  στα ζητήματα εφαπτομένων  γραφικών παραστάσεων
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 Όταν γνωρίζουμε το σημείο επαφής Α(x0,f(x0)): 

    Η εξίσωση της εφαπτομένης προκύπτει άμεσα 
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 Όταν δεν γνωρίζουμε το σημείο επαφής: 

    Το ονομάζουμε έστω Μ(x0,f(x0)) , γράφουμε την εξίσωση της εφαπτομένης στο x0 , και δουλεύοντας πάνω στις συνθήκες του  ζητήματος προσδιορίζουμε το x0
Άσκηση 7   Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης 
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της συνάρτησης f(x)=exln(2-ex) στο σημείο με τετμημένη x0=0
Άσκηση 8  Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης f(x)=x2-5x+4 στο σημείο  A(2,f(2)),
καθώς και την γωνία που σχηματίζει αυτή με τον άξονα  χ΄χ
Άσκηση 9  Δίνεται η συνάρτηση f(x)= αx2+lnx , x>0

Να προσδιορίσετε τον α  ώστε ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης

στο σημείο  Α(1,f(1)) να είναι 5
Άσκηση 10  Δίνεται η συνάρτηση f(x)= 
[image: image185.wmf]2*

α

+

βx,x

x

Î

¡

. Να προσδιορίσετε τα α  και β  ώστε η γραφική παράσταση να διέρχεται από το σημείο  Α(1,5) και ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης στο Α να είναι  4
Άσκηση 11  Nα δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

f(x)=
[image: image186.wmf]1
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 και g(x)=x2-x+1 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο οι εφαπτόμενές τους είναι κάθετες
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Άσκηση 12  Να βρεθεί η εξίσωση 
της εφαπτομένης της  γραφικής 
παράστασης της συνάρτησης 
              f(x)=x3+x2+x 
που διέρχεται από το σημείο Α(0,1)
[image: image196.emf]
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y=λx+β:λx0+β

Άσκηση 13  Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x)=x+ln(x-3)2 
i)    με συντελεστή διευθύνσεως  λ=3
ii)   που σχηματίζει γωνία 45ο με τον χ΄χ

iii)  που είναι παράλληλη στην ευθεία y=-x+2

iv)  που είναι κάθετη στον άξονα y΄y 
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Άσκηση 14  Να δειχθεί ότι η ευθεία y=3x-8 
εφάπτεται στην γραφική παράσταση 
της συνάρτησης f(x)= x+ln(x-3)2
Άσκηση 15  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2+βx+2 
και η ευθεία ε: y=-x+β. Να βρείτε τις τιμές του β 
για τις οποίες η ευθεία ε εφάπτεται της  Cf 

Άσκηση 16  Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων θεωρούμε τα μεταβλητά σημεία Α(x,0) και Β(0,x+1)  , x>0
α) Να εκφράσετε την απόσταση των σημείων Α και Β ως συνάρτηση του x 

β) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της απόστασης των σημείων Α και Β όταν x=3
γ) Να  βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ(Ο είναι η αρχή των αξόνων) όταν x=
[image: image187.wmf]5
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	Άσκηση 17  Η θέση ενός κινητού πάνω σε άξονα κατά την χρονική στιγμή  t  δίνεται από την συνάρτηση θέσης S με S(t)=2t3-21t2+60t+3 όπου S σε μέτρα και t σε sec.

Nα βρείτε:

i)   την ταχύτητα του κινητού τις χρονικές στιγμές  t1=1 και  t2=3 
ii)  σε ποιες χρονικές στιγμές μηδενίζεται η ταχύτητα

iii) την φορά της κίνησης στο χρονικό διάστημα  (0,+
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	Στο σχήμα βλέπουμε την φορά της κίνησης και την θέση του κινητού  για κάποιες χρονικές στιγμές 


► Παραγώγιση δύναμης και ρίζας


Γράφουμε την ρίζα � EMBED Equation.DSMT4  ���με μορφή δύναμης � EMBED Equation.DSMT4  ��� και παραγωγίζουμε  


Όμοια για την  παράγωγο της � EMBED Equation.DSMT4  ���


Προσοχή στο πεδίο ορισμού








► Tυπική παραγώγιση  σύνθετης   συνάρτησης 


Χρήση  του  (ΠΙΝΑΚΑ  III)





► Tυπικές παραγωγίσεις με τους      κανόνες παραγώγισης


Ανάλογα με την μορφή της συνάρτησης εφαρμόζουμε τον αντίστοιχο κανόνα





► Εφαπτομένη σε γνωστό σημείο Α(x0,f(x0)) της Cf


i)  Βρίσκουμε � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0) , f(x0)


ii) Γράφουμε την εξίσωση


      y=� EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)x +β


iii) Προσδιορίζουμε το β








► Εφαπτομένη (που διέρχεται) από γνωστό σημείο εκτός της Cf


Ονομάζουμε έστω Μ(x0,f(x0)) τo άγνωστο σημείο επαφής και γράφουμε την εξίσωση της εφαπτομένης στο Μ:         ε: y=� EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)x +β


Μετά απαιτούμε η ευθεία ε να ικανοποιεί  την συνθήκη του προβλήματος και βρίσκουμε το x0


Γράφουμε τέλος την εξίσωση της ε


��
�















► Εφαπτομένη με γνωστό συν/τή διεύθυνσης λ 


Ονομάζουμε έστω Μ(x0,f(x0)) τo άγνωστο σημείο επαφής 


Τότε λ=� EMBED Equation.DSMT4  ���(x0) οπότε το  x0 προσδιορίζεται


Γράφουμε τέλος την εξίσωση της ε








► Ευθεία που εφάπτεται σε γραφική παράσταση


Για να εφάπτεται η ευθεία ε: y=λx+β  με την  Cf πρέπει να υπάρχει σημείο  Μ(x0,f(x0))  της  Cf  για το οποίο ισχύουν συγχρόνως:            � EMBED Equation.DSMT4  ���f(x0)=λx0+β         και     � EMBED Equation.DSMT4  ���f΄(x0)=λ


��
�






► Εύρεση της � EMBED Equation.DSMT4  ��� από τον τύπο της � EMBED Equation.DSMT4  ���


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Βρίσκουμε την   � EMBED Equation.DSMT4  ���


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αντικαθιστάμε όπου x το x0
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x0MεCff(x0)x0MεCff(x0)Cgg(x0)=x0MεCff(x0)Cgg(x0)=NABαβ
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y=λx+β:λx0+β
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