ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ (§ 1.4)
Μονοτονία συνάρτησης 

Μία σημαντική πληροφορία που παίρνουμε από το πρόσημο της f ΄ σε ένα διάστημα Δ, είναι η μονοτονία της συνάρτησης f  στο Δ. Η σχέση αυτή του προσήμου της f ΄ και της μονοτονίας της f φαίνεται στο επόμενο
	Θεώρημα: Έστω μία συνάρτηση f , παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ


[image: image1.wmf]·

 Αν f ΄(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σημείο του Δ,

τότε  η f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα Δ
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  Αν f ΄(x)<0 σε κάθε εσωτερικό σημείο του Δ,

τότε  η f  είναι γνησίως φθίνουσα  στο διάστημα Δ

Σχόλιο 1    Το διάστημα  Δ μπορεί να  είναι της μορφής: 
                      (-
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Σχόλιο 2   Στα  άκρα του διαστήματος δεν ενδιαφέρει ούτε η ύπαρξη, ούτε το πρόσημο της f ΄. Μόνο η συνέχεια της συνάρτησης  f
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Όταν η f είναι γνησίως αύξουσα

η κλίση της είναι παντού θετική



	
	[image: image10.emf]Ο

α

β



άτιτλο-r



C

f

C

f

C

f

Ότανηfείναιγνησίωςαύξουσα

ηκλίσητηςείναιπαντούθετική

Ο

α

β

C

f

Όταν η f είναι γνησίως φθίνουσα η

κλίση της είναι παντού αρνητική
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Άσκηση 1  Να  μελετηθούν ως προς την μονοτονία οι συναρτήσεις: 

α)  f(x) = 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image13.wmf]¡


β)  f(x) = 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image16.wmf]¡


γ)  f(x) = x2ex
δ)  f(x) = x+ex(ημx+συνx-1)-2ημx  ,  x
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ε)  f(x) = 
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 Άσκηση 2  Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f(x)=
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Άσκηση 3  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
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 . Να βρείτε:
α) Την παράγωγο της f
β) Τις οριζόντιες εφαπτόμενες της  Cf
γ)  Το πρόσημο της f ΄
δ)  Τα διαστήματα μονοτονίας της f
Ακρότατα συνάρτησης
Έστω μία συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού Α
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Ορισμός: Η  f  παρουσιάζει μέγιστο στο x0
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To f(x0) λέγεται (ολικό) μέγιστο της f στο Α 

[image: image27.wmf]a

Το x0 είναι η θέση του μεγίστου 

Παρατήρηση: Το σημείο  Μ(x0,f(x0)) είναι το ‘υψηλότερο’ σημείο της  γραφικής παράστασης
	[image: image28.emf]
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 Ορισμός: Η  f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο x0
[image: image30.wmf]Î

A όταν
υπάρχει ανοικτό διάστημα (x0-δ , x0+δ) τέτοιο ώστε ,  
            f(x)
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f(x0)   ,   για κάθε  x
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(x0-δ , x0+δ)


[image: image33.wmf]a

 Το f(x0) είναι το τοπικό μέγιστο της f
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Το x0 είναι η θέση του τοπικού μεγίστου 
Παρατήρηση:  Το διάστημα (x0-δ , x0+δ) είναι μια  «περιοχή» του  x0  ή μια «γειτονιά σημείων » γύρω από το x​0.       Έτσι:

Το f(x​0) είναι η μεγαλύτερη από όλες τις γειτονικές τιμές της f
	[image: image35.emf]
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Ορισμός: Η  f  παρουσιάζει ελάχιστο στο x0
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To f(x0) λέγεται (ολικό) ελάχιστο της f στο Α
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Το x0 είναι η θέση του ελαχίστου 
Παρατήρηση: Το σημείο Μ(x0,f(x0)) είναι το ‘χαμηλότερο’ σημείο της γραφικής παράστασης
	[image: image42.emf]
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Ορισμός: Η  f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x0
[image: image44.wmf]Î

A όταν
Υπάρχει ανοικτό διάστημα  (x0-δ , x0+δ) τέτοιο ώστε , 
              f(x)
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 f(x0)    ,   για κάθε  x
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(x0-δ , x0+δ)
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 Το f(x0) είναι το τοπικό ελάχιστο της f

[image: image48.wmf]a

Το x0 είναι η θέση του τοπικού ελαχίστου 
Παρατήρηση:  Το διάστημα (x0-δ , x0+δ)   είναι μια  «περιοχή» του  x0  ή μια «γειτονιά σημείων » γύρω από το x​0.   Έτσι:

Το f(x​0) είναι η μικρότερη από όλες τις γειτονικές τιμές της f
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To μέγιστο και το ελάχιστο λέγονται (ολικά) ακρότατα της f
Τα τοπικά μέγιστα και τοπικά ελάχιστα  της f , λέγονται τοπικά ακρότατα της f
Σχόλια:  
1.  Μία  συνάρτηση μπορεί να έχει από κανένα έως άπειρα τοπικά ακρότατα 

2.  Ένα  ολικό ακρότατο είναι και τοπικό ακρότατο. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

3.  Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μικρότερο από ένα τοπικό  ελάχιστο,  

      (ή  ένα τοπικό ελάχιστο μπορεί να είναι μεγαλύτερο από ένα τοπικό μέγιστο) 

4.  Το μεγαλύτερο από τα τοπικά μέγιστα δεν είναι πάντα και το μέγιστο μιας συνάρτησης , και ανάλογα 

     το μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα δεν είναι πάντα και το ελάχιστο μιας συνάρτησης  (γιατί;)
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Με την βοήθεια  της μονοτονίας της συνάρτησης μπορούμε να διαπιστώσουμε την ύπαρξη ακροτάτων σε σημεία μηδενισμού της πρώτης παραγώγου. Αυτό γίνεται με το παρακάτω κριτήριο
Θεώρημα   (Κριτήριο 1ης παραγώγου) - Εύρεση τοπικών ακροτάτων   

Έστω συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο (α,β) και x0
[image: image51.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε  f ΄(x0)=0
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 Αν   f ΄(x)>0  στο (α , x0) 

   και   f ΄(x)<0  στο (x0 , β) 

   τότε το f(x0) είναι μέγιστο της f  στο διάστημα (α , β)
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Δηλαδή αν f 
[image: image54.wmf]Z

 στο (α , x0)  και  f 
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 στο (x0 , β)
     τότε στο (α , β) η  f παρουσιάζει μέγιστο στο x0
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[image: image57.wmf]·

 Αν   f ΄(x)<0  στο (α , x0) 

   και   f ΄(x)>0  στο (x0 , β) 

   τότε το f(x0) είναι ελάχιστο της f στο διάστημα (α , β)
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Δηλαδή αν f 
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 στο (α , x0)  και  f 
[image: image60.wmf]Z

 στο (x0 , β)
     τότε στο (α , β) η  f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0
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	Ώστε:
Αν x0 ρίζα της  f ΄ και  η  f ΄ αλλάζει  πρόσημο  εκατέρωθεν του x0 , τότε το f(x0) είναι τοπικό ακρότατο της f


[image: image77.wmf]·

Άσκηση 4  Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων
α)     f(x)=2x3-3x2-12x-7

β)     f(x)=3x5-5x3+2009
γ)     f(x)=x(ln2x-5lnx+7)

δ)   f(x)=(x2-6x+9)ex
ε)   f(x)=ημ2x-ημx+2010
στ) f με παράγωγο f ΄(x)=4(x+1)(x-2)2(x+3)3

[image: image78.wmf]³


Άσκηση 5  Nα δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις δεν έχουν ακρότατα
α) f(x)=-2x3+3x2-5x+1

β) f(x)= (x2-x+2)ex
[image: image79.wmf]¹


Άσκηση 6   α) Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης   f(x)=
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β) Να  δείξετε  ότι x
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lnx ,  για  κάθε x>0
Άσκηση 7  Nα βρεθούν οι τιμές των α ,β 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image66.wmf]¡

 για τις οποίες η 
f(x)=2x3-αx2+12x+β  παρουσιάζει για x =1 τοπικό μέγιστο ίσο με το 0
Άσκηση 8  α) Από όλα τα ορθογώνια με σταθερό εμβαδό κ2 , κ>0

να βρεθεί εκείνο που έχει την μικρότερη περίμετρο.

β)  Από όλα τα ορθογώνια με σταθερή περίμετρο 2κ , κ>0

να βρεθεί εκείνο που έχει το μέγιστο εμβαδό.

Άσκηση 9  Η ναύλωση μιας κρουαζιέρας  απαιτεί τη συμμετοχή 

τουλάχιστον 100 ατόμων. Αν δηλώσουν συμμετοχή ακριβώς 

100 άτομα, το αντίτιμο ανέρχεται σε 1000 ευρώ το άτομο .

 Για κάθε επί πλέον άτομο το αντίτιμο ανά άτομο μειώνεται 

κατά 5 ευρώ. Πόσα άτομα πρέπει να δηλώσουν συμμετοχή, 

ώστε  το πρακτορείο να έχει τα περισσότερα έσοδα;
Άσκηση 10  Θέλουμε να τυπώσουμε σελίδες εμβαδού 384 cm² έτσι ώστε τα περιθώρια του κειμένου να είναι  

3 cm πάνω και κάτω και 2 cm δεξιά και αριστερά. Ποιες διαστάσεις πρέπει  να  έχει κάθε σελίδα, ώστε το κείμενο 
να καταλαμβάνει το μεγαλύτερο δυνατό χώρο της σελίδας;

Άσκηση 11  Οι συνολικές πωλήσεις ενός μοντέλου αυτοκινήτου δίνονται από τη συνάρτηση  
[image: image67.wmf]t10

10000

f(t)10

1e

-+

=+

+

, 
όπου  t
[image: image68.wmf]Î

[0,20] είναι ο χρόνος σε μήνες από την έναρξη των πωλήσεων. Να προσδιορίσετε τη χρονική στιγμή κατά 
την οποία ο ρυθμός αύξησης των συνολικών πωλήσεων γίνεται μέγιστος καθώς και τη μέγιστη τιμή του 
Άσκηση 12  Να βρείτε το σημείο της ευθείας με εξίσωση 
[image: image69.wmf]y2x3
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των αξόνων.

Άσκηση 13   Να προσδιοριστούν δύο θετικοί αριθμοί με τις εξής ιδιότητες: 

Το άθροισμά τους να είναι 10 και το άθροισμα των τετραγώνων τους να είναι ελάχιστο.

Άσκηση 14  Σε έναν κύκλο ακτίνας  ρ να εγγράψετε το ορθογώνιο με το μεγαλύτερο δυνατό εμβαδόν.

Άσκηση 15  Σε ποιό σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
[image: image70.wmf]32
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η εφαπτομένη έχει τον ελάχιστο συντελεστή διεύθυνσης;

Άσκηση 16  Μια βιομηχανία κατασκευάζει ορθογώνια κουτιά ανοικτά στο επάνω μέρος και με συνολική 

επιφάνεια  108cm2 . Η βάση των κουτιών είναι τετράγωνη . Ποιες πρέπει να είναι οι διαστάσεις του κάθε κουτιού

ώστε αυτό να έχει την μέγιστη χωρητικότητα; Ποια θα είναι η μέγιστη χωρητικότητα του κουτιού;

Άσκηση 17  Σε ένα βαθμολογικό κέντρο φτάνουν 800 γραπτά θετικής κατεύθυνσης. Κάθε γραπτό διορθώνεται από δύο διαφορετικούς βαθμολογητές. Κάθε βαθμολογητής διορθώνει 4 φακέλους των 25 γραπτών την ημέρα. Για τη διόρθωση κάθε γραπτού ο βαθμολογητής αμείβεται με 2 ευρώ .Τη διόρθωση συντονίζoυν δύο σχολικοί σύμβουλοι που αμείβονται με 20 ευρώ την ημέρα. Στο τέλος της διόρθωσης όλων των γραπτών κάθε βαθμο- λογητής παίρνει επιπλέον ως επίδομα 40 ευρώ , ανεξάρτητα από τον αριθμό των ημερών που απασχολήθηκε. 

α) Να δείξετε ότι το κόστος Κ(x) για τη διόρθωση όλων των γραπτών δίνεται από τη συνάρτηση 
     Κ(x) = 40(x +
[image: image71.wmf]16

x

+ 80 )      όπου x είναι ο αριθμός των διορθωτών που απασχολούνται. 
 β) Πόσοι πρέπει να είναι οι βαθμολογητές , ώστε το κόστος της διόρθωσης να είναι ελάχιστο ; 

 γ) Να βρείτε το ελάχιστο αυτό κόστος και τη συνολική διάρκεια διόρθωσης των γραπτών
Άσκηση 18  Το κόστος της ημερήσιας παραγωγής  x μονάδων ενός βιομηχανικού προϊόντος είναι  
 Κ(x) = 
[image: image72.wmf]32
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H είσπραξη από την πώληση των x μονάδων είναι  Π(x) = 420x – 2x2  σε χιλιάδες ευρώ

Να βρείτε πόσες μονάδες πρέπει να παράγει ημερησίως  το εργοστάσιο έτσι ώστε να έχει το μέγιστο κέρδος. 
►Προβλήματα μεγίστων και ελαχίστων


Στα  προβλήματα αυτά ζητάμε το μέγιστο ή το ελάχιστο ενός μεταβλητού μεγέθους


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Εισάγουμε μια μεταβλητή x


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Εκφράζουμε το μεταβλητό μέγεθος ως συνάρτηση του x


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Μελετάμε την συνάρτηση ως προς τα ακρότατα και βρίσκουμε το μέγιστο ή το ελάχιστο που ζητάμε





► Μελέτη μονοτονίας με την  f  ΄


i)   Βρίσκουμε την  f ΄


ii)  Βρίσκουμε τις ρίζες της f ΄


iii) Καταστρώνουμε πίνακα (μονοτονίας), όπου τοποθετούμε τις ρίζες της f ΄ και  βρίσκουμε το πρόσημό της 


iv)  Από το πρόσημο της f ΄ στα επί μέρους διαστήματα ,  συμπεραίνουμε  την μονοτονία της f








► Βοηθητική συνάρτηση για το πρόσημο της f ΄


Όταν το πρόσημο της f ΄ δεν προκύπτει με αλγεβρικό τρόπο, θεωρούμε βοηθητική συνάρτηση  g  και:


i)  Bρίσκουμε την μονοτονία της g 


ii) Mε την χρήση του ορισμού για την μονοτονία της g βρίσκουμε το πρόσημο της g , και τελικά της f ΄





► Εύρεση (τοπικών) ακροτάτων


i)   Εξετάζουμε αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της και βρίσκουμε  την παράγωγο f ΄ 


ii)  Καταστρώνουμε πίνακα (μονοτονίας) και  βρίσκουμε το πρόσημο της f ΄


iii) Από το πρόσημο της f ΄ στα επί μέρους διαστήματα, συμπεραίνουμε την μονοτονία της f και βρίσκουμε τα τοπικά ακρότατα











► Απόδειξη ανισότητας με  χρήση ακροτάτου


Αν η f έχει ακρότατο στο x0 , θα ισχύει f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���f(x0) και προκύπτει η ζητούμενη





►Αν σε ανοικτό διάστημα     (α , β) ισχύει f ΄(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���0 , τότε η f δεν έχει ακρότατα





► Οι πιθανές θέσεις ύπαρξης ακροτάτου είναι οι ρίζες της πρώτης παραγώγου
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