ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο                   (ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ )

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  (§1.1)
Ορισμοί:

[image: image1.wmf]·

Συνάρτηση  f  από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β  (συμβολισμός  f : A
[image: image2.wmf]®

 B) λέγεται μια διαδικασία σύμφωνα με την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα και μόνο ένα στοιχείο του συνόλου Β .


[image: image3.wmf]·

Το σύνολο A  λέγεται πεδίο ορισμού ( συμβολίζουμε και  Αf  ή  Df )  ενώ το  B λέγεται σύνολο άφιξης 

Παράδειγμα:  Εξετάστε αν οι παρακάτω αντιστοιχίσεις είναι συναρτήσεις
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Τιμή της f  στο x (Συμβολικά  f(x) ): Λέγεται το στοιχείο y του συνόλου Β στο οποίο αντιστοιχίζεται 

το στοιχείο x  του  συνόλου Α  μέσω της συνάρτησης f . Γράφουμε  y = f(x)
	
[image: image9.wmf]·

Σύνολο τιμών f(A): Ονομάζεται το σύνολο όλων των τιμών που μπορεί να πάρει η f  για όλα τα x(A
Δηλ.  f(A)={ y(B / υπάρχει τουλάχιστον ένα   x (Α  με   f(x)= y }   Πάντα είναι  f(A) 
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Αν Β(R , η συνάρτηση f : A( B  λέγεται πραγματική συνάρτηση


[image: image13.wmf]·

Τύπος  της συνάρτησης ονομάζεται μια παράσταση του x  σύμφωνα με την οποία γίνεται η αντιστοίχιση των στοιχείων x(A  στα στοιχεία y(B .


[image: image14.wmf]·

Ανεξάρτητη μεταβλητή λέγεται η μεταβλητή x  η οποία παριστάνει ένα οποιοδήποτε στοιχείο του συνόλου Α. 
( Oνομάζεται ανεξάρτητη διότι παίρνει ελεύθερα τιμές από το σύνολο Α )


[image: image15.wmf]·

Εξαρτημένη μεταβλητή λέγεται η μεταβλητή - τιμή  y  ή  f(x)  που ανήκει στο Β και στην  οποία αντιστοιχίζεται κάποιο στοιχείο x(A . ( Ονομάζεται εξαρτημένη διότι η τιμή της εξαρτάται από κάποιο x(A )

Άσκηση 1:   α) Να βρεθεί ο λ
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 ,  να είναι τύπος συνάρτησης
β)  Να βρεθούν οι τιμές  f(-1) , f(0) ,  f(2) , f(
[image: image18.wmf]5

)

Παρατηρήσεις : 

I) Για να είναι μια συνάρτηση f  καλά ορισμένη θα πρέπει να δίνονται : 

α)  το πεδίο ορισμού Α     β) το σύνολο  άφιξης  Β    γ)  ο τύπος  της συνάρτησης f .

Αν  δεν δίνεται το  Β , σαν σύνολο άφιξης θεωρούμε το 
[image: image19.wmf]¡

.
II)  Πρακτικά για μια συνάρτηση δίνεται  μόνο ο τύπος της. Στην περίπτωση αυτή :

«Το πεδίο ορισμού Α το βρίσκουμε παίρνοντας υπ’ όψιν όλους τους δυνατούς περιορισμούς  για τους οποίους έχει  νόημα ο τύπος της συνάρτησης».
[image: image161.wmf]¡

Άσκηση 2: Να  βρεθούν τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων με τύπους:

α) 
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γ) 
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f(x)=P(x)


δ) 
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ε) 
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Nα απλοποιηθεί ο τύπος της συνάρτησης

στ) 
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Πεδίο ορισμού Α γνωστών συναρτήσεων
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   f(x)=ημx               

A=
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   f(x)=συνx             

A=
[image: image30.wmf]¡



[image: image31.wmf]·

   f(x)=εφx                

A=
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image34.wmf]¡
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]¢
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   f(x)=σφx                
             A=
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-{x/x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image41.wmf]¡

 , x=κπ , κ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image43.wmf]¢
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   f(x)= αx  ,  α>0 , α
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1            A=
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   f(x)= ex                  
             A=
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   f(x)=logx               
             A=(0,+
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   f(x)=lnx                 
A=(0,+
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Προσοχή!
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 f(x)=αg(x) , α>0 , α
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1            A είναι το πεδίο ορισμού της g

[image: image55.wmf]a

 f(x)=eg(x) ,  α>0 , α
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1           A είναι το πεδίο ορισμού της g
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 f(x)=log g(x)                         Α είναι η τομή του Αg και του συνόλου λύσεων της ανίσωσης g(x)>0
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 f(x)=ln g(x)                           Α είναι η τομή του Αg και του συνόλου λύσεων της ανίσωσης g(x)>0
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 f(x)=[φ(x)]g(x)                        Α είναι η τομή του Aφ , του Αg  και του συνόλου λύσεων της ανίσωσης φ(x)>0
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 f(x)=ημ[g(x)]               
A=Ag
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 f(x)=συν[g(x)]            
A= Ag
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 f(x)=εφ[g(x)]              
A= Ag -{x/x
[image: image63.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image64.wmf]¡

 ,g(x)=κπ+
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image67.wmf]¢
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 f(x)=σφ[g(x)]             
A= Ag -{x/x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image70.wmf]¡

 , g(x)=κπ , κ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image72.wmf]¢
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Πράξεις με συναρτήσεις

Αν f  και g συναρτήσεις με πεδία ορισμού  A και Β αντίστοιχα  και Α
[image: image73.wmf]Ç

Β η τομή των Α και Β (κοινά σημεία), ορίζονται οι παρακάτω συναρτήσεις:
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Το άθροισμα  f+g  που έχει: 
[image: image75.wmf],

Πεδίοορισμού:τοσύνολοΑΒ=Δ

Τιμές:(f+g)(x)=f(x)+g(x)γιακάθεxΔ
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Τη διαφορά  f-g  που έχει: 
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Πεδίοορισμού:τοσύνολοΑΒ=Δ

Τιμές:(f-g)(x)=f(x)-g(x)γιακάθεxΔ
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Το γινόμενο  f
[image: image79.wmf]×

g  που έχει: 
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Πεδίοορισμού:τοσύνολοΑΒ=Δ

Τιμές:(fg)(x)=f(x)g(x)γιακάθεxΔ
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Το πηλίκο 
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 που έχει: 
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Το γινόμενο  λf που έχει: 
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Πεδίοορισμού:τοσύνολοΔ=Α

Τιμές:(λf)(x)=λf(x)γιακάθεxΔ
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 Η δύναμη fν  που έχει: 
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Άσκηση 3:    Αν 
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i)   Nα ορίσετε τις συναρτήσεις:     f+g  ,   f
[image: image89.wmf]×

g ,   
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ii)  Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της  f
[image: image91.wmf]×

g  με τον y΄y και τον χ΄χ  

iii) Nα βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της 
[image: image92.wmf]f

g

 είναι πάνω από τον άξονα χ΄χ

Γραφική παράσταση συνάρτησης

	
[image: image93.wmf]·

Γραφική παράσταση (διάγραμμα) συνάρτησης  f  ( f : A
[image: image94.wmf]®

 
[image: image95.wmf]¡

): είναι το σύνολο όλων των σημείων M του επιπέδου με συντεταγμένες της μορφής  (x , f(x)) με  x(A.   Συμβολισμός  Cf .

[image: image96.wmf]·

Εξίσωση γραφικής παράστασης της f: Είναι η εξίσωση

 y = f(x) , όπου f(x) είναι ο τύπος της συνάρτησης f .


[image: image97.wmf]·

Χαρακτηριστική ιδιότητα της y = f(x): Ένα σημείο Μ(x,y) ανήκει στην γραφική παράσταση Cf αν οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση  y = f(x) και αντιστρόφως.

!!! Οποιαδήποτε κάθετη ευθεία στον άξονα xx΄ τέμνει τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης το πολύ σε ένα σημείο.
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	Παράδειγμα:

Δείτε ποιες γραμμές είναι γραφικές παρα-

στάσεις συναρτήσεων
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!!! Σημεία προσοχής στις γραφικές παραστάσεις
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Η τιμή της f :Α
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 στο x0 
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A, είναι η τεταγμένη y0  του σημείου τομής  M της ευθείας x=x0 και της γραφικής παράστασης Cf
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[image: image107.wmf]·

Το πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο Α των τετμημένων των σημείων της γραφικής παράστασης Cf
Δηλαδή η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα  χ΄χ
	

	
[image: image108.wmf]·

 Το σύνολο τιμών της f είναι το σύνολο f(Α) των τεταγμένων των σημείων της γραφικής παράστασης Cf 

Δηλαδή η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα y΄y
π.χ. Α=[α,β]     και  f(A)=[κ,λ]    (σχήμα)
	


Μονοτονία συνάρτησης

Η μονοτονία μας περιγράφει τον τρόπο που μεταβάλλονται οι τιμές f(x) της συνάρτησης όταν το  x διατρέχει το πεδίο ορισμού της. Η έννοια της μονοτονίας αποδίδεται με τους παρακάτω ορισμούς:

	
[image: image109.wmf]·

Ορισμός: Η f λέγεται γνησίως αύξουσα  στο Α όταν

 για κάθε x1, x2 
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A με  x1 < x2 
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 f(x1)<f(x2)

 Συμβολίζουμε  f 
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 στο Α
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καθώς το x αυξάνεται το f(x) επίσης αυξάνεται


[image: image115.wmf]·

η γραφ. παράσταση ανεβαίνει από αριστερά προς δεξιά
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Ορισμός: Η f λέγεται γνησίως φθίνουσα στο Α όταν

 για κάθε x1, x2 
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A με  x1 < x2 
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 f(x1)>f(x2)

 Συμβολίζουμε  f  
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 στο Α
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καθώς το x αυξάνεται το f(x)  μειώνεται
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η γραφ. παράσταση κατεβαίνει από αριστερά προς δεξιά
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Ορισμός: Η f λέγεται σταθερή στο Α όταν

για κάθε x1, x2 
[image: image124.wmf]Î

A με  x1 < x2 
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 f(x1)=f(x2)
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[image: image127.wmf]·

καθώς το x αυξάνεται το f(x)  μένει σταθερό
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η γραφ. παράσταση είναι οριζόντια
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Μια συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα ή  γνησίως φθίνουσα λέγεται γνησίως μονότονη
	Παρατήρηση: Μία συνάρτηση ενδέχεται να έχει διαφορετικό είδος μονοτονίας στο πεδίο ορισμού της.

π.χ. Η f(x)=x2  έχει την διπλανή γραφική παράσταση

Παρατηρούμε ότι: f  
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 στο(-
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,0] και f 
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στο [0,+ 
[image: image133.wmf]¥

)
	[image: image134.emf]-10-9-8-7-6-5-4-3-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-14

-13

-12

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 [functions]y1=a*x^2+b*x+c[rparameters]a=1,b=0,c=0,d=-4.0,e=5.0[nparameters]nrPts=100[intervals][d,e][nrofpoints]nrPts[comments]Quadraticfunctionwithvariablecoefficientsand variable def-domain. a= 1.0000



b= 0.0000



c= 0.0000



d

=

 

-4.0000





e

=

 

5.0000





nrPts

=

 

100






[image: image167.wmf]³

Άσκηση 4: Να βρεθεί η μονοτονία των συναρτήσεων

α) 
[image: image135.wmf]f(x)=-1+23-x

        β) f(x)=lnx+x-3        γ) f(x)= -x2+3 
Άσκηση 5: Να μελετηθεί η μονοτονία των συναρτήσεων: 
α)
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3x2,x0

f(x)

x2,x0

ì

-+³

=

í

+<

î

                β)
[image: image137.wmf]3x1,x0

f(x)

x2,x0

-£

ì

=

í

+>

î


	Παρατήρηση: Υπάρχουν συναρτήσεις που έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας σε  διαστήματα του πεδίου ορισμού, αλλά δεν είναι μονότονες σε όλο το πεδίο ορισμού

π.χ. η 
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[image: image139.wmf]¥

,0)  και (0 , +
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) , αλλά  όχι στο 
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(σχήμα)
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Άσκηση 6: Να λυθεί η ανίσωση  f(2x2-x+3)<f(3x+x2) ,  όταν f(x)=ex+x
Ακρότατα  συνάρτησης

Τα ακρότατα μιας  συνάρτησης είναι η μεγαλύτερη ή η μικρότερη τιμή που ενδέχεται να έχει μία συνάρτηση όταν το x διατρέχει το πεδίο ορισμού της. Η έννοια των ακροτάτων αποδίδεται με τους παρακάτω ορισμούς.
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Ορισμός: Η  f  παρουσιάζει ελάχιστο στο x0
[image: image144.wmf]Î

A     όταν 
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  , για κάθε x
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A
To f(x0) λέγεται ελάχιστο της f στο Α, που παρουσιάζεται στο x0 
Το σημείο Μ(x0,f(x0)) είναι το χαμηλότερο σημείο της γρ. παράστασης
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Ορισμός: Η  f  παρουσιάζει μέγιστο στο x0
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A
To f(x0) λέγεται μέγιστο της f στο Α , που παρουσιάζεται στο x0
Το σημείο  Μ(x0,f(x0)) είναι το υψηλότερο σημείο της γραφικής παράστασης
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Το μέγιστο της f και το ελάχιστο της f  λέγονται ακρότατα της   συνάρτησης  f
Π.χ. Παρατηρώντας τα παρακάτω διαγράμματα δείτε αν υπάρχουν  ακρότατα και που  παρουσιάζονται
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Άσκηση 7: Να βρεθεί το μέγιστο και το ελάχιστο των συναρτήσεων 

α) f(x)=2-
[image: image160.wmf]2
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    β) f(x)= 3+ln(x-1) 
► Πολυωνυμικές συναρτήσεις:f(x)=αν�xν+ αν�-1xν-1+ …+α1x+α0


Δεν έχουν μεταβλητή στον παρονομαστή , ούτε σε υπόριζο.


Έχουν πεδίο ορισμού Α=� EMBED Equation.DSMT4  ���.








► Ρητές συναρτήσεις: � EMBED Equation.DSMT4  ��� , P(x),Q(x) πολυώνυμα.Έχουν μεταβλητή στον παρονομαστή αλλά όχι σε υπόριζο.Έχουν πεδίο ορισμού:Α=� EMBED Equation.DSMT4  ���-{ρίζες παρ/μαστή}








► Άρρητες συναρτήσεις: � EMBED Equation.DSMT4  ���,P(x) πολυώνυμο. Έχουν μεταβλητή σε υπόρριζο.Θέτουμε τα υπόριζα � EMBED Equation.DSMT4  ���0 και λύνουμε τις ανισώσεις που προκύπτουν  για να βρούμε το Πεδίο Ορισμού.





► Γενικά


Το πεδίο ορισμού προκύπτει από τους περιορισμούς που θέτουμε ώστε να έχει νόημα ο τύπος της συνάρτησης 





► Συναρτήσεις με διπλό τύπο


Το πεδίο ορισμού τους προκύπτει από την ένωση των διαστημάτων που αναγράφονται δίπλα σε κάθε τύπο





► Το πεδίο ορισμού θα πρέπει να βρίσκεται από τον αρχικά δοσμένο τύπο ,   πριν  από τις τυχόν απλοποιήσεις του .








► Συνθετική μέθοδος πάνω στον ορισμό


Από την ανισότητα 


x1< x2


και με την βοήθεια του τύπου της συνάρτησης σχηματίζουμε  ανισότητα με τις τιμές 


f(x1) και f(x1)








► Λύση ανίσωσης με χρήση   μονοτονίας





► Τα ακρότατα προκύπτουν


με  την συνθετική μέθοδο δείχνοντας   f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���θ  ή  f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���θ                  
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