ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ( § 1.1 …)
Όριο συνάρτησης
Το όριο της συνάρτησης  είναι θεμελιώδης έννοια της Ανάλυσης  και γεννήθηκε στην προσπάθεια να απαντηθούν ερωτήματα για την στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, την εφαπτομένη μιας καμπύλης, κ.τ.λ.

Το όριο μιας συνάρτησης f αναφέρεται στην συμπεριφορά των τιμών f(x) της συνάρτησης στην περίπτωση που το x  παίρνει τιμές «όσο θέλουμε κοντά » σε έναν πραγματικό αριθμό x0 (
[image: image1.wmf]0

xx

®

)

Στα επόμενα ο όρος «τείνει στο x0» θα σημαίνει «πλησιάζει όσο κοντά θέλουμε χωρίς να γίνεται ίσο με x0»               

Προσεγγίζουμε  διαισθητικά την έννοια του πεπερασμένου ορίου μέσω της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης  f  :
	 Όταν, καθώς το x τείνει στο x​0, οι τιμές f(x) τείνουν αντίστοιχα σε έναν πραγματικό αριθμό
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, γράφουμε                                                                
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image4.wmf]®
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    και διαβάζουμε     “το όριο της f(x) όταν x τείνει στο x0 είναι 
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Η συμπεριφορά αυτή των τιμών της f φαίνεται στα παρακάτω σχήματα   
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	Το x0 ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης και το 
[image: image9.wmf]l

 είναι ίσο με το  f(x​0)
	Το x0 ανήκει στο πεδίο ορισμού της f  και το 
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είναι διαφορετικό από το f(x​0)
	Το x0  δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης


Σημαντικές παρατηρήσεις :
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Για να έχει νόημα  η αναζήτηση του ορίου της f στο x0 
[image: image12.wmf]Î
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 πρέπει η f να ορίζεται όσο κοντά θέλουμε στο x0

δηλαδή σε ένα σύνολο της μορφής (α , x0)
[image: image13.wmf]È

(x0 , β)  ή   (α , x0)  ή   (x0 , β)
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Στην αναζήτηση του 
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 δεν είναι απαραίτητο το x0 να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης

[image: image16.wmf]a

Όταν λέμε ότι μία συνάρτηση f έχει μια ιδιότητα κοντά στο x0 , εννοούμε ότι η f ορίζεται σε ένα από τα σύνολα (α , x0)
[image: image17.wmf]È

(x0 , β)  ή   (α , x0)  ή   (x0 , β) και ταυτόχρονα έχει την ιδιότητα αυτή

Άσκηση 1:   Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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α) Να απλοποιηθεί ο τύπος και να γίνει η γραφική παράσταση κατά προσέγγιση

β) Ποιο είναι το 
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; Συγκρίνετέ το με το f(1)

Όρια και πράξεις  Χάριν συντομίας συμβολίζουμε  f(x) με f , g(x) με g , 
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	Αν υπάρχουν τα 
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  και είναι πεπερασμένα  τότε ισχύουν οι ιδιότητες: 
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 σταθερός
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0 κοντά στο x0
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Απροσδιοριστία

Πολλές φορές στην αναζήτηση ενός ορίου, εφαρμόζοντας τις ιδιότητες οδηγούμαστε σε μη επιτρεπτές πράξεις , όπως  π.χ.     
[image: image46.wmf]0
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  (απροσδιόριστη μορφή ) οπότε το όριο δεν προσδιορίζεται άμεσα.       
Στις περιπτώσεις αυτές κάνουμε άρση της απροσδιοριστίας , εφαρμόζοντας διάφορες τεχνικές ανάλογα με την συνάρτηση και την μορφή της απροσδιοριστίας
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Όρια στοιχειωδών συναρτήσεων στο x0
1. Πολυωνυμικές: P(x)=ανxν+ αν-1xν-1+ αν-2xν-2+  …+ α1x + α0   
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2. Ρητές:  
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3. Τριγωνομετρικές:
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7. Εκθετικές – λογαριθμικές:
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  για κάθε x0 
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Άσκηση 2:   Να υπολογισθούν τα όρια:

α) 
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Άσκηση 3:   Να υπολογισθούν τα όρια:

α)
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Συνέχεια συνάρτησης
Η έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης f σε ένα σημείο x0 είναι συνδεδεμένη με την έννοια του ορίου της f στο x0. Επί πλέον η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f σε ένα διάστημα Δ έχει την εικόνα μιας γραμμής που δεν διακόπτεται σε κανένα σημείο (μονοκοντυλιά). Η εποπτεία αυτή των συνεχών συναρτήσεων αποτελεί ένα βοηθητικό στοιχείο για την κατανόηση των εννοιών της παραγράφου αυτής. 
Συνέχεια συνάρτησης στο x0 
	Έστω f συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α , και  x0 
[image: image80.wmf]Î
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Ορισμός: Η  f  λέγεται συνεχής στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της  Α,

                    όταν:                
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Δηλαδή το όριο και η τιμή της f  στο x0 είναι  ίσα

Παρατηρήσεις:
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 Η συνέχεια της f έχει νόημα μόνο σε σημεία του πεδίου ορισμού της
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 Όταν η f είναι συνεχής στο x0 , η γραφική της παράσταση δεν διακόπτεται στο σημείο με τετμημένη x0
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 Το ότι η f είναι συνεχής στο x0 σημαίνει ακόμα:

      x0 
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A      και     υπάρχει το 
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Άσκηση 4  Να εξετάσετε αν είναι συνεχής στο σημείο 
x0=1 η συνάρτηση    f(x)=
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Άσκηση 5  Aν η f είναι συνεχής στο σημείο x0=2 , και 
ισχύει  (x-2)f(x) =
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, να βρεθεί η τιμή f(2)
Συνέχεια συνάρτησης στο πεδίο ορισμού της
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Ορισμός: Η  f λέγεται συνεχής στο πεδίο ορισμού της Α, όταν είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του Α  

Δηλαδή:  Αν για κάθε x0
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	Η f είναι συνεχής στο διάστημα  Α=(α,β)
	Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της  Α=(α,x0)
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(x0,β)
	Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της  Α=(α,x0)
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	Η f είναι συνεχής στο πεδ.ορισ-μού  Α=(α,x1)
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Παρατήρηση: 

Η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης σε διάστημα Δ είναι μία συνεχομένη γραμμή (μονοκοντυλιά)
Βασικές συνεχείς συναρτήσεις στο πεδίο ορισμού τους Α

1. Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις P(x) είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους 

    γιατί για κάθε  x0 
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 ισχύει 
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2. Οι ρητές συναρτήσεις 
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είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους 

   γιατί για κάθε  x0 
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 Α  ισχύει 
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3. Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις  ημx , συνx , εφx , σφx   είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους     γιατί
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4. Οι εκθετικές συναρτήσεις:   αx   με   0<α
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1 ,    ex    είναι συνεχείς  στο  
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5. Οι λογαριθμικές συναρτήσεις:    logαx   με   0<α
[image: image133.wmf]¹

1 ,    lnx  ,  logx   είναι συνεχείς  στο  
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Πράξεις με συνεχείς συναρτήσεις σε διάστημα Δ
Αν οι συναρτήσεις  f , g είναι συνεχείς στο διάστημα  Δ , τότε θα είναι συνεχείς στο Δ και οι παρακάτω πράξεις τους                       ( εφ’ όσον το x0 ανήκει στο στο πεδίο ορισμού τους)
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 Η  f+g :          
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 Η  λg :           
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 Η  fg :           
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Δηλαδή: 
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Κάθε συνάρτηση που προκύπτει από αλγεβρικές πράξεις συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής

π.χ. Η συνάρτηση 
[image: image145.wmf]x2
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  είναι συνεχής στο
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, αφού εκφράζεται με συνεχείς συναρτήσεις

Το όριο πολυωνυμικής συνά- ρτησης σε σημείο x0 του πεδίου ορισμού της είναι ίσο με την τιμή της στο x0





Το όριο ρητής συνάρτησης σε σημείο x0 του π. ορισμού της είναι ίσο με την τιμή της στο x0








► Για να εξετάσουμε την συνέχεια στο x0     


Βρίσκουμε το � EMBED Equation.DSMT4  ��� και το f(x0) και βλέπουμε αν είναι ίσα





► Εύρεση της τιμής  f(x0)


Αν η τιμή  f(x0) δεν βρίσκεται άμεσα με αντικατάσταση και η f είναι συνεχής, τότε μπορεί να υπολογισθεί μέσω του  � EMBED Equation.DSMT4  ���





► Υπολογισμός του   � EMBED Equation.DSMT4  ���


Βάζουμε στον τύπο της f όπου x  το x0


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν προκύψει πραγματικός αριθμός � EMBED Equation.DSMT4  ���


    αυτό θα είναι και το � EMBED Equation.DSMT4  ���


   (γίνεται εφαρμογή των ιδιοτήτων)


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν προκύψει απροσδιόριστη μορφή  � EMBED Equation.DSMT4  ��� 


i) κάνουμε παραγοντοποίηση στους όρους του κλάσματος και αφού διαγράψουμε τους κοινούς παράγοντες βρίσκουμε το όριο,                          ή


ii) αν έχουμε ριζικά, πολαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος με την συζυγή παρά- σταση και αφού εμφανισθεί ο παράγοντας   x-x0  διαγράφεται και βρίσκουμε το όριο.














[image: image152.wmf]0

xx

limf(x)

®

[image: image153.wmf]·

[image: image154.wmf]0

0

_1285259717.unknown

_1286908872.unknown

_1286910350.unknown

_1286987728.unknown

_1315066910.unknown

_1315075758.unknown

_1315076181.unknown

_1315080072.unknown

_1315076546.unknown

_1315076032.unknown

_1315074423.unknown

_1315073748.unknown

_1287776110.unknown

_1288467249.unknown

_1287691972.unknown

_1287692002.unknown

_1286987808.unknown

_1286911263.unknown

_1286912456.unknown

_1286981448.unknown

_1286912758.unknown

_1286911610.unknown

_1286910415.unknown

_1286910519.unknown

_1286909747.unknown

_1286909799.unknown

_1286909930.unknown

_1286909765.unknown

_1286909553.unknown

_1286909586.unknown

_1286908962.unknown

_1286909195.unknown

_1286909227.unknown

_1286908910.unknown

_1285779329.unknown

_1286480851.unknown

_1286904381.unknown

_1286908818.unknown

_1286908243.unknown

_1286908727.unknown

_1286904426.unknown

_1286902899.unknown

_1286903454.unknown

_1285784645.unknown

_1285785132.unknown

_1285785262.unknown

_1285785340.unknown

_1285784795.unknown

_1285781153.unknown

_1285783251.unknown

_1285779364.unknown

_1285263279.unknown

_1285264033.unknown

_1285264121.unknown

_1285779169.unknown

_1285264093.unknown

_1285263675.unknown

_1285263828.unknown

_1285263849.unknown

_1285263771.unknown

_1285263299.unknown

_1285260804.unknown

_1285263127.unknown

_1285263244.unknown

_1285263064.unknown

_1285262805.unknown

_1285262937.unknown

_1285260508.unknown

_1285260640.unknown

_1285260201.unknown

_1285245594.unknown

_1285257739.unknown

_1285257878.unknown

_1285257932.unknown

_1285257965.unknown

_1285259651.unknown

_1285257951.unknown

_1285257905.unknown

_1285257805.unknown

_1285257834.unknown

_1285257860.unknown

_1285257748.unknown

_1285247505.unknown

_1285257635.unknown

_1285257661.unknown

_1285248151.unknown

_1285248730.unknown

_1285248991.unknown

_1285247529.unknown

_1285186149.unknown

_1285188304.unknown

_1285187940.unknown

_1285187994.unknown

_1285175621.unknown

_1285176656.unknown

_1285184750.unknown

_1285175709.unknown

_1285169468.unknown

_1285172832.unknown

_1285175200.unknown

_1285169430.unknown

