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Λύση. 1ος τρόπος - (Βασισμένος στη λύση της Αλεξάνδρας Βασιλοπούλου).
΄Εστω B1 και C1 τα ίχνη των υψών του τριγώνου ABC από το B και το C, αντίστοιχα. Τα
ύψη BB1 και CC1 του τριγώνου �ABC τέμνονται στο ορθόκεντρο του H.

Αφού BC = CP , το τρίγωνο �BCP είναι ισοσκελές, και άρα η CC1 είναι η διχοτόμος
της γωνίας SĈB. Ομοίως, αφού BC = BQ, το τρίγωνο �CBQ είναι ισοσκελές, και άρα η
BB1 είναι η διχοτόμος της γωνίας SB̂C. Επομένως, το H είναι το έγκεντρο του τριγώνου
�SBC, και άρα η ευθεία HS είναι η διχοτόμος της γωνίας BŜC, καθώς και της κατακορυφήν
της γωνίας PŜQ.

Στα ισοσκελή τρίγωνα �CBQ και �BCP είναι BQ̂C = BĈQ = Ĉ και CP̂B = PB̂C =

B̂, αντίστοιχα. Από το άθροισμα γωνιών τριγώνου, στο�CBQ και το �BCP έχουμε SB̂C =

QB̂C = 180◦ − 2Ĉ και SĈB = PĈB = 180◦ − 2B̂, αντίστοιχα. ΄Ετσι, έχουμε

PŜQ = BŜC (κατακορυφήν γωνίες)

= 180◦ − SB̂C − SĈB (άθροισμα γωνιών στο �BSC)

= 180◦ − (180◦ − 2Ĉ)− (180◦ − 2B̂)

= 180◦ − 2Â (άθροισμα γωνιών στο �ABC)

= 180◦ − 2PÂQ

= 180◦ − PT̂Q. (T περίκεντρο του �APQ)

΄Αρα το τετράπλευρο TPSQ είναι εγγράψιμο σε κύκλο, οπότε PŜT = TQ̂P και QŜT = QP̂T .
Αλλά στο ισοσκελές τρίγωνο�PTQ έχουμε TQ̂P = QP̂T , οπότε PŜT = QŜT . Επομένως, η
ευθεία ST είναι η διχοτόμος της γωνίας PŜQ, και άρα ταυτίζεται με την ευθεία HS. Συνεπώς,
τα σημεία T, S και H είναι συνευθειακά.

Σχήμα 1: Πρόβλημα 1

2ος τρόπος - (Βασισμένος στη λύση του Σιλουανού Μπραζιτίκου). ΄Εστω
M,D, και K οι προβολές των σημείων H,S, και T , αντίστοιχα, στην ευθεία AB, και έστω
N,E, και L οι προβολές των σημείων H,S, και T , αντίστοιχα, στην ευθεία AC.



Για να αποδείξουμε ότι τα σημεία T, S και H είναι συνευθειακά αρκεί να δείξουμε ότι

MD

MK
=

NE

NL
.

΄Οπως στον 1ο τρόπο, παρατηρούμε ότι το M είναι το μέσο του BP και το K είναι το μέσο της
χορδής PA, οπότε MK = AB/2. Ομοίως, το N είναι το μέσο του CQ και το L είναι το μέσο
της χορδής QA, οπότε NL = AC/2. Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι

MD

AB
=

NE

AC
.

Από το θεώρημα του Θαλή, αφού CM ‖ SD, έχουμε MD/MP = CS/CP . Ομοίως, αφού
BN ‖ SE, έχουμε NE/NQ = BS/BQ. ΄Ετσι, αρκεί να δείξουμε ότι

(MP · CS)/CP

AB
=

(NQ · BS)/BQ

AC
,

ή ισοδύναμα, αφού MP = BP/2, NQ = CQ/2 και CP = BQ, ότι

BP

BS
· CS

CQ
=

AB

AC
.

΄Οπως στον 1ο τρόπο, είναι SP̂B = B̂, SQ̂C = Ĉ, και PŜB = QŜC = 180◦ − BŜC = 2Â.
΄Ετσι, από τον νόμο ημιτόνων στο �BPS και το �CQS είναι

BP

BS
=

ημ 2A
ημB

και
CS

CQ
=

ημ 2A
ημC

.

Αρκεί, λοιπόν, να δείξουμε ότι AB/AC = ημC/ ημB, το οποίο έπεται από τον νόμο ημιτόνων
στο �ABC. Η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Σχήμα 2: Πρόβλημα 1



Πρόβλημα 2 (Ουκρανία). ΄Εστω N = {1, 2, 3, . . .} το σύνολο των θετικών ακεραίων.
Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις f : N → N τέτοιες, ώστε για οποιουσδήποτε θετικούς ακεραίους
a και b, ισχύουν οι ακόλουθες δύο συνθήκες:

(1) f(ab) = f(a)f(b), και

(2) τουλάχιστον δύο από τους αριθμούς f(a), f(b) και f(a+ b) είναι ίσοι.

Λύση. Θα δείξουμε ότι f(n) = cvp(n) για κάθε n ∈ N, όπου ο c είναι ένας θετικός ακέραιος,
ο p είναι ένας πρώτος αριθμός και vp(n) είναι η μεγαλύτερη δύναμη του p η οποία διαιρεί τον n.

Αρχικά παρατηρούμε η παραπάνω συνάρτηση ικανοποιεί τη συνθήκη (1), αφού για οποιουσ-
δήποτε θετικούς ακεραίους a και b ισχύει vp(ab) = vp(a) + vp(b), αλλά και την (2), αφού, αν
vp(a) �= vp(b), τότε vp(a+ b) = min(vp(a), vp(b)).

΄Εστω, λοιπόν, f μια συνάρτηση που ικανοποιεί της δοθείσες συνθήκες. Λόγω της (1),
είναι f(1) = 1 και αποδεικνύεται εύκολα με επαγωγή ότι f(pk) = f(p)k για κάθε ακέραιο
k ≥ 0. Επιπλέον, αν η ανάλυση ενός θετικού ακέραιου n σε γινόμενο πρώτων παραγόντων είναι
n = pa11 pa22 . . . pakk , τότε f(n) = f(p1)

a1f(p2)
a2 . . . f(pk)

ak .
΄Εστω S το σύνολο των πρώτων αριθμών p τέτοιων ώστε f(p) �= 1. Αν το S είναι το κενό

σύνολο, τότε f(n) = 1 για κάθε n ∈ N, η οποία μπορεί να γραφτεί στην παραπάνω μορφή με
c = 1.

΄Εστω ότι το σύνολο S είναι μη κενό. Θα δείξουμε ότι το S περιέχει μόνο ένα στοιχείο.
Πράγματι, με απαγωγή σε άτοπο, έστω p και q οι δύο μικρότεροι πρώτοι αριθμοί που ανήκουν

στο S με p < q. Τότε f(p) > 1 και f(q) > 1. Αφού 1 < q − p < q, οι πρώτοι παράγοντες του
q − p είναι μικρότεροι του q και διαφορετικοί από τον p, οπότε f(q − p) = 1. Από τη δοθείσα
συνθήκη (2) έπεται ότι f(p) = f(q) = c > 1.

Αν p2 < q, τότε ο q − p2 δε διαιρείται από τους p και q, οπότε, όπως παραπάνω, παίρνουμε
f(q − p2) = 1. Τότε, όμως, οι f(q − p2) = 1, f(p2) = c2 και f(q) = c είναι τρεις διαφορετικοί
αριθμοί, γεγονός που αντιβαίνει στη (2). ΄Αρα q < p2.

΄Εστω p2 = mq+k με m θετικό ακέραιο και 0 < k < q. Αφού 0 < mq = p2−k < p2 < pq,
είναι 0 < m < p, οπότε f(m) = 1 και f(mq) = f(m)f(q) = c. Επίσης, 0 < p2 − mq < q,
οπότε f(p2 −mq) = 1. Τότε, όμως οι f(p2 −mq) = 1, f(p2) = c2 και f(mq) = c είναι τρεις
διαφορετικοί αριθμοί, γεγονός που αντιβαίνει και πάλι στη (2).

Σε άτοπο καταλήξαμε επειδή υποθέσαμε ότι το S έχει περισσότερα από ένα στοιχεία. Επο-
μένως, S = {p} με p πρώτο. Συνεπώς f(p) = c για κάποιον ακέραιο c > 1 και f(n) = cvp(n)

για κάθε n ∈ N. Η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Πρόβλημα 3 (Ηνωμένο Βασίλειο). Μια άπειρη ακολουθία θετικών ακεραίων
a1, a2, . . . ονομάζεται καλή αν

(1) το a1 είναι τέλειο τετράγωνο, και

(2) για κάθε ακέραιο n ≥ 2, το an είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος τέτοιος, ώστε ο

na1 + (n− 1)a2 + . . .+ 2an−1 + an

να είναι τέλειο τετράγωνο.

Να αποδείξετε ότι για κάθε καλή ακολουθία a1, a2, . . ., υπάρχει θετικός ακέραιος k τέτοιος,
ώστε an = ak για όλους τους ακεραίους n ≥ k.



Λύση. Θεωρούμε την ακολουθία (sn)n≥1 θετικών ακεραίων τέτοια, ώστε

na1 + (n− 1)a2 + . . .+ 2an−1 + an = s2n

για κάθε ακέραιο n ≥ 1. Τότε είναι

a1 + a2 + . . .+ an+1 = s2n+1 − s2n,

και

an+1 = (a1+a2+. . .+an+1)−(a1+a2+. . .+an) = (s2n+1−s2n)−(s2n−s2n−1) = s2n+1−2s2n+s2n−1,

για κάθε ακέραιο n ≥ 1. ΄Ετσι an+1 + 2s2n − s2n−1 = s2n+1, οπότε ο sn+1 είναι ο μικρότερος
θετικός ακέραιος του οποίου το τετράγωνο είναι μεγαλύτερο από τον 2s2n − s2n−1.

Θεωρούμε την ακολουθία (dn)n≥2 με dn = sn− sn−1 για κάθε ακέραιο n ≥ 2. Παρατηρούμε
ότι dn > 0 για κάθε ακέραιο n ≥ 2. Επίσης, είναι

2s2n − s2n−1 = 2(sn−1 + dn)
2 − s2n−1 = s2n−1 + 4sn−1dn + 2d2n < (sn−1 + 2dn)

2 = (2sn − sn−1)
2.

΄Αρα sn+1 ≤ 2sn − sn−1 ή ισοδύναμα dn+1 ≤ dn για κάθε ακέραιο n ≥ 2. ΄Ετσι η (dn)n≥2

είναι μια φθίνουσα ακολουθία θετικών ακεραίων, οπότε πρέπει να είναι τελικά σταθερή. ΄Αρα
υπάρχουν ακέραιοι N ≥ 2 και d > 0 τέτοιοι ώστε dn = d για κάθε n ≥ N . Τότε, όμως, είναι

an+1 = s2n+1 − 2s2n + s2n−1 = (sn + dn+1)
2 − 2s2n + (sn − dn)

2 = 2d2

για κάθε ακέραιο n ≥ N . Συνεπώς, με k = N + 1, είναι an = ak για κάθε n ≥ k.

Πρόβλημα 4 (Ρουμανία). Αν n ≥ 2 θετικός ακέραιος, να βρείτε τον μέγιστο θετικό
ακέραιο N για τον οποίο υπάρχουν N + 1 πραγματικοί αριθμοί a0, a1, . . . , aN τέτοιοι, ώστε

(1) a0 + a1 = − 1

n
, και

(2) (ak + ak−1)(ak + ak+1) = ak−1 − ak+1 για 1 ≤ k ≤ N − 1.

Λύση. Με πεπερασμένη επαγωγή επί του k δείχνουμε εύκολα ότι

ak + ak+1 = − 1

n− k
,

για k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Πράγματι, για k = 0 είναι η δοθείσα σχέση (1). ΄Εστω ότι ισχύει

ak−1 + ak = − 1

n− k + 1
,

για κάποιο 1 ≤ k < n. Τότε έχουμε −(n− k + 1)ak−1 = (n− k + 1)ak + 1, οπότε

ak + ak+1 = (n− k + 1)(ak+1 − ak−1)

= (n− k + 1)ak+1 − (n− k + 1)ak−1

= (n− k + 1)ak+1 + (n− k + 1)ak + 1

= (n− k)(ak+1 + ak) + ak+1 + ak + 1,



και άρα

ak + ak+1 = − 1

n− k
,

ολοκληρώνοντας την πεπερασμένη επαγωγή. Αν ορίσουμε αναδρομικά την ακολουθία a0, a1, a2, . . . , an
χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση, παίρνουμε

(ak−1 + ak)(ak + ak+1) =
−1

n− (k − 1)
· −1

n− k

=
1

(n− (k − 1))(n− k)

=
1

n− k
− 1

n− (k − 1))

= (ak−1 − ak)− (ak − (ak+1)

= ak+1 − ak−1,

για k = 1, 2, . . . , n− 1. ΄Αρα η μέγιστη δυνατή τιμή του N είναι ο αριθμός n.

Πρόβλημα 5 (ΗΠΑ). Για n, k θετικούς ακεραίους, έστω f(n, 2k) το πλήθος των τρόπων
με τους οποίους ένας n× 2k πίνακας μπορεί να καλυφθεί με nk ντόμινο μεγέθους 2× 1. (Π.χ.
f(2, 2) = 2 και f(3, 2) = 3.)
Να βρείτε όλους τους θετικούς ακεραίους n τέτοιους, ώστε για κάθε θετικό ακέραιο k, ο
αριθμός f(n, 2k) να είναι περιττός.

Λύση. Οι αριθμοί n με τη ζητούμενη ιδιότητα είναι αυτοί της μορφής 2k−1. ΄Εστω f(m,n)
το πλήθος των τρόπων με τους οποίους ένας m × n πίνακας μπορεί να καλυφθεί με ντόμινο
μεγέθους 2× 1. Για ευκολία, επιτρέπουμε να είναι m = 0 και n = 0, οπότε f(m,n) = 1.
Ισχυρισμός 1. Ισχύει f(m, 2n+ 1) ≡ f(m,n) (mod 2) για κάθε n και κάθε άρτιο m.

Απόδειξη. Αν αντανακλάσουμε τις καλύψεις με ντόμινο ενός m× (2n+ 1) πίνακα ως προς την
κεντρική στήλη, τότε οι καλύψεις ομαδοποιούνται σε μεμονωμένα κελιά και ζεύγη κελιών, οπότε
ο αριθμός f(m, 2n+ 1) είναι ισοϋπόλοιπος modulo 2 με το πλήθος των μεμονωμένων κελιών.

Αν μια κάλυψη με ντόμινο μεγέθους 2 × 1 είναι αναλλοίωτη ως προς την κεντρική στήλη,
τότε κάθε ντόμινο μεγέθους 2 × 1 με ένα κελί στην κεντρική στήλη θα έχει και τα δύο κελιά
σε αυτή. Με άλλα λόγια, η κεντρική στήλη καλύπτεται με m

2
κατακόρυφα ντόμινο, διαιρώντας

τον υπόλοιπο πίνακα σε δύο m × n υποπίνακες. Λόγω συμμετρίας, υπάρχουν f(m,n) τρόποι
κάλυψης: κάθε κάλυψη με ντόμινο του m × n υποπίνακα στα αριστερά της κεντρικής στήλης
καθορίζει την κάλυψη με ντόμινο του m× n υποπίνακα στα δεξιά της κεντρικής στήλης.

Ισχυρισμός 2. Ισχύει f(n, n) ≡ 0 (mod 2) για κάθε άρτιο n ≥ 2.

Απόδειξη. Αν αντανακλάσουμε τις καλύψεις με ντόμινο ενός m× (2n+ 1) πίνακα ως προς την
κύρια διαγώνιο, τότε οι καλύψεις αυτές ομαδοποιούνται σε ζεύγη. Δεν υπάρχει κάλυψη που να
ομαδοποιείται με τον εαυτό της. Επομένως, ο αριθμός f(n, n) είναι άρτιος.

Για να ολοκληρώσουμε τη λύση παρατηρούμε ότι αν ο αριθμός n είναι περιττός, τότε από τον
πρώτο ισχυρισμό έπεται ότι ο n ικανοποιεί τη ζητούμενη συνθήκη αν και μόνο αν την ικανοποιεί
ο 1

2
(n− 1). Αν ο αριθμός n είναι άρτιος και n ≥ 2, τότε από το δεύτερο ισχυρισμό έπεται ότι ο

n δεν ικανοποιεί τη ζητούμενη συνθήκη. Αν n = 0, τότε ο n ικανοποιεί τη ζητούμενη συνθήκη,
αφού f(m, 0) = 1 πάντοτε, και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.



Σχόλιο. Τα προβλήματα επικαλύψεων πινάκων με ντόμινο είναι αρκετά δημοφιλή τελευταία
στους μαθηματικούς διαγωνισμούς. Υπάρχει ένας αξιοθαύμαστος τύπος, ο οποίος επινοήθηκε
ανεξάρτητα από τον Kasteleyn και τους φυσικούς Temperley και Fisher, ο οποίος δίνει τον
αριθμό των επικαλύψεων ενός m× n πίνακα με ντόμινο:

�m
2
�∏

j=1

�n
2
�∏

i=1

4

(
συν2

πj

m+ 1
+ συν2

πi

n+ 1

)
.

Το ερώτημα για το αν το παραπάνω πρόβλημα μπορεί να λυθεί χρησιμοποιώντας τον τύ-
πο του Kasteleyn τέθηκε στον ιστότοπο δημόσιας συζήτησης του Art of Problem Solving
https://artofproblemsolving.com/community/c6t1587056f6h2820488 από το δημιουργό του.
΄Οπως προέκυψε, κάποιες ιδέες που οδήγησαν στον παραπάνω τύπο μπορούν να φανούν χρήσι-
μες. Το πρόβλημα μπορεί να μεταφραστεί σε ισοδύναμο πρόβλημα τέλειων αντιστοιχίσεων ενός
διμερούς γραφήματος. Δείτε, επίσης, το άρθρο https://arxiv.org/abs/1911.08102.

Πρόβλημα 6 (Αυστραλία). ΄Εστω εγγράψιμο τετράπλευρο ABCD με περίκεντρο
O. ΄Εστω ότι οι εσωτερικοί διχοτόμοι των γωνιών A και B τέμνονται στο X, οι εσωτερικοί
διχοτόμοι των γωνιών B και C τέμνονται στο Y , οι εσωτερικοί διχοτόμοι των γωνιών C και
D τέμνονται στο Z και οι εσωτερικοί διχοτόμοι των γωνιών D και A τέμνονται στο W . ΄Εστω
επίσης P το σημείο τομής των AC και BD. ΄Εστω ότι τα X, Y, Z,W,O και P είναι διαφορετικά
ανά δύο. Να δείξετε ότι τα O,X, Y, Z και W είναι ομοκυκλικά αν και μόνο αν τα σημεία
P,X, Y, Z και W είναι ομοκυκλικά.

Λύση. ΄Εστω Ω ο περιγεγραμμένος κύκλος του τετράπλευρου ABCD και έστω r η ακτίνα
του.

Αρχικά, παρατηρούμε ότι τα σημεία X, Y, Z,W είναι ομοκυκλικά. Πράγματι, χρησιμοποιώ-
ντας προσανατολισμένες γωνίες (modulo 180◦) έχουμε

̂(XW,XY ) + ̂(ZY, ZW ) = ̂(XA,XB) + ̂(ZC,ZD) = −Â+ B̂

2
− Ĉ + D̂

2
= 0.

΄Εστω ω ο κύκλος στον οποίο ανήκουν τα σημεία X, Y, Z,W . Θέλουμε να δείξουμε ότι το
σημείο O ανήκει στον ω αν και μόνο αν το σημείο P ανήκει στον ω.

’Επειτα, απορρίπτουμε την περίπτωση το ABCD να είναι τραπέζιο. Πράγματι, ας υποθέ-
σουμε ότι το ABCD είναι ισοσκελές τραπέζιο και έστω, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι είναι
AB ‖ CD. Τότε, λόγω συμμετρίας, τα σημεία X,Z,O και P θα ανήκουν στην μεσοκάθετο των
βάσεων AB και CD του ABCD, οπότε είναι συνευθειακά. Από τα δεδομένα του προβλήματος,
όμως, αυτά τα τέσσερα σημεία είναι διαφορετικά μεταξύ τους, και τα σημεία X και Z ανήκουν
στον ω. Επομένως, ούτε το O ούτε το P ανήκει στον ω, και ο ισχυρισμός του προβλήματος
είναι προφανής. Από εδώ και στο εξής, θεωρούμε ότι AB ∦ CD και BC ∦ AD.

΄Εστω Q το σημείο τομής των ευθειών AB και CD, και έστω R το σημείο τομής των
ευθειών BC και AD. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι το B είναι μεταξύ του A
και του Q, και ότι το D είναι μεταξύ του A και του R. Θα δείξουμε ότι η ευθεία QR είναι ο
ριζικός άξονας των κύκλων Ω και ω.

Το W είναι το σημείο τομής των εσωτερικών διχοτόμων των γωνιών Â και D̂, οπότε είναι
το έγκεντρο του τριγώνου �ADQ. Ομοίως, το Y είναι το σημείο τομής των εξωτερικών
διχοτόμων των γωνιών QB̂C και BĈQ, οπότε το Y είναι το παράκεντρο του �BCQ απέναντι
από το C. ΄Αρα, και τα δύο ανήκουν στη διχοτόμο της γωνίας DQ̂A.



Αφού DQ̂A = 180◦ − D̂ − Â = B̂ − Â έχουμε

BŶ Q = Y B̂A− Y Q̂B =
B

2
− DQ̂A

2
=

B̂

2
− B̂ − Â

2
=

Â

2
= BÂW,

οπότε τα σημεία A,B, Y,W είναι ομοκυκλικά. Επομένως, QA · QB = QY · QW , οπότε η
δύναμη του σημείου Q ως προς τον Ω είναι ίση με τη δύναμη του ως προς τον ω.

Ομοίως, δείχνουμε ότι η δύναμη του σημείου P ως προς τον Ω είναι ίση με τη δύναμη του
ως προς τον ω. Συνεπώς, η ευθεία QR είναι ο ριζικός άξονας των κύκλων Ω και ω.

΄Εστω ότι οι ευθείες OP και OS τέμνονται στο S. Είναι γνωστό ότι το τρίγωνο �PQR
είναι αυτοπολικό ως προς τον κύκλο Ω, δηλ. κάθεμια από τις κορυφές του είναι ο πόλος της
απέναντι πλευράς ως προς τον Ω. Συνεπώς, OP ⊥ QR και τα σημεία P και S είναι συμμετρικά
ως προς τον κύκλο Ω, οπότε SO · PO = r2.

Παρατηρούμε ότι τα σημεία P και O βρίσκονται στο εσωτερικό του Ω, οπότε η πολική ευθεία
QR βρίσκεται στο εξωτερικό του, και άρα το S είναι διαφορετικό από το P και ο O. Επιπλέον,

SO · SP = SO · (SO − PO) = SO2 − SO · PO = SO2 − r2,

οπότε το γινόμενο SO · SP ισούται με τη δύναμη του σημείου S ως προς τον κύκλο Ω. Αφού
το S ανήκει στο ριζικό άξονα των κύκλων Ω και ω, η δύναμη του ως προς τον Ω είναι ίση με
τη δύναμη του ως προς τον ω. ΄Ετσι, το γινόμενο SO · SP ισούται με τη δύναμη του σημείου
S ως προς τον κύκλο ω. Συνεπώς, έπεται ότι το σημείο O ανήκει στον ω αν και μόνο αν το
σημείο P ανήκει στον ω, όπως θέλαμε.

Σχήμα 3: Πρόβλημα 6
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Τρόπος. Εναλλακτικά μπορούμε να φτάσουμε στην σχέση N | (a + 1)3, χωρίς τη βοήθεια των

ισοτιμιών, ως εξής:

Από τη δοθείσα σχέση παίρνουμε

3−
ab+ 3b+ 8

a2 + b+ 3
= 3− n,

ή ισοδύναμα

3a2 + 1− ab = (3− n)(a2 + b+ 3).

(Για n = 3 παίρνουμε ab = 1+ 3a2
, οπότε b = 1

a + 3a. Αφού a, b θετικοί ακέραιοι, έχουμε a = 1 και

b = 4. Τότε όμως a2 + b+ 3 = 8 = 23, μη δεκτό.)

Προσθέτοντας το a3 + 3a+ ab = a(a2 + b+ 3) και στα δύο μέλη παίρνουμε

(a3 + 3a+ ab) + (3a2 + 1− ab) = (3− n)(a2 + b+ 3) + a(a2 + b+ 3)

ή ισοδύναμα

(a+ 1)3 = (a2 + b+ 3)(a+ 3− n).

Πρόβλημα 2.

Θεωρούμε τρίγωνο ABC, με AB < AC < BC, εγγεγραμμένο σε κύκλο Γ1 και τους κύκλους Γ2(B,AC)
και Γ3(C,AB). ΄Ενα κοινό σημείο των κύκλων Γ2 και Γ3 είναι το σημείο E, ένα κοινό σημείο των κύκλων
Γ1 και Γ3 είναι το σημείο F και ένα κοινό σημείο των κύκλων Γ1 και Γ2 είναι το σημείο G, όπου τα σημεία

E, F, G ανήκουν στο ημιεπίπεδο που ορίζει η BC, στο οποίο δεν ανήκει η κορυφή A. Να αποδείξετε

ότι το περίκεντρο του τριγώνου EFG ανήκει στον κύκλο Γ1.

Σημείωση. Με τον συμβολισμό Γ(K, R), εννοούμε ότι ο τυχών κύκλος Γ έχει κέντρο K και ακτίνα R.

Λύση. Πρώτα θα αποδείξουμε ότι οι κύκλοι Γ1, Γ2, Γ3 περνάνε από το ίδιο σημείο, έστω D και ότι το

τετράπλευρο ABCD είναι ισοσκελές τραπέζιο.

΄Εστω ότι οι κύκλοι Γ2 και Γ3 τέμνονται στο σημείο D, διαφορετικό από το άλλο κοινό τους σημείο Ε.

Θα αποδείξουμε ότι το D ανήκει στο κύκλο Γ1. Εφόσον το τμήμα CD είναι ακτίνα του κύκλου Γ3, θα

ισχύει:

(1) CD = AB

Εφόσον το τμήμα BD είναι ακτίνα του κύκλου Γ2, θα ισχύει:

(2) BD = AC

Από τις σχέσεις (1) και (2) (σε συνδυασμό με το γεγονός ότι η BC είναι κοινή πλευρά των τριγώνων

ABC και DBC) προκύπτει ότι τα τρίγωνα ABC και DBC είναι ίσα, άρα ∠BAC = ∠BDC, οπότε το

τετράπλευρο ABCD είναι εγγράψιμο στον κύκλο Γ1. ΄Εστω K το αντιδιαμετρικό του A στον κύκλο Γ1.

Θα αποδείξουμε ότι τα σημεία D, K, E είναι συνευθειακά και στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι και τα

σημεία B, F, E είναι συνευθειακά.

Η DE είναι κοινή χορδή των κύκλων Γ2 και Γ3 και BC η διάκεντρός τους, άρα DE ⊥ BC. Εφόσον

K είναι το αντιδιαμετρικό του A στο κύκλο Γ1, θα ισχύει DA ⊥ DK και από την DA ∥ BC παίρνουμε

ότι DK ⊥ BC, άρα τα σημεία D, K, E βρίσκονται στην ίδια ευθεία.

Η DF είναι κοινή χορδή των κύκλων Γ1 και Γ3 και OC η διάκεντρός τους, άρα DF ⊥ OC. ΄Επεται

ότι οι γωνίες ∠FDK και ∠OCB είναι οξείες με πλευρές κάθετες, άρα

(3) ∠FDK = ∠OCB.

Ομοίως, συμπεραίνουμε ότι

(4) ∠GDK = ∠OBC.
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Από τις (3) και (4), παίρνουμε ότι

∠GDK = ∠FDK,

οπότε KF = KG.

Η γωνία ∠F1 είναι εγγεγραμμένη στον Γ1, άρα ∠F1 = ∠BCD. Η γωνία ∠F2 είναι εγγεγραμμένη
στον Γ3, άρα

∠F2 = 180◦ −
∠DCE

2
= 180◦ − ∠DCB,

οπότε τα σημεία B, F, E είναι συνευθειακά.

Τέλος, θα αποδείξουμε ότι το τρίγωνο KFE είναι ισοσκελές, δηλαδή ∠KFE = ∠KEF. Πράγματι, από
το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABFK, (εδώ χρησιμοποιούμε ότι τα B, F, E είναι συνευθειακά) έχουμε

ότι

∠KFE = ∠BAK = ∠BAO.

Επιπλέον, από τον κύκλο Γ3 παίρνουμε

∠DEF =
∠DCF

2
= ∠DCO.

΄Ομως, από το ισοσκελές τραπέζιο ABCD, τα τρίγωνα ABO και COD είναι ίσα, άρα ∠BAO = ∠DCO.

Συμπερασματικά, ∠KFE = ∠KEF, οπότε KF = KE. ΄Εχουμε ήδη αποδείξει ότι KF = KG, άρα το

ζητούμενο έπεται.

2
ος
Τρόπος. ΄Εστω K το αντιδιαμετρικό του A στον κύκλο Γ1. Θα αποδείξουμε πρώτα ότι τα

σημεία B, F, E είναι συνευθειακά. Από τον κύκλο Γ2 παίρνουμε BE = AC και από τον κύκλο Γ1
παίρνουμε ότι CE = AB. Επομένως, στο τετράπλευρο ABEC οι απέναντι πλευρές είναι ίσες, άρα είναι

παραλληλόγραμμο. Επομένως,

(1) BE ∥ AC.

Από τον κύκλο Γ3, παίρνουμε CF = AB, επομένως το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABFC είναι ισοσκελές

τραπέζιο, άρα

(2) BF ∥ AC.
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Από τις (1) και (2), παίρνουμε ότι τα B, F και E είναι συνευθειακά. Ομοίως, αποδεικνύουμε ότι τα

σημεία C, G, E είναι συνευθειακά. Πράγματι, από το παραλληλόγραμμο ABEC παίρνουμε ότι

(3) CE ∥ AB.

Από τον κύκλο Γ2, παίρνουμε BG = AC, επομένως το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ACGB είναι ισοσκε-

λές τραπέζιο, άρα

(4) CG ∥ AB.

Από τις (3) και (4), παίρνουμε ότι τα C, G και E είναι συνευθειακά.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι το K είναι στη μεσοκάθετο του FE. Πράγματι, έχουμε ότι CK ⊥ AC και

AC ∥ FE, άρα CK ⊥ FE. ΄Ομως το τρίγωνο CFE είναι ισοσκελές, άρα το ύψος του είναι μεσοκάθετος,

δηλαδή το K ανήκει στη μεσοκάθετο του FE.

΄Ομοια, δουλεύοντας στον Γ2, το τρίγωνο EBG είναι ισοσκελές και BK ⊥ EG, άρα το K είναι στη

μεσοκάθετο του EG. Τελικά, το K είναι το σημείο τομής των μεσοκαθέτων στο τρίγωνο FGE και το

ζητούμενο έπεται.

3
ος
Τρόπος. ΄Εστω K το αντιδιαμετρικό σημείο του A στον Γ1. Θα δείξουμε ότι το K είναι το

περίκεντρο του △FEG.

Αφού BE = AC και AB = CE, το ABEC είναι παραλληλόγραμμο, κι άρα οι διαγώνιοι του διχοτο-

μούνται. ΄Εστω D το κέντρο του παραλληλογράμμου. Τότε η OD συνδέει τα μέσα στο τρίγωνο AEK,

άρα KE ∥ OD ⊥ BC και OD = KE
2 . Στο ορθογώνιο τρίγωνο ODC είναι

(5) OD2 = OC2 −DC2 = R2 −

(
BC

2

)2

= R2 −
BC2

4
.

΄Εστω F ′
το σημείο τομής της BE με τον Γ3(C,AB). Από το ισοκελές τρίγωνο CF ′E παίρνουμε ∠CF ′E =

∠CEB = ∠BAC, οπότε το F ′
ανήκει στον Γ1. ΄Ετσι, το F ′

ταυτίζεται με το F. Παρατηρούμε ότι το

ABFC είναι ισοσκελές τραπέζιο με BF ∥ AC και FC = AB, οπότε AF = BC.

Επιπλέον, στο ορθογώνιο τρίγωνο AFK, το Πυθαγόρειο θεώρημα δίνει

(6) FK2 = AK2 −AF2 = (2R)2 − BC2 = 4R2 − BC2,

όπου R η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του △ABC.

Ομοίως, αν G ′
το σημείο τομής της CE με τον Γ2(B,AC), από το ισοκελές τρίγωνο BG ′E παίρνουμε

∠BG ′E = ∠BEC = ∠BAC, οπότε το G ′
ανήκει στον Γ1. ΄Ετσι, το G ′

ταυτίζεται με το G. Αφού

BG = AC και CG ∥ AB, το ABGC είναι ισοσκελές τραπέζιο με AG = BC, οπότε στο ορθογώνιο

τρίγωνο AGK, το Πυθαγόρειο θεώρημα δίνει

(7) GK2 = AK2 −AG2 = (2R)2 − BC2 = 4R2 − BC2.

΄Αρα, από (5), (6), και (7) έχουμε

KE2 = 4OD2 = 4R2 − BC2 = FK2 = GK2,

οπότε KE = FK = GK, δηλαδή το K είναι το περίκεντρο του △FEG.

4
ος
Τρόπος. ΄Εστω K το περίκεντρο του FEG. Θα αποδείξουμε πρώτα ότι τα σημεία B, F, E είναι

συνευθειακά. Από τον κύκλο Γ2 παίρνουμε BE = AC και από τον κύκλο Γ1 παίρνουμε ότι CE =
AB. Επομένως, στο τετράπλευρο ABEC οι απέναντι πλευρές είναι ίσες, άρα είναι παραλληλόγραμμο.

Επομένως,

(8) BE ∥ AC.
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Από τον κύκλο Γ3, παίρνουμε CF = AB, επομένως το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABFC είναι ισοσκελές

τραπέζιο, άρα

(9) BF ∥ AC.

Από τις (8) και (9), παίρνουμε ότι τα B, F και E είναι συνευθειακά. Ομοίως, αποδεικνύουμε ότι τα

σημεία C, G, E είναι συνευθειακά. Πράγματι, από το παραλληλόγραμμο ABEC παίρνουμε ότι

(10) CE ∥ AB.

Από τον κύκλο Γ2, παίρνουμε BG = AC, επομένως το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ACGB είναι ισοσκε-

λές τραπέζιο, άρα

(11) CG ∥ AB.

Από τις (10) και (11), παίρνουμε ότι τα C, G και E είναι συνευθειακά.

Αφού το K είναι το περίκεντρο του FEG έχουμε ότι

(12) ∠FKG = 2∠BEC = 2∠CAB,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από το παραλληλόγραμμο EBAC.

Τώρα έχουμε ότι

∠BAF =

⌢
BF

2
=

⌢
BC −

⌢
CF

2
=

⌢
BC −

⌢
AB

2
= ∠BAC− ∠ACB,

όπου στην τρίτη ισότητα χρησιμοποιήθηκε το ισοσκελές τραπέζιο ACFB.

Ομοίως, έχουμε ότι

∠CAG =

⌢
CG

2
=

⌢
BC −

⌢
BG

2
=

⌢
BC −

⌢
AC

2
= ∠BAC− ∠ABC,

όπου στην τρίτη ισότητα χρησιμοποιήθηκε το ισοσκελές τραπέζιο ACGB.

Τελικά, έχουμε ότι

(13) ∠FAG = ∠BAC− ∠CAG− ∠BAF = 180◦ − 2∠BAC

Από τις (12) και (13) παίρνουμε ότι το τετράπλευρο FAGK είναι εγγράψιμο, άρα το K ανήκει στον Γ1.

Πρόβλημα 3.

Να βρεθεί η μεγαλύτερη δυνατή σταθεράM τέτοια, ώστε για οποιαδήποτε ακολουθία an, n = 0, 1, 2, . . .,

πραγματικών αριθμών, που ικανοποιεί τις συνθήκες:

(α) a0 = 1, a1 = 3 και

(β) a0 + a1 + . . .+ an−1 ≥ 3an − an+1, για κάθε ακέραιο n ≥ 1,

να ισχύει
an+1

an
> M,

για κάθε ακέραιο n ≥ 0.

Λύση. Πρώτα, θα αποδείξουμε με επαγωγή ότι

an+1 > 2an > 0
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για κάθε ακέραιο n ≥ 0. Πράγματι, για n = 0 ισχύει προφανώς και από το β) έχουμε a2 ≥ 3a1 −a0 =
8 > 2a1 > 0. Υποθέτουμε ότι το ζητούμενο ισχύει για κάθε n = 0, 1, . . . , k και θα το αποδείξουμε για

n = k+ 1. Πράγματι, από την επαγωγική υπόθεση έχουμε

ak > 22ak−1 > 22ak−2 > . . . > 2jak−j,

για κάθε j = 1, . . . , k. Τότε από την συνθήκη β), για n = k παίρνουμε:

1

2k
ak +

1

2k−1
ak + . . .+

1

2
ak ≥ 3ak − ak+1 ⇐⇒ ak+1 ≥ ak

(
3−

1

2
−

1

22
− . . .−

1

2k

)
> 2ak,

όπου στην τελευταία ανισότητα χρησιμοποιήσαμε ότι

1

2
+ . . .+

1

2k
<

1

2
+

1

22
+ . . . =

1

2
· 1

1− 1/2
= 1.

Για να αποδείξουμε ότι η μεγαλύτερη δυνατή σταθερά είναι η M = 2, θα βρούμε μια ακολουθία που να

ισχύει η ισότητα στη συνθήκη β). Τότε

an+1 = 4an − 4an−2

και λύνοντας την αναδρομική βρίσκουμε

an = 2n−1(n+ 2),

οπότε

an+1

an
=

2n(n+ 3)

2n−1(n+ 2)
= 2

n+ 3

n+ 2
= 2

(
1+

1

n+ 2

)
,

που γίνεται όσο κοντά στο 2 θέλουμε, άρα η σταθερά M = 2, δεν μπορεί να βελτιωθεί.

2
ος
Τρόπος. Θεωρούμε την ακολουθία (bn) με bn = (n+ 2)2n−1

για n ≥ 0. Είναι

Sn+1 =

n+1∑
k=0

2k +

n+1∑
k=0

k2k−1 = (2n+2 − 1) + (2n+1n+ 1) = 2n+1(n+ 2) = 4bn.

για κάθε n ≥ 0. ΄Εστω (an)n≥0 μια ακολουθία που ικανοποιεί τις αρχικές δοθείσες συνθήκες. Θα

δείξουμε με επαγωγή επί του n ότι ισχύουν

(I) nan ≥ (n+ 2) (an−1 + · · ·+ a0) > 0 για κάθε n ≥ 1, και

(II)
an+1

an
≥ bn+1

bn
= 2

n+ 3

n+ 2
, για κάθε n ≥ 0.

Απόδειξη της (I). Πράγματι για n = 1 έχουμε a1 = 3 ≥ 3a0 > 0. ΄Εστω ότι

nan ≥ (n+ 2) (an−1 + · · ·+ a0) > 0

για κάποιον n ≥ 1. Πολλαπλασιάζοντας την

an+1 ≥ 3an − (an−1 + · · ·+ a0),

με n+ 1 παίρνουμε

(n+ 1)an+1 ≥ 3(n+ 1)an − (n+ 1)(an−1 + · · ·+ a0)

Παρατηρούμε ότι για να ισχύει η

(n+ 1)an+1 ≥ (n+ 3)(an + · · ·+ a0) > 0

6



αρκεί να ισχύει

3(n+ 1)an − (n+ 1)(an−1 + · · ·+ a0) ≥ (n+ 3)(an + · · ·+ a0)

ή ισοδύναμα,

[3(n+ 1) − (n+ 3)]an ≥ (2n+ 4)(an + · · ·+ a0)

δηλ.

2nan ≥ 2(n+ 2)(an−1 + · · ·+ a0)

η οποία ισχύει από την επαγωγική υπόθεση. Η απόδειξη της (I) ολοκληρώθηκε.
Απόδειξη της (II) Αφού nan ≥ (n+ 2) (an−1 + · · ·+ a0) για κάθε n ≥ 1, έχουμε

(n+ 2)an+1 ≥ 3(n+ 2)an − (n+ 2)(an−1 + · · ·+ a0) ≥ 3(n+ 2)an − nan = (2n+ 6)an

και αφού an > 0 έπεται ότι
an+1

an
≥ 2

n+ 3

n+ 2
.

Παρατηρούμε ότι η (cn) με

cn =
bn+1

bn
= 2

n+ 3

n+ 2
= 2

(
1+

1

n+ 2

)
είναι γνησίως φθίνουσα ακολουθία κάτω φραγμένη από το 2, με όριο το 2. ΄Αρα η ζητούμενη τιμή

για το M είναι 2, αφού για μεγαλύτερη τιμή, θα μπορούσαμε να βρούμε N αρκούντως μεγάλο ώστε

M > cN = bN+1

bN
> 2.

Πρόβλημα 4.

Κάθε μαθητής μιας τάξης έχει πεπερασμένο αριθμό από κάρτες. Καθεμιά από τις κάρτες έχει γραμμένο

έναν πραγματικό αριθμό από το διάστημα [0, 1]. Να βρείτε την μικρότερη δυνατή τιμή της σταθεράς
c > 0, ώστε να ισχύει το ακόλουθο, ανεξάρτητα από την κατανομή των καρτών στους μαθητές:

Κάθε μαθητής που το συνολικό άθροισμα των αριθμών στις κάρτες του είναι μικρότερο από 1000, μπορεί

να μοιράσει τις κάρτες του σε 100 κουτιά, ώστε το άθροισμα των καρτών σε κάθε κουτί να είναι το

πολύ c.

Λύση. Από όλες τις πιθανές τοποθετήσεις σε κουτιά, διαλέγουμε εκείνη, ώστε η μέγιστη τιμή αθρο-

ίσματος που βρίσκεται σε κάποιο κουτί να είναι η ελάχιστη δυνατή. Αν υπάρχουν περισσότερες από

μία τέτοιες τοποθετήσεις, διαλέγουμε εκείνη που το πλήθος των κουτιών, που επιτυγχάνεται αυτή η

μέγιστη τιμή, είναι το μικρότερο δυνατό. Υποθέτουμε ότι στα κουτιά το συνολικό άθροισμα είναι

10+ x1 ≥ 10+ x2 ≥ . . . ≥ 10+ x100,

αντίστοιχα. Ξέρουμε ότι το συνολικό άθροισμα είναι μικρότερο από 1000, οπότε

10+ x1 + 10+ x2 + . . .+ 10+ x100 ≤ 1000 ⇐⇒ x1 + . . .+ x100 ≤ 0.

Επιπλέον, αφού ο x100 είναι ο μικρότερος, έχουμε

x1 + 99x100 ≤ x1 + x2 + . . .+ x100 ≤ 0.

Αφού το συνολικό άθροισμα στο πρώτο κουτί είναι μεγαλύτερο από 10, το πρώτο κουτί πρέπει να

έχει τουλάχιστον 11 κάρτες, αφού κάθε κάρτα έχει γραμμένο αριθμό από το διάστημα [0, 1]. Επομένως,
θα έχει μια κάρτα με τιμή t το πολύ 10+x1

11 . Αφαιρούμε τώρα από το πρώτο κουτί αυτή την κάρτα και

την βάζουμε στο 100-οστό κουτί. Τότε το 100-οστό κουτί θα πρέπει να έχει άθροισμα μεγαλύτερο ή

ίσο από 10 + x1, αλλιώς θα έχουμε φτιάξει μια τοποθέτηση που θα έχει μικρότερο μέγιστο άθροισμα,
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που είναι αδύνατο από τον ελαχιστικό χαρακτήρα της αρχικής τοποθέτησης. Το 100-οστό κουτί όμως

μετά την μετακίνηση έχει συνολικό άθροισμα 10+ x100 + t, οπότε πρέπει

(1) 10+ x100 + t ≥ 10+ x1 ⇐⇒ x100 + t ≥ x1.

΄Ομως, t ≤ 10+x1
11 και x100 ≤ −x1

99 , επομένως η (1) δίνει

−
x1
99

+
10+ x1

11
≥ x1 ⇐⇒ 10

11
≥ 91x1

99
,

οπότε x1 ≤ 90
91 . Επομένως, κάθε κουτί έχει άθροισμα καρτών το πολύ

10+ x1 ≤ 10+
90

91
=

1000

91
.

Θα αποδείξουμε ότι η απάντηση είναι όντως c = 1000
91 , δηλαδή ότι κάθε αριθμός c = 11 − 11a, με

1 > a > 1
1001 , δεν ικανοποιεί τις συνθήκες για όλες τις πιθανές κατανομές των καρτών. Επιλέγουμε

r ∈
[

1
1001 , a

)
και θέτουμε n = ⌊ 10001−r ⌋. Αφού r ≥ 1

1001 , θα έχουμε ότι
1000
1−r ≥ 1001, άρα n ≥ 1001.

Επιλέγουμε τώρα n κάρτες με τιμή 1− r η καθεμιά. Το συνολικό άθροισμα στις κάρτες είναι

n(1− r) ≤ 1000

1− r
· (1− r) = 1000.

Τώρα, όπως και να τοποθετήσουμε τις κάρτες στα 100 κουτιά, από την αρχή της περιστεροφωλιάς, θα

υπάρχει ένα κουτί με 11 κάρτες. Αλλά 11(1− r) = 11− 11r > 11− 11a, άρα η σταθερά c = 11− 11a,

δεν μπορεί να ικανοποιεί το ζητούμενο.

2
ος
Τρόπος. Θα αποδείξουμε ότι ο c = 1000

91 ικανοποιεί τις συνθήκες. Ξεκινάμε πρώτα με 100

άδεια κουτιά και θεωρούμε όλες τις κάρτες που η καθεμιά έχει αριθμό μεγαλύτερο από
1000
1001 . Αφού το

άθροισμά τους δεν ξεπερνάει το 1000, θα πρέπει να υπάρχουν το πολύ 1000 τέτοιες κάρτες. Επομένως,

μπορούμε να βάλουμε (το πολύ) 10 κάρτες σε καθένα από από τα 100 κουτιά γιατί τότε κάθε κουτί

έχει άθροισμα 10 · 1000
1001 < 10 < c.

Στη συνέχεια, σε κάθε βήμα παίρνουμε μία από τις υπόλοιπες κάρτες και αποδεικνύουμε ότι υπάρχει

τουλάχιστον ένα κουτί που μπορεί να μπει. Ας υποθέσουμε πως αυτό δεν είναι δυνατό. Επομένως,

σε κάποιο βήμα θα έχουμε τα 100 κουτιά με συνολικά αθροίσματα x1, x2,..., x100 και όπου και αν

προσθέσουμε την κάρτα με τιμή x ≤ 1000
1001 , το συνολικό άθροισμα θα γίνει πάνω από c. Επομένως,

xi + x > c = 11−
11

1001
,

για κάθε i = 1, 2, . . . , 100. Με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε

x1 + x2 + . . .+ x100 + 100x > 100

(
11−

11

1001

)
.

΄Ομως, 1000 ≥ x1 + x2 + . . .+ x100 + x και 10001001 ≥ x, οπότε παίρνουμε ότι

1000+ 99 · 1000
1001

> 100

(
11−

11

1001

)
,

άτοπο. Η κατασκευή για το ότι κάθε μικρότερο c δεν ικανοποιεί τις συνθήκες, γίνεται όπως στον πρώτο

τρόπο.
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, 4) , 5) 

.
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 « ». .
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I .  « - »
1 . : .

. ,
. "

", ,
.

Arthur Conan Doyl  
 «  Arthur Conan Doyle, «

» («A study in scarlet») 
1887,
Sherlock Holmes

.
,

,
. ’

…
,

.
.

   "
" ("the science of deduction") 

: « »,
. , «

» ("his conclusions were 
as so many propositions of Euclid").

,  7
 II ,

,
.

 " "

( ).
,
...  50 

,
…»

,
,

.

.

.
,

, , ,
,

.
"

".

2 . " " ( )
. ,

  Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet.  Dirichlet 
.

    «  1805,  Duren, 
Johann Peter Gustav 

Lejeune Dirichlet.
 Richelet 

, "le jeune de 
Richelet",  "  Richelet".

,
,

. ,

. ,
,

.
,

Dirichlet

hm,  Fourier,  Laplace, 
Legendre  Poisson. 

.
1855  Gauss, 

Göttingen.

Gauss,  "Disquisitiones Arithneticae" (" -
"),

. ,
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, ,

.  Dirichlet 
 «

». -

. ,
 Dirichlet 

 2+1=3. 
 Dirichlet, 

, ,  «
»

.  (
),

" "

 " ".

, ,
.

.

.
, .

.
.  ; 

,
,

.

.
; ,

 P.G.L. Dirichlet  1834 
 (" ").  P.G.L. 

Dirichlet (1805-1859) 

,
 C.F. 

Gauss  Göttingen 

: Arthur 
Schopenhauer,  Grimm, Otto von 
Bismarck, Edmund Husserl, Max Weber, Jurgen 
Habermas, Gerhard Schröder, Max Planck, Werner 
Heisenberg, J. Robert Oppenheimer, Enrico Fermi, 
Wolfgang Pauli : Carl 
Friedrich Gauss, Bernhard Riemann, David Hilbert, 
Felix Klein, Richard Courant, Emmy Noether, 
Constantin Caratheodory, John von Neumann, Bolyai, 
Freudenthal, Haar, Hamel, Hecke, Hurwitz, . .

 45  Nobel 
.

 20 .

,  Fourier 
» ( )

3 .  "  Lindelöf" - 
 ( )

,
, , .

, ,  "  Lindelöf ",
,

,

 Ming Hsieh 
 USC Viterbi, 

,

,  "  Lindelöf ". 
,  25 

 2018 (

),

,

.
 1908 

Ernst Leonard Lindelöf, "
Lindelöf " (

 "Zeta Riemann", 
: "R zeta").
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 "Lindelöf " 
 Riemann  "Riemann" 

 "Lindelöf ", -
 Lindelöf 

.

 –  2, 3, 
5, 7  11  1 

 – 
 RSA, 

.
 « »

.
 "R zeta" 

.
, -

, ,

. «
,»  Enrico 

Bombieri, «
». 

,  Riemann 

 1896. ,
, -

Selberg Erdós. ,
Riemann  "R 
zeta" .

 "R 
zeta"

 – 

.

 Riemann ,

.
   « ,  Riemann 

 t»,  Fokas 

 Lindelöf. «  Riemann 

,
.

 "R zeta"  t 
.

Lindelöf,  «  "R zeta" 
 t 

».

 Fokas 
,

.
Lindelöf

,
.

;
; ;

    «

», . «
 "R zeta",
,

 "R zeta" 

 Riemann-Hilbert.
,

.
,

 Riemann-Hilbert.  
,

-
,

 20 , : «

.»
,

 Imperial College, Ph.D. 
 Caltech  MD 

.
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.
 2000, 

Naylor, 
 Stephen Hawking. 

 Guggenheim. «  Fokas»,

 18
 250 

.  «Society for 
Industrial and Applied Mathematics (SIAM) 
Review»,  "
Fokas"  «Fosbury 
flop» .

: https://viterbischool.usc.edu/ 

                                     
3 . " ", .

. . ,
: « ».

. -
,

/ ,

(deterministic= )
, .

,

.
 " "

 " " (stochastic) .

,
,

 " " (simulations)

.
 " "

(random numbers) 
.

 (
)  Monte Carlo. -

,
,
,

.

 " "
. ,

" " ("drunken sailor" 
problem)
Monte Carlo. :

 (3x2) ,
.

    

" "

. ,

.

;
,

.

 1, 2, 3, 
,

 1/4. 
,

 4, 5, 6, 

1/4 ,
 (1/4)(1/4) = 1/42. ,

,
 1, 2, 3, 

(1/4)(1/42) = 1/43 . . . ,

, :
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 1, 2, 3: 
i

1 3 5 2i 1
i 1

1 1 1 1... 0.2666...
4 4 4 4

 4, 5, 6: 
i

2 4 6 2i
i 1

1 1 1 1... 0.0666...
4 4 4 4

,

 4x2  3x3, 

( )  ( )
;

Monte Carlo
.

" "
,

.

" ", -
.

" " ( )
-

 (nj)  j. 
 nj/N

 j. 
,

, . ,

.

" ", . . ,
" "

,
. . .  " "

. -

,

.

" "
/

 ( )
.

,
.

,
.

V. ...
1.

,
,

 "2
", 

 6 & 7  2022, 
.

[www.ekete,"
"]

2. ... …
,

 « »,
 "scholia codicis Vat. Gr. 1038 fol. 129v sub

fine datorum in mg. Inferiore". 

: .
, . .

,

. , ,
,

.

 Descart  posthume ,
 «De solidorum elementis» 

.

.
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:
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,
 … 

 1 . :
2f x 2x 2x                                                            

i) R , -
 f R .

ii)  f 
0,2 , .

iii)
f x 3 .

: i) 22x 2x 0
 x R ,

10 4 8 0
2 .

ii) fC 0,2   

f 0 2 2 4 .
iii) 4 :

2f x 3 2x 2x 4 3
44 0

2 22x 2x 4 9 2x 2x 5 0

1
2 44 2 2 11 1 11x

4 4 2

2
2 44 2 2 11 1 11x

4 4 2
.

 2 .

4 2f (x) x 4x .

 m R
4 2x 4x 1 m 0 ,  4 -

.
. 5 m 1            . 0 m 4                                          
. 5 m 1 . 3 m 1                                         

: : 4 2x 4x 1 m 0
4 2x 4x 1 m f x 1 m .

 4 , -
 y 1 m  4 

 f. -

 0 y 4 0 1 m 4 1 m 3
3 m 1. .

 3 . :
2 2x x 5 0 , R    (1) 

i)
ii)

R .
iii) 1 2x ,x -

:
1 2x 2 x 2 4

iv)

1
1

1
x 2 2

2

1
x 2

, 1 2x ,x -

 (1) 1 2x ,x 2 .

. i) 2 2 24 5 5 4          

ii) 0 R ,
.

iii) : 1 2x 2 x 2 4

1 2 1 2x x 2x 2x 4 4
1 2

2
1 2

x x

1 2 1 2
P x x 5

x x 2 x x 8 0

2 25 2 8 0 2 3 0
22 22 3 0 2 1 4 1 4

1 2 3 1.
iv) 2x S'x P ' 0

1x 2
2 24 2 5 0 2 1 0

21 0 1 . 1 :

1 2
1 2

1 1S'
x 2 x 2

1 2
2

1 2 1 2

x x 4 4
x x 2 x x 4 5 2 4

22

4 4
2 1 1

1 2 1 2

1 1 1P '
x 2 x 2 x 2 x 2

2
1 2 1 2

1 1
x x 2 x x 4 1

.
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2
2 2

4 1x x 0
1 1

1

 4 . :
2x y x 2y x y y x 2y 0

: : 2x y x 2y
2 2 2 22x y x 2y 2x y x 2y

2 2 2 2 2 24x 4xy y x 4xy 4y 3x 3y
2 2 2 2x y x y x y .                                              

:
2x y x 2y x 2y 2x y x 2y
x 2y 2x y 3y 3x y x

2x y x 2y x y x y
y x y x y .      

 5 .
3

2

x 4xf x
x 2x

.                                                                         

)
.

)
f 3 f 1

f 4 2
.

) f 4 x 1 2 f 3 x .
.

) 2x 2x 0
x x 2 0 x 0 x 2 ,

f R 2,0 :
23

2

x x 4x 4xf x x 2
x 2x x x 2

)
f 3 f 1 1 1 2

2 2 2 2f 4 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 4 22 2
) f 4 x 1 2 f 3 x 2x 1 2 x

2x 1 2 x 2x 1 2 x x 1  x 1
 6 . )

4 x 0 x 1 0 .
)

x 2 3x 4
f x

4 x x 1
.

 f . 
) 3, 12

 f, 0 .

) 0 , f x 0 .
.

) 4 x 0 x 4 4 x 4
x 1 0 x 1 x 1 x 1

)
.4 x 0 4 x 4

x 1 0 x 1 x 1

4 x 1 1 x 4 . fA 4, 1 1,4 .
)

f
1 13C f 3 12 12

1 1
12 12 0 .

) 0
x 2 3x 4

f x
4 x

f x 0 x 2 3x 4 0
2 23x 4 x 2 3x 4 x 2

:42 2 23x 4 x 2 8x 28x 12 0
2

f f
12x 7x 3 0 x 3 A x A
2

.

x 3 .
 7 . )

x R

2x 16x 6 x 2 3 2
x 2 x 3 x 1 x 3

.

) 4
: )
x 0

x 0
x 2 x 3 0

x 1 x 3 0
x 1 0

x 1
x 3 0

x 0
x 0,1 1,

x 1
.

x 2 x 3 x x 3 x 3 x 1 x 3 ,

:

2x 16x 6 x 2 3 2
x 2 x 3 x 1 x 3

x 2 x 32x 4 x 6
x 3 x 1 x 1 x 3

3 x 1 2 x 2 x 3

x 3 x 1 x 1 x 3
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x 1 x 3x 4 x 3
x 1 x 3 x 1 x 3

2 2
x 1 x 1x 1

x 1x 1 x 1 x 1
                        

)

2

2x 1
4 4 x 1 4x 4

x 1
x 2 x 1 4x 4 3x 2 x 5 0

642 53 x 2 x 5 0 x x 1
3

5 25x x
3 9

.

 8 .
2x x 0 ( ) 2x x 0  ( )
, , , R . -

, , , :
2 22 10 6 13 36    (1)  

2022 420224 7 0   (2) :

. , , , .

. 2,  1,  3,  5 , -
 ( ), ( )

.
. 1x 2x  ( ) -

 ( 1x , 2x ) -
: i) 6 6

1 2A x x ii) 3 2
2 2 2x 4x 3x 2

iii)
2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

3 3
1 1 2 2

2x 3x x 2x 3x x
4x 5x x 4x

) 3x 4x
( ),

1 2

3 4

x x
x x

1 2

4 3

x x
x x

.

: ) 22 2 10 1 9 9,
1 .             

22 6 13 3 4 4 ,
3 . ,

2 22 10 6 13 36

1 3 .
 (2) :
2022 2022(2) 4 + +7 = 0

4 + +7=0

2 5 .

)  , , ,
2x 2x 1 0  ( ) 2x 3x 5 0  ( ) -

1 28 0  29 0
 ( ), ( ) .

-
.

)  Vieta  ( )

: 1 1 2
2S x x 2

 1

1 1 2
1P x x 1

1
.       

i)
2 2 2 33 3 3 3

1 2 1 2 1 2A x x x x 2 x x
22 3

1 2 1 2 1 2 1 2x x x x 3x x 2 x x
22 3

1 1 1 1S S 3P 2P ... 198

ii) 3 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2x 4x 3x 2 x x 4x x 3x 2                  

2
2 2

1 1 1

1 1 1x 4x 3 2
x x x

22
2 2 22 2 1

1 1

x 4x 3 2 2 xx 4x 3 2x
x x

2 (I)2 2

1

x 2x 1
0

x

iii)
2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

3 3
1 1 2 2

2x 3x x 2x 3x x
4x 5x x 4x

              

2
1 2 1 2 1 2 1 2

3
1 2 1 2 1 2 1 2

2[(x x ) 2x x ] 3x x (x x )
4[(x x ) 3x x (x x )] 5x x

2
1 1 1 1
3
1 1 1 1

2(S 2P ) 3PS 18...
4(S 3PS ) 5P 61
)  Vieta  ( )

2 3 4
3S x x 3

1

2 3 4
5P x x 5

1
. -

2
3 3x S x P 0 ,  S3 , P3

.
1 2 1 2

3
3 4 4 3

x x x xS ( ) ( )
x x x x

1 2 1 2
1 2

3 4 3 4

x x x x 1 1(x x )( )
x x x x

1 2 3 4 1 2

3 4 2

(x x )(x x ) S S 6
x x P  5

1 2 1 2
3

3 4 4 3

x x x xP ( )( )
x x x x

2 2
1 1 2 1 2 2

2 2
3 4 3 4 3 4

x x x x x x
x x x x x x
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2
1 2 1 2 1 2 2 2

3 4 3 4

1 1 1[(x x ) 2x x ] x x ( )
x x x x

22
3 4 3 41 2 1 2

1 2 2
3 4 3 4

[(x x ) 2x x ][(x x ) 2x x ] x x
x x (x x )

2 2
1 1 2 2

1 2
2 2

S 2P S 2P 49P ...
P P  25

. -

2 6 49x x 0
5 25

.

 9 .
f x x g(x) x , ,                        
) f 0 5 f f (0) 15 , -

2 5 .
)

f x f ( x) 0
 2.                               

)
 Cf   Cg ,

 Cf  x’x  y’y. 
)

-
 f, g.  Cf , Cg ,

 Cf  x’x 
, :                                                                               

)

.
)  E  x’x -

E
E.

: ) f 0 5 f f (0) 15 -
f 0 5 ... 5

f f (0) 15 5 5 15 ... 2 .
f x 2x 5,  x .                                         

)
f x f ( x) 0 ... (2x 5)(2x 2 5) 0 

:                      

) 5
5x
2

) 5

5 5(2x 5)(2x 2 5) 0 x ,
2 2

.                  

-
 2, : 5 5( ) 2 ... 3

2 2
) 5

5 5(2x 5)(2x 2 5) 0 x ,
2 2

.

 ( ) :

5 5( ) 2 ... 7
2 2

)
fC , gC f(x) g(x), -

5x ,
2

, ( ;) f(x) g(x) 2x 5 x

5(x 5  x )
3

, 5x
3

-

. fC , gC -

5,5 .

fC  x’x             
5f (x) 0 2x 5 0 x
2

.

fC  x’x 5 ,0
2

. fC

 y’y 0,f 0 0, 5
)
) x ,0  x’x, 

.
50 x
2

 (1): , :

5( ) 5( ) 5 5(1) x x x
2 2 2 4

5( ,0)
4

.

y x , 5 0 4...5 35
4

, :
4 55 5
3 3

. , 4 5: y x
3 3

.
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) E(x ,0)

 ( E
5x
2

) : ( ) ( ).

:
2

2 2 255 5 0 x 5 5 0
2

2
2 2 255 5 0 x 5 5 0

2
5 15 5x 5 x    x
2 2 2

.

5x
2

 ( ;), 15( ,0)
2

.

 10 .  f 
-

:
)  f. 
)  Cf -

  ( 1):
5y x 1
3

 ( 2):
7 1y x

4 4
.                         

)
 f   ( 1) , 

( 2)  ( ).                                        
)            

20x 1 12f (x) 3 21x
: )  f 

. ,  f 
[ 5, 1], ( 1,2), [2,4]

f x x . x [ 5, 1] ,

1 1y x
5, 2 1,2 :

1
2 ( 2) 1
1 ( 5) 1 12 1( 1) 3 .

x [ 5, 1] y x 3 , -
 f  f (x) x 3 . x ( 1,2)

 f f (x) 2
x [2,4]  (

x [ 5, 1]  ) f (x) x 4 .
,  f :

x 3   ,   5 x 1
f (x)    2      ,   1 x 2

x 4 ,       2 x 4
)  Cf  ( 1).

:

x [ 5, 1] , 5f(x) x 1
3

.

5x 3 x 1 x 3
3

x 3 -

3 [ 5, 1] . x ( 1,2) , -
5 32 x 1 x
3 5

. -

3 ,2
5

x [2,4] ,
5 9x 4 x 1 x
3 8

, 9x
8

-

, 9 [2,4]
8

.

 Cf  ( 2)
( 1,2)

)

)
21x 12f (x) 3 20x 1 ...
7 1 5x f (x) x 1

4 4 3
.

-
 Cf  « »

 ( 1):
5y x 1
3

 « »                 

( 2):
7 1y x

4 4
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 ( ) :
3x ,4
5

.

 11 .  1, 2, 3, 4,…
,

.
) -

;
) - ;
)

 1 ,  2 ,…, - -
.

)  S -
-

2S (2 1)( 1)
: )

1, 21 1.
 2, 3, 4 22 4 .

 5, 6, 7, 8, 9 
23 9 . -1 

2( 1) -
2( 1) 1, -

2 .
) 2( 1) 1, 2( 1) 2 ,…, 2

2
1 ( 1) 1 1. :

2 2
1 ( 1) ( 1) 1 ( 1)

2 1.
) 2 1,

- -
: 1 [2( 1) 1] (2 1) 2 . ,

( )

1 1 ' 2 .
) 2 1 - -

: 22 1S 2 1 1 2 1 1 ...
2

2(2 1)( 1)

 12 .
,  , , -

:
)  2015 ,

 6.200  13.800 .
)  2020 ,

 8.100  12.250 .

)  PA  P -
,  (  ), 

, .
) -

,  2022. 
) -

-
 PA  P .

)
. -

;

: ) , -
,  PA

 P AP (t) t , P (t) t
-

,  2015, 
 « » ,

 2015. AP (0) 6200   (1) 
P (0) 13800   (2). ,

 2015  2020.

: 8100 6200 380
2020 2015

,

12250 13800 310
2020 2015

-

: AP (t) 6200 380t , P (t) 13800 310t
)
,  2022 ( 7  2015 ) 

: AP (7) 8860 P (7) 11630 .
, AP (7) P (7) 2770 .

)

) AP (t) P (t) -

AP (t) P (t) ... t 11,01.
,

 2026 (  11 
2015). t 11,01

y 6200 380t , y 13800 310t ,
 ( ).
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 1 : xf

1. x 1e 3
: x 1 ln 3 3ln1x .

2. x1x 35
: x 1 ln5 xln3 x ln 5 ln 5 x ln 3

x ln 5 x ln 3 ln 5 ln 5 ln 3 x ln 3
ln 3x

ln 5 ln 3
.

3. x 1 x x 1 x 12 5 6 5 2

:
x x

x x2 55 6 2 2
2 5

x x x x5 2 10 5 12 5 20 2

x x25 2 2 5
xx

x 2

2 2 2 2
5 25 5 5

x

2

2 2ln ln
5 5

ln2 ln5 x ln2 2ln5

ln 2 2ln 5x
ln 2 ln 5

.

4.
xee 2

:
1

xe ln 2 x ln ln 2 . (1): ln 2 0 .

 2 : 0xln
                     0xlog

5. 2 ln x 3 0

: 2ln x 3 0 3ln x
2

3
2x e e e .

6. 1ln x ln 2 0
x

: 1ln x ln x 2 ln x ln x 2
2ln x 2 ln x 1 x e .
7. ln x log x 0

: ln10 ln x ln x 0 lnxlnx 0
ln10

ln10 1 ln x 0 ln x 0 x 1.

8. 2log 2x 1 1 0

: 2log 2x 1 1 1log 2x 1
2

1
22x 1 10 2x 1 10

1 10
x

2
.

9. log xe 1
: log x 0 x 1.

10. ln x 0
: ln x x e , .

11. ln x2 3

: ln x ln 2 ln 3
1ln 3ln x

ln 2

ln 3x ln
ln 2

. (1): ln 3 0
ln 2

.

12.
log x 3

log x1 4
2
: log x 3 2log x2 2 log x 3 2log x

3log x 3 log x 1 x 10 .

 3 : 0xlnf 0xlogf
: logx log x , lnx ln x, .

.
13. 24ln x 1 0

: x 0.  lnx y.
24y 1 0 2y 1 2y 1 0

1y
2

1y
2

. :

1
21ln x x e e

2
1
21 1ln x x e

2 e
.

14. 2 3ln x lnx 4 0
: x 0 .

: 2ln x 3ln x 4 0 .  ln x y .
2y 3y 4 0 . :

25 ,  y 4  y 1. :
4ln x 4 x e .

1 1ln x 1 x e
e

.

15. 2 26 logx 1 6 log x 13 logx logx 1
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: x 0 .  log x y .
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.

3. :
2 2 2

x y z 3
x y z 1

: z :
2

2 2z 3 x y x y 3 x y 1

2 2 2 2x y 3 x y 2 3x 2 3y 2xy 1 0 2 2x y 3 x y 3y 1 0 (1) 

H (1)
2 2 2y 3 4 y 3 1 3y 2 3y 1 ,

: 2 23y 2 3y 1 0 3y 2 3y 1 0
2 33y 1 0 y

3
 0 .

, :

33y 3 33x
2 2 3

.

, 3 3 3z 3
3 3 3

3x y z
3

.

:  – .

4.
2 2x y z

x y z
; .

: z ,
 x: 2 2x x y y 0 1 . ,

1 , : 2 2
x 0 1 4 y y 0 4y 4y 1 4 0 2

2 , : y
116 16 1 4 0 64 32
2

.

1
2

, 2
1y
2

, 1
1x .
2

, 1 1 1x, y,z , ,
2 2 2

.

.
5.  , , 0 6 4 5 5 3 7 .

: x , y , z  , :
2 2 26x 4y 5z 5xy 3yz 7zx 2 2 26x 5y 7z x 4y 3yz 5z 0 .

2 2 2
x 5y 7z 4 6 4y 3yz 5z 2 2 2 225y 70yz 49z 96y 72yz 120z

22 271 y 2yz z 71 y z 0 , 2 2 2f x 6x 5y 7z x 4y 3yz 5z

,  x . x 0 y z ,
5y 7zx y z

12
.

6.  x,y 2 2 7x 3 xy 4 y
2

,  x y 2 .

: s x y ,  s 2 . y s x ,

: 222x 6x s x 8 s x 7 2 2 2 22x 6sx 6x 8s 16sx 8x 7 0
2 24x 10sx 8s 7 0 . f x  0  4 ,

f 0 . 2 2 2 2 2 2100s 4 4 8s 7 0 100s 128s 112 28s 112 s 4, s 2 ,

 s 2 ,  x y 2 .
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.
7. : . 6 3 4x 3x 1 y .

: 3x , : 3 2 43 1 y 0   : (1) 
2 4 4 43 4 1 y 9 4 4y 5 4y 0 .  (1) ,

, ,
4 2 2 4 2 25 4y 4y 5 2y 2y 5 , ,

2 22y 2y : i)
2

2

2y 1
2y 5

,
3

y 1

            ii)
2

2

2y 5
2y 1

,
3

y 1
.

2y 1 , :
x

6 3 3 3x 3x 1 1 x x 3 0 x 0.

, : x, y 0,1 , x, y 0, 1 .

8. : 32 2x y x y x y
: :

3 2 2 3 3 2 2 3x x y xy y x 3x y 3xy y 3 2 2 2 22y x y xy 3x y 3xy 0
y 0

2 2 22y x y x 3x 3xy 0 2 2 22y x 3x y 3x x 0    (1)

(1) y . ,
22 2 4 3 2 2x 3x 4 2 3x x x 6x 9x 24x 8x 4 3 2x 6x 15x 8x 3 2x x 6x 15x 8 .

 Horner, : 2x x 1 x 8
2k , k . 2x 1

2x x 8 0 , . , : 2 2 2x x 8 x 8x 16 16
2 2x 4 16 x 4 x 4 16. x 4 x 4 , :

i)
x 4 16
x 4 1

.
 ii) 

x 4 1
x 4 16

 iii) 
x 4 8
x 4 2

 iv)
x 4 2
x 4 8

 v) 
x 4 4
x 4 4

 vi) 
x 4 4
x 4 4

, i) , ii) x , vi) x 0 . ,
: x,y 9, 6 ,    x,y 1, 1 ,    x,y 8, 10 .

9. m,n  
22 32n 5m 5n mn m n. (  TST–2022) 

: : 24 2 2 2 3 34n 25 m n m n 20 m n n 10 m n mn 4mn m n 0
4 2 2 3 3 24n m n 4mn m n 5 m n 5 m n 4n 2mn 0

3 2 2m n 4n m n 5 m n 5 m n 4n 2mn 0 2 3 2m n nm 5 2n 5 m 4n 20n 25n 0.

m n . m n , 2 3 2nm 5 2n 5 m 4n 20n 25n 0 1 . 
 n 0 ,  m 0 .  n 0 , 1  2 m ,

2 23 2 225 2n 5 4n 4n 20n 25 2n 5 25 4n . 20 25 4n 0 n 2, 1,1,2

, n 2,2 .
 n 2 , 1  m 2 ,  n 2 ,  . 1 .  m 18 .

, m,n k,k ,  k m,n 18, 2 .
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.
10.  x,y  , 2 23x x 4y y.  x y .

: : 2 24y 3x x y 0 2 2 2x 4 y x x y 0
2x 4 y x y x x y 0 2x 4 y x y x 2x x y 0

22x 8 y x x 4 y x x y 0 . 22t 8 y x t 4 y x x y

1x x 2x 8 x y x 7x 8y ,

: 2 264 y x 4 4 y x x y 248 y x 4 x y 24 x y 12 x y 1 k ,

k .  x y 12 x y 1 ,
.

.  – 
11.  x,y 2 216x 36y 9 ,  x 2y .

:  x 2y ,  x 2y , :
2 216 2y 36y 9 2 2 216 4y 4y 36y 9 2 2100y 64y 16 9 0

H 2 2 264 4 100 16 9 2304 3600,

: 2 22304 3600 0 2304 3600 2 2 5 548 60 48 60
4 4

.

,
5
4

5
4

.

1. 4 2 2 2x 4x y 11x 4xy 8x 8y 40y 52 0 .

2. 3 2 2x 2 x 1 x 2 2 0 , .

3.  . x x . 0 .

4.
2 2x y 2x 1

x y 0
.

, .

5. x, y, x x y z xy yz zx 4 ,
8x, y, x 0, .
3

6. 2 2x xy y x y 1 0 , : 51 x
3

5 y 1
3

.

7.
23 2 22 4 1 2 .

8. 2 2 2 2x xy y x y .

9. x 2x 2x 6 ;

10.
2

2

3x 2x 4
x x 2

, x .

11. 2 xx 1
2

, x .

1. T. Andreescu, 105 Algebra Problems, XYZ Press, 2013 
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3.  T. Andreescu, A. Ganesh, 108 Algebra Problems, XYZ Press, 2014 
4.  T. Andreescu, V. Vale, 111 Algebra Problems, XYZ Press, 2016 
5.  T. Andreescu, D. Andrica, I. Cucurezeanu, An Introduction to Diophantine Equations, Birkhäuser, 2010 
6.  J. H. Santiago, Solving Problems by Looking at a Discriminant, Math. Reflections 4 (2020) 
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.

« , »
G. Leibnitz

« ’ , ,
, . , ,

. ,
, .
». Stanis aw Marcin Ulam

Stanis aw Marcin Ulam, , , “
” 1976

Fermat, .

: ,
. 15,07

.
;

:
.

: 1000 € 1/10 , 2000€
1/10 , 3000€ 1/10 , .

.
;

:
, , .

,
. .

. ;
:

. 10 € ,
, , Parking 7 € .
.

. ;
: 9 6 4 8 2 4 1 2 0 6 0 3,

;
6 4 2 6 0 4 0

123

: 3 1=21
: peta(P, 1015 ), exa(E, 1018 ), zetta(Z, 1021 ), Yotta(Y, 1024 )

Milli (m, 10 3 ), Micro ( , 10 6 ), Nano (n, 10 9 ), Pico (p, 10 12 ), femto (f, 10 15 ),
atto (a, 10 18 ), zepto (z, 10 21 ), yocto (y, 10 24 ).

: : 2500:
2000: 2500:2000= : . : =2800: :2800= :

:2800=2500:2000 =3500 .
: : 1201/2, 8401/2, 1560½ 120½ +840½ =961=312 .

: : 5/7, 8/7. 5/7+8/7=13/7 (5/7)3 +(8/7)3 =(13/7)3.
: : =40, =96, =104. 104 96=8=23 104 40=64=43.
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,
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, , Fermat

, ,
, .

, ,
. , ,

, . ,
: ,
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, , «

» .
, .

91 ,
100 ( , ) ,

,
.

, , 91
, .

. .
.

.

, , .
. . «

».
: « 2

».
. 1742

Leonard Eüler,
. , .
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. ,

, : «
, , ».

.
,

.
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( )
« » ,

, , ’

, ’ «
» ’

, ’ ».

, , , ,
,

, .

« , (2, 4, 6), ,
( )

», :
(2 ) = ( + 2) + ( 3+ + ............................... + +( + )

= (1, 2, 3 ), 4, 5, 6, 7 ......................... .
«

, ,
».

,
. :

(P1
2 P2

2)/24=k P1 , P2 P1 >=5 , P2 >=7, k
P1 , P2 .
24. : 2 . . P1=11 , P2 =7

4 P1 =11, P2 =5 3 , .

:

( ) . . 11=1+3+2+5

, , . . 21=14+7
, ,

. . 34 33=1, 33 30=3 .

. . 56 39=55 38=52 35=… =17.
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, :
48P3 (144a 7)P2+(144a2 14a 2050)P 48a3+7a2+2050a+4791=0

P>=3 a « » P 3 (a=P
3). P 2,

.

       
Stanis aw Marcin Ulam

Klaunter
x2 x + 41.

         
Sacks
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To Abel 2022  Dennis Sullivan 
23  2022, ,

 Abel 2022  Nobel Dennis Parnell Sullivan
“ , ,

”.  Dennis Sullivan 
12  1941  Michigan ( )  Albert 
Einstein  City University of New York.  

. ,
,  Erlangen Program Felix Klein

(1872), Henri Poincare
1894.  19

,
. ,

,  « » .
, .

 Dennis Sullivan , ,
, ,

.  Sullivan 1970
.

 «  Sallivan», .
, 1920.

 Sullivan  Princeton, ’
 1966, 

manifolds ( ). ,
, . ( :

, . ,
).  Warwick, 

Berkeley  MIT. ,
. ,

 “ ”.  1960, 
 1970,  Sullivan ,  Daniel Quillen. 

,  Quillen 
 ( ), .  1974 

, .
 1970,  1980,  William Thurston 

 Lipman Bers.  1981  Albert Einstein  CUNY. 
 1980,  Connes, Donaldson, Sullivan  Teleman, 

.
. ,

 Sullivan 
, manifolds, fractals.

 Steel Prize, Wolf Prize (2010)  Balran Prize (2014).  
H  Abel Prize  24  2022. 

: TechWar.gr, Paratiritis-news.gr, emea.gr, lif .gr, abelprize.no, nytimes.com, thales and friendes.org, 
cyprusnews.eu, .  Hub , phys.org, thehindu.com 
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.  [1873-1950]  72      
        . ,      

,     83   , (32    ).    
                *,  

,  ,         
  . 

 

*  YouTube   instagram       
    ,       .  

 info@karatheodori.gr ,      
  youtu.be/iyjHJUDbYml   

          
youtu.be/80wOu gd7cA.   

    (11  2022 - 
 16 )  «   »  

. ,   . 
 

2021 
  …   

1.          (127 . .)  
  « » (orandum est ut sitmens sana in corporesano)     

          
2.    ,           

    …    ,    
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