
3ο ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΕΛ ΙΛΙΟΥ 
 

Επιμζλεια: Άρθσ Αεράκθσ 

Επγασία  - Διάταξη 

 

Θέμα  1
ο
              

 

Για ηςσαίοςρ απιθμούρ α,β να αποδείξεηε ηιρ παπακάηω ανιζόηηηερ και να πείηε πόηε 

ιζσύοςν ωρ ιζόηηηερ  

α)  2 2 2 2( ) ( )        ,  β) 2 24 9 20 4(4 3 )           

Λύση  

 

α) Έσοςμε ιζοδύναμα  
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2( ) ( ) 2 2 2

2 2 2 0 2 0 ( ) 0

        

         

        

           
   

     πος ιζσύει.  Ωρ ιζόηηηα ιζσύει όηαν α+β=0 , δηλαδή α,β ανηίθεηοι. 

 

β) Έσοςμε ιζοδύναμα  

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

4 9 20 4(4 3 ) 4 9 20 16 12

4 9 20 16 12 0 4 16 16 9 12 4 0

(2 4) (3 2) 0

       

       

 

         

            

   

    

Ωρ ιζόηηηα ιζσύει όηαν 2α – 4 = 0   και   3β + 2 = 0   δηλαδή όηαν  α=2  και   
2

3
    

 

Θέμα  2
ο
       Αν  β < 2 < α  να δείξεηε όηι  2α +2 β > 4 + αβ 

Λύση  

Αθού  β < 2 < α   είναι   α – 2 > 0  και  2 – β > 0  . Είναι  

 

2 2 4 2 2 4 0

2( 2) ( 2) 0 ( 2)(2 ) 0

     

    

        

       
 

πος ιζσύει ωρ γινόμενο θεηικών   

 

Θέμα  3
ο
  

Δίνονται πραγματικοί αρικμοί ,   με 0   και 0  . Να δείξετε ότι: 

α) 
4

4


  .                            β) 
4 4

16 
 

  
    

  
. 

Λύση  

α) 
04

4







    2 4
4  


    2 4 4   2 4 4 0        

2
2 0     

που ιςχφει. 

β) Από το α) ερώτθμα ζχουμε ότι 
4

4


   και ομοίωσ 
4

4


  . 

Πολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ δυο ανιςότθτεσ προκφπτει: 

4 4
16 

 

  
    

  
. 
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Θέμα  4
ο
  

Δίνεται θ παράςταςθ 
  

 


3 2

2

α 2α 9α 18
Α , α 0

α 2α
. Να αποδείξετε ότι: 

α)      3 2 2α 2α 9α 18 (α 9)(α 2) . 

β) Για κάκε α 0 ιςχφει  

i. 



2α 9

Α
α

.             ii. Α 6 . Πότε ιςχφει θ ιςότθτα Α 6 ; 

Λύση 

 

α) Είναι:             3 2 2 2α 2α 9α 18 α (α 2) 9(α 2) (α 2)(α 9)  

που είναι το ηθτοφμενο. 

β) i. Ιςχφει:   2α 2α α(α 2) , οπότε με α 0 ζχουμε: 

     
  

 

3 2 2 2

2

α 2α 9α 18 (α 9)(α 2) α 9
Α

α 2α α(α 2) α
 

 ii. Επειδι α 0 για τθν απόδειξθ τθσ Α 6 , δθλαδι τθσ 



2α 9

6
α

, αρκεί να 

αποδείξουμε ότι  2α 9 6α , ι αρκεί   2α 6α 9 0 , που ιςχφει αφοφ προκφπτει 

από τθν προφανι ανιςότθτα  2(α 3) 0 .  

Η ιςότθτα Α 6  ιςχφει μόνο όταν  2(α 3) 0 , δθλαδι μόνο όταν α 3 .  

 

Θέμα  5
ο
  

 

α) Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω ανιςότθτεσ ιςχφουν για κάκε x  και να βρείτε 

για ποιεσ τιμζσ του x  ιςχφουν ωσ ιςότθτεσ.  

i. 
2 3

1
4

x x   .        ii. 
2 3

1
4

x x   . 

β) Να δείξετε ότι 2 2 9
( 1)( 1)

16
x x x x      για κάκε x . 

γ) Δίνεται θ παράςταςθ 
3 3

2

( 1)( 1)

1

x x

x

 
 


. 

 i. Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του x  ορίηεται θ παράςταςθ  .  

ii. Με τθ βοικεια του β) ι με οποιοδιποτε άλλο τρόπο κζλετε, να εξετάςετε αν 

θ παράςταςθ   μπορεί να πάρει τθν τιμι 
9

16
. 
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ΛΥΣΗ 

α) Ιςοδφναμα ζχουμε  

i. 
2

2 2 23 3 1 1
1 1 0 0 0

4 4 4 2
x x x x x x x

 
               

 
, που ιςχφει.  

Ωσ ιςότθτα ιςχφει αν και μόνο αν 
1 1

0
2 2

x x     . 

ii. 
2

2 2 23 3 1 1
1 1 0 0 0

4 4 4 2
x x x x x x x

 
               

 
, που ιςχφει.  

Ωσ ιςότθτα ιςχφει αν και μόνο αν 
1 1

0
2 2

x x    . 

β) Για 
1

2
x   και 

1

2
x   , όπωσ δείξαμε ςτο α) ερώτθμα, είναι 2 3

1
4

x x   και 

2 3
1

4
x x   , οπότε με πολλαπλαςιαςμό κατά μζλθ ζχουμε 

2 2 9
( 1)( 1)

16
x x x x     . 

Επίςθσ, για 
1

2
x   είναι 2 3

1
4

x x    και 2 3
1

4
x x   , οπότε με πολλαπλαςιαςμό 

κατά μζλθ ζχουμε 2 2 9
( 1)( 1)

16
x x x x     . 

Τζλοσ, για 
1

2
x    είναι 2 3

1
4

x x    και 2 3
1

4
x x   , οπότε με πολλαπλαςιαςμό 

κατά μζλθ ζχουμε 2 2 9
( 1)( 1)

16
x x x x     . 

Επομζνωσ 2 2 9
( 1)( 1)

16
x x x x      για κάκε x . 

γ)  

i. Η παράςταςθ   ορίηεται για κάκε πραγματικι τιμι του x  για τθν οποία 

ιςχφει 2 1 1x x    .  

ii. Είναι 

  3 3 2 2
2 2

2

1 1 ( 1)( 1)( 1)( 1)
( 1)( 1)

1 ( 1)( 1)

x x x x x x x x
x x x x

x x x

       
       

  

 
για κάκε  1, 1x   . 
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Όπωσ δείξαμε ςτο β) είναι  2 2 9
( 1)( 1)

16
x x x x      για κάκε x , οπότε 

9

16
   για κάκε  1, 1x    και επομζνωσ θ παράςταςθ   δεν μπορεί να 

πάρει τθν τιμι 
9

16
. 

Εναλλακτικά, κα εξετάςουμε αν θ εξίςωςθ 
  3 3

2

1 1 9

1 16

x x

x

 



ζχει λφςθ ςτο 

 1, 1  . Είναι ιςοδφναμα   

  

 

3 3

2

6

2

3
2

2

2 4 2

2

4 2

4 2

4 2

1 1 9

1 16

1 9

1 16

1 9

1 16

( 1)( 1) 9

1 16

16( 1) 9

16 16 16 9 0

16 16 7 0

x x

x

x

x

x

x

x x x

x

x x

x x

x x

 
 




 




 



  
 



   

    

  

 

και επειδι 4 216 16 7 7 0x x    , θ εξίςωςθ είναι αδφνατθ και επομζνωσ θ 

παράςταςθ   δεν μπορεί να πάρει τθν τιμι 
9

16
. 

 

 

 


