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Βαζικές  ηριγωνομεηρικές  ηασηόηηηες 

 
2 2

2
2 2

2 2
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(2) , (3) , 1 (4)

1
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 

 

 
Παξαηεξήζεηο    

 

 

1)  Η ζρέζε  (1)  ηζρύεη  γηα  νπνηαδήπνηε  γσλία   σ  ,  ε  (2) , (5) , (6)   ηζρύνπλ   γηα  θάζε  

γσλία   ,
2


      ,  ε  (3)  γηα  θάζε  γσλία   ,      θαη   ε  (4)  γηα  

θάζε  γσλία   ,
2


     .  

 

2)  Είλαη   2 2 2( )         θαη        2 2 2( )      . 

 

3)  Η  βαζηθή  ζρέζε  (1)  καο  πιεξνθνξεί  όηη  δελ κπνξεί  ην  εκρ  θαη  ην  ζπλρ  λα  είλαη 

ηαπηόρξνλα   0  γηαηί  αλ  ππήξρε  γσλία   ρ   κε  εκρ = ζπλρ = 0  ηόηε  ζα  ήηαλ   
2 2 2 20 0 0          θαη  όρη  1  πνπ  καο  ιέεη  ε  ηαπηόηεηα . 

 

 

4) Άκεζε  ζπλέπεηα  ηεο  ζρέζεο  (1)   είλαη  ηα  αθόινπζα  :   

 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

1 1

1 1

       

       

     

   

   

     

   

 

 

5) Με  ηε  βνήζεηα  ησλ    ηαπηνηήησλ  απηώλ   κπνξνύκε  λα  θάλνπκε  ηα  εμήο  :  

 

α) Να  απνδεηθλύνπκε  άιιεο  πην  ζύλζεηεο  ηαπηόηεηεο  ( 1
ε
  κεζνδνινγία  αζθήζεσλ ) . 

 

β) Γλσξίδνληαο  έλαλ  ηξηγσλνκεηξηθό  αξηζκό  λα  βξίζθνπκε  ηνπο  άιινπο  ηξεηο  ( 2 
ε
  θαη  

3 
ε
   κεζνδνινγία  αζθήζεσλ ) . 
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1
η
 μεθοδολογία  αζκήζεων   

 

 

΢ε  απηή  ηελ  θαηεγνξία  αζθήζεσλ  καο  δεηνύλ  λα  απνδείμνπκε  θάπνηεο  ηζόηεηεο  .  

 Γηα  λα  απνδείμνπκε  απηέο  ηηο  ηζόηεηεο  έρνπκε  δύν  ηξόπνπο   

 

1
νο

  ηξόπνο :  Ξεθηλάκε  από  ην  έλα  κέινο  ( από  απηό  πνπ  έρνπκε  θάηη  λα  θάλνπκε  )  

θαη  κε ηε  βνήζεηα  ησλ    ηαπηνηήησλ  θαη  κε  πξάμεηο  θαηαιήγνπκε  ζην  άιιν .  

 

2
Ο΢

  ηξόπνο : Θεσξνύκε  όηη  ηζρύεη  ε  δεηνύκελε  ζρέζε  θαη  κε  ηζνδπλακίεο  θαηαιήγνπκε  

ζε  θάηη  πνπ  αιεζεύεη . 

 

Παξάδεηγκα     

 

Να  απνδείμεηε  όηη   :   α)   
2

2

21

 
 

 



      β)  2

2

1

1
 

 



   

 

Λύζε  

 

 

α) Ξεθηλάκε  από  ην  2
ν
  κέινο   θαη  έρνπκε  :  

 

2

2 2
2

2 2 2

2 22
2

2
1

2

2 2 2

2 22 2 2
2

2 2 2 2 2

22 2 2

( )

1 11 ( ) 1

1
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         
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

 



   

 


 

 

 

β)  Ξεθηλάκε  από  ην  2
ν
  κέινο   θαη  έρνπκε  :  

 

2

2 22
2

2
1

2

2
2

2 2 2 2
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2
η
 μεθοδολογία  αζκήζεων   

 

΢ε  απηή  ηελ  θαηεγνξία  αζθήζεσλ  καο  δίλεηαη  ην    εκρ    ή    ην    ζπλρ   θαη  καο  δεηνύλ  

λα  ππνινγίζνπκε  ηνπο άιινπο  δύν ηξηγσλνκεηξηθνύο  αξηζκνύο .  

Οη  αζθήζεηο  απηέο  αληηκεησπίδνληαη  σο  εμήο  :  

Από  ηε  βαζηθή  ηαπηόηεηα  (1)  βξίζθνπκε  ην  εκρ  ή  ην  ζπλρ  αλάινγα  ηη  ςάρλνπκε  θαη  

από  ηε  βαζηθέο  ηαπηόηεηεο  (2),(3)   βξίζθνπκε  ηελ  εθρ θαη  ηελ  ζθρ . 

΢πλήζσο  καο  δίλεηαη  θαη  έλα  δηάζηεκα  γηα  ηε  γσλία  ρ  ,  ην  νπνίν  καο  πιεξνθνξεί  

γηα  ην  θαηάιιειν  πξόζεκν  ησλ  ηξηγσλνκεηξηθώλ  αξηζκώλ .  

 

     

Παξάδεηγκα   

Αλ   εκρ = 
2

3
    θαη   180 270    λα  βξείηε  ην  ζπλρ  θαη  ηελ  εθρ  .   

Λύζε  

Από  ηε  βαζηθή  ηαπηόηεηα  (1)  έρνπκε  :   
2 2 2 2 2

2

1 1 1

2 4 9 4 5 5
1 ( ) 1

3 9 9 9 9 3

          

    

         

                 

Επεηδή   180 270    ην  ζπλρ  είλαη  αξλεηηθό  νπόηε   
5

3
    . 

Από ηε βαζηθή ηαπηόηεηα  (2)  έρνπκε όηη : 

2
2 3 2 2 5 2 53

55 5 3 5 5 5

3









     
 



   

Καη  από  ηελ  (4)  έρνπκε  όηη   :  ζθρ = 
1 5 5

22 5
     

 

3
η
 μεθοδολογία  αζκήζεων   

 

΢ε  απηή  ηελ  θαηεγνξία  αζθήζεσλ  καο  δίλεηαη  ε  εθρ   θαη  καο  δεηνύλ  λα  

ππνινγίζνπκε  ηνπο άιινπο  δύν ηξηγσλνκεηξηθνύο  αξηζκνύο .  

Υξεζηκνπνηώληαο  ηηο  ηαπηόηεηεο  (5) θαη  (6)            

   

Παξάδεηγκα   

Αλ  εθρ = -2   θαη   90 180    λα  βξείηε  ην εκρ ,  ζπλρ  θαη  ηελ  ζθρ .  

 

Λύζε  

 
2 2

2

2 2

( 2) 4 4 4 2 2 5 2 5
.

1 1 ( 2) 1 4 5 5 55 5 5

 
   

 


          

    
   

θαη  επεηδή    90 180     ην  εκρ  είλαη  ζεηηθό , νπόηε   
2 5

5
   
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2

2 2

1 1 1 1 1 1 5 5
.

1 1 ( 2) 1 4 5 5 55 5 5
   

 
          

    
 

θαη  επεηδή    90 180     ην  ζπλρ  είλαη  αξλεηηθό , νπόηε   
5

5
    

Σέινο   ζθρ  =  
1 1

2
   . 

 

 

Λσμένες  αζκήζεις   

 

1)  Να  δείμεηε  όηη   :  2 2 2 2( ) ( )             

 

Λύζε  

 

Ξεθηλώληαο  από  ην  1
ν
  κέινο    έρνπκε  :  

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) 1 1

   

           

           

             

   

           

   

        

 

 

2)  Αλ   α = εκρ        ,        β = ζπλρ εκς        ,      γ = ζπλρ ζπλς     λα   δείμεηε   

όηη  :           2 2 2 1       .  

 

Λύζε  

 

Ξεθηλώληαο  από  ην  1
ν
  κέινο    κε αληηθαηάζηαζε  ησλ  δεδνκέλσλ  έρνπκε  :   

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( )

( ) 1

1

        

                     

   

       

           

 

 

3)  Να  δείμεηε  όηη   :  4 4 ( )( )             

 

Λύζε  

 

Ξεθηλώληαο  από  ην  1
ν
  κέινο    έρνπκε  : 

 
4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( )( )

1 ( ) ( )( )

               

           

      

      
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4) Να  απινπνηεζνύλ  νη   παξαζηάζεηο  :     
2

1

 


 


                      

2

1

 


 


 

 

Λύζε  

 

Είλαη  γλσζηό  όηη   :  2 2 1         θαη   ιύλνληαο  σο  πξνο  2    έρνπκε  ηε  

ζρέζε    2 21      . Αληίζηνηρα  είλαη   2 21     . Έηζη  έρνπκε :  

 
2 21 (1 )(1 )

1
1 1 1

     


  

  
     

  
   

 
2 21 (1 )(1 )

1
1 1 1

     


  

  
     

  
 

 

5) Να  απνδείμεηε  όηη   :   
2

1
1

 



 


   

 

Λύζε  

 

Ξεθηλώληαο  από  ην  1
ν
  κέινο    έρνπκε  :  

 
2 2 2 2

2

1 1 1 (1 ) 1 1
1

1 1 1 1 1

(1 )

1 1

          

    

    


 

       
     

    

  
 

 

 

 

6)  Να  απνδείμεηε  όηη   :   
1 2

1

 

  


 


 

 

Λύζε 

 

Ξεθηλώληαο  από  ην  1
ν
  κέινο    έρνπκε  :  

 

2 2
1

2 2 2 2

1
1 (1 )

1 1 (1 ) (1 )

(1 ) 1 2 1 1 2 2 2

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

2(1 )

(

 


    

       

         

       








 

     
   

       
   

   

 2

1 ) 



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7)  Να  δείμεηε  όηη   :   
1

1




 
 


  

 

Λύζε  

 

Ξεθηλώληαο  από  ην  1
ν
  κέινο    έρνπκε  : 

 

2 2 2

1

1 1 1

(1 ) 1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

 

 
  


    

         

        



     
  

   
   

   

 

8) Να  δείμεηε  όηη   :   
2

2

1
( )( )

1

 
   

 


  


 

 

Λύζε  

 

 

2

2

2

2
2 1

2 2 2

2 22
2

2
1

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

22 2 2

1

1 ( ) 1
1 1

1 11 ( ) 1

1

(

1

 

 

 
  

      

     

  
 

           

       

       

      

  


   


 


 


  




2 2 2

2

2 2

)

1

( )( )

     

 

       

 




   
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9)  Αλ   ζπλρ = 
12

13
   θαη   270 360     λα βξείηε  ην εκρ θαη  ηελ  εθρ  .  

 

Λύζε  

 

Από  ηε  βαζηθή  ηαπηόηεηα  (1)  έρνπκε  :   
2 2 2 2 2

2

1 1 1

12 144 169 144
1 ( ) 1

13 169 169 169

25 25 5

169 13169

          

  

  

         

           

       

 

Επεηδή   270 360    ην  εκρ  είλαη  αξλεηηθό  νπόηε   
5

13
    . 

Από ηε βαζηθή ηαπηόηεηα  (2)  έρνπκε όηη :  

5
5 13 513

12 12 13 12

13









     


   

 

10)    Αλ   4 6 2 3         λα  βξείηε  ηελ  εθρ  .  

 

Λύζε  

 

Η  δνζείζα  ζρέζε  κεηαηξέπεηαη  σο  εμήο   : 

 
4 6 2 3 4 2 3 6

3
2 3 (3)

2

       

   

       

    
 

 

 

Αλ  ην  ζπλρ = 0  ηόηε  από  ηελ  (3)  ζα  είλαη  θαη  ην  εκρ = 0  .  Όκσο  όπσο  είπακε  ζηελ  

παξαηήξεζε  3    δελ  κπνξεί  εκρ  θαη  ζπλρ   λα  είλαη  ηαπηόρξνλα  0 .  ΢πλεπώο  δελ  

κπνξεί   ην  ζπλρ  λα  είλαη  0  θαη  έηζη  κπνξνύκε  ζηε  ζρέζε  (3)  λα  δηαηξέζνπκε  κε  ζπλρ    

θαη  έρνπκε  :  

 

 

3 3 3

2 2 2

 
  

 
         

 

 

 

 

 

 

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 8 

11)   Να  απνδεηρζνύλ νη παξαθάησ  ηζόηεηεο   

α) 2 2(3 4 ) (4 3 ) 25         ,  

β) ( 1)( 1) 2          

γ) 
1 1

 
 

 
  

 
    ,   δ) 

1 1

1

  

  

  


 
 

Λύζε 
2 2 2 2

2 2 2 2

) 1 9 16 24 16 19 24

25 25 25( ) 25 1 25

΄            

       

      

     
 

2 2

2 2

) 1 1

2 1 1 2 1 2

΄            

      

         

      
 

2 2 2 2 2 2

) 1

1 1

( )( )

΄
   

  
     

   

           

         

   
 

 

    
 

 


    

    

 
 



 

2 2

2 2 2 2

1 1
) ( 1) ( 1)( 1)

1

1

1 1 ΄

  
      

  

         

          

  
        

 

        

     

 

12)  α)  Αλ  ρ =2 εκα ζπλα  θαη  ς = 21 2    λα  δείμεηε  όηη   2 2 1     

β)  Αλ  ρ = ξ εκα ζπλβ    ,  ς = ξ εκα εκβ    ,  δ = ξ ζπλα   λα  δείμεηε  όηη  2 2 2 2      .   

Λύζε 

 

α) Ξεθηλάκε  από  ην  1
ν
  κέινο  θαη  κε  αληηθαηάζηαζε  ησλ  ρ θαη  ς  έρνπκε :  

 

2 2 2 2 2 2 2 4 2

4 2 2 4 2 2 4 4

(2 ) (1 2 ) 4 1 4 4

1 4 4 (1 ) 1 4 4 1 4 4 1

           

              

        

            

β)  Ξεθηλάκε  από  ην  1
ν
  κέινο  θαη  κε  αληηθαηάζηαζε  ησλ  ρ θαη  ς  έρνπκε : 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) 1

                

                      

        

         
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13)  Αλ  εθρ + ζθρ = α    λα  ππνινγίζεηε  ζπλαξηήζεη  ηνπ  α  ηηο  παξαθάησ  παξαζηάζεηο  

α)  εκρζπλρ     ,    β) 
1 1

 
    ,  γ)  2 2       ,    δ) 3 3     

Λύζε    

α) Αθνύ  εθρ + ζθρ = α   έρνπκε    
2 2 1 1     

   
    


          

 

β)  Τπνινγίδνπκε  πξώηα  ηελ  παξάζηαζε  εκρ + ζπλρ .  Είλαη   

2 2 2 2
( ) 2 1     


          νπόηε   εκρ + ζπλρ = 

2
1


   

(Τπνζέηνπκε  όηη  
2

1 0


    αιιηώο ην  πξόβιεκα  δελ  έρεη  ιύζε )  

Σέινο  έρνπκε  

2
1

1 1 2
1

1

   
   



 


       . 

γ)  2 2 2 2 2( ) 2 2 1 2                   

δ)  3 3 3 3 3( ) 3 ( ) 3 1                        

 

14)  Να  δείμεηε  όηη  νη  παξαθάησ  παξαζηάζεηο  είλαη  αλεμάξηεηεο  ηνπ ρ  :  

α) 6 6 2 23           ,     β) 4 4 2 22         

γ) 6 6 2 2 4 45               

Λύζε 

 

α)  Θα  θάλνπκε  ρξήζε  ηεο ηαπηόηεηαο  3 3 3( ) 3 ( )               

 

6 6 2 2 2 3 2 3 2 2

2 2 3 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2

3 ( ) ( ) 3

( ) 3 ( ) 3

1 3 1 3 1

             

             

     

     

    

   

      

 

β)   Θα  θάλνπκε  ρξήζε  ηεο ηαπηόηεηαο  2 2 2( ) 2            
4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( ) ( ) 2

( ) 1 1

             

   

     

  
 

 

γ)  Θα  εθκεηαιιεπηνύκε  ηα  πξνεγνύκελα  εξσηήκαηα .  Είλαη   
6 6 2 2 4 4
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