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Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 1 

Τπιγωνομετπικοί  απιθμοί  οξείαρ  γωνίαρ  

 

 
Έζησ  έλα  νξζνγώλην  ηξίγσλν   ΑΒΓ    ( ˆ 90   )  .  

 
Οξίδνπκε   ηνπο  ηξηγσλνκεηξηθνύο  αξηζκνύο  νμείαο  γσλίαο  νξζνγσλίνπ  ηξηγώλνπ  σο  

εμήο :  
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Με βάςη λοιπόν το παραπάνω ςχήμα έχουμε :  
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Με  ηνλ  ηξόπν  πνπ  νξίζακε  ηνπο  ηξηγσλνκεηξηθνύο  αξηζκνύο  ,  εκίηνλν  ,  ζπλεκίηνλν  ,   

εθαπηνκέλε θαη ζπλεθαπηνκέλε νμείαο  γσλίαο   θαηαιαβαίλνπκε  όηη  ε  γσλία  απηή  πξέπεη  

λα  απνηειεί  γσλία  νξζνγσλίνπ  ηξηγώλνπ .   

Γηα  ηελ  ώξα  ινηπόλ  δελ  κπνξνύκε  λα   βξνύκε  ηνπο  ηξηγσλνκεηξηθνύο  αξηζκνύο  νμείαο  

γσλίαο , αλ  απηή  δελ  βξίζθεηαη  ζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν .  

Δπίζεο  δελ  κπνξνύκε  γηα  ηελ  ώξα  λα  βξνύκε  ηξηγσλνκεηξηθνύο  αξηζκνύο  ακβιείαο  

γσλίαο  ,  δηόηη   ζε  έλα  νξζνγώλην  ηξίγσλν  δελ  γίλεηαη  λα  ππάξρεη  ακβιεία  γσλία  ,  

γηαηί  ηόηε  ην  άζξνηζκα  ησλ  γσληώλ  ζα  ππέξβαηλε  ηηο   180  .    

Παξαθάησ  ζα   δνύκε  έλαλ  άιιν  ηξόπν  ππνινγηζκνύ  ηξηγσλνκεηξηθώλ  αξηζκώλ  ,  πνπ  

λα  κελ  είλαη  απαξαίηεηε  ε  παξνπζία  νξζνγσλίνπ  ηξηγώλνπ 
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Παπατηπήσειρ  

 

1)  Οη  ηξηγσλνκεηξηθνί  αξηζκνί   ζπλδένπλ  ηηο  πιεπξέο  ελόο  ηξηγώλνπ  κε  ηηο  γσλίεο  ηνπ 

. Αλ  ινηπόλ  γλσξίδνπκε  ηηο  πιεπξέο  κπνξνύκε  λα  βξνύκε  ηηο  γσλίεο  ηνπ  θαη  αλ  

μέξνπκε   θάπνηα  ζηνηρεία  ηνπ  ηξηγώλνπ  κπνξνύκε  λα  βξνύκε  ηα  ππόινηπα  .  Αλ  

μέξνπκε  βέβαηα  κόλν  ηηο  γσλίεο  δελ  κπνξνύκε  λα  βξνύκε  ηηο  πιεπξέο  .  

 

Η  ηαθηηθή  πνπ  αθνινπζνύκε  ζε  αζθήζεηο  όπνπ  γλσξίδνληαο  θάπνηα  ζηνηρεία  ηνπ  

ηξηγώλνπ  ζέινπκε  λα  βξνύκε ηα  ππόινηπα    είλαη  ε  εμήο :  

Έλαο  ηξηγσλνκεηξηθόο  αξηζκόο  ζπλδέεη   3  ζηνηρεία  ελόο  ηξηγώλνπ πνπ  είλαη  κηα  γσλία  

θαη   δύν  πιεπξέο . Κάζε  θνξά  ινηπόλ  δηαιέγνπκε  εθείλνλ  ηνλ  ηξηγσλνκεηξηθό  αξηζκό  

πνπ  ζπλδέεη  δύν  γλσζηά  ζηνηρεία  κε  έλα  άγλσζην .  

Αλ  θπζηθά  ε  άζθεζε  εμειίζζεηαη  ζε  έλα  ηπραίν  ηξίγσλν  θαη  όρη  νξζνγώλην  ηόηε  δελ  

κπνξνύκε  λα  εθαξκόζνπκε ηνπο   ηύπνπο  πνπ  κάζακε . 

Γεκηνπξγνύκε   ινηπόλ   νξζνγώληα  ηξίγσλα  θέξνληαο  ζπλήζσο  ηα ύςε  ηνπ  ηξηγώλνπ .  

 

 

2) Θπκίδνπκε  όηη  ζε  θάζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ηζρύεη  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα  .  Έηζη  

γηα  ην  παξαπάλσ  ζρήκα  ηζρύεη    2 2 2      .  

 

3)  Δπεηδή  ζε  έλα  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ε  ππνηείλνπζα  είλαη  ε  κεγαιύηεξε  πιεπξά  ,  νη  

ηξηγσλνκεηξηθνί  αξηζκνί  εκίηνλν  θαη  ζπλεκίηνλν  ηζνύληαη  κε  έλα  θιάζκα  όπνπ  ν 

παξνλνκαζηήο  είλαη  κεγαιύηεξνο  από  ηνλ  αξηζκεηή  . 

Απηό  ζεκαίλεη  όηη  ζαλ  αξηζκνί  είλαη  κηθξόηεξνη  από  ηε  κνλάδα  .   

Γελ  ζπκβαίλεη  όκσο  ην  ίδην  κε  ηελ  εθαπηνκέλε . 

 

 

Λςμένερ  ασκήσειρ   
 

1)  Να  ππνινγηζηνύλ  νη  ηξηγσλνκεηξηθνί  αξηζκνί  ησλ   30 ,45 ,60   .   

 

Λύζε  

 

Γηα  ηνλ  ππνινγηζκό  ησλ  ηξηγσλνκεηξηθώλ  αξηζκώλ  ησλ  45   ,  επηιέγνπκε  έλα  

νξζνγώλην  θαη  ηζνζθειέο   ηξίγσλν  . Ο  ιόγνο  πνπ  δηαιέγνπκε  νξζνγώλην  θαη  ηζνζθειέο    

είλαη  όηη  ζε  έλα  νξζνγώλην  ηξίγσλν  νη  νμείεο  γσλίεο  έρνπλ  άζξνηζκα   90   θαη  αλ  

επηπιένλ  είλαη  θαη  ηζνζθειέο  ηόηε ζα  είλαη  ίζεο  νπόηε  ε  θάζε  κηα  ζα  είλαη  45 . 
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Δπεηδή  είλαη  ηζνζθειέο  έρνπκε  όηη   ΑΒ = ΑΓ = β  .  

 

Από  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα  έρνπκε  όηη   

 
2 2 2 2 2 22 2 2                .   

 

Δίλαη  
1 2 2

45
22 2 2 2

 


 
        

 

θαη     
1 2 2

45
22 2 2 2

 


 
        

 

θαη     45 1





      .  

 

Γηα  λα  ππνινγίζνπκε   ηνπο  ηξηγσλνκεηξηθνύο  αξηζκνύο  ησλ  γσληώλ  30 ,60   

δηαιέγνπκε  έλα  ηζόπιεπξν  ηξίγσλν .  

 

Ο  ιόγνο  πνπ  ην  θάλνπκε  απηό   είλαη  όηη  ζε  έλα  ηζόπιεπξν  όιεο  νη  γσλίεο  είλαη  ίζεο  

θαη  από  60   θαη  αλ  θέξνπκε  έλα   ύςνο  ηνπ  ,  απηό  ζα  είλαη  θαη  δηρνηόκνο  θαη  έηζη  

ζα  πξνθύςεη  γσλία  30  .  

 

Σν  ύςνο   ΑΓ  είλαη   θαη  δηάκεζνο  νπόηε   ΒΓ = ΓΓ = 
2


  .   

 

Από  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα  ζην  νξζνγώλην  ΑΒΓ   έρνπκε   

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 4 3 3 3
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              .  

 

Από  ην  νξζνγώλην  ΑΒΓ   έρνπκε    
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2)  Να  ππνινγίζηε  ηηο  πιεπξέο  θαη  ηα  εκβαδά  ησλ  παξαθάησ  ζρεκάησλ . 

 

 

 
 

 

Λύζε  

 

Α)  Θα  δνπιέςνπκε  ζηα  νξζνγώληα  ηξίγσλα  πνπ  ζρεκαηίδνληαη  θαη  πξώηα  ζην  ΑΓΓ  

γηαηί  εθεί  έρνπκε  πεξηζζόηεξα  ζηνηρεία .  

 

Γηα  λα  βξνύκε  ηελ  πιεπξά  ΑΓ  ζα   πάξνπκε  ην   ζπλ30  γηαηί  ην  ζπλ  ζπλδπάδεη  ηελ  

ππνηείλνπζα  πνπ  ςάρλσ  κε  ηελ  πξνζθείκελε  θάζεηε  ΓΓ  πνπ  μέξσ .  

 

Δίλαη   

6 12
30 30 6.93

30 3 3

2

   


 
        


   

Γηα  λα  βξνύκε  ηελ  πιεπξά  ΑΓ  έρνπκε  πνιιέο  επηινγέο  (  εθ  ,  εκ  ,  Ππζαγόξεην ) .  

Δίλαη   
1

30 30 6,93 3,47
2

  


      


. 

 

ην  ΑΒΓ  μέξνπκε  ηηο   ΑΒ ,ΑΓ  θαη  ςάρλνπκε  ηε  ΒΓ  . Δπεηδή  δελ  μέξνπκε  γσλίεο  ζα  

ρξεζηκνπνηήζνπκε  ην  Ππζαγόξεην .  
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Δίλαη   2 2 2 2 25 3,47 25 12 13            νπόηε   13 3,6    . 

 

Σέινο     
1

2
       ,  όπνπ  ΑΓ = 3,47  θαη   ΒΓ= ΒΓ + ΓΓ = 3,6 + 6 =9,6  

 

Οπόηε   Δ = 16,656 

 

Β)  Γνπιεύνπκε  ζην  ΑΒΓ  πνπ  έρνπκε  πεξηζζόηεξα  ζηνηρεία  . 

 

Γηα  λα  βξνύκε   ηε  ΒΓ  ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε   ην  ζπλ60 , γηαηί  ην  ζπλ  ζπλδπάδεη  ηελ  

πξνζθείκελε  θάζεηε  πνπ  ςάρλσ  θαη  ηελ  ππνηείλνπζα  πνπ  μέξσ .  

 

Δίλαη  
1

60 60 4 2
2

  


      


 .  

 

Γηα  λα  βξνύκε  ηελ  ΑΓ  έρνπκε  πνιιέο  επηινγέο  (  εθ , εκ  ,  Ππζαγόξεην ) . 

 

Δίλαη  
3

60 60 4 2 3 3,46
2

  


      


 .  

 

ην  νξζνγώλην  ΑΓΓ  μέξνπκε  ηελ  πιεπξά  ΑΓ  θαη  ηε  γσλία  Γ .  

 

Γηα  λα  βξνύκε  ηελ  ΓΓ  ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε  ηελ  εθ45  γηαηί  κόλν ε εθ  ζπλδπάδεη  ηελ  

απέλαληη  θάζεηε  πνπ  μέξσ  κα  ηελ  πξνζθείκελε  θάζεηε  πνπ  ςάρλσ .  

 

Δίλαη   
3,46

45 45 3,46
45 1

   


 
       


 . 

 

( Θα  κπνξνύζακε  θαη  γεσκεηξηθά  λα  δείμνπκε  όηη  ΑΓ = ΓΓ  αθνύ  ΑΓΓ  νξζνγώλην  θαη  

ηζνζθειέο ) . 

 

Γηα  λα  βξνύκε  ηελ  ΑΓ   έρνπκε  πνιιέο  επηινγέο   ( εκ ,ζπλ , Ππζαγόξεην) .   

 

Δίλαη   

3,46 2 3,46
45 45 4,9

45 2 2

2

   


  
        


  

Σέινο    
1

2
      ,  όπνπ   ΑΓ= 3,46     θαη  ΒΓ = ΒΓ + ΓΓ = 2+3,46=5,46 

 

Οπόηε    Δ = 9,45 

 

3)  ε  θάζε  ηξίγσλν  λα  δείμεηε  όηη   
1 ˆ
2
    .  
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Λύζε  

 

 
 

Δίλαη  γλσζηό  όηη   
1

2
      (1).  

 

Γελ  ζέινπκε  ηε  πιεπξά  ΒΓ  ζηνλ  ηύπν  ηνπ  Δ , ελώ  αληίζεηα  ζέινπκε ην  εκίηνλν   ηεο   

γσλίαο  Α .  

 

Από  ην  νξζνγώλην  ΑΒΓ   έρνπκε   όηη   

 

ˆ ˆ  


     


 (2) .  

 

Από  (1) , (2)  έρνπκε  όηη   
1 1ˆ ˆ
2 2

            .  

 

Παξαηήξεζε 

 

Με  θπθιηθή  ελαιιαγή  ησλ  γξακκάησλ   έρνπκε  θαη  ηνπο  εμήο  ηύπνπο   

 

 

1 ˆ
2
       θαη    

1 ˆ
2
    .  

 

Οη  ηύπνη  απηνί  επηηξέπνπλ  ηνλ  ππνινγηζκό  ηνπ  εκβαδνύ  ελόο  ηξηγώλνπ  ,  γλσξίδνληαο  

κόλν  2  νπνηεζδήπνηε   πιεπξέο  θαη  ηελ  πεξηερόκελε  γσλία . 


