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Η  ΔΝΝΟΙΑ  ΣΟΤ  ΓΙΑΝΤ΢ΜΑΣΟ΢ 

 

 Μνλόκεηξα ή βαζκσηά  κεγέζε 

Υπάξρνπλ κεγέζε, όπσο είλαη ε κάδα, ν όγθνο, ε ππθλόηεηα, ε ζεξκνθξαζία θηι., ηα 

νπνία πξνζδηνξίδνληαη από ην κέηξν ηνπο θαη από ηελ αληίζηνηρε κνλάδα κέηξεζεο. 

Τα κεγέζε απηά ιέγνληαη κνλόκεηξα ή βαζκσηά. 

 Γηαλπζκαηηθά κεγέζε ή απιώο δηαλύζκαηα. 

Υπάξρνπλ όκσο θαη κεγέζε, όπσο είλαη ε δύλακε, ε ηαρύηεηα, ε επηηάρπλζε, ε 

κεηαηόπηζε, ε καγλεηηθή επαγσγή θηι., πνπ γηα λα ηα πξνζδηνξίζνπκε, εθηόο από ην 

κέηξν ηνπο θαη ηε κνλάδα κέηξεζεο, ρξεηαδόκαζηε ηε 

δηεύζπλζε θαη ηε θνξά ηνπο. Τέηνηα κεγέζε ιέγνληαη 

δηαλπζκαηηθά κεγέζε ή απιώο δηαλύζκαηα. 

 

 Οξηζκόο δηαλύζκαηνο 

 

Σηε Γεσκεηξία ην δηάλπζκα νξίδεηαη σο έλα 

πξνζαλαηνιηζκέλν επζύγξακκν ηκήκα, δειαδή σο έλα 

επζύγξακκν ηκήκα ηνπ νπνίνπ ηα άθξα ζεσξνύληαη δηαηεηαγκέλα. Τν πξώην άθξν 

ιέγεηαη αξρή ή ζεκείν εθαξκνγήο ηνπ δηαλύζκαηνο, ελώ ην δεύηεξν ιέγεηαη πέξαο 

ηνπ δηαλύζκαηνο.  

 

 ΢πκβνιηζκόο δηαλύζκαηνο 

Τν δηάλπζκα κε αξρή ην Α θαη πέξαο ην Β ζπκβνιίδεηαη κε 


AB  θαη παξηζηάλεηαη κε 

έλα βέινο πνπ μεθηλάεη από ην Α θαη θαηαιήγεη ζην Β.  
 

Γηα ην ζπκβνιηζκό ησλ δηαλπζκάησλ ρξεζηκνπνηνύκε πνιιέο θνξέο ηα κηθξά 

γξάκκαηα ηνπ ειιεληθνύ ή ηνπ ιαηηληθνύ αιθάβεηνπ επηγξακκηζκέλα κε βέινο
.
 γηα 

παξάδεηγκα, 
   
 , ,..., , ,...u v  

 Μεδεληθό δηάλπζκα 

Αλ ε αξρή θαη ην πέξαο ελόο δηαλύζκαηνο ζπκπίπηνπλ, ηόηε ην δηάλπζκα ιέγεηαη 

κεδεληθό δηάλπζκα. Σπκβνιίδεηαη κε 0  . 

Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ην δηάλπζκα 


AA  είλαη κεδεληθό δηάλπζκα. 

Πξνθαλώο  0       

 

 


AB

  B (πέξαο)

  A  (αξρή)
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 Μέηξν ή κήθνο δηαλύζκαηνο  

 

Η απόζηαζε ησλ άθξσλ ελόο δηαλύζκαηνο 


AB , 

δειαδή ην κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ, 

ιέγεηαη κέηξν ή κήθνο ηνπ δηαλύζκαηνο 


AB  θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε 


||AB . Γειαδή ( ) 0     

Αλ ην δηάλπζκα 


AB  έρεη κέηξν 1, ηόηε ιέγεηαη 

κνλαδηαίν δηάλπζκα. 

 

Πξνθαλώο  0 0   ενώ 

  αν 0u    τότε   0u     και 

   αν 0u   τότε   0u   

 Η επζεία πάλσ ζηελ νπνία βξίζθεηαη έλα κε κεδεληθό δηάλπζκα 


AB  ιέγεηαη 

θνξέαο ηνπ 


AB .  

Ωο θνξέα ελόο κεδεληθνύ δηαλύζκαηνο 


AA  

κπνξνύκε λα ζεσξνύκε νπνηαδήπνηε από ηηο 

επζείεο πνπ δηέξρνληαη από ην Α. 

 

 

 Γηάλπζκα παξάιιειν ζε κηα επζεία  

Αλ ν θνξέαο ελόο δηαλύζκαηνο 


AB  είλαη παξάιιεινο ή ζπκπίπηεη κε κηα επζεία ζ, 

ηόηε ιέκε όηη ην 


AB  είλαη παξάιιειν πξνο ηε ζ θαη γξάθνπκε 


ζAB// . 

 

 Παξάιιεια ή ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα  

Γύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα 


AB  θαη 


 , πνπ 

έρνπλ ηνλ ίδην θνξέα ή παξάιιεινπο θνξείο, 

ιέγνληαη παξάιιεια ή ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα. 

Σηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ηα 


AB  θαη 


  

έρνπλ ίδηα δηεύζπλζε θαη γξάθνπκε 
 

//AB . 

 

Τα ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα δηαθξίλνληαη ζε νκόξξνπα θαη αληίξξνπα.  

 

  ε

  B

  A

 

 


AA

  Α

 

  Γ

  Γ

  Β
  Α

  Γ
  Γ

  Α
  Β
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 Γύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα 


AB  θαη 


  

ιέγνληαη νκόξξνπα: 

α) όηαλ έρνπλ παξάιιεινπο θνξείο θαη βξίζθνληαη 

ζην ίδην εκηεπίπεδν σο πξνο ηελ επζεία ΑΓ πνπ 

ελώλεη ηηο αξρέο ηνπο ή 

β) όηαλ έρνπλ ηνλ ίδην θνξέα θαη κία από ηηο 

εκηεπζείεο ΑΒ θαη ΓΓ πεξηέρεη ηελ άιιε. Σηελ 

πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ηα 


AB  θαη 


  έρνπλ ηελ 

ίδηα θαηεύζπλζε (ίδηα δηεύζπλζε θαη ίδηα θνξά) θαη γξάθνπκε 
 

ΓΔAB . 

 Γύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα 


AB  θαη 


  

ιέγνληαη αληίξξνπα, όηαλ είλαη 

ζπγγξακκηθά θαη δελ είλαη νκόξξνπα. 

Σηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ηα 

δηαλύζκαηα 


AB  θαη 


  έρνπλ αληίζεηε 

θαηεύζπλζε (ίδηα δηεύζπλζε θαη αληίζεηε 

θνξά) θαη γξάθνπκε 
 

ΓΔAB . 

 

 Ίζα Γηαλύζκαηα 

Γύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα ιέγνληαη ίζα όηαλ 

έρνπλ ηελ ίδηα θαηεύζπλζε θαη ίζα κέηξα. Γηα λα 

δειώζνπκε όηη δύν δηαλύζκαηα 


AB  θαη 


  είλαη 

ίζα, γξάθνπκε 
 

AB . Τα κεδεληθά δηαλύζκαηα 

ζεσξνύληαη ίζα κεηαμύ ηνπο  

Δύθνια απνδεηθλύεηαη όηη: 

 

Πξνζνρή !  

Αλ  δύν επζύγξακκα ηκήκαηα είλαη ίζα ηόηε δε 

ζεκαίλεη απαξαίηεηα όηη θαη ηα αληίζηνηρα 

δηαλύζκαηα ζα είλαη ίζα . Γειαδή , αλ 

ΑΒ = ΓΓ ηόηε         αλλά όχι απαραίτητα ότι    . 

 

 Από κία ηζόηεηα δηαλπζκάησλ πξνθύπηνπλ θαη άιιεο ηζόηεηεο κε ελαιιαγή ησλ 

άθξσλ , δειαδή  

  Γ

  Γ
  Γ

  Γ

  Α

  Α

  Β

  Β
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  Γ

  Γ
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Αλ 
 

AB , ηόηε 
 

 A  (ελαιιαγή κέζσλ) , 
 

 B  (ελαιιαγή άθξσλ) θαη 
 

B (ελαιιαγή θαη κέζσλ θαη άθξσλ). 

 

 Αλ Μ είλαη ην κέζνλ ηνπ ΑΒ, ηόηε 
 

MBAM   θαη αληηζηξόθσο. 

 

Πξνζνρή !  

Τν ζεκείν  Μ αλαθέξεηαη σο κέζν επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο θαη όρη δηαλύζκαηνο. 

 Αληίζεηα Γηαλύζκαηα 

Γύν δηαλύζκαηα ιέγνληαη αληίζεηα, όηαλ έρνπλ αληίζεηε θαηεύζπλζε θαη ίζα κέηξα. 

Γηα λα δειώζνπκε όηη δύν δηαλύζκαηα 


AB  θαη 


  είλαη αληίζεηα, γξάθνπκε  

 

ΓΓAB   ή 
 

ΑΒΓΓ  . 

Δίλαη θαλεξό όηη 

   

  ABAB  

Πξνθαλώο  
 

  . 

Όκσο     .  

 

 Γσλία δύν Γηαλπζκάησλ 

Έζησ δύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα 

  θαη 


 . Με αξρή έλα ζεκείν Ο παίξλνπκε ηα 

δηαλύζκαηα 


αOA


  θαη 


βOB


 . 

 

 a


  Α Ο

  Β

 


  θ

  

 a


  Α Ο

  Β

 


  

 a


  Α Ο  Β

 


 

Α
Μ

Β

 A
 Γ

 Γ
 B

  Α
  Β

  Γ

  Γ

 



3ο ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΕΛ ΙΛΙΟΥ 
 

Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

Τελ θπξηή γσλία AOB


, πνπ νξίδνπλ νη εκηεπζείεο ΟΑ θαη ΟΒ, ηελ νλνκάδνπκε 

γσλία ησλ δηαλπζκάησλ α


 θαη β


 θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε ),(


βα


 ή ),(


αβ


 ή αθόκα, 

αλ δελ πξνθαιείηαη ζύγρπζε, κε έλα κηθξό γξάκκα, γηα παξάδεηγκα θ. Δύθνια 

απνδεηθλύεηαη όηη ε γσλία ησλ 

  θαη 


  είλαη αλεμάξηεηε από ηελ επηινγή ηνπ 

ζεκείνπ Ο. Δίλαη θαλεξό επίζεο όηη 00 1800 θ  ή ζε αθηίληα πθ0  θαη εηδηθόηεξα: 

  0    
 
   1   

     
 
   1   

 // 0 1             

 Αλ 



2

, ηόηε ιέκε όηη ηα δηαλύζκαηα 

  θαη 


  

είλαη νξζνγώληα ή θάζεηα θαη γξάθνπκε 
 
α β . 

 

 

 

 

 Αλ έλα από ηα δηαλύζκαηα 
 
 ,  είλαη ην κεδεληθό δηάλπζκα, ηόηε σο γσλία ησλ 


  θαη 


  κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε νπνηαδήπνηε γσλία   κε 0   . Έηζη, 

κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη ην κεδεληθό δηάλπζκα, 

0 , είλαη νκόξξνπν ή 

αληίξξνπν ή αθόκε θαη θάζεην ζε θάζε άιιν δηάλπζκα. 

 Αν   ( , )  


   τότε  ( , )   


     ,  ( , )   


      και  ( , )  


    

 

 Για να βροφμε τθ γωνία δφο διανυςμάτων πρζπει να ζχουν την ίδια αρχή. Αν δεν 

τθν ζχουν, τότε με παράλλθλθ μεταφορά  τα κάνουμε να ζχουν και κατόπιν 

βρίςκουμε τθ γωνία τουσ.  

 

 Πράξεισ  μεταξφ  διανυςμάτων  

 

Οι πράξεισ διανυςμάτων ( τουλάχιςτον αυτζσ που θα διδαχθοφμε ) είναι θ 

πρόςθεςθ διανυςμάτων , θ αφαίρεςθ διανυςμάτων , ο πολλαπλαςιαςμόσ  

πραγματικοφ αριθμοφ με διάνυςμα και το εςωτερικό γινόμενο διανυςμάτων 

 (υπάρχει και το εξωτερικό γινόμενο όπωσ και μικτό γινόμενο διανυςμάτων).  

Δεν υπάρχει πολλαπλαςιαςμόσ  οφτε   διαίρεςθ  διανυςμάτων  και  δεν πρζπει να 

θεωροφμε δεδομζνο ότι ιδιότθτεσ των πράξεων που ξζραμε για τουσ πραγματικοφσ 

αριθμοφσ ιςχφουν απαραίτθτα και για τα διανφςματα. 

 

Πξόζζεζε  Γηαλπζκάησλ 

 a


  Α

 Ο

  Β

 

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Έζησ δύν δηαλύζκαηα 

a  θαη 


 . Με αξρή έλα ζεκείν Ο παίξλνπκε δηάλπζκα 



αOA


  

θαη ζηε ζπλέρεηα κε αξρή ην Α παίξλνπκε δηάλπζκα 


βAM


 . Τν δηάλπζκα 


OM  

ιέγεηαη άζξνηζκα ή ζπληζηακέλε ησλ δηαλπζκάησλ 

  θαη β


 θαη ζπκβνιίδεηαη κε 

 
  . 

Τν άζξνηζκα ησλ δηαλπζκάησλ 

  θαη 


  είλαη αλεμάξηεην ηεο επηινγήο ηνπ ζεκείνπ 

Ο. Γειαδή αλ O  είλαη έλα άιιν ζεκείν θαη πάξνπκε ηα δηαλύζκαηα 


αAO


  θαη 



βMA


 , επεηδή 
 

αAOOA


  θαη 
 

βMAAM


 , έρνπκε 
 

AAOO   θαη 
 

MMAA  . 

Δπνκέλσο, 
 

MMOO  , πνπ ζπλεπάγεηαη όηη θαη 
 

MOOM  . 

 a


 a


  Α

 Ο

 


 


  Μ

 a


  Α΄

O

 
 M 



βa


βa

 

Τν άζξνηζκα δύν δηαλπζκάησλ βξίζθεηαη θαη κε ην ιεγόκελν κανόνα τοσ 

παραλληλόγραμμοσ. Γειαδή, αλ κε αξρή έλα 

ζεκείν Ο πάξνπκε ηα δηαλύζκαηα 


αOA


  

θαη 


βOB


 , ηόηε ην άζξνηζκα 
 
   

νξίδεηαη από ηε δηαγώλην O  ηνπ 

παξαιιειόγξακκνπ πνπ έρεη πξνζθείκελεο 

πιεπξέο ηηο O  θαη  . 

Ιδιόηηηες  Πρόζθεζης  Διανσζμάηων 

Γηα ηελ πξόζζεζε ησλ δηαλπζκάησλ ηζρύνπλ νη γλσζηέο ηδηόηεηεο ηεο πξόζζεζεο 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Γειαδή, αλ 
  
  , ,  είλαη ηξία δηαλύζκαηα, ηόηε: 

(1)        αββa


    (Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα) 

(2)        )()( γβαγβα


  (Πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα) 

(3)        
  
  0  

(4)        0)(


 αα . 

 

Παξαηεξήζεηο 

 a
  a

 

 

 a


 a
   Μ

  Β

  Α

 Ο

 


 


 

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1. Η πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα καο επηηξέπεη λα ζπκβνιίδνπκε θαζέλα από ηα 

ίζα αζξνίζκαηα ( )
  
     θαη 

  
   ( )  κε 

  
    , ην νπνίν ζα ιέκε 

άζξνηζκα ησλ ηξηώλ δηαλπζκάησλ 
 
 ,  θαη 


 .  

2. Τν άζξνηζκα πεξηζζόηεξσλ δηαλπζκάησλ 
   
   1 2 3, , , ... , ,   3 νξίδεηαη 

επαγσγηθά σο εμήο:   
        
          1 2 3 1 2 3 1         ... ( ... ) . 

                 Γηα παξάδεηγκα, 
       
       1 2 3 4 1 2 3 4      ( )  

 a a a
  

 1 2 3

 a


1

 a a a a
   

  1 2 3 4

 a


2

 a


4

 a


3

 

Γειαδή, γηα λα πξνζζέζνπκε   δηαλύζκαηα 


,...,,,  , ηα θαζηζηνύκε 

δηαδνρηθά, νπόηε ην άζξνηζκά ηνπο ζα είλαη ην δηάλπζκα πνπ έρεη σο αξρή ηελ αξρή 

ηνπ πξώηνπ θαη σο πέξαο ην πέξαο ηνπ ηειεπηαίνπ. Δπεηδή κάιηζηα ηζρύνπλ ε 

αληηκεηαζεηηθή θαη ε πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα ηεο πξόζζεζεο, ην άζξνηζκα δε 

κεηαβάιιεηαη αλ αιιάμεη ε ζεηξά ησλ πξνζζεηέσλ ή αλ κεξηθνί από απηνύο 

αληηθαηαζηαζνύλ κε ην άζξνηζκά ηνπο. 

Αθαίρεζη Διανσζμάηων 

Η δηαθνξά 


  ηνπ δηαλύζκαηνο 


 από ην δηάλπζκα 


 νξίδεηαη σο άζξνηζκα ησλ 

δηαλπζκάησλ 


 θαη 


 . Γειαδή      )( βαβα


  

 

Σύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, αλ έρνπκε δύν δηαλύζκαηα 


 θαη 


, ηόηε ππάξρεη 

κνλαδηθό δηάλπζκα x


, ηέηνην, ώζηε 


 x . Πξάγκαηη, 




 xxxx )(0)()()( . 

Διάνσζμα Θέζεως 
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Έζησ Ο έλα ζηαζεξό ζεκείν ηνπ ρώξνπ. Τόηε γηα θάζε ζεκείν Μ ηνπ ρώξνπ νξίδεηαη 

ην δηάλπζκα 


 , ην νπνίν ιέγεηαη δηάλπζκα  ζέζεσο 

ηνπ Μ ή δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ Μ. Τν ζεκείν Ο, 

πνπ είλαη ε θνηλή αξρή όισλ ησλ δηαλπζκαηηθώλ 

αθηίλσλ ησλ ζεκείσλ ηνπ ρώξνπ, ιέγεηαη ζεκείν 

αλαθνξάο ζην ρώξν. 

Αλ Ο είλαη έλα ζεκείν αλαθνξάο, ηόηε γηα νπνηνδήπνηε δηάλπζκα 


  έρνπκε 

  

OBABOA   θαη επνκέλσο 

  

OAOBAB   

Γειαδή: 

“Κάζε δηάλπζκα ζην ρώξν είλαη ίζν κε ηε δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ πέξαηνο 

κείνλ ηε δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηεο αξρήο”. 

 

Μέηρο Αθροίζμαηος Διανσζμάηων 

 

Σην δηπιαλό ζρήκα βιέπνπκε ην άζξνηζκα ησλ 

δηαλπζκάησλ 


 θαη 


. Από ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα 

γλσξίδνπκε όκσο όηη 

)()()(|)()(| ABOAOBABOA   

θαη επνκέλσο  γηα θάζε δηαλύζκαηα ,    ιςχφει ότι | | | | | | | |         
    

Αλ  αληί γηα     ςτθν παραπάνω ςχζςθ βάλουμε το  -     ζχουμε  

| | | | | | | |           

Ιςχφουν οι παρακάτω ιςοδυναμίεσ 

,

,

           

           

       

       

 

 

 

  Α

  Β

  O  

 a


 a
 

  a


  Β
  Α

 Ο  


 

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ΠΟΛΛΑΠΛΑ΢ΙΑ΢ΜΟ΢ ΑΡΙΘΜΟΤ ΜΕ ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ 
 

 

Οριζμός  Πολλαπλαζιαζμού  Αριθμού  με  Διάνσζμα 

 

Έζησ   έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο κε   θαη 


 έλα κε κεδεληθό δηάλπζκα.  

Ολνκάδνπκε γηλόκελν ηνπ λ κε ην 


 θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε 

  ή 


 έλα δηάλπζκα ην 

νπνίν:  

 

 είλαη νκόξξνπν ηνπ 


, αλ   θαη αληίξξνπν ηνπ 


, αλ   θαη 

 έρεη κέηξν |||| 


. 

Αλ είλαη   ή 0


 , ηόηε νξίδνπκε σο 

  ην κεδεληθό δηάλπζκα 


0 . 

 

Παξαηήξεζε  

 

Η πξάμε έρεη νξηζηεί σο πνιιαπιαζηαζκόο αξηζκνύ κε δηάλπζκα θαη όρη ην αλάπνδν, 

πνπ ζεκαίλεη όηη ζην ζπκβνιηζκό ηεο πξάμεο ν αξηζκόο πξνεγείηαη ηνπ δηαλύζκαηνο. 

Σπλεπώο δελ έρεη λόεκα λα γξάςνπκε    

 

Ιδηόηεηεο  
 

(1)  


   

(2)  



 )(
  

(3)  



)()( 
 

 

 

΢πλέπεηεο  νξηζκνύ θαη ηδηνηήησλ   

(i) 0 0       ή   0


α  

(ii) )()()( αλαλαλ


  

(iii) βλαλβαλ


 )(  

(iv) αμαλαμλ


 )(  

(v) Αλ   βλαλ


    θαη   0λ ,   ηόηε   βα


  

(vi) Αλ   αμαλ


    θαη   0


α ,   ηόηε   μλ . 

 

 

Πξνζνρή  
 

 0 ( ) 0 0 0 0ή ή                         

 

 0 ( ) 0 0 0 0ή ή                         

 

Γραμμικός  ΢σνδσαζμός  Διανσζμάηων 
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Αο  ζεσξήζνπκε δύν δηαλύζκαηα α


 θαη β


. Κάζε δηάλπζκα ηεο κνξθήο βλακv


 , όπνπ 

Rλκ,  νλνκάδεηαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ δηαλπζκάησλ α


 θαη β


. Αλάινγα νξίδεηαη 

θαη ν γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ηξηώλ ή πεξηζζόηεξσλ δηαλπζκάησλ.  

Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ην δηάλπζκα γβαv

523   είλαη έλαο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ 

βα

,  θαη γ


. 

 

΢σνθήκη  Παραλληλίας  Διανσζμάηων 

Αλ δύν δηαλύζκαηα 


 θαη 


, όπνπ 0


 , ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε 


 , ηόηε ηα 

δηαλύζκαηα απηά είλαη παξάιιεια. 

 Ιζρύεη όκσο θαη ην αληίζηξνθν. Γειαδή, αλ ηα δηαλύζκαηα 


 θαη 


 είλαη παξάιιεια θαη 

0


 , ηόηε ππάξρεη κνλαδηθόο αξηζκόο   ηέηνηνο ώζηε 


 .  

Πξάγκαηη, αλ ζέζνπκε 





| |

| |


 , ηόηε |||| 


 . Σπλεπώο: 

 

 Αλ 


 , ηόηε 


 . 

 Αλ 


 , ηόηε βκα


 . 

 Αλ 0


 ,     ηόηε 


 0 . 

 

Σε θάζε ινηπόλ πεξίπησζε ππάξρεη   θαη κάιηζηα κνλαδηθόο, ηέηνηνο, ώζηε 


 .  

 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 
 

Αλ 


,  είλαη δύν δηαλύζκαηα, κε 0


 , ηόηε 




//  


 , R . 

 

 

΢ρόιην       
 

1. Αλ    0    ηόηε   

 

 , 0        

 

 , 0        

 
2. Γηα λα δείμσ όηη 3 ζεκεία είλαη ζπλεπζεηαθά αξθεί λα δείμσ όηη δύν 

δηαλύζκαηα κε άθξα από απηά είλαη παξάιιεια  

Π.ρ γηα λα δείμσ όηη Α,Β,Γ ζπλεπζεηαθά αξθεί λα δείμσ όηη 

// // //ή ή       

Βαζηθή Πξόηαζε  
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Αλ  


,  είλαη δύν κε ζπγγξακκηθά  δηαλύζκαηα ( δειαδή όρη παξάιιεια) θαη ηζρύεη 

όηη 0 , ,      , ηόηε   θ = ι = 0 .  

 

Απόδεημε 

 

Αλ  0    ηόηε από ηε δνζκέλε ζρέζε έρνπκε 

0 //


       


           πξάγκα άηνπν αθνύ 


,  είλαη κε 

ζπγγξακκηθά . Σπλεπώο  θ = 0   νπόηε πάιη από ηε δνζκέλε ζρέζε  έρνπκε  

0 0 0ή       

Αλ όκσο ίζρπε όηη 0  ηόηε ζα ήηαλ //  , δεδνκέλνπ όηη ην κεδεληθό δηάλπζκα 

ζεσξείηαη παξάιιειν ζε θάζε δηάλπζκα , πξάγκα πάιη άηνπν.  

 

Σπλεπώο πξέπεη ι = 0 νπόηε ηειηθά θ = ι = 0 . 

 

 

Διανσζμαηική  Ακηίνα  Μέζοσ  Σμήμαηος 

 

Αο πάξνπκε έλα δηάλπζκα 


AB  θαη έλα ζεκείν 

αλαθνξάο Ο. Γηα ηε δηαλπζκαηηθή αθηίλα 


OM  ηνπ 

κέζνπ Μ ηνπ  ηκήκαηνο ΑΒ έρνπκε: 
  

AMOAOM     θαη   
  

BMOBOM  . 

Δπνκέλσο, 
      

OBOABMOBAMOAOM 2 . Άξα 

 


 

2

OBOA
OM


  

 

 

΢ρόιην  

 

Από ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε όηη : 

Α) ε δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ κέζνπ ελόο ηκήκαηνο ηζνύηαη κε ην εκηάζξνηζκα ησλ 

δηαλπζκαηηθώλ αθηηλώλ ησλ άθξσλ  

Β) ην άζξνηζκα ησλ δηαλπζκαηηθώλ αθηηλώλ δύν ζεκείσλ είλαη ην δηπιάζην ηεο 

δηαλπζκαηηθήο αθηίλαο ηνπ κέζνπ ηνπο .  

 

Π.ρ   2     , όπνπ Μ ην κέζν ηνπ ΒΓ  

  

         2      , όπνπ Ν ην κέζν ηνπ ΛΜ 

 

         2     , όπνπ Τ ην κέζν ηνπ ΑΒ  
 

 

  Α

  Ο

  Μ

  Β
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΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢  ΢ΣΟ  ΕΠΙΠΕΔΟ 
 

 

Άμνλαο  

 

Άμνλα κε αξρή ην Ο  θαη κνλαδηαίν δηάλπζκα ην 


iOI


   θαη  ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε x x  

νλνκάδνπκε κηα επζεία xx  πάλσ ζηελ νπνία έρνπκε επηιέμεη  ζεκεία Ο θαη Ι, έηζη ώζηε ην  

δηάλπζκα 


OI  λα έρεη κέηξν 1 θαη λα βξίζθεηαη ζηελ εκηεπζεία Ox . 

 

Η εκηεπζεία Ox  ιέγεηαη ζεηηθόο εκηάμνλαο Ox , ελώ ε Ox   ιέγεηαη αξλεηηθόο εκηάμνλαο 

Ox  . 

 x x΄  Ο   Ι  Μ(x)

 

Αλ, ηώξα, πάλσ ζηνλ άμνλα xx  πάξνπκε έλα ζεκείν Μ, επεηδή 


iOM

// , ζα ππάξρεη αθξηβώο 

έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο x  ηέηνηνο ώζηε 


ιxOM

 . Τνλ αξηζκό x  ηνλ νλνκάδνπκε 

ηεηκεκέλε ηνπ Μ. Αιιά θαη αληηζηξόθσο, από ηελ ηζόηεηα 


ιxOM

  πξνθύπηεη όηη ζε θάζε 

πξαγκαηηθό αξηζκό x  αληηζηνηρεί κνλαδηθό ζεκείν Μ ηνπ άμνλα xx  κε ηεηκεκέλε x . Τν 

ζεκείν απηό ζπκβνιίδεηαη κε )(x . 

 

 

Καρηεζιανό Επίπεδο 

 

Πάλσ ζε έλα επίπεδν ζρεδηάδνπκε δύν θάζεηνπο άμνλεο xx  θαη y y  κε θνηλή αξρή Ο θαη 

κνλαδηαία δηαλύζκαηα ηα 

i  θαη j


. Λέκε ηόηε όηη έρνπκε έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν ή απινύζηεξα έλα 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν ή αθόκα 

έλα θαξηεζηαλό επίπεδν θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε 

Oxy . Τν ζύζηεκα Oxy  ιέγεηαη νξζνθαλνληθό, 

γηαηί είλαη νξζνγώλην θαη θαλνληθό. Οξζνγώλην 

είλαη, γηαηί νη άμνλεο x x  θαη y y  είλαη θάζεηνη, 

θαη θαλνληθό, γηαηί ηα δηαλύζκαηα 

i  θαη 


j  είλαη 

ηζνκήθε. 

 

Πάλσ ζην θαξηεζηαλό επίπεδν Oxy  παίξλνπκε έλα 

ζεκείν Μ. Από ην Μ θέξλνπκε ηελ παξάιιειε ζηνλ y y , πνπ ηέκλεη ηνλ xx  ζην 1M , θαη 

ηελ παξάιιειε ζηνλ xx , πνπ ηέκλεη ηνλ y y  ζην 2M . Αλ x  είλαη ε ηεηκεκέλε ηνπ 1M  σο 

πξνο ηνλ άμνλα xx  θαη y  ε ηεηκεκέλε ηνπ 2M  σο πξνο ηνλ άμνλα y y , ηόηε ν x  ιέγεηαη 

ηεηκεκέλε ηνπ Μ θαη ν y  ηεηαγκέλε ηνπ Μ. Η ηεηκεκέλε θαη ε ηεηαγκέλε ιέγνληαη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ Μ. Έηζη ζε θάζε ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ αληηζηνηρεί έλα δεύγνο 

ζπληεηαγκέλσλ. 

Αιιά θαη αντιστρόυως ζε θάζε δεύγνο ),( yx  πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ αληηζηνηρεί κνλαδηθό 

ζεκείν ηνπ επηπέδνπ, ην νπνίν βξίζθεηαη σο εμήο: Πάλσ ζηνλ άμνλα xx  παίξλνπκε ην 

 
i


 
j


 Ο

 x΄

 y΄

 y

 x

 Μ1

 Μ2

 Μ(x,y)
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Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

ζεκείν )(1 xM  θαη ζηνλ y y  ην ζεκείν )(2 yM . Από ηα 1M  θαη 2M  θέξλνπκε παξάιιειεο 

ζηνπο άμνλεο y y  θαη xx  αληηζηνίρσο, πνπ ηέκλνληαη ζην Μ. Τν ζεκείν Μ είλαη ην 

δεηνύκελν. Έλα ζεκείν Μ κε ηεηκεκέλε x  θαη ηεηαγκέλε y  ζπκβνιίδεηαη θαη κε M x y( , )  ή 

απιά κε ( , )x y . 

 

΢σνηεηαγμένες Διανύζμαηος 

 

Έζησ Oxy  έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν θαη 


 έλα δηάλπζκα ηνπ επηπέδνπ. Με 

αξρή ην Ο ζρεδηάδνπκε ην δηάλπζκα 


αOA


 . Αλ 1A  θαη 2A  είλαη νη πξνβνιέο ηνπ Α ζηνπο 

άμνλεο xx  θαη y y  αληηζηνίρσο, έρνπκε:  
  

21 OAOAOA    
(1) 

 

Αλ yx,  είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ A , ηόηε ηζρύεη 



ιxOA


1  θαη 


jyOA


2 . Δπνκέλσο ε ηζόηεηα (1) γξάθεηαη      

jyix


  

 

Απνδείμακε δειαδή όηη ην 


 είλαη γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ησλ i


 θαη j


. 

 

 

 

΢ηελ παξαπάλσ θαηαζθεπή νη αξηζκνί x  θαη y  είλαη κνλαδηθνί.  

 

Απόδεημε 

 

Πξάγκαηη, έζησ όηη ηζρύεη θαη   jyix

 . 

Τόηε ζα έρνπκε  xi yj x i y j      
jyyixx


)()(   

Αλ ππνζέζνπκε όηη xx  , δειαδή όηη 0 xx , ηόηε ζα ηζρύεη  
 
i

y y

x x
j

 

 
 

Η ζρέζε απηή, όκσο, δειώλεη όηη 
 
i j/ / , πνπ είλαη άηνπν, αθνύ ηα i


 θαη j


 δελ είλαη 

ζπγγξακκηθά. Δπνκέλσο xx  , πνπ ζπλεπάγεηαη όηη θαη yy  . Ώζηε: 

Κάζε δηάλπζκα 


 ηνπ επηπέδνπ γξάθεηαη θαηά κνλαδηθό ηξόπν ζηε κνξθή jyixα


 . 

Τα δηαλύζκαηα xi


 θαη yj


 ιέγνληαη ζπληζηώζεο ηνπ δηαλύζκαηνο 


 θαηά ηε δηεύζπλζε ησλ 

i


 θαη j


 αληηζηνίρσο, ελώ νη αξηζκνί yx,  ιέγνληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 


 ζην ζύζηεκα Oxy

. Πην ζπγθεθξηκέλα, ν x  ιέγεηαη ηεηκεκέλε ηνπ 


 θαη ν y  ιέγεηαη ηεηαγκέλε ηνπ 


. Από 

ηνλ ηξόπν πνπ νξίζηεθαλ νη ζπληεηαγκέλεο ελόο δηαλύζκαηνο πξνθύπηεη όηη: 

“Γύν δηαλύζκαηα είλαη ίζα αλ θαη κόλν αλ νη αληίζηνηρεο ζπληεηαγκέλεο ηνπο είλαη ίζεο”. 

Καζέλα από ηα ίζα δηαλύζκαηα κε ηεηκεκέλε x  θαη ηεηαγκέλε y , ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε ην 

δηαηεηαγκέλν δεύγνο ( , )x y . 

 

 

 a


 a


 
i


 
j


 Ο  A1

 y

 x

 A
 Α2
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΢σνηεηαγμένες  Γραμμικού  ΢σνδσαζμού  Διανσζμάηων 

 

Αλ γλσξίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο δύν δηαλπζκάησλ 


 θαη 


 ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ, 

ηόηε κπνξνύκε λα βξνύκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ αζξνίζκαηνο βα


 , ηνπ γηλνκέλνπ αλ


, 

Rλ  θαη γεληθά θάζε γξακκηθνύ ζπλδπαζκνύ ησλ α


 θαη β


. Πξάγκαηη, αλ ),( 11 yx


 θαη 

),( 22 yx


, ηόηε έρνπκε: 

 
       
         ( ) ( ) ( ) ( )x i y j x i y j x x i y y j1 1 2 2 1 2 1 2  

 jyixjyix


)()()( 1111    

Δπνκέλσο       
 
    ( , )x x y y1 2 1 2        θαη         


 ( , )x y1 1    

ή ηζνδύλακα 

 

),(),(),( 21212211 yyxxyxyx   

),(),( 1111 yxyx    

 

Γεληθόηεξα, γηα ην γξακκηθό ζπλδπαζκό  
 
  έρνπκε: 

),(),(),( 21212211 yyxxyxyx  


. 

Γηα παξάδεηγκα, αλ )1,1( 


 θαη )2,1(


, ηόηε 

  )1,2()2,1()1,1(  


,           

  )2,2()1,1(22 


, 

  )3,0()2,1()1,1()2,1()1,1(  


,       

  )4,1()2,1()2,2()2,1()1,1(22  


 

 

΢σνηεηαγμένες  Μέζοσ  Σμήμαηος 

 

Αο ζεσξήζνπκε δύν ζεκεία ),( 11 yx  θαη ),( 22 yx  ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ θαη αο 

ππνζέζνπκε όηη ),( yx  είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ κέζνπ Μ ηνπ ΑΒ. 

Δπεηδή         
  

)(
2

1
OBOAOM  ,       θαη 



),( yxOM  , 


),( 11 yxOA , 


),( 22 yxOB , 

έρνπκε 

)],(),[(
2

1
),( 2211 yxyxyx  







 


2
,

2

2121 yyxx
 

Δπνκέλσο ηζρύεη 

 

2

21 xx
x


     θαη    

2

21 yy
y


 . 

 

 

 Ο

 y

 x

 A(x1,y1)

 B(x2,y2)

 Μ(x,y)
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΢σνηεηαγμένες  Διανύζμαηος  με  Γνωζηά  Άκρα 

 

Αο ζεσξήζνπκε δύν ζεκεία ),( 11 yx  θαη 

),( 22 yx  ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ θαη αο 

ππνζέζνπκε όηη ),( yx  είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

δηαλύζκαηνο 


AB . Δπεηδή, 
  

OAOBAB  , 



),( yxAB , 



),( 22 yxOB , θαη 


),( 11 yxOA , 

έρνπκε: 

),(),(),(),( 12121122 yyxxyxyxyx  . 

Δπνκέλσο: 
 

Οη ζπληεηαγκέλεο ),( yx  ηνπ δηαλύζκαηνο κε άθξα ηα ζεκεία ),( 11 yxA  θαη ),( 22 yx  

δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο  

12 xxx      θαη    12 yyy  . 

 

Γειαδή 

ηεηκεκέλε ηνπ 


AB ηεηκεκέλε ηνπ Β - ηεηκεκέλε ηνπ Α 

ηεηαγκέλε ηνπ 


AB ηεηαγκέλε ηνπ Β - ηεηαγκέλε ηνπ Α. 

Γηα παξάδεηγκα, ην δηάλπζκα 


AB  κε αξρή ην )2,1(  θαη πέξαο ην )7,3(  έρεη 

ζπληεηαγκέλεο x   3 1 2  θαη 527 y , δειαδή είλαη ίζν κε ην )5,2(


. 

 

 

Μέηρο  Διανύζμαηος 

 

 Έζησ ),( yx


 έλα δηάλπζκα ηνπ θαξηεζηαλνύ 

επηπέδνπ θαη Α ην ζεκείν κε δηαλπζκαηηθή 

αθηίλα 


αOA


 . Αλ 1  θαη 2  είλαη νη πξνβνιέο 

ηνπ Α ζηνπο άμνλεο xx  θαη yy  αληηζηνίρσο, 

επεηδή ην ζεκείν Α έρεη ηεηκεκέλε x  θαη 

ηεηαγκέλε y , ζα ηζρύεη ||)( 1 x  θαη 

||)( 2 y . Έηζη ζα έρνπκε: 

22222
2

2
1

2
1

2
1

22 ||||)()()()()(|| yxyx  


. 

Δπνκέλσο:       Αλ ),( yxα


,    ηόηε     
22|| yx 


 

 

Γηα παξάδεηγκα, αλ )12,5(


, ηόηε 13125|| 22 


. 

 Ο

 y

 x

 A(x1,y1)

 B(x2,y2)

 

 a


 Ο  A1

 y

 x

 A(x,y)
 Α2
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Απόζηαζε δύν ζεκείσλ ζην επίπεδν  

 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα δύν ζεκεία ( , )x y1 1  θαη 

),( 22 yx  ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ. Δπεηδή ε 

απόζηαζε )(  ησλ ζεκείσλ Α θαη Β είλαη ίζε κε 

ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο 


),( 1212 yyxxAB  , 

ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν (1) ζα ηζρύεη: 

       2
12

2
12 )()()( yyxx           (2) 

Δπνκέλσο: 

Η απόζηαζε ησλ ζεκείσλ ( , )x y1 1  θαη ),( 22 yx  είλαη ίζε κε  

2
12

2
12 )()()( yyxx  . 

 

Γηα παξάδεηγκα, ε απόζηαζε ησλ ζεκείσλ )7,2(   θαη )3,5(   είλαη ίζε κε 

543)73()25()( 2222  . 

 

 

 

Παξαηεξήζεηο   

 

1. Οη απνζηάζεηο ελόο ζεκείνπ Μ(x,y) από ηνπο άμνλεο ρρ  ́θαη  ςς  ́αληίζηνηρα είλαη  

,y x  

 

2. Το ςυμμετρικό  ενόσ ςθμείου Μ(x,y)  

 
σο πξνο ηνλ  ρρ΄ είλαη   (x,-y)  , 

 

σο πξνο ηνλ yy΄είλαη  (-x,y) ,  
 

σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ  (0,0)   είλαη  (-x,-y) 
 

            σο πξνο ηε δηρηόκν ησλ γσληώλ ρΟς θαν ρ΄Ος΄  είλαη (y,x)  

 

3. Αλ  ( , )x y    τότε  

        

              // 0΄ y            ,       // 0΄ x     

 

4. Αλ  ( , )x y    τότε  ( , )x y        

 

5. Αλ  ( , )x y    τότε  0 0 0x y           

Δλώ    0 0 0x ΄ y      

 

6. Αλ  1 1( , )x y    και  2 2( , )x y    τότε   1 2 1 2x x y y       

              Δλώ  1 2 1 2x x ΄ y y       

 

 Ο

 y

 x

 A(x1,y1)

 B(x2,y2)
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΢σνθήκη  Παραλληλίας  Διανσζμάηων 

 

Έζησ ),( 11 yx


 θαη ),( 22 yx


 δύν δηαλύζκαηα ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ. 

Τελ νξίδνπζα 
1 1

1 2 2 1

2 2

x y
x y x y

x y
    , πνπ έρεη σο 1ε ηε γξακκή ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

δηαλύζκαηνο 

  θαη σο 2ε γξακκή ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ  δηαλύζκαηνο 


 , ηε ιέκε νξίδνπζα 

ησλ δηαλπζκάησλ α


 θαη β


 (κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη) θαη ζα ηε ζπκβνιίδνπκε κε 

),det( βα


.    Ιζρύεη ε ηζνδπλακία      // det( , ) 0a     

 

Γηα παξάδεηγκα: 

 

1. Τα δηαλύζκαηα 

  ( , )3 1  θαη 


  ( , )3 3  είλαη παξάιιεια, αθνύ 

det( , )
 
  




   

3 1

3 3
3 3 0 , ελώ 

 

2. Τα δηαλύζκαηα 

  ( , )2 3  θαη 


  ( , )12  δελ είλαη παξάιιεια, αθνύ 

det( , )
 
  


   

2 3

1 2
4 3 7 0 . 

 

 

΢σνηελεζηής  Διεύθσνζης  Διανύζμαηος 

 

Έζησ 

  ( , )x y  έλα κε κεδεληθό δηάλπζκα θαη A  ην 

ζεκείν ηνπ επηπέδνπ γηα ην νπνίν ηζρύεη 


aOA


 . Τε 

γσλία φ , πνπ δηαγξάθεη ν εκηάμνλαο Ox  αλ ζηξαθεί 

γύξσ από ην Ο θαηά ηε ζεηηθή θνξά κέρξη λα ζπκπέζεη 
κε ηελ εκηεπζεία ΟΑ, ηελ νλνκάδνπκε γσλία πνπ 

ζρεκαηίδεη ην δηάλπζκα 

  κε ηνλ άμνλα x x .  

 

 

Δίλαη θαλεξό όηη  πφ 20  . 

 

Γηα ηε γσλία φ , όπσο είλαη γλσζηό από ηελ Τξηγσλνκεηξία, αλ ην 

  δελ είλαη παξάιιειν 

πξνο ηνλ άμνλα y y , ηζρύεη   
x

y
φεφ .  Τν πειίθν 

y

x
 ηεο ηεηαγκέλεο πξνο ηελ ηεηκεκέλε ηνπ 

δηαλύζκαηνο 

  ( , )x y , κε x  0 , ην ιέκε ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηνπ 


  θαη ηνλ 

ζπκβνιίδνπκε κε   ή απιώο κε λ.  

 

Δπνκέλσο:   φ
x

y
λ εφ  

 

 φ

 Ο

 y

 x

 A(x,y)
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Δίλαη θαλεξό όηη  

 

 Αλ y  0 , δειαδή αλ xxα //


, ηόηε ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηνπ δηαλύζκαηνο 

  

είλαη ν   0 . 

 Αλ x  0 , δειαδή αλ yyα //


, ηόηε δελ νξίδεηαη ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηνπ 

δηαλύζκαηνο 

 . 

 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα δύν δηαλύζκαηα 

  ( , )x y1 1  θαη 


  ( , )x y2 2  κε ζπληειεζηέο 

δηεύζπλζεο 1  θαη 2  αληηζηνίρσο. Τόηε έρνπκε ηηο ηζνδπλακίεο: 

21

2

2

1

1
1221

22

11
0// λλ

x

y

x

y
yxyx

yx

yx
βα 


. 

Δπνκέλσο, ε ζπλζήθε παξαιιειίαο γηα δύν δηαλύζκαηα 

  θαη 


  κε ζπληειεζηέο 

δηεύζπλζεο 1λ  θαη 2λ  δηαηππώλεηαη σο εμήο: 

 

21// λλβα 


 

 

Παξαηεξήζεηο   

 

1. Αλ  1 1( , )x y    και  2 2( , )x y   τότε  ιςχφουν οι παρακάτω   ιςοδυναμίεσ   

 

1 2 1 2

2 1 2 1

, ,

//

,,

x x y y

΄ ΄

x x y y

       

   

      

        
 

  
         

 

1 1

1 2 2 1

2 2

det( // ) 0 0 0
x y

x y x y
x y

         

 

 

1 2
1 2

1 2

, 0
y y

ό x x
x x

 
       

 

 

2. Έζησ   Α(
1 1,x y )  θαη  B (

2 2,x y )   τότε  2 1 2 1( , )x x y y      και   

αλ   1 2x x τότε  2 1

2 1

y y

x x







     

αν  
1 2x x     τότε  


  δεν ορίηεται   

            αν  1 2y y   και  1 2x x   τότε  0

  

 



3ο ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΕΛ ΙΛΙΟΥ 
 

Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

  Ε΢ΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤ΢ΜΑΣΩΝ 
 

 

Γλσξίδνπκε όηη ην έξγν πνπ παξάγεηαη από κηα δύλακε 

F  

όηαλ κεηαηνπίδεη ην ζεκείν εθαξκνγήο ηεο από ην Ο ζην Α 

είλαη ίζν κε ην γηλόκελν φF συν)(||  


. Τν γηλόκελν απηό 

ζπκβνιίδεηαη κε 


OAF 


 θαη ιέγεηαη εζσηεξηθό γηλόκελν ηεο 

δύλακεο 

F  κε ην δηάλπζκα  



OA . Γεληθόηεξα, έρνπκε ηνλ 

αθόινπζν νξηζκό: 

 

 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

   Ολνκάδνπκε εζσηεξηθό γηλόκελν δύν κε κεδεληθώλ δηαλπζκάησλ 

  θαη 


  θαη ην 

ζπκβνιίδνπκε κε βα

  ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό   

φβαβα συν|||| 


, 

όπνπ φ  ε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 

  θαη 


 . 

   Αλ 
 
  0  ή 


  0 , ηόηε νξίδνπκε    

 
   0  

 

Γηα παξάδεηγκα, ην εζσηεξηθό γηλόκελν δύν δηαλπζκάησλ 

  θαη 


  κε | |


  3 , | |


  8  θαη 

3

π
φ  είλαη   12

2

1
83

3
συν83 

π
βα


. 

 

Άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ παξαπάλσ νξηζκνύ είλαη νη εμήο: 

          αββα

           (Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα)  

 Αλ   βα


 , ηόηε 0βα


                 θαη αληηζηξόθσο.  

 Αλ   βα


 , ηόηε |||| βαβα


  θαη αληηζηξόθσο.  

 Αλ    βα


 , ηόηε |||| βαβα


  θαη αληηζηξόθσο. 

 

Τν εζσηεξηθό γηλόκελν αα

  ζπκβνιίδεηαη κε 2α


 θαη ιέγεηαη ηεηξάγσλν ηνπ α


.  

Έρνπκε: 22 ||0συν|||| αααα 


.   Δπνκέλσο      22 ||αα


 . 

 

Δηδηθόηεξα, γηα ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα 

i  θαη 


j  ηνπ θαξηεζηαλνύ επίπεδνπ ηζρύνπλ: 

0 ijji


     θαη     122  ji


 

 

 

 

 

 φ

 Ο  A

 F


 



3ο ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΕΛ ΙΛΙΟΥ 
 

Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

Αναλσηική  Έκθραζη  Εζωηερικού  Γινομένοσ 

 

Θα δνύκε ηώξα πώο κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ην 

εζσηεξηθό γηλόκελν δύν δηαλπζκάησλ 

  ( , )x y1 1  

θαη 

  ( , )x y2 2  ζπλαξηήζεη ησλ ζπληεηαγκέλσλ 

ηνπο.  

 
   x x y y1 2 1 2  

Γειαδή: 

“Σν εζσηεξηθό γηλόκελν δύν δηαλπζκάησλ είλαη ίζν 

κε ην άζξνηζκα ησλ γηλνκέλσλ ησλ νκώλπκσλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπο”. 

Γηα παξάδεηγκα, ην εζσηεξηθό γηλόκελν ησλ 

  ( , )3 4  θαη 


  ( , )2 1  είλαη: 

 
        ( ) ( )3 2 4 1 10 . 

 

Ιδηόηεηεο 

 

 R),()(  λβαλβλαβαλ


 

 γαβαγβα

 )(       (Δπηκεξηζηηθή Ιδηόηεηα) 

 121  λλβα


          όπνπ     αλλ 1   θαη  
β

λλ 2 ,     ( yyβα //,


) 

 

Απόδεημε  

 

Πξάγκαηη, αλ 

  ( , )x y1 1 , 


  ( , )x y2 2  θαη 


  ( , )x y3 3 , ηόηε έρνπκε: 

 ( ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )         
   
       x y x y x x y y x x y y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 θαη 

   
                ( ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x x y y x x y y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 . 

Άξα,    ( ) ( ) ( )      
     
      

 

     
  
          ( ) ( , )( , ) ( ) ( )x y x x y y x x x y y y1 1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3  

                                  ( ) ( ) ( ) ( )x x x x y y y y x x y y x x y y1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3  

                              
   
    .  

 

     1100 21

2

2

1

1
21212121  λλ

x

y

x

y
xxyyyyxxβαβα


 

 

΢σνημίηονο  Γωνίας  δύο  Διανσζμάηων 

 

Αλ 

  ( , )x y1 1  θαη 


  ( , )x y2 2  είλαη δύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα ηνπ επηπέδνπ πνπ 

ζρεκαηίδνπλ γσλία θ, ηόηε 
   
     | | | |  θαη επνκέλσο,   

||||
συν

βα

βα
θ 






 . 

Δίλαη όκσο 
 
   x x y y1 2 1 2 ,    | |


  x y1

2
1
2

     θαη     | |

  x y2

2
2
2

. 

Δπνκέλσο, 
2
2

2
2

2
1

2
1

2121συν
yxyx

yyxx
θ




  

 a


 


 θ

 Ο

 y

 x

 Α(x1,y1)

 Β(x2,y2)
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Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

Γηα παξάδεηγκα, αλ θ είλαη ε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 

  ( , )12  θαη 


  ( , )31 , ηόηε: 

2

2

2

1

105

5

1321

1231
συν

2222








θ , νπόηε 




4
. 

 

Παξαηεξήζεηο   

 

1. Γηα ην εζσηεξηθό γηλόκελν δελ ηζρύνπλ όιεο νη ηδηόηεηεο πνπ ηζρύνπλ ζηνλ 

πνιιαπιαζηαζκό δύν πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ.   Αο δνύκε κεξηθέο ηδηόηεηεο πνπ γεληθά  

δελ ηζρύνπλ :  

2 2 2

( ) ( )

( )

     

   

   

    

  

  

 

όκσο  ηζρύνπλ  

22 2

[( ) ] ( ) ( )

( )

       

   

      

  
 

2. Γεδνκέλνπ όηη δελ ηζρύεη ε πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα δελ έρεη λόεκα θαη δύλακε 

δηαλύζκαηνο κεγαιύηεξε ηνπ 2 , δειαδή  2 3     δεδνκέλνπ όηη ην 2
ν
 κέινο 

δελ έρεη θαλ λόεκα  

 

 
3. Γελ νξίδεηαη πειίθν δηαλπζκάησλ νπόηε πξέπεη λα είκαζηε πξνζεθηηθνί όηαλ θάλνπκε 

απινπνηήζεηο  

 

Π.ρ. ην  
2

 




  νξίδεηαη σο πειίθν αξηζκώλ αιιά ην 




  δελ νξίδεηαη νπόηε  

2

  

 


   αθνύ ην 2

ν
 κέινο δελ έρεη θαλ λόεκα  

 

4. 0 ( ) 0 ( )                             

 

5. Να απνδεηρηεί όηη:  (i)  |||||| βαβα


      (ii)  222)( βαβα


       

     Πόηε ηζρύνπλ νη ηζόηεηεο; 

 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

(i) Αλ   είλαη ε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ α


 θαη β


, ηόηε έρνπκε:  

|||||συν|||||συν|||||| βαθβαθβαβα


 . 

Η ηζόηεηα ηζρύεη κόλν, αλ 1συνθ , δειαδή, κόλν αλ βα


// . 

(ii) Δπίζεο, έρνπκε 2222222 |||||)||(|||)( βαβαβαβαβα

 . 

Η ηζόηεηα ηζρύεη, όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, κόλν όηαλ βα


// . 

 


