
Ta aparaÐthta ergaleÐa thc Majhmatik c Logik c
Sto parìn shmeÐwma ja prospaj soume na d¸soume ìla ta aparaÐthta er-
galeÐa pou aforoÔn tic majhmatikèc prot�seic kai tic logikèc sqèseic touc.
Mia prìtash P lègetai majhmatik  prìtash an mporeÐ na qarakthristeÐ wc
Alhj c   Yeud c. Mia majhmatik  prìtash an kai mporeÐ na faÐnetai
alhj c katarrÐptetai an brejeÐ èna par�deigma pou thn kontr�rei. (an-
tipar�deigma)

1. Sunepagwg  P ⇒ Q
An se èna isqurismì diatup¸soume �An isqÔei o P tìte isqÔei kai o Q�
tìte lème ìti h prìtash P sunep�getai thn Q. H P lègetai upìjesh
thc sunepagwg c kai h Q sumpèrasma. H sunepagwg  qrhsimopoieÐtai
kurÐwc sthn eujeÐa apìdeixh.
Prosoq !!
An isqÔei P ⇒ Q de shmaÐnei ìti exasfalÐzoume kai to antÐstrofo
Q ⇒ P . Paradeigma: P1:x < y kai Q1:x 6= y. Profan¸c P1 ⇒ Q1

en¸ to antÐstrofo den isqÔei (p.q. x = 5, y = −3). 'Allo par�deigma:
a = β ⇒ a2 = β2. Gia a = 3, β = −3 faÐnetai ìti den isqÔei to
antÐstrofo. H sunepagwg  qrhsimopoieÐtai idiaÐtera tìso sthn �lgebra
ìso kai sthn gewmetrÐa.

2. IsodunamÐa P ⇔ Q
H isodunamÐa eÐnai mia logik  prìtash pou isqÔei ìtan exasfalÐzetai
kai to antÐstrofo tou isqurismoÔ P ⇒ Q. Tìte gr�foume P ⇔ Q.
H isodunamÐa diatup¸netai me tic ekfr�seic �an kai mìno an� , �tìte kai
mìno tìte�, �ikan  kai anagkaÐa sunj kh�.
Sto Gumn�sio asqolhj kame me thn epÐlush exis¸sewn, anis¸sewn kai
susthm�twn. Se k�je b ma thc lÔshc kataskeu�zame isodÔnamec exis¸-
seic, anis¸seic   sust mata. Klasik  isodunamÐa pou qrhsimopoioÔsame
gia na all�zei mèloc k�poioc ìroc  tan h

a + γ = β + γ ⇔ a = β.

Se k�je isodÔnamo b ma oi algebrikèc ekfr�seic pou brÐskame eprèpe
na èqoun akrib¸c tic Ðdiec lÔseic.
Sto LÔkeio epÐshc ja sunant soume prot�seic oi opoiec katal goun me
thn èkfrash �kai antistrìfwc� dhl¸nontac isodunamÐa. Ja prèpei na
eÐmaste prosektikoÐ na apodeiknÔoume kai tic duo sunepagwgèc: P ⇒
Q kai Q ⇒ P .

3. O sÔndesmìc  : P   Q
'Otan sto Gumn�sio lÔname exis¸seic me paragontopoÐhsh katal game
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se mia èkfrash thc morf c

a1(x) · a2(x) · ... · aν(x) = 0

ìpou o k�je par�gontac  tan pr¸tou   deutèrou bajmoÔ. Sth sunèqeia
mhdenÐzame ton k�je par�gonta kai mazeÔame tic lÔseic pou brÐskame.
'Olec oi lÔseic mazÐ  tan lÔseic thc arqik c exÐswshc. Lamb�nontac
upìyin ìti toul�qiston ènac par�gontac tou ginomènou ja èprepe na
 tan mhdèn gr�fame

a1(x) · a2(x) · ... · aν(x) = 0 ⇔ a1(x) = 0   a2(x) = 0   ... aν(x) = 0.

Genikìtera gia na isqÔei h prìtash [P   Q] ja prèpei na isqÔei toul�qi-
ston mia apì tic P, Q.

4. O sÔndesmoc kai: P kai Q
'Otan sto Gumn�sio gr�fame klasmatikèc algebrikèc parast�seic èprepe
oi paranomastèc na  tan di�foroi tou mhdenìc. Autì to exasfalÐzame
epilègontac touc kat�llhlouc periorismoÔc met� apì thn paragontopoÐhsh
twn paranomast¸n. QrhsimopoioÔsame thn isodunamÐa

a · β 6= 0 ⇔ [a 6= 0 kai β 6= 0]

kai aporrÐptame tic rÐzec tou k�je par�gonta. Genikìtera gia na isqÔei
h prìtash [P kai Q] ja prèpei na isqÔoun kai oi duo prot�seic P,Q.
Shmantik  efarmog  tou kai eÐnai h eÔresh koin¸n lÔsewn, (sunal -
jeush) exis¸sewn kai anis¸sewn.

5. SÔnola kai logikèc sqèseic
MporoÔme na susqetÐsoume tic logikèc pr�xeic me ta sÔnola parathr¸-
ntac ta parak�tw (Ω = R eÐnai to sÔnolo anafor�c)

A ⊆ B ⇔ [x ∈ A ⇒ x ∈ B]
A = B ⇔ [A ⊆ B kai B ⊆ A]

en¸ oi pr�xeic (ènwsh, tom , sumplhrwmatikì) orÐzontai me b�sh tic
akìloujec logikèc sqèseic

A ∪B = {x ∈ Ω|x ∈ A   x ∈ B}
x ∈ A ∪B ⇔ [x ∈ A   x ∈ B]

A ∩B = {x ∈ Ω|x ∈ A kai x ∈ B}
x ∈ A ∩B ⇔ [x ∈ A kai x ∈ B]

A′ = {x ∈ Ω|x /∈ A}
x ∈ A′ ⇔ x /∈ A
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6. PÐnakec Al jeiac logik¸n sqèsewn
Ja anafèroume touc pÐnakec twn basik¸n logik¸n pr�xewn. Shmei¸noume
ìti h isodunamÐa metaxÔ logik¸n pr�xewn shmaÐnei ìti oi logikèc pr�xeic
autèc èqoun touc touc Ðdiouc pÐnakec al jeiac.
A) 'Arnhsh P̄
P P̄
A Y
Y A

B) SÔndesmoi di�zeuxh ( ) [P ∨Q] kai sÔzeuxh (kai) [P ∧Q]
P Q P ∨Q P ∧Q
A A A A
A Y A Y
Y A A Y
Y Y Y Y

G) sunepagwg  [P ⇒ Q] kai isodunamÐa [P ⇔ Q]
P Q P ⇒ Q Q ⇒ P [P ⇒ Q] ∧ [Q ⇒ P ]
A A A A A
A Y Y A Y
Y A A Y Y
Y Y A A A

H teleutaÐa st lh anafèretai sthn isodunamÐa mia kai

[P ⇔ Q] ⇔ [P ⇒ Q] ∧ [Q ⇒ P ]

D) 'Atopo kai antijetoantistrof 
Oi apodeiktikèc mèjodoi Apagwg  se 'Atopo kai Antijetoantistrof 
basÐzontai stic akìloujec isodunamÐec

'Atopo [P ⇒ Q] ⇔ [P ∧ Q̄]

Antijetoantistrof  [P ⇒ Q] ⇔ [Q̄ ⇒ P̄ ].

Oi parap�nw isodunamÐec isqÔoun lìgw tou akìloujou pin�ka al jeiac
P Q P̄ Q̄ P ∧ Q̄ [P ∧ Q̄] P ⇒ Q [Q̄ ⇒ P̄ ]
A A Y Y Y A A A
A Y Y A A Y Y Y
Y A A Y Y A A A
Y Y A A Y A A A
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