AANTEBPA B’ TENIKOY AYKEIOY EpwTtnosig-ATtavtoslg Oswpiog

SOS ANMOAEIZEIZ OEQPIAZ

OEQPHMA (TO OEQPHMA TOY YINOAOINOY)

1. Na amodsi&ete 6Tu: To uTtéAouo TG Siaipeong VO TTOAVWVUHOU P(x) HE TO X — p €ivol i00 pE TV TR
TOUu TOAVWVUHOV ya x = p. Eivou SnAadn
v =P(p)

AMOAEI=ZH
H toutoTtnTa TG Staipeang Tou TTOAVWVUHOU P () e TO TTOAVWVUHO X — p YPAPETOL,
P(x) = (x — p)u(x) + v(x)
Emteidn o Stoupétng x — p eivat mpwtou BaBpov, To untoAouno tng daipeong Ba eivat éva oTaBepd TTOAVWVUHO L.
‘Etol €xoupE:
P(x) = (x —p)n(x) +v
Koy, ov Béoovpe x = p, taipvoupe
P(p)=(p-pn(p)+v=0+v=0v>=
Emopévwg
v = P(p) keu|P(x) = (x — p)n(x) + P(p)| m

OEQPHMA (TO OEQPHMA TOY NMAPAITONTA)

2. Na amobdeiete 6T ‘Eva TOAVWVUHO P(x) £XEL TTOAPAYOVTA TO X — P OV KOL MOVO av To p givan pila Tou
P(x), SnAadn av kat pévo av P(p) = 0.

AMNOAEI=ZH
‘Eotw OTL TO x — p glvat apdyovtag Tou P(x). ToTe

P(x) = (x — p)m(x)
ATtO TNV LOOTNTA QUTH YA X = p TIALPVOUE
P(p) = (p—p)n(p) =0,
TIoV onpaivel OTL To p glva pida Tou P(x).
AvTtiotpopwe: Eotw 6T To p givan pida tou P(x), SnAadn oxvel P(p) = 0. Tote amd tn oxeon

P(x) = (x — p)u(x) + P(p)

Taipvoupe

P(x) = (x — p)m(x),
TIOU onuaivel OTL 1o x — p elval TapdyovTog Tou P(x).
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3. OEQPHMA (AKEPAIQN PIZON) Eotw N toAvwvupiki e€iowon a,x’ + a,_1x" 1 + -+ a;x + ay = 0, pe
aképaoug ouvTeAEoTEG. Av 0 aképatog p = 0 givon pida TG e&iowang, va arnodsi&ete 6TL 0 p sivan

Slapétng Tou oTta@epov 6pov «y,.

AMNOAEI=ZH
Avop # 0 eival piCa tng e€lowang, TOTe SISO KA £XOULE
ayp’ +ay_pt+ o taptay,=0

— \% v—1
S U= —qyp Ay qp T T T AP
— v—1 v-2
e ay=p(—a,p” "t —a,1p" == ay)
Emeldn oL p, ay, ay, -+, @, ivol oképatot Emetal Ot Kat 0 (—a,p¥ ™t — a,_1pV72% — -+ — ay) elvau oképatog. Atd Tnv

TEAELTAIN LOOTNTO CUUTIEPAVOUE, OTL O p EIVOL SLALPETNG TOV .

4. Ava > 0 pea # 1, ToTE y1a omtorovadnmote 64, 8, > 0 va antodei&ete OTL LIOXVEL

log,(6.6;) = log, 6, +log, 0,
AMOAEIZH N
‘Eotw ot eivaw:
log, 6, = x; kot log, 6, = x, ©)
Tote €xoupe
a*t =6, kaw a*2 =20,
OTOTE:
a¥r-a*2=0,-0, a1tz =0,0,
ATtO TOV 0PLOPO OUWGE TOLV AOYAPLOHOV, N TEAELTAUN LOOTNTA Elval LOOSUVOUN UE
log,(6,16;) = x1 + x;
omo TNV omoia, Aoyw Twv (1), EXOUME TEAKA:
loge(6,6,) = log, 01 + log, 0,

5. Ava > Opea # 1,0 > 0 ko k € R, va antodeiete OTL 1IoXVEL
log, 60 = klog, 6

ANOAEIZH

‘Eotw ot giva;

log, 60 = x (2

Tote €xoupe a* = 6 omoTe: A = 0"

Ao TOV 0PLoPO OUWGE TOL AOYAPLBHOVY, N TEAELTALN LOOTNTA EiVOL LOOSUVOUN LIE TNV

log, 6% = kx
omd tnv omoi, Adyw TNG (2), TPOKUTITEL OTL
log, 6% = klog, 0

6. No anoSeifets 6TL yia k&Oe ywvia w woxvet 6Tt nplw + ovviw = 1
AlOAEI=H
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Av M(x, y) elvat To onpelo oTo oTolo N TEAKN TIAEUPA TNG YWVIOG W TEUVEL TOV
TPLYWVOUETPIKS KUKAO, TOTE Bax lvau :
X = OUVWKOLY = NUW
Emeidn opwg,
(OM) = 1 ko
(OM)? = [x|* + |y|?

x2 + y?
Ba LoxveL :
x2+yt =1
omote Ba £xoupe
nlw + ovv?w = 1

EpwTtnosig-ATtavtoslg Oswpiog

o Y

M(x;J’) ______ y
: 1
|

Iyl N
! ‘ X
X x| |o
ovvV'w

7. Na orodeifete otu:

Nuw oV W
= swe’ mpw:mlw

ATTOAEI=H

2710 810 oXNMUa EXOVE :

EP W =gc—/= ;]U%(Z) (epboov x = ocuvw # 0)

op w =;C—/= (:]U::)U (epoéoovy =nuw # 0).

8. Naamodeifete ot s@w-opw =1

AlOAEI=H
Eivou :
_Nuw __OuVw ,
EQw =S KA dQw = o (epbdboov ouvw #= 0 Kaunpw # 0)
Emopevwg :
_ Muw oww
tpw 0-(pw_GUVOU nuw -
Erupesio: AK
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KE®ANAAIO 10 : ZYZTHMATA

9. Tuovopaloupe ypappuki e&icwon pe 800 ayvwaoTtoug kat Tt ovopddovpe AVon tng

H Baown Mop@n oG ypoppikng e€iowaong sivat ax + By =y, he a kat B OxL kat ot SVo pndév
N\Oon pag ggiowaong pe SVo PeTafAnTEG eivar éva StateTaypévo (evyog aplBuwy (x,y) Ttou odnyel og aARBelx
otav avTikataotaBel otnv e€lowan, SnAadn TNV emoAnBevEL

10.Na amodciete 6TLn ypappkn e&icwon ax + By =y pe a # 0 | B # 0 maplotavel ubsia.
® Av,pB # 0,10t n e€lowan ypagetal :
a 14

crx+ﬁ’y=y(:)ﬁy=—ozx+y4i)y=—ﬁx+[—g

, , , , , , , , a , , ,
Emopévwg n e€lowon outn oplotavel euBsia Tou £xeL ouvteAeaTr) SievBuvang A = 5 KOL TEPVEL TOV agova y'y

Y
OTO OnuElo —

B

Eldikotepa :

e Ava#0,Tote n eubsia TEUVEL KL TOUG SVO GEOVEG, VW

® Ava=0, tote n e€lowon TalpveL TN LOPPR Y = % KO ETIOPLEVWIG TIOPLOTAVEL VBEia TToL gival
TIAPBGAANAN oToVv GEOVA X'X KOl TEPVEL TOV A&ova y'y OTO anpeio %
® AvpB = 0(omotea # 0), TOTE N e§lowon ypdPeTal
ax = S X = K
v a

Eropevwg n e€lowon outn Toplotavel euBeia Ttov givat TTHPAAANAN oToV GEOVA Y'Y KOL TEUVEL TOV GEOVX X'X

oTo0 O e[oZ
nu p

11. TuapoTtave ypagpka n e€iowon y = k;

H e€iowon y = k maplotavel euBeia TopAdAANAN TIpog Tov G€oval x'x

12. Tutaplotavel ypa@ika n egiowon x = k;

H e€iowon x = k, Taplotdvel eubeia TTPAAANAN Ttpog Tov aéova y'y.
A\ Npoooxn: H eubeia x = Kk Sev gival Ypa@Ikr TTPAGTACN GUVAPTNONC.

13 . Tu Aépe ypappikoé cVotnpa 890 &lowoswv pe §vo ayvwaotoug;

‘Otav €Xoupe V0 YPOUMIKEG EEIOWOEL ax + fy =y Kata'x + B’y =y’ ko (NTAWE TG
KOWEG AVOELG UTWV, TOTE AEPE OTL EXOUPE VO AVOOUHE VO YPOUIKO cUoTnpa Vo
e€lowogwv pe §V0 ayvwaToug 1y, Lo GUVTOUD, EVA YPOHHIKO CUOTNHA 2 X 2 KAl
YPAPOUE
ax+ Ly =y
t%+ﬁv=f

14. Tu AéyeTau AUON €vOG CUCTHHATOG KOL TL EMIAVCN £VOG CUCTHUATOG;
KaBe Cevyog (x, y) apBpwv Tou emtoAnBevel Kat TIG V0 EELOWOELG TOU CUOTHHATOG AEyETAL AVGT TOU CUCTHHATOG.
Emtiduon evog ouotrpotog ovopdiletan n Stadikaoion e0peong Tov GUVOAOU TwWV AVGEWY TOU GUOTHUATOG,

15 . NMNwg kGvoupe emaA}Oguon TOU GUOTHUATOG;
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AVTIKOOIOTOUHE TIG TIEG TWV XYVWOTWVY TIOU BPNAKAME OTIG APXLKEG EELOWOELG TOU GUOTHUATOG KO VO EAEYXOULE Qv
TG eMoANnBevoLY, SNAadn k&voue EMAARBgUCT) TOU CUCTHUATOG.

16.Moéte SVo cuoTipaTa Aéyovtan LlooSVvapa;

‘Otav €xouv akplpwg Ti¢ idleg AoeLg
H petatpotr) evdg GUOTHUATOG OE LGOSVUVOUO TOU YIVETOL E AVTIKXTAOTOON KATIOLG EEL0WONG OO £VO YPOHLKO
oUVSUAOUO A(g) + A'(€"), Twv Vo e€lowaswv (g) Kal (€).

17 . Me 1roieg pe@6doug prtopei va Aubei éva cuotnpa 500 ypappkwy &lowoswy pe 800 ayvwatoug;

Me ™ pEBOSO TNG AVTIKATAGTAONG KOl e TN HEB0S0 Twv avTiOéTwy cuvteAeaTwy () peBodSo TG amoAoLpnc),
pe Fpakn emtiAuon, pe Tn pebodo Twv opr{ovcwv.

ax+py=y
18. Av o1 £€10W0oELg TOU CUOTHHATOG ) i ., TIAPLOTAVOLV £VBEiEC £ Kat &’
ax+pfy=y
o. Mote oL g, € Tépvovtay; P. Mote sivon mapdAAnAeg; y. MNote Tauti{ovtan-cupmintouy; (Yewp.
EPUNVEIN)

o) To ovotnpa £xel povadikr Avon

B) To ovotnua givar adivvorto

Y) To ovotnua éxel mepo ANBoc Avoewv

KE®AANAAIO 20: IAIOTHTEZ ZYNAPTHZEQN

Movotovia cuvaptnong:
OPIZMOI

19.N67te pua cuvaptnon f Aéyeton yvnoiwg avouoa kot TtOTE yvnoiwg pbivouoa ¢’ éva Sieotnpa A tou
mediov oplopov NG ;

M ouvéptnon f Aéyetal
e yvnoiwg aviouca (ypdpoupe f  Ad o' évaditdotnpa A tou mediov oplopov TG 6Tav Yo oTIoladNTIOTE
X1, X3 € A PE X1 < X LOXVEL:
f(xq) < f(xz)
® yvnoiwg plivovoa (ypdpoups f AV0' éva StdoTnpa 4 tou Tediov oplopol TG GTAV YL OTIOLSNTIOTE
X1,X5 € A PE x; < X, LOXVEL:
f(x) > f(x2)
Emtiong
e M ouvdptnon f Aéyetal ota@epn o' va StdoTnpa 4 Tou eSiov OpLopov TG OTAV YL OTIOLONTIOTE
X1, %5 € AwoxVel f(xq) = f(xy)

20. Mote pua ouvaptnon f Aéyston yvnoiwg povotovn o' éva Staotnua A Tou mediou oplopov Tng ;

Av o ouvaptnon f sivat yvnciwé ovgovoa | yvnoiwg pBivovoa o' éva Staotnpa A Tou Tediov oplopov TG, TOTE
Aépe O0TLN f elvan yvnoiwg povotovn oo A.

e XNV mepimTwon 1o to Tedio oplopov TG f eivat éva didlotnpa 4 kot n f givon yvnolwg povotovn o’ auTo,
TOTE B Aéple, amAwg, 0TLn f elval yvnolwg povotovn.

e Hovuvaptnon f(x) = ax + f, pe a > 0 givon yvnoiwg avéovoa oto R

e Houvaptnon f(x) = ax + B, pe a < 0 givon yvnoiwg Oivovoa oto R
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Akpotata:

21.Eotw pua ouvaptnon f pe tedio oplopov A . Mote Aépe 6Tin f mapouotalsl oto x, € A (OAkO)
péylato, to f(x);
M ouvdptnon f e edio oplopov A Ba Aépe OTu
Mapovoldlel 0To x, € A (0AkO) péytoto, To f(x,), OTOV
f(x) < f(xg), Yy ke x € A
To xy € A Aéystal Oéon peyiotov, evw N T f(xg) AEyeTal OAMKO HEYLOTO 1) ATMAWCE MEYLOTO TNG oLUVAPTNONG f
Ko To gupPoAilovpe pe f(xg) = max fx)

22. ‘Eotw pix cuvaptnon f pe medio oplopov A . Mote Aépe 0TLn f mapoucialel oto x; € A (0OAkO)
gAéyroto, o f(xp);
M ouvdptnon f e edio oplopov A Ba Aépe OTL
Mapovoldlel 0To x, € A (0AkO) EAéxLoTo, TO f(x;), OTAV
f(x) = f(xg), ykdbe x € A
To xy € A Aéystal Oéon ehaxioTou, evw N TN f(xy) AyeTol OMKO EAGXLOTO I OTAWG EAAXLOTO TNG CUVAPTNONG
f ko to oupPoAilovpe pe f(xg) = mAin fx)

23. T ovopa{oupe aKPOTATA HLXG CUVAPTNONG;
To (OAKO) PEYLOTO KO TO (OALKO) EAGXLOTO PLOG CUVAPTNONG AEyOVTOL OALKE AKPOTOTA CUTHG,.

ApTtix

24. Mote pua ouvaptTnon pe edio oplopov A Aéyeton apTia; Tt LOXVEL Lo TNV YPOUPIKH TIAPACTACT KOG
ApTLOG CUVAPTNONG:

OPIZMOZ Mwx ouvaptnon f pe edio oplopov A B0 )\éyérat apTIX , OTOV :
—x €A

ylo K&Be x € A LoxVEL { Fe0) = £0O

MNapatpnon: H ypa@ikr Topdotoon oG PTG CUVAPTNONG £XEL GEova CUMHETPING TOV d&ova y'y.

MeprrTn

25. Mote pua cuvapTnon pe tedio oplopov A Aéyetan TeepitTh); Tt LOXUEL YA TRV YPOAPIKH TIAPAGTHON
HLOG TLEPLTTHG CUVAPTNONG:

OPIZMOZ Mwx ouvéptnon f pe nedio opLopov A Ba Aéyetal TeeEpLTTH , OTOV !
—x €A

ylo K&Be x € A 1oxVeL: {f(—x) )

MNapatnpnon: H ypa@ikr TIopdoToon oG TEEPLTTHG CLVAPTNONG £XEL KEVTPO CUHMMETPING TNV apXN TwV a§Ovwv
0(0,0).
AmtapaitnTn mpoumoBean ylo va eivan n f &PTLa 1 TEEPLTTNA: TO TIESIO OPLOUOV VA VAL CUMHETPIKO WG TIPOG TO 0

(mx A = [—c,c]) wote yla K&Oe x € A va loxVeL —x € A, SLXPOPETIKA Sev lvan kat Sev ouveyi(oupe oTa

f(=x),—f(x)

Katakopupn - opt{OvTia HETATOTILON KAHUTIVANG
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26. 'Eotw puax ouvéaptnon @ (x) katc > 0. Mwg TPOKUTITEL N} YPAPLKI) TIXPAROTAOT TWV CUVAPTHOEWVY:
f=ex) +c, fW=p® —c, fGO=px-0, f)=¢k+0);
fx) =) +c ® H ypo@ikr TIapAotaon TG ouvapTnong f , K
y f(x) =¢(x)+c 6movc >0,
N TIPOKUTITEL OTIO IO KATOKOPUPH LETOTOTILON TNG
AN

YPOAPIKNAG TIAPACTACNG TNG ¢ KATA ¢ HOVASE TEPOG TAL

fO=pato)  y=ek) [f)=ekx-c TV
(o8

® H ypa@kn mapdotaon Tng ouvapTnong f , Ue:
f(x) =) —c 6MOUC >0,

TIPOKUTITEL OO L0 KXTOKOPUPN HETATOTILON TNG
flx) =) —c YPOAPIKAG TIAPAOTAONG TNG ¢ KATA ¢ HOVASEC TIPOG T

i KATW
/\ X
v

® H ypo@ikr TTapdotoon TG ouvaptnong f, Je:

0]

f=¢9(x—c) émovc >0,

TIPOKUTITEL OTTO L0l OPL{OVTIX HETATOTILON TNG YPOAPIKNG TIAPAATAONG TNG ¢ KATA ¢ PovAadeg Ttpog Ta Se&ia

® H ypagkn mopdotaon TnG ouvapTnong f , K

f =¢(+c), émouc >0,

TIPOKUTITEL OO L0t 0PL{OVTIX HETATOTILON TNG YPAPIKIG TIAPATTAONG TNG ¢ KATA ¢ HOVASEC TIPOG TA APLOTEPQ

KE®AAAIO 3°: TPITQRNOMETPIA
3.1 TPITQNOMETPIKOI APIOMOI NQNIAZ

27. 'Eotw o&sia ywvia w. Mw¢ opiletan To NHITOVO, CUVNUITOVO, N} EQATITOUEV KOL I} CUVEQATTTOHEVN
™G ywviog w;

r B amévavTL KABETN . B _amevavTl kaBetn
nmuw =—= n EPwW=—= 7 %0
a B a UTIoTEIVOLOQ Y  TPOOKELPEVN KAOETN
Y Tpookeipevn k&BeTn y  Tpookeipevn kABeTn
B A oOVVw = — = - opw=—= - -
Y a UTIOTEIVOLOQ B QTEVAVTL KABOETN

cnpiy - o - spar >

28. Nwg opi{ovtat ot TptywvopeTpikoi aplOpoi ywviag w, pe 0° < w < 360°

‘Eotw Oxy éva oUOTNUO GUVTETAYHUEVWVY OTO £Titedo, Ot piot NueuBeiot cuTOU KAt W N Ywvia TIou TIAPAYETAL OTIO
ToVv Na€&ova Ox av TIEPLOTPAPEL KATA TN BETIKA Qopd yOpw amtd To O PEXPL VO CUUTIETEL YL TIPWTN POPA HE TNV
nuevBeia Ot (Zx. o, B). O BeTikdg NLGEovag Ox AcyeTal apX ki) TIAEUPE& TNG Ywviag w, evw N npevdeio Ot Aeyeton
TeAK TIAEVPA TNG W. AV TIAPOUE éva oTtolodAToTE onpeio M( x, y ) oTnv TeAkr TAevpd 16 Te XOM = W
kat OM =p = /x2 + y2 > 0 TOTe 0pi{OUHE OTL: Ol TPLYWVOMETPLKOL aptBol TNE ywviag w givat
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t t ’
HHO):X '
”””” y
e Y /M(x, ) MCx)
oVVw = — | p
p |
gpw =", x#0 w) i X /\\w X
X O X X o
cpw=—, y*+0
y 2. o
. B

29. Mwg opi{ovTton ot TptywvopeTpikoi aplOpol ywviwv peycdiTepwY Twv 360° KAl APVNTIKWVY YWVIWV;

Mo k&Be ywvia w, BeTikA ) apvnTikr), 0pllouE:
X X
nuw=%, vaa)=;, scpa)=¥, x#0, cha)=;, y#0 0mov p= /x2+y%2>0
‘Eotw pa ogia ywvia w. Ot ywvieg Ttov ivat PeyoAUTEPEG TWV
360° Ba elvon TG popPNG k- 360°+ w , k € Z, KO LOYXVEL
nu(k - 360° + w) = Muw

S

ouv(k - 360°+ w) = cuvw K-360°+ w
ep(r-360°+ w) =epw
+360° + ) =
op(k W) = 0P w =3
3 TANPELC

TIEPLOTPOPEG

30. Tiovop&a{OUHE TPLYWVOLETPIKO KUKAO;

Me kévtpo tnv apxn 0(0,0) evog CUCTANATOC cuvrsfdypé\;wv Kol oKTiva p = 1 yp&@oupe evav KOKAO. O KOKAOG
OUTOG AEYETOL TPLYWVOUETPLKOG KUKAOG.

31.Mwg opifovTtat TO N @ KOL TO GUV @ OTOV TPLYWVOHUETPLKO KUKAO;

OV N TEAIKN TIAEUPA ULOG YWVIOG @ TEUVEL TOV TPLYWVOUETPLIKO KUKAO 0TO onpeio M(x, y), ToTe loxVeL:

y , ,
N y o =7 =y= TETAYHEVN TOV onpeiov M
x I ’
MG, y) y OUVw = T = x = TETUNpévn TOL anpeiou M
AN w Mo to Adyo autd 0 &&ovag X'x AyeTal Kol G&OVaG TWV CUVHHUITOVWYV, EVW O

| X "l . .
. G&ovag y'y AéyeTal kol G&oVag TWV NUITOVWV.

oLV W

32. TiTyég uopoUV VA TTEPOUV TO ML @ KL TO GUV w;

OL TIHEG TOU L W KOL TOL GUV W HLOG YWVIaG w SEV UTTOPOVV VO UTIEPPOUV KOT' OTTOAUTN TN TNV OKTVA TOU
TPLYWVOUETPLIKOU KUKAOV, oV €ival ion pe 1. AnAadn oL :

—“1<nmuw <l nuo| < 1| KOl |—1 <oww<1&|ovww| < 1|
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33. Mwg BpiokovTal T TPAGH A TWV TPLYWVOHETPIKWY XPLOHWY XS YWVIOG w avaAoya e TO
TETUPTNHOPLO;

AuTd pmopel va avakAnBel xpriopa oo to akoAoubo

SYPOUPA 1) KE TN XPAON MLOG UVNUOVIKAG TtpoTaong OHEX

Hup +ké | OMNot +kol dh
— >X
Ep +kn | Zuv +ko “g

Y

34. Na cupmtAnpwOEi o Mivakag e TO TPOCTHO TWV TPLYWVOHETPLKWVY APLOHWV
TETOPTNHOPIX
10 20 30 40
ue
OouVvV W
E0X0)
oPpw
MVNUOVIKA
TPOTOON

35. Mwg opileTon N €@ @ CTOV TPLYWVOHETPIKO KUKAO;

(c00,1) €
AY 3 AN q
Ve E(l, yE) N
M(ouvé,nu o)
EQW =Yg
x' A X
ol/ @
X epo
\gl, 07D
Afovog e@amTopeVwY y

36. Tuopilovps wg aKTivio;
OPIZMOZ Aktivio (] 1 rad ) sivaw n ywvia n omolo, 0tav yivel emtikevtpn o€ évav KUKAO, Paivel og TOEo evdg

oakTwiov (N 1 rad)

37. Mowx oxéon cuvdéel T poipa pE TO AKTIVIO;

Edv To p glvau pa ywvia o poipeg kat @ givat o ywvio o€ oKTivia ToTe
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Mowog ivat o TTvaKOG TWV TPLYWVOHETPLKWY OPLOHWY TwV BACIKWY YWVLWV;

a u U 180a
—_=— = — =
z _180| “T180 "M HT T
38.
wog° 0° 30°
d 0 z
w osra G
1
W 0 -
nu >
oLV W 1 ﬁ
2
EP W 0 ﬁ
3
Agv
9w : 3
opileTon

45° 60°

NSNS

1

é‘ va—xm|$|w|=\

“| %

90°
T
2
1
0
Agv
opileTal
0

IHMEIQXH Xtn ouvéxeLa, ETIELSH) OTOV TPLYWVOHETPIKO KUKAO TO TOEO X rad €xeL AKOG X, QVTL VO yPBAPOUHE N(X
rad), ouv( x rad), e@(x rad) kat o@(x rad), B yp&poupe omA&

NULW, TVV W, €P W KAL 0@ W.

3.2 BAZIKEZ TPITQNOMETPIKEXZ TAYTOTHTEZ

39.
Amtodelgn otnv opxn

40. Na amodeiete otu
Nuw oV W
EQPw = , w =
ovv W NUw
Amodelén otnv apxn
41. Noa antodciéste ot cpw -ocpw =1
Antodelgn otnv opxn
42. Noa yvwpilete ot
2
1+e@?w 1+e@?w
1 1
ovv W N w
P w 1
w 1)
1 opw
eplw+1= ocp’w+1= !
ouv? w nu? w
ATIOSEIEN EKTOC VANG
2 2
nuw ovv‘w 1 ) 1
= 1+ S
ow?w ouvwwrw ovww O v w
|nu2w+cuv2w=1|: =
nw ouv?w 1 5 1
= 1+o9p°w=
nwe nwWoe npoe np? w

Erupesio: AK

No amodsigste 6T yix k&Os ywvia w woxveL 6Tt Nplw + ovview = 1
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43. TulOXVEL YIX TOUG TPLYWVOHETPLKOUG PLOHOUE TWV AVTIOETWY YWVIWY, TWV YWVIWVY HE GOpolopa

180°, Twv ywviwv Tou Saxpépouv katd 180°, Twv ywviwv pe aOpotopa 90°

O avtiBeTeg ywvieg €xouv To (Slo guvnuitovo kat | Ot ywvieg pe dBpotopa 180 £xouv To iSlo nuitovo kat

avTIBETOUC TOUC GANOUG TPLYWVOUETPLKOUG aVTIBETOUG TOUG GANOUG TPLYWVOMETPIKOUG OPLOROVG,.
aPLOPOVC, ouv(180° — 0) = —ocuvl
ouvv(—6) = ouv o nu(180° —0) =nueo
nu(=6) = —nué ep(180° — 0) = —e 0
ep(—0) = —cpb o@(180°—6) = —c 0
op(—0) = —o@ b
Ot ywvieg Tov Sapepouv kata 180 £xouv Av 800 ywvieg €xouv aBpotopa 90, TOTE TO NEITOVO TNG
aVTIBETO NUITOVO KAl GUVNIITOVO, EVW €XOUV TNV | LAG LOOUTAL E TO CUVNIITOVO TNG GAANG KAl N EQOTITOUEVN
(OLO EQOTITOWEVN KOL QUVEOTTITOEVN. NG MLOG LOOUTOL JE T GUVEPATITOMEVN TNG OAANG.
ouv(180° + 8) = —ouv b ouv(90°—6) =nuo
nu(180°+6) = —nué nu(90° — 8) = ouv o
e@(180°+60) =B ep(90°—0) = o0
o@(180°+ 0) = o6 o(90°—0) =0

P ; i 3n
44. TplvaOMETleOI. TUTIOL OTL( GEO'EI.C 3z KO 3

ouv(90° + 6) = —nub ouv(270°—0) = —npéb ouv(270° + 0) = nuo
nu(90° + 6) = ouv b nu(270° — ) = —ouv nu(270°+6) = —ouvo
€p(90°+0) = —o@b e@(270°—0) = 0@ ep(270°+6) = —o@0
o@(90°+60) =—¢€@b o@(270°—0) = @b o@(270°+0) = —e@ 0

45. ANArQrH 10 nPQTO TETAPTHMOPIO

Ol ywVvieg 2k + w KOl w €X0VV TOUG ISLOVG TPLYWVOUETPKOUG OPIBUOVG, HEK € Z .

O avtiBeTeg ywvieg €xouv To 810 ouvnuitovo cuv(—w) = oLV w , KAt AVTIBETOVE TOVG GAAOUG

TPLYWVOUETPLIKOUG POV Nu(—w) = —Nuw, e@(—w) = —ep w , 6p(—w) = — 6@ w . AnAadn n cvvdpTnon

f(x) =ouvvx, x € Relvaw dptia, evwol f(x) =nux, x ER, f(x) =epx , x # K7T+§,f(x) =0QX, X #KT
Vs

£lval TIEPLTTEG CUVOPTHOELG. >

Ol ywVvieg TNG HOPPNAG A TIOL HTTOPOVV VA TIAPOLV TN Hop®r (&pTiog) - 90° + w, (&pTiog) g +w SnA.
180°+tw, m+w N 360°tw, 2T+ w2k -90°+ w, 2k - % + w €xouv Toug (5LOUG TPLYWVOUETPLKOVG
OPLOUOUG pe TN Yywvia w oAA& Ttipoonpo (+) i (=) avaAoya PE TO TETOPTNHOPLO OTO OTIo{o BPloKETAL N TEAKN

TIAEUPA& TNG YwViaG, BewpwvTtog 0Tl 0 < w < g

Ol ywVvieg TNG HOPPAG R} TIOU UTTOPOUV VA TIAPOLV TN HopPr (TIEPLTTOG) - 90° + w, (TEPLTTOC) - g + w, SnA.
90°ia),§i w4 270°tw, 3-Ztwn (2k+1)-90° tw, (2k+1) -7+ w 8N\, evoAdoooLY TOUG
TPLYWVOUETPLKOUG APLOUOVG HE TN YwVia w , SnAadn To nuitovo yivetal cuvnuitovo r avTioTpopa Kat

EPATITOWEVN YIVETAL CUVEPOTTOMEVN 1 aVTIOTPOPX Kal TIPSO (+) 1 (—) aveAoya e TO TETAPTNUOPLO OTO

oTolo KATOARYEL N TEAIKH TIASLUPEG TNG Ywvioag, Bewpwvtog 0Tl 0 < w < g

3.4 Ol TPITQNOMETPIKEZ 2YNAPTHZEIZ

46. Tiovoualoupe TteEPLOSIKN cLUVAPTNON;

OpLop6¢ THE MEPLOSIKNC ouvapTONG
Mo ouvdptnon f elval TEPLOSIKA v LUTIAPXEL OETIKOG TIPAYHATIKOG OPLOUOG TETOLOG WOTE

Yl OAa Tt x 0To TeSio oplopov NG f.

fx+T) = f(x)

Erupesio: AK 11 amno 28
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I O HkpOTEPOG aplOUOG T Yl Tov omtoio N f eival Tteplodikr) ovopadetal epiodog tng f. ‘

47. Mwg opi{ovTon oL TPLYWVOLETPLIKEG CUVAPTHOELG:

) H ouvapTnon UE TNV OToia KAOE TIPAYUATIKOG aptBpOG x avTioTolideton oto nu(x rad) Aéystal
ouvapTnon npitovo kot oupPoAidetal penu . Opiloupe SnAadn oOTL
nux = nu(x rad)
B) H ouvdptnon pe tnv omoia KAOE TIPAYUATIKOG aplOpOE x avtioTolyi(etat oto cvv(x rad) AéyeTou
ouvapTnon nuitovo kat cupPoAideton pe cuv . Opiloupe SnAadn ot

ouvvx = ovv(x rad)

nux
ovvXx

10 TeSi0 OPLOPOV TNG oLVAPTNONG £  Elval To ouvoAo: R; = {x| ouvx # 0}

Y) H ouvéaptnon epamntopévn mov cupBoAidetal pe e , oplleTal we EAG e x =

ovvXx
nux

8) H ocuvéptnon cuveartopévn Tov cLPBOAETOL pe o, opileTon we &G o x =

1o TeS0 OPLOPOV TNG CLVAPTNONG £ €lval TO oUVOAO: R, = {x|nux # 0}

Erupesio: AK 12 amno 28
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Na KEVETE TN YPOPIKH] TIAPATTOON TWV TPLYWVOLETPIKWY GUVAPTHOEWV KOl AVOUPEPETOL TLG

Zuvaptnon nuitovo
fGxX)=nmux, x€R, —1<nux <1

y
Yy =nux
1 a
; X
-m_ _T o T TN 3% e
1277 _1 2
n 3n
x 0 2 T 2 2r
T
1
| SV | |
x
s 0 JMax 0_\ I 0
a7
min

MNivakog petoorwv

2ZUVAPTNON CUVNHIiTOVOo

f(x)=ouvvx , x€R kot —1<ouvvx<1

Ya
1 N: oLV X /‘
T T I =
*:_T[ - — 0 E :‘ll' 31 2T
w 3n
X 0 2 T 2 2T
! I : i }
1 I 1
ouv X
Max > : I 7 Max
0 S 0
1 7
Mivakag petapoAwy min

Erupesio: AK

e [Medio Oplopov: A = R = (—00,+ )

® JUvolo Tipwv : [—1,1]
—“1<nux<lenux|l<1

o Mepiodog 27 :

flx+2m) =nulx + 2m) = nux = f(x), ylo ouTtod T

MeAeTAE o SldoTtnua TAGTOoVG 27 TLY. [0, 2]

e y-topny: (0,0)

o x-topn: (km, 0)

o [ sivaumeprrTy f(—x) = nu(—x) = —nux = —f(x)

£TOL N YPOPLKNA TIAPAOTOON EXEL KEVTPO GUUUETPLOG

v apxn 0(0,0) Twy a&dvwv

® £XEL HEYLOTO OTO X, = g pe f (%) =1

® sAAXlOTO OTO X1 = 37“ ME f (37”) =-1

e Medio Oplopov: A = R = (—0,40)

e JUvolo Typwv : [—1,1]
—1<ovwx<1le|ovx|<1

o Mepiodog 2 :

f(x + 2m) = ovv(x + 2m) = ouvx = f(x), yla ocutd

N peAeTApe o SLdoTnua TAXTOUG 27T TLY. OTO

[0, 2™]

e y-Topry: (0,1)

® X-TON: (g + K, 0)

e f: aptix f(—x) =ovv(—x) =ovvx = f(x)

Tuppetpio wg Tpog y-d&ova

e peywotootax; =0,x, =2pef(0) =1, f2m) =1

® sAQXLOTO OTO X3 = 1 ME f(m) = —1
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ZUVAPTNON EPATTTOMEVN

A ’ o T
Fx) =epx, xER— {m + 5} o MNeio Oplopol: OGN Tat x # 5 + K
| | " ! | ® YUvoAo Tipwv : (—oo, +00)
|

i i 5 | i e H £ x givan yvnoiwg oi€ouvoa oo (— gg)

| ! Y EEpx ! . . , . ,

| ! 1 i | ® H f eival eplodikn pe ePiodo 1T KoL YL aUTO TN PHEAETAUE

| | |

‘Bﬂ - i” 5 ,‘% - 37% > oe SidoTnpa TIAQTOUC 7T TLY. (—gg)
— —= -+ ,

| 32 1 % - e y-tour: (0,0)

i i S ! i e x-toun): (km,0)

| 1 i | o Ko - ) Cx=2

TOKOPUPN  ACUUTITWTN: X = > + KT
_ i o f: meprtT f(—x) = sp(—x) = — g x = —f(x)
x |73 b ® JuppeTpia wg tpog TNV apxn 0(0,0)
| : o Agv £xeL akpoTaTa (SNAadr Sev €xEL OUTE EYLOTO OUTE
cox i e EAGXLOTO).
_&

ZUVAPTNON CUVEQPXTTTOHEVN
f(x)=o0@x, x€R-—{kn} e MeSio Oplopol: GAa T X # KT

A ! 1 ! ® YUVoAO Tipwv : (—oo, +0)

N <

o Mepiodog 7 , yLor UTO TN PEAETAE OE SIAOTNU
TAGtoug T Tu.Y. (0, )

X
»
»

e H o x eival yvnoiwg @Bivouvoa oto (0, )
2 ® X-TOWN: (g + K, 0)

o Katokopupn ACUUTTWTN: X = KT

o f+ meprrtn f(—x) = op(—x) = —opx = —f(x)
o Juppetpia wg tpog TNV apxn 0(0,0)

11% 3 27-)(-

o Agv £xeL akpoTaTa (SNAadH Sev €xEL OUTE EYLOTO
oUTe EAGXLOTO).

49. TiumopPOUUE VX TIAPATNPICOVHE YIX TIG CUVAPTACEL TG HOPPNG f(x) = pnu(wx) kot f(x) =

p ovv(wx)
IXOAIO Amod to Tponyoupeva TIopodelylata yiveTan poavepd OTL, 08 L ouVAPTNON TNG HoPPNG f(x) = pu(wx),
omov p,w > O:

i) To p kaBopilel TN PEYLOTN TIA TNG, TIOV iVl (0N PE p KAL TNV EAGXLOTN TWA TNG TIOV €lval on e —p.
i) To w kaBopilel Tnv mepiodo TG ouvapTnoNng Tov sivat ion e T = %ﬂ

To Idlat CUPTEPAT AT LOXVOUV KAL YLO O CUVAEPTNON TG Hopeng f(x) = p ouv(wx), oMoV p, w > 0

3.5 BAZIKEZ TPIT'QNOMETPIKEZ EZIZQXEIZ

Erupesio: AK 14 amo 28
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50. Moot givat ot TUTOL AVUGEWV TNG TPLYWVOUETPIKWY EELCWAEWV
TYNOI AYZEQN TPIFTQNOMETPIKQN EZIZQZEQN (Ww¢ Tpog X, TA X KOL 6 O OKTIVIO)

x =2km+0
nux =nmuo & n , KEZ
x=2kwt+m—0
x =2kt +6
ovvx = ovvl & n , KEZL &x=2knt0, K€L

x =2xkm—0
epx =cpb o x=xkn+0, KEZ
ocpx=cpb o x=kn+60, KEZ

51.Tpriyopn eniAuon BAOIKWY TPLYWVOHETPIKWY EELOWOEWVY

TO&x HE TIEPAG OTAX AKPX TWV TETAPTNHOPILWV KL AVGELG TPLY. EELOWCEWV

2 +n
KT+ —
2
2KT
fis
owx =1 x=2kn, KETZL nux=1@x=2xn+5, K EZ
2Kkm+ T
3n
2K + —
2
owx=—-1ox=2kn+mn, KEZ
3n
nux=—1@x=2k7‘[+7, KEZ
+T[
KT+ —
KT 2
T
nux=0ex=«xmr, kKETL cuvx=0<:>x:mr+z, KEZ
epx =0 x=kn, KEL T
=0ex=kn+=, KELZL
ow?x=1=0x=xmn, KETZ oex )
T
nu2x=1:0<:>x=mt+§, KEZ
T
K—
2

T
nuxovvx =0 & x = 5 KEZ

nu2x =0 x =k

K
T kez
2

52. XpRoyol TOTIoL yi TV EMAUGCT TPLYWVOHETPIKWVY £EICWOEWY

TYNOI ZYNEPTrAzZIAZ
oAAayg — o + cAAayRG TPLY. aplOpov

Erupesio: AK
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i3
—nux =nu(—x) Mepirm NUX = ouv (E - x)
) s s
—epx =e@(—x) Mepurtn (YUVX=T]}J.(E— ) =nu(x+§)
73
—opx =o@(—x) [epurn EPX = 0@ (E — x)
T
—ouvvx = ouv(T — x) 0<px=£<p(z—x)

KE®AAAIO 4° : NoAvwvvpa-NMoAvwvupuikég EElocwosig

4.1 MTOAYQNYMA
OPIZMOI

53. Tiovoualoups HOVWVUHO;

Movwvupo Tou x pe @ € R kal v € N* 1] k&Be otaBepd¢ mpaypatikdg aplOpog a,

54. T ovopdoupe TTOAUWVUHO, TL AEyOoVTOL OPOL, KL TL GUVTEAECTEG TOU TTOAVWVUHOU; Tt Aéystat
oTafepOg 6POC TOU TTOAUWVUHOV;

MoAvwvupo tov x, v Babpou: |ocvx" ta,_ XVt ax gl @y, Qy_q, e, @, a0 ER, @, 0 KALV E

N* v O£TIKOG aképaLog
Ta toAvwvupa ta oupPoAiloupe ocuvnBwg pe P(x), Q(x), KTA.

‘'OpoL TTOAVWVVHOV To HOVWVUPA @, XY, ay_1x¥ 7L, L agx, ag
TuvteAeoTéG TTOAWVUHOU @ oL aplBuol a,, @y_q, ..., &1, &g
Ita@epdg 6pog : oa, (0Tt &ev MOAMOTAQCIALETOL [IE TO X )

MOAVWVUA OE YEVIKA HOPPN:
1% BoOuol: ax+ B ,a #0. 2% BoOuov: ax?+px+y ,a#0. 3% Babuov: ax3+px2+yx+6 ,a#0
K.O.K.

55. TuAéue BaBpod evog TOAUWVUHOV ;

Ba®uo¢ tou TOAVWVOOL @, xY + ay_1xV 1+ -+ a1 x + @y €ival v, av_a, # 0.
SnNAadn o peyoAUTEPOG EKBETNG TOU X PE N UNSEVIKO CUVTEAEDTTN

56. Mote éva ToAvwvupo Aéyetal oTadepo kot TIOTE PNdeviko

Zta@egpo TTOALWVUO: P(x) = ¢, (c otaBepog aplOpoc) eivar pndevikov Badpov av ¢ # 0. Ta TToAVWVUHA
NG HOPPNG &g, SNAadH oL TipaypaTikol apBplol

® To oTaBePO TIOAVWVUHO C EXEL TN C YLt OAEG TIG TUUEG TOU X KAl

®  Av £VO TIOAVWVUHO EXEL TN C YL OAEG TIG TLUEG TOU X, TOTE oUTO glval TO oTaBePO TIOAVWVUO C KO
Mn&evikoé toAvwvupo: P(x) =0, ylakéOe x € R. Aev opiletan o Badpog tou.

(To pundevikod givan kot oTaBEPO )

Av 6ol oL ouvTeAeaTég Tou eivan {gol pe undev, Tote To P(x) gival oo pe To ToAvwvupo 0 (LNSevikd TIOAVWVUO).

57. Moéte Suo ToAvwvVVMA givon loo;

‘loa ToAvWVLpOL:  Avo no)\ﬁd)vuua

a,xh + -+ ax + a kot BoxV 4+ fix + Bo, HEU =V
Oa Aépie OTL ivan ioa 6TOV:

ag =PBo 1 =P,y =By Ko Ayyr = Aygy = o = @y = 0
SNAadH OTAV Ol CUVTEAETTEG TWV OUOLOBOBUWY OPWV Toug glval oot

® Ta (oo TTOAVWVUHO X0V (OEG TIEG YLt OAEG TIG TUUES TOL X

®  Av U0 TIOAVWVUHO £XOUV (0EG TIEG YLO OAEG TIG TLUEG TOU X, TOTE TA TIOAVWVLHA U TA glval (oot
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58. Tiovopaloupe aplOUNTIKN T EVOG TTOAUVWVUHOU;
AplOpNTIKA T : N T TIOU TIPOKUTITEL TO TIOAUVWVUHO OV OVTIKATAGTHOOUE TO X E EVO OPLOUEVO TIPAYHATIKO
aplOpd

59. Tiovopddoupe pia Evog TTOAUWVUHOV;

Pia ToAuwvupou : 0 aptBpog o to undevidel .
Av givaw P(p) = 0, TOTE 0 p Adyetal pida TOU TTOALWVUHOL

60. nNuwgmpooOitoups Suo TTOAVWVULCE;

H mtpbaBeon TTOALWVUPWVY YIVETOL KAVOVTOG Vaywyr OHoiwy Opwv.

61.MNMwg apoapovpe Suo TTOAVWVLUK;

H agaipeon yivetal pe amoiolpr Twv TIopevVOETEWVY KOL 0TI GUVEXELX VWY OHOIWY OpWV.

62. Mes TiooUTan 0 BaBp6G Tou aBpoiopaTog SUO | PNSEVIKWY TIOAVWVINWY;

Av 10 &Bpolopa Suo PN PNSEVIKWY TIOAVWVUHWY €ivat pn UNSEVIKO TIOAVWVLHO, TOTE 0 BaBudg Tou givar ioog Ay
MIKPOTEPOG OO TO HEYLOTO TWV BaBpwy Twv SU0 TTOAVWVIWY

63. Mw¢ TtoAAXTAAGLA{OUE SUO TIOAVWVUNC;

O TIOMATAQCLOCUOG YIVETAL EPAPUOLOVTAG ETIUEPLOTIKNA LSLéTnT& Kol dTn OLVEXELD aVOyw YR OHOlwY Opwv.

64. M:sTiio0oUTON O BABHOG TOU YIVOHEVOU SUO N HNSEVIKWY TIOAVWVUHWY;
O BaBuog Tou yvopevou SUo N UNSEVIKWY TIOAVWVURWV ival (0og pe To dBpolopa Twv Babpwv twv
TIOAUVWVUHWY QUTWVY

Erupesio: AK 17 amno 28
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4.2 AIAIPEZH NOAYQNYMON

65. .Naypaysete To Oswpnua : ToLTOTNTA THG Sraipeong
OEQPHMA TAYTOTHTA THZ AIAIPEZHZ
Mo k&Be Levyog TTOAVWVUHWY A(X) kot 8(x) pe 6(x) # 0 uttdpxouv Suo POVASIKA TIOAVWVUHA TTI(X) Kot U(X), TETOLX
WOTE:
A(x) = 6()m(x) + v(x)
otmov 10 v(x) A €lval To PNSEVIKO TIOAVWVUHO A €XEL PoBUO HikpOTEPO amtd TO BaBuO TOL S(X).
10 A(x) AéyeTtau Sroupetéog, To 5(x) Sroupétng, To 1(X) TMNAiKo Kot To v(x) vTéAouro Tng Slaipsonc,
® v ot pa Slaipeon givan v(x) = 0, TOTE N Slaipeon AdyeTal TN KAl N TOVTOTNTA TG Slaipeong ypaPeTaL
A(x) = 6(x)m(x)
Ytnv mepintwon ouTh Aépe 0Tt To & (x) Sronpel to A(x) ) OTL O 6 () €lvar Mapayovtag Tou A(x) 1) 0tLto A(x)
Sraupeiton pe 1o §(x) 1 akdun 6tL 1o §(x) eival StapéTng Tou A(x).

66. Na amodeifete 6Tt
OEQPHMA (TO OEQPHMA TOY YINMOAOINOY)
Na amodeifete 6Tt To untdAotmo TG Slaipeong evOg TTOAVWVUROU P(x) e TO x — p €ival {00 e TNV T Tov
TIOAVWVUHOL Yyl x = p. Elvaw SnAadn
v =P(p)
Amtodelgn otnv opxn

67. Na amodeiete 6T

OEQPHMA (TO OEQPHMA TOY NAPAIONTA)

‘Eva TtoAuwvupo P(x) €XEL TIOPAYOVTOL TO X — p OV Kot pOvVo av To p eival pida tou P(x), dnAadn av kat pévo av
P(p) = 0.

Amodelgn atnv apxn

68. EUPECT TUUWV HE GECT) AVTIKXTAOTOON N HE Tov cAyopilOpo Horner

Aivetat P(x) = 2x* +x3 —x?2+5x + 1 ,Vﬁpsii'rsi'rtc TIHEG TOV P(x) OTav x = —3 SnAadn to P(—3)

OUVTEAEOTEG
Apeon aVTIKATACTOON ToU P(x)
A
P(=3)  =2(-3)*+(-3)*—(-3)2+5(-3)+1 ! )
=2(81)+(-27)—-9-15+1 2 1 -1 5 1
=162-27-9-15+1 q + +
=135-24+1 —
=42 11
=112 7 4
e avtiBson pe Tov adyépi®po Horner, yio v sVpson X —-37 (112 = P(=3)
Touv P(-3) g

e Acite 6TL TO TOALVWVLVHO P(x) = x* — 7x3 +
17x% —17x + 6 Swupeiton pe To (x — 1)? kou Bpeite To MnAiko Tng Swipsong P(x) + (x — 1)?

AYZH

Mo va Staupeitot To TIoAuwvupo P(x) peto (x — 1)2 mpémet to P(x) va Stoupeitan e 1o (x — 1)
Kal To TiNAiKo TG Slaipeong otn ouvéxela va Statpeiton emtiong pe o (x — 1)

‘Etot Stopwvtog To TIOAWWVUHO SLadoxKa pe (x — 1) kat (x — 1) Ba dwaoel To {NTOVEVO TINAIKO.
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1 17 -17 6
—6 11 -6 , Ry ,
Auth) n ypouun Seixvetr étu
1 11 -6 0‘ x*—7x3+17x%>—-17x+6 =

(x—1D2—6x2+11x—6) ()

Auth) n ypouun Seixvetl étu
1 -5 6.0« x3—6x2+11x— 6=

(x—1D(x?-5x+6) ()

Ao (I) kar (1) ovvemdyetan x* —7x3 +17x2 —=17x+6 =(x—1D(x—1)(x*-5x+6) ©
x*—7x3+17x?> —17x+6 = (x —1)?(x> —5x + 6)
Apa to TinAiko Tng Staipsong tov P(x) pe to (x — 1)? sivouto (x% — 5x + 6)

¢ TMapayovrtomoujote To toAvwvupo f(x) = x* — 6x3 + 11x2 — 6x

flx) =x*—6x3+ 11x% — 6x = x(x3 — 6x2 + 11x — 6) KOWOG TTAPAYOVTOC O X
Epappoote Tov ohyopBpo Horner oto x3 — 6x2 + 11x — 6 Heyix x = 1 oV TO AOPOLOUA TWV CUVTEAECTWV
gival ioo pe To pndév.

— 11 -6

1

— -5 6
6 0

f(x) =x(x—1)(x® —5x + 6)
MopayOVTOTIOINOTE KA TO TPUWVUMO X2 — 5x + 6
Etot f(x) =x(x— D(x—2)(x —3)

4.3 MOAYQNYMIKEZ EZIZQZEIZ KAI ANIZQZEIZ

69. Na Bupdote Tig IZOAYNAMEZ MNMPOTAZXEIZ:
P(p)=0

10 p eivau pia Tou P(x)

TO X — p €lval Tapdyovtog Tou P(x)

10 x — p Sloupei o P(x)

10 P(x) Soupeiton pe to x — p

n dwaipeon P(x) + (x — p) €lvon TEAELX

No v s wN =

To uttdAotro tng Swaipeong P(x) + (x — p)) elvat 0
O tapamdvw Tpotdoelg Ba avtikablotouvtal pe Tnv 1% P(p) = 0 n omoia elvat oAyeBpIKn EKPPAON Kol UTTopEl vat
SouAeuTel.

70. Tuovopaletat ToOAvwVVNKE e&iowaon BaBpov v;
MOAYQNYMIKH EZIZQZH

o NoAvwvupikn e€iowon Badpov v ovopdlovpe k&Os e€lowaon TNG LOPPNG
ax’ +a,_x" T+ +ax+a; =0, a,# 0

71.Tuvovopalouvpe pida pag TtToAvwvupKiG e&iocwong;

e Pila pag moAvwvupikig &iowong ovopdloupe kaBs pido Tou TIOAVWVUMOU P(x) = a,x” + ay_xV "1 + - +
a;x + ag = 0, dnAadr) k&Be apBuo p, yla Tov omoio xvel P(p) = 0.
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o MiBaveég aképaiteg pileg TNG sE[owonc|avx" +ay_1xV T+t x+ap = 0| ME @y, Xy_q, ., Ay, &y € Z, ElvoL OL

SlaupéTeg Tou oTaBepov Gpov «
e H emiAuon pla e€iowaong pe tn pebodo outr otnpileton otnv lwoduvapio
Pi(x) - Py(x) ..B.(x) =0 P (x)=0 N P,(x)=0 1 .. P(x)=0)

72. No amodsi&ste 6T

OEQPHMA (AKEPAIQN PIZQN)

‘Eotw N moAvwvupikn gélowon ayx’ + ay_1xV71 4 - + a1 x + ag = 0, e OKEPAULOUG OUVTEAEDTEC. AV O OKEPAUOG p
0 eivau pida tng e€lowong, TOTE 0 p elval SlaupETng Tov oTaBEPOV OPOL .

Amtodelén otnv opxn

73. MNwg emAveTon P e€iowon pe p{iko 1 pe pL{lko Kot arnoAuto

YYWVOUE OTO TETPAYWVO KAL TEEPLOPLOUO

9G) =0 H etfowon 700 = [g)| & f(x) = (g())° KkTA
H e€lowon /f(x) = g(x) & fx) :Oélg(x))z e« Mx Vx2—4x —5=|x + 3]

74. EElowos1lg/AVICWOELG ATTOAUTNG TAG

Av 0 BeTikdg (0 > 0) Tote

® |x|=06 onuaivet x=60 1 x=-6 ® |x|=0 onpaivet x<—-60 f x=806
o |x| <0 onpaivet - <x<86 o |x|=laleox=a n x=-a

e Med >0 TtOTE !

||x—x0|<6(:>d(x,x0)<6<:>xe(x0—6,x0+6)<:>x0—6<x<x0+6

JUUTIEPATUOTIKA:

x=+a, ava =0 —-a<x<a, oava =0
|x|=0((:>{ ) |x|£a<:>{ )
aduvatn, ava<0 advvatn ava<0
x<-—a n x=a, ava>0
x| =z a e ,
vx € R aoplotn, ova<0
75. Mw¢ AVVOUHE TIOAUWVULLKEG OVICWOELG
, A ,
®  AVIOWOELG TNG HOPPNG ?x) >0 n<0 n=0n <0
A(x) X/ Y A(x) .
—_— A(x)B _— > A(x)B > B
B(x)>0(:) (x)B(x) >0 B(x)_Oc) (x)B(x) =0 mpémnet B(x) #0
A(x) A(x) ,
— A(x)B —< A(x)B < B
B(x)<0(:) (x)B(x) <0 B(x)_O(:) (x)B(x) <0 mpémnet B(x) #0
®  AVICWOELG TNG HOPYPNG
A(x) Ax) A(x) — B(x)I'(x)
—<>r —Z_T(x)=0 >
B = (W e g W20 B(x) =

& (A(x) = B()I'(x))B(x) = 0 kouTpémet B(x) # 0

®  JTIC PNTEG KOL OTIC APPNTEG £ELOWOELG N OVIOWOELG TEPOCEXOVHE TOUG TIEPLOPLOUOVG. AnAadH:
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4G
B(x) —
mpénet B(x) # 0

0

JAX) =k

mpénet A(x) = 0

A(x) .

JB(x)

mpénel B(x) > 0

®  Aviowoelg TNG opPNG A(x) - B(x) - ...- @(x) > 0 (< 0)

Evvogital KAVOUHE THVOKO TIPOGH WYV YL TA YIVOHEVX TIOU TIPOKUTITOUV.

76.
Mpéonuo Ttpwwvipov f(x) = ax?+pBx+y
Av 4 >0

f(x) | Ouoonuo éETEpéGr],LlO(]) Ouoanuo
Toua | Tova | TOUQ
Av A4 =0
_F
X |—o0 2a +oo

F(x) Oudanuo (|) Ouoonuo
Tova |  TOU«@

Mpdéonpo Tpuwvupov ax’ + Bx + y, a # 0 (Tivakog TPOGIjLov)

Av 4 <0
X —Q0 + o0
f(xX)|  Oubonuo tou a

KE®PANAAIO 5 : EkOeTik kat NoyapilOpikn Zuvaptnon

5.1 EKOETIKH ZYNAPTHZH
OPIZMOI

717.

Mwg opilovton ol Suvapeig pe €kOetn ENTO;

Av a > 0, 1 aképatog Kat vV OeTIKOG akéPaLog, TOTE Opi{OupE :
jad
av = Ja#t

K
EmutAéov, av W, v, Ostikoi aképatot, opifoupe: 0v = 0

78.

Nwg opileTon n ekOeTIKA oCLUVApPTNON HE Bdon a

ExOetikn) ouvaptnon pe Baon to a  opiovpe tn ovvaptnon f : R = (0, +0) pe f(x) = a®, a > 0 koo # 1,

SMAadH a € (0,1) U (1, +0)

Av geivar ¢ = 1, TOTE £X0UE TN otaBepn ouvaptnon f(x) = 1.

79. Moteg givar oL IBLOTNTEG KAl 1) YPAPIKN TIAPATTACH TNG EKOETIKNG oLUVAPTNONG
Av a > 1 tote yla tnv f(x) = a* woxvouv: Av 0 < a < 1T1ote yiaxtny f(x) = a* loxvouv:
y
a*z y= e | g1
Q<a<1
axl .-'1I | axz
= =X
O x1 xZ xl sz O x
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o Medio Oplopov: R = (—o, +0) o Medio Oplopov: R = (—oo, +0)

® JUvolo Tipwv : (0, 400) ® JUvolo Tipwv : (0, 400)

e y'y-toun: A(0,1) e y'y-toun: A(0,1)

o f7 (~o0,40) vt f(x) = a¥ o f A\ (~o, +0)

elvat yvnoiwg ov€ovoa oto R SnAadn yla k&Be elvat yvnoiwg pBivovoa oto R SnAadn ylax k&Oe x4, x, €
X1, X2 ER, R,

av x; < X, TOTE a™t < a*2 av x; < X, TOTE a1 > a*2

of:1-1 of:1-1

e Avtiotpopnn: f~1(x) =log, x e Avtiotpopnn: f~1(x) =log, x

o £xel OpllOVTIO QOUUTITWTN TOV apVNTIKO NGEova @ £xel OpllovTia oUUTTWTN ToV BeTikO Nagova Twv
TWV x x

® JUVEXNC ® Juvexng

80. Mowx xpriowun woduvapia TTPOKUTITEL ATIO THV HOVOoTOoVia, Yl TNV eNiAucn ekOeTikwv e€lowaswv

A THN ENIAYZH EKOETIKQN EZIZQZEQN
Av x; # x, TOTE a1 # a2 OTIOTE e AMAYWYH OE &XTOTIO £XOVHE OTLIOXVEL a* + 1 — 1, €TOL €XOUpE

aX*:1-1
afr=g*2 o  x =X

A THN EMIAYZH EKOETIKQN ANIZQZEQN
gpappolovpe T povotovia TG f (x) = o, mpoogxovtogav a>1 A 0<a <1

a>1 0<ax<l1
na* £ R kot Slotnpeite N opd, état | na® N R kow cAN&ZeL n popd, €Tot
a* a* A
aft<a o @ x<x a*t < a2 = X1 > Xy
a>1 0<ax<l1

2t Sadkaoia emiAuong eKBETIKWY EELOWOEWV 1} AVICWOEWV UTTOPOVHE VO EPAPUOLOUHE TIG LOLOTNTEG TWV
Suvapewy.

n
Oap®poce: e = lim (1 + %) = 2,7182818284590452353602874713527 ...

n—-oo

ExOetikn cuvaptnon Asyetain f(x) =e* (Opolax petnv f(x) = a* pea>1)

5.2 A\OTrAPIOMOI

81.MNwg opilston o AoyaptOpog pe Baon a > 0 pe a # 1 evog FeTIKOU APLlOpOU ;

NoyéplOpog Tou O pe Baontoa Omou O > 0 kat @ > 0 pe a # 1, ovopadetal n povadiki Avon tng e&lowang

a* = 0 kat oupPoAiCetan pe log, 8 SnA. loxVEL N LooSuvopia:

|1oga9=x<:>ax=9|

O log,, 0 €ivaw 0 eKBETNG OTOV OTIOIO TIPETIEL VO VYWTOUE TOV & YL VO BPOVE TO 6.

Agkadikog AoyaplOpog: logh OnA. 6tav n faon a = 10. apa log,, 6 = log6

duokog (] Nemépelog) AoydapOpog: Inf  SnA. dtav nPdona =e . apa log, 0 =1Inb
KaBe Tpaypatikog aplOpog umopel va ypaei we AoyaplBpog : yia kaBe x € R oxveL x = In(e*)

82. IMoieg L8LOTNTEG TPOKVTITOUV GUECA KTTO TOV OPLOO TOU Aoy&plOuov;
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ALLECEG CUVETIELEG TOV OPLOMOV ToV log, 6 @>0 kot a>0 pea #1)

log,a =1 log,1=0 log, a* =x alog«? =g
Ine=1 In1=0 Ine* =x elnt — g
log10 =1 log1=0 log10* = x 10086 = g

83. Na ypaete ko v artoSei&eTe Tig KUPLEG IBIOTNTEG TWV AoyaplOpwy

1816TnTEg AoyopiOpwv (6,604,0, >0 ko a >0 pea = 1. k € R)

loga(glez) = log(x 91 + loga 92 ax = exlna , a(po() a = elna
(7]
log, (9_1) = log, 61 —log, 0, Ektdg VANG
2
K = . l 9
IOEa 0 K loga 0 1083 0= 08, ) 9,(1,[; >0 Kal (,Z,‘B +1
log, %% = 2k -log,|0|,k € Z* log, B
v 1 1 né
log, Vo = log, v = ;loga 0 logg 6 = W
1 _ logf
logag = —log, 6 logp 6 = _logﬁ

Amodeifelg otnv apxn

A\ Enedn 1o ovpBolo log, 8 opioBnke pévo d6tava > Opea # 1kad > 0, OOV OTO €& TO CUVAVTALE, Bat
evwoeltat 0Tl > Opea # 1 ko6 > 0 xwpig va tovideTau Waitepa.

5.3 NOTAPIOMIKH 2YNAPTHzH
NOTAPIOMIKH ZYNAPTHZH KAI MEAETH AYTHE

84. Tuovopaloupe AoyapiBuikn cuvaptnon pe Béon, o >0 ko a # 1

NoyapOpkn cuvdptnon opifoupe tn ouvdptnon f: (0,+o) - R pe f(x) =logyx, a>0 kowa#=1,x>0.
loxVeL:

log,x=0< a =x
| |

85. Moteg givat oL IBLOTNTEG KAt ) YPAPLKH TIAPATTACH TNG AoyaplOpkng cuvapTnong

Mo tn ouvéptnon f(x) = log, x LloxVouV:
o x € (0,+), &nA. éxeL tedio oplopov o (0, +0)
e yE€ER, dnA €xEL OVVOAO TWWV TO SLEACTNHA (—00, +0)

AAAG:
Ava > 1, Av 0<a<1,
e n log,x eivatyvnolwg adovoa (  )Bnrad av | @ n log,x ivaw yvnoiwg @Bivovoa( )-gniadn av
x1 < x, TOTE log, x; < log, x, x1 < x, TOTE log, x; > log, x,
0<ax<l1
y y =loggx y _ “
y =log, x Ko
x>0
logs x; a>1
Ko
logg x; x>0 ©
log, x4
X
o (10 x; x log, x;

®  £XEL AOLUTTWTN TOV BETIKO NUEEova TWV y.

®  £XEL AOLUTITWTN TOV OPVNTIKO NUEEOVD TWV Y. o AVO<x<1T6tlog,x> 0
a
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e Av0<x<1totelog,x<0 e Avx>1totelog,x <0
e Avx>1T16te log, x>0
Etoin f(x) =Ilnx (0mova =e =2,71>1):

y A Eivat yvnoiwg ov&ovoa.
y=Inx y A |
y=Inx
G
1 === = — In X2 g
Inx; ¢---------_ i
N 1 !
O é i >
O (1,0) xl xZ X

X1 <x;=Inx; <lnx,

Opolwgn f(x) =logx (6mova =10 > 1)

86. o EmiAuon AoyaplOpikwv e£lowaoswv

AT6 Tn povoTtovia TG AoYapLOIKNAG ouVAPTNONG TIPOKUTITEL:
Av x; # x,, TOTE log, x; # log, x,, £TOL e aTOywYr) O ATOTIO £XOVME OTL LOXVEL

loggx:1-1
log, x; = log, x, = X1 = Xy

Epoppodloupe Tov oplopd Tou AoyopiBuou kat Tig ISIOTNTEG.

87. Mo tnv emiduon Twv AoyoplOUKWY OVIGWOEWV :

Epappodloupe Tov oplaopd Touv AoyopiBuou , TIG ISLOTNTEG KAl TN HOVOTovia TNG AOYapLOUIKAG ouvapTnong,
mpoogxovtogov a>1 n 0<a<1

a>1 0<ax<l1
n log, x ¢ &pa Sratnpeite n Popa €101 n loge x *\ &po cAAGeL n popd £ToL
log,x logax A
log, x1 <log, x, S X< Xy log, x1 <logg, x, = X1 < Xy
a>1 0<ax<l1
Omnote pe:
a>1 I<ax<i1

Av: 0<x <1 t0Te log,x <0 Av: 0 < x < 1 t0ote log,x >0
Av: x >1 Tote log,x >0 Av: x > 1 tote log, x <0

88. NoyapiOpol otV emiluon eKOETIKWVY EELOWOEWVY — AVICWOEWVY

® Epapuolovtog TOUG OPLOPOUE KL TIG LOLOTNTEG TNG EKOETIKAG KAl AOYOPLOUIKNG ouvAPTNoNnG TIPooTtBoUE VO
METATPEYOUE TNV ekOeTIKN e€lowon — aviowan og AoyaplBpLKn ) TO avTioTPOPOo avAdAoya pe TO TILo ival TiLo
€UKOAO.

® Noa Bupdote OTU

e*: 1-1, 7otoR Kalva EQAPUOLETE OTIG AOKAOELS TIG LOOSUVOIES:
eX:1-1 e
et =e*2 © x=x et <e® o x;<x,
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® EvTtog UANG: ol epapHOYEG KL Ol ACKNOELG TIOU ava@épovtal o€ AoyapiOpoug pe Baon to e 1 to 10,
€10l va Bupdote ot
Inx, logx:1-1, #oto (0,+00), ondTE VO EQAPHUOLETE OTIG AOKNTELGTIC LOOSUVOIEG:

Inx:1-1 logx:1-1

Inx; =Inx, o x=x logx; =logx, © x;=x,
Inx + logx

Inx; <lnx, & x5 <x logx; <logx, & x;1<x,

ZupBovAéC MPLY TIC EEETACELG

® AwBace TIG TAPATIAVW EPWTHOELG KO PAOE TIG OTIAVTHOELS

emiong

® 'OAgg TIG EPWTNOELG KATAVONOTG, ACKNOELG ZwaToV 1) AdBoug, CUNTIARPWOTNG KEVOU, AVTLOTOIXLONG. ..
OTIG OVTIOTOLXEC TIAPAYPAPOUG TNG EEETAOTENG VANG

Kol OTIWadNTIOTE

® ZavaAvoe tapadsiypoata BiAiou/Inpeiwoswv. KdAue Tig AoeLg oTa Topadelypata kot ipoomtddnaoe va
TIG emegepyaateiq Eova.

® =avOaAUGCE TIG KOAUTEPEG TWV OOKNOEWV(SNA. EKEIVEG TIOV GOV EIXAV OPETEL KL OTIOLEG OF £iXOV SUCKOAEYPEL)
TIoL AVoarte 0t SIPKEL TNG XPOVLAC!

mpooTtaOseig Xwpig BonOsia > peta BBAio | ONUEWOELG > HETA 8EG TNV at&vTnon

€lval XpNOOTEPO VO AVOELG ALyOTEPEG QIOKNTELG E QUTOV TOV TPOTIO, TIOPA ATAG VO SLOBALELS TG ATIAVTATELG OE
TIOAEG QOKNOELC!

Evosiktikd Eavol)os KL OUTEC:

SOS-Kd&ve pia Sokipootikn €€€toan. Bpeg k&mola TToAaoTeEPa OEUATA(TIX TO EVOELKTIKO

SOy WVIOUO TIOU OKOAOVOED) KOl AVTLIUETWTILOE TA OV TIPOCOMOIWON. AWOCE OTOV EXVTO OOV €V
XPOVIKO Oplo(2h) Kal NV XPNOLUOTIOLEIG TIG ONMELWOELG 1 TO BLBAlo cov.

ZupBovAécg yia Tig EETACELG

ZTOY0G 00¢ Eivon VO YPAYETE 660 KOAVTEPO UTTOPEITE CUTA TIOU YVWPILETE KL €0TW KATL OO OUTA TIOU SeV
yvwpidete | Sev gxete dlofdioel.

1. AwPaote O TA BEPOTA TIPOTEKTLKAL.

2. Mnv mavnyupicste av T BEpaTa 00¢ PAVOUV EUKOAX , YLOTi evOexopEVWE KpUROoUV Ttayideq

3. Mnv mavikoBaAAeoTs, av gog paivovtal TToAD SUOKOAQ.

4, Y& Vo EPWTNHA TIOU 0OC (PAIVETAL AyVWOTO PNV OTTOYONTEVECTE TIPOOTIAONTTE VO PEPETE OTN VN O0G
00O DEOTO OXETIKA e TO pWTNHA, £XETE SOVAEWEL TIG TIEPLOCOTEPEC POPEG KAXTL TIOV OTNV AP 00K
SlapeLyel, og Alyo Ba to BupnBeite!

5. Av 8gv pmopeite va ouykevtpwOeite, mpoomadnote va xohapwoeTe. KAgloTte Ta paTia yiax Aty
SeUTEPOAETITA Kl AvVaTTVEVOTE PoBLA.

6. XANAPQZITE!N! AuTo gival To TIPWTO BAA YL VO SWOETE ETITUXWG EEETATELC,

7. No giote é&umtvor kaBwg Sivete e€eTdoelg. ApXikad, enegepyaateite Ta Oépata tov INQPIZETE koAvtepa
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8.
9.

10.

11.
12.

13.
14.

15.
16.
17.

18.

KaBopd ypappate, opBoypapia kat owoth ouvtagn (Ba kepdicelg Tnv evvola Tou Bodpoloynth).
XpnoyoToLeloTe TO TIPOXELPO, PTIAETE EVA OXESIAYPOUUN LE T BUOIKOTEPO ONUELC TWV ATIAVTACEWY OF
K&Oe {ATtnpa. TeAelwvovtag KABe BEpa TO peTapépoupe oTo kabopo.

No eiote amoteAeopatikol oTo Xpovo. Mnv £odeVeTe TIOA) XPOVO Of Eva TIPOBANUA, KXTAVEUOULE €€ (0o
TO XPOVO QVAPETO OTO BEUATO TIOU EXOVE VOl ETTEEEPYATTOVE.

Eav koAAnoete oc £va O€pa, TIPOXWPNOTE.

Agi&te 'OAn ) AovAsia oag. Mnv a@rveTe aTov KABNyNT Vo SIKBACEL TO HUOAO COG TIPOOTIABWVTAG VX
KOTOAGPEL av EEPETE TL KAVATE 1 OXL

ZavadiafBacte To MPOPANpa TPV OMOVTACETE OTNY EPWTNON.

‘Exet vonpo n arnavtnon oog; ABE(OVpE TIPOOEKTIKA TIG OTIAVTHTELG TIOU SWONE, YLt TUXOV ETUTTOAXL
AGON.

Edv to emutpémel 0 xpodvog, EAéyEte Eava tnv AVon cog.

Mpocé&te, av uTdpYXOoLV HOVASEG HETPNONG VO £ival 0TO 810 cuoTNHA!

Mnv aprveTe TOTE éva EPWTNUA KEVO

Mn&év maipverg av Sev ypaelg Timota. Av Opwe ypaeig TaipVELS ... > Mndév !

E€ovTAnjote OAO TO XPOVO ToL €xeTe 0Tn SL&Beon oag. Aev BlalOPaOTE.

Télog va éxete avtomemoifnon ko KAAH TYXH!

Cofyoan AT EMITYIA  JA) s dIAONES
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	SOS ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ
	1. Να αποδείξετε ότι: Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου 𝑷,𝒙. με το 𝒙−𝝆 είναι ίσο με την τιμή του πολυωνύμου για 𝒙 = 𝝆. Είναι δηλαδή 𝝊=𝑷,𝝆.
	2. Να αποδείξετε ότι:  Ένα πολυώνυμο 𝑷,𝒙. έχει παράγοντα το 𝒙−𝝆 αν και μόνο αν το 𝝆 είναι ρίζα του 𝑷,𝒙., δηλαδή αν και μόνο αν 𝜬,𝝆.=𝟎.
	3. ΘΕΩΡΗΜΑ (ακέραιων ριζών) Έστω η πολυωνυμική εξίσωση ,𝜶-𝛎.,𝒙-𝛎.+,𝜶-𝛎−𝟏.,𝒙-𝛎−𝟏.+…+,𝜶-𝟏.𝒙+,𝜶-𝟎.=𝟎, με ακέραιους συντελεστές. Αν ο ακέραιος 𝝆 ≠ 𝟎 είναι ρίζα της εξίσωσης, να αποδείξετε ότι ο 𝝆 είναι διαιρέτης του σταθερού όρου ,𝜶-𝟎..
	4. Αν 𝜶 > 𝟎 με 𝜶 ≠ 𝟏, τότε για οποιουσδήποτε ,𝜽-𝟏.,,𝜽-𝟐.>𝟎 να αποδείξετε ότι ισχύει:  ,,𝐥𝐨𝐠-𝜶.-,,𝜽-𝟏.,𝜽-𝟐...=,,𝐥𝐨𝐠-𝜶.-,𝜽-𝟏..+,,𝐥𝐨𝐠-𝜶.-,𝜽-𝟐..
	5. Αν 𝜶 > 𝟎 με 𝜶 ≠ 𝟏, 𝜽 > 𝟎 και 𝜿∈ℝ, να αποδείξετε ότι ισχύει:  ,,𝐥𝐨𝐠-𝜶.-,𝜽-𝜿..=𝜿,,𝐥𝐨𝐠-𝜶.-𝜽.
	6. Να αποδείξετε ότι για κάθε γωνία 𝝎 ισχύει ότι    ,𝛈𝛍-𝟐.𝝎+,𝛔𝛖𝛎-𝟐.𝝎=𝟏
	7. Να αποδείξετε οτι:  ,𝛆𝛗-𝝎.=,,𝛈𝛍-𝝎.-,𝛔𝛖𝛎-𝝎.. ,        ,𝛔𝛗-𝝎.=,,𝛔𝛖𝛎-𝝎.-,𝛈𝛍-𝝎..
	8. Να αποδείξετε οτι:    ,𝛆𝛗-𝝎.⋅,𝛔𝛗-𝝎.=𝟏

	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο : ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ
	9. Τι ονομάζουμε γραμμική εξίσωση με δύο αγνώστους και τι ονομάζουμε λύση της;
	10. Να αποδείξετε ότι η γραμμική εξίσωση 𝜶𝒙+𝜷𝒚=𝜸 με 𝜶≠𝟎 ή 𝜷≠𝟎 παριστάνει ευθεία.
	11. Τι παριστάνει γραφικά η εξίσωση 𝒚=𝜿;
	12. Τι παριστάνει γραφικά η εξίσωση 𝒙=𝜿;
	13. Τι λέμε γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους;
	14.  Τι λέγεται λύση ενός συστήματος και τι επίλυση ενός συστήματος;
	15. Πως κάνουμε επαλήθευση του συστήματος;
	16. Πότε δύο συστήματα λέγονται ισοδύναμα;
	17. Με ποιες μεθόδους μπορεί να λυθεί ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με δύο αγνώστους;
	18. Αν οι εξισώσεις του συστήματος   ,,𝜶𝒙+𝜷𝒚=𝜸  -𝜶΄𝒙+𝜷΄𝒚=𝜸΄..  ,  παριστάνουν ευθείες 𝜺 και ,𝜺-′.  α. Πότε οι ε , ε' τέμνονται;    β. Πότε είναι παράλληλες;    γ. Πότε ταυτίζονται-συμπίπτουν;  (γεωμ. ερμηνεία)

	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο: Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
	19. Πότε μια συνάρτηση 𝑓 λέγεται γνησίως αύξουσα και πότε γνησίως φθίνουσα σ' ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της ;
	20. Πότε μια συνάρτηση 𝑓 λέγεται γνησίως μονότονη σ' ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της ;
	21. Έστω μια συνάρτηση  𝒇 με πεδίο ορισμού A . Πότε λέμε ότι η  𝒇  παρουσιάζει στο   ,𝒙-𝟎.∈𝑨 (ολικό) μέγιστο, το 𝒇,,𝒙-𝟎..;
	22. Έστω μια συνάρτηση  𝒇 με πεδίο ορισμού A . Πότε λέμε ότι η  𝒇  παρουσιάζει στο   ,𝒙-𝟎.∈𝑨 (ολικό) ελάχιστο, το 𝒇,,𝒙-𝟎..;
	23. Τι ονομάζουμε ακρότατα μιας συνάρτησης;
	24. Πότε μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α λέγεται άρτια; Τι ισχύει για την γραφική παράσταση μιας άρτιας συνάρτησης;
	25. Πότε μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού A λέγεται περιττή; Τι ισχύει για την γραφική παράσταση μιας περιττής συνάρτησης;
	26. Έστω μια συνάρτηση 𝝋,𝒙. και 𝒄 > 𝟎. Πώς προκύπτει η γραφική παράσταση των συναρτήσεων:  𝒇,𝒙.=𝝋,𝒙.+𝒄 ,   𝒇,𝒙.=𝝋,𝒙.−𝒄 ,   𝒇,𝒙.=𝝋,𝒙−𝒄. ,  𝒇,𝒙.=𝝋,𝒙+𝒄.  ;

	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο: ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ
	27. Έστω οξεία γωνία 𝝎. Πώς ορίζεται το ημίτονο, συνημίτονο, η εφαπτόμενη και η συνεφαπτόμενη της γωνίας 𝝎;
	28. Πώς ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας ω, με 𝟎  ≤ 𝝎 ≤ 𝟑𝟔𝟎
	29. Πώς ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών μεγαλύτερων των 360  και αρνητικών γωνιών;
	30. Τι ονομάζουμε τριγωνομετρικό κύκλο;
	31. Πώς ορίζονται το ,𝛈𝛍-𝝎. και το ,𝛔𝛖𝛎-𝝎. στον τριγωνομετρικό κύκλο;
	32. Τι τιμές μπορούν να πάρουν το ,𝛈𝛍-𝝎. και το ,𝛔𝛖𝛎-𝝎.;
	33. Πώς βρίσκονται τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας 𝝎 ανάλογα με το τεταρτημόριο;
	34. Να συμπληρωθεί ο πίνακας με το πρόσημο των τριγωνομετρικών αριθμών
	35. Πώς ορίζεται η ,𝛆𝛗-𝝎. στον τριγωνομετρικό κύκλο;
	36. Τι ορίζουμε ως ακτίνιο;
	37. Ποια σχέση συνδέει τη μοίρα με το ακτίνιο;
	38. Ποιος είναι ο πίνακας των τριγωνομετρικών αριθμών των βασικών γωνιών;
	39. Να αποδείξετε ότι για κάθε γωνία 𝝎 ισχύει ότι    ,𝛈𝛍-𝟐.𝝎+,𝛔𝛖𝛎-𝟐.𝝎=𝟏
	40. Να αποδείξετε οτι:  ,𝛆𝛗-𝝎.=,,𝛈𝛍-𝝎.-,𝛔𝛖𝛎-𝝎.. ,        ,𝛔𝛗-𝝎.=,,𝛔𝛖𝛎-𝝎.-,𝛈𝛍-𝝎..
	41. Να αποδείξετε οτι:    ,𝛆𝛗-𝝎.⋅,𝛔𝛗-𝝎.=𝟏
	42. Να γνωρίζετε οτι:  ,,𝛔𝛖𝛎-𝟐.-𝝎.=,𝟏-𝟏+,,𝛆𝛗-𝟐.-𝝎..    και  ,,𝛈𝛍-𝟐.-𝝎.=,,,𝛆𝛗-𝟐.-𝝎.-𝟏+,,𝛆𝛗-𝟐.-𝝎..
	43. Τι ισχύει για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των αντίθετων γωνιών, των γωνιών με άθροισμα 180  , των γωνιών που διαφέρουν κατά 180  ,  των γωνιών με άθροισμα 90
	44. Τριγωνομετρικοί τύποι στις θέσεις ,𝛑-𝟐.  και ,𝟑𝛑-𝟐.
	45. ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΤΟ ΠΡΩΤΟ ΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΟ
	46. Τι ονομάζουμε περιοδική συνάρτηση;
	47. Πως ορίζονται οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις·
	48. Να κάνετε τη γραφική παράσταση των τριγωνομετρικών συναρτήσεων και αναφέρεται τις ιδιότητες τους
	49. Τι μπορούμε να παρατηρήσουμε για τις συναρτήσεις της μορφής 𝒇,𝒙.=𝝆,𝛈𝛍-,𝝎𝒙.. και 𝒇,𝒙.=𝝆,𝛔𝛖𝛎-,𝝎𝒙..
	50. Ποιοι είναι οι τύποι λύσεων της τριγωνομετρικών εξισώσεων
	51. Γρήγορη επίλυση βασικών τριγωνομετρικών εξισώσεων
	52. Χρήσιμοι τύποι για την επίλυση τριγωνομετρικών εξισώσεων

	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο  : Πολυώνυμα-Πολυωνυμικές Εξισώσεις
	53. Τι ονομάζουμε μονώνυμο;
	54. Τι ονομάζουμε πολυώνυμο,τι λέγονται όροι, και τι συντελεστές του πολυωνύμου;  Τι λέγεται σταθερός όρος του πολυωνύμου;
	55. Τι λέμε βαθμό ενός πολυωνύμου ;
	56. Πότε ένα πολυώνυμο λέγεται σταθερό και πότε μηδενικό
	57. Πότε δυο πολυώνυμα είναι ίσα;
	58. Τι ονομάζουμε αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου;
	59. Τι ονομάζουμε ϱίζα ενός πολυωνύμου;
	60. Πώς προσθέτουμε δυο πολυώνυμα;
	61. Πώς αφαιρούμε δυο πολυώνυμα;
	62. Με τι ισούται ο βαθμός του αθροίσματος δυο μη μηδενικών πολυωνύμων;
	63. Πως πολλαπλασιάζουμε δυο πολυώνυμα;
	64. Με τι ισούται ο βαθμός του γινομένου δυο μη μηδενικών πολυωνύμων;
	65. .Να γράψετε το θεώρημα : ταυτότητα της διαίρεσης
	66. Να αποδείξετε ότι
	67. Να αποδείξετε ότι
	68.  Εύρεση τιμών με άμεση αντικατάσταση  ή με τον αλγόριθμο Horner
	69. Να θυμάστε τις ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΕΣ  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ:
	70. Τι ονομάζεται πολυωνυμική εξίσωση βαθμού ν;
	71. Τι ονομάζουμε ρίζα μιας πολυωνυμικής εξίσωσης;
	72. Να αποδείξετε ότι
	73. Πώς επιλύεται μια εξίσωση με ριζικό ή με ριζικό και απόλυτο
	74. Εξισώσεις/Ανισώσεις απόλυτης τιμής
	75. Πως λύνουμε πολυωνυμικές ανισώσεις
	76. Πρόσημο τριώνυμου 𝜶𝒙² + 𝜷𝒙 + 𝜸 ,  𝛂≠𝟎 (πίνακας προσήμου)

	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 : Εκθετική και Λογαριθμική Συνάρτηση
	77. Πώς ορίζονται οι δυνάμεις με έκθετη ϱητό;
	78. Πώς ορίζεται η εκθετική συνάρτηση με βάση 𝛂
	79. Ποιες είναι οι ιδιότητες και η γραφική παράσταση της εκθετικής συνάρτησης
	80. Ποια χρήσιμη ισοδυναμία προκύπτει από την μονοτονία, για την επίλυση εκθετικών εξισώσεων
	81. Πώς ορίζεται ο λογάριθμος με βάση 𝜶>𝟎  με 𝜶≠𝟏 ενός ϑετικού αριθμού ;
	82. Ποιες ιδιότητες προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό του λογάριθμου;
	83. Να γράψετε και να αποδείξετε τις κύριες ιδιότητες των λογάριθμων
	84. Τι ονομάζουμε λογαριθμική συνάρτηση με βάση ,  𝛂>𝟎  και 𝛂≠𝟏
	85. Ποιες είναι οι ιδιότητες και η γραφική παράσταση της λογαριθμικής συνάρτησης
	86. Για Επίλυση λογαριθμικών εξισώσεων
	87. Για την επίλυση των λογαριθμικών ανισώσεων :
	88. Λογάριθμοι στην επίλυση εκθετικών εξισώσεων – ανισώσεων

	Συμβουλές πριν τις εξετάσεις
	Συμβουλές για τις εξετάσεις
	ΞΑΝΑ-Θυμηθείτε τις Ιδιότητες !
	Βασικές Γραφικές παραστάσεις

