
B. ΘΕΜΑΤΑ 
1. ΑΠΛΕΣ ΑΡΜΟΝΙΚΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 

 
B.1.1 Υλικό σημείο κάνει ΑΑΤ. Αν η εξίσωση απομάκρυνσης είναι της μορφής x=Ασυνωt τότε οι 
εξισώσεις  ταχύτητας και επιτάχυνσης είναι: 
 
α. υ=υ0συνωt,     α= −α0ημ(ωt) 
β. υ=υ0ημωt        α=α0 ημ(ωt+3π/2)          
γ. υ=−υ0ημωt      α=−α0ημ(ωt+π/2) 
 
Απάντηση: 
Η ταχύτητα προηγείται φασικά της απομάκρυνσης κατά π/2 rad. Άρα: 
 
x=Ασυν(ωt)=Αημ(ωt+π/2) 
υ=υ0ημ(ωt+π/2 +π/2)=υ0 ημ(ωt+π)→ υ=−υ0ημωt              
Η επιτάχυνση προηγείται φασικά της απομάκρυνσης κατά π rad. Άρα: 
 
α=α0ημ(ωt+π/2 +π)=α0ημ(ωt+3π/2) → α=−α0ημ(ωt+π/2) 
 
 Σωστό είναι το (γ) 
 
Β.1.2 Σε μια ΑΑΤ η γωνιακή συχνότητα είναι ω και η μέγιστη 
ταχύτητα υ0. Αν η επιτάχυνση, α, μεταβάλλεται με το χρόνο με τον 
τρόπο που φαίνεται στη γραφική παράσταση τότε οι εξισώσεις της 
ταχύτητας και της απομάκρυνσης έχουν τη μορφή: 
 
α. υ=−υ0ημωt   x=−Αημ(ωt+π/2)           
β. υ= υ0συνωt     x=Αημ(ωt)          
γ. υ=−υ0ημωt,  x=Αημ(ωt+π/2)                 
 
Απάντηση 
 Από τη γραφική παράσταση φαίνεται ότι η επιτάχυνση είναι της μορφής α=α0ημ(ωt+3π/2) 
 Η ταχύτητα καθυστερεί της επιτάχυνσης κατά π/2 rad συνεπώς η εξίσωσή της ωως προς το χρόνο 
θα είναι: 
υ=υ0ημ(ωt+3π/2−π/2)→υ=υ0ημ(ωt+π)→ υ=−υ0ημωt 
 
Η απομάκρυνση καθυστερεί της επιτάχυνσης κατά π rad συνεπώς: 
 
x=Αημ(ωt+3π/2−π)→ x=Αημ(ωt+π/2) 
 
Σωστό είναι το (γ) 
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Β.1.3 Στο διπλανό σχήμα βλέπουμε τη μεταβολή φάσης δύο ΑΑΤ που 
κάνουν δύο υλικά σημεία Σ1 και Σ2 ίδιας μάζας, m, με πλάτη Α1=Α και 
Α2=2Α Ποιες από τις σχέσεις που ακολουθούν είναι σωστές και ποιες 
λανθασμένες πρόταση είναι η σωστή; 
Ι. Η σχέση των περιόδων είναι  Τ2=2Τ1 
ΙΙ. Για τις μέγιστες τιμές των ταχυτήτων ισχύει, υ01=υ02  
ΙΙΙ.   Για τις ενέργειες ισχύει,  Ε1=Ε2. 
 
Απάντηση: 
Ι. Το υλικό σημείο Σ1 έχει φάση της μορφής φ1=ω1t ενώ το Σ2, φ2=

π
2

 +ω2t. Τη χρονική στιγμή 

t=τ οι φάσεις είναι ίσες με π rad σύμφωνα με τη γραφική παράσταση: 

Άρα ω1τ=π (1)      και ω2τ + π
2

 = π→ ω2τ=
π
2

   (2) Από (1) και (2)→ ω1=2ω2 → Άρα Τ2=2Τ1.       

Άρα είναι Σωστή 

ΙΙ. Για τις μέγιστες ταχύτητες υ01=Α1ω1=Αω1  και υ02=Α2ω2=2Α1
ω1

2
=Α1ω1→ υ02=υ01

Άρα είναι Σωστή 
ΙΙΙ. Οι σταθερές επαναφοράς των ΑΑΤ είναι D1=mω1

2  και D2=mω2
2 άρα D1=4D2.  

E1= ½D1A1
2= ½D1A

2  

E2= ½ D2A2
2 =  ½ D1

4
·4A2=½D1A

2      Άρα Ε1=Ε2           Άρα είναι Σωστή 

 
Β.1.4 Υλικό σημείο κάνει ΑΑΤ με πλάτος Α. Τη χρονική στιγμή t=0 η ταχύτητα είναι υ=υ0/2 και 
η απομάκρυνση x>0, Η εξίσωση της απομάκρυνσης είναι  
 

α. x=Α ημ (ωt+π/6),             β. x=Αημ(ωt+5π/3),                 γ. x=Αημ(ωt+π/3) 
 
Απάντηση: 

Η εξίσωση της ταχύτητας είναι: υ=υ0συν(ωt+φ0) → υ0

2
 = υ0συν(ωt+φ0) 0t=⎯⎯→συνφ0=1/2→ 

συνφ0=συνπ/3→ φ0=2κπ−π/3 1k =⎯⎯→  φ=5π/3 rad 
                             φ0=2κπ+π/3 0k =⎯⎯→     φ=π/3 rad 
για x>0→ Αημ(ωt+φ0)>0→ημφ0>0 άρα φ0=π/3 rad 
Άρα x=Αημ(ωt+π/3)      Σωστό είναι το (γ) 
 
Β.1.5 Υλικό σημείο κάνει ΑΑΤ με πλάτος Α. Τη χρονική στιγμή t=0 η ταχύτητα είναι υ=−υ0/2 
και η απομάκρυνση x<0. Η εξίσωση της απομάκρυνσης είναι  

α. x=Α ημ (ωt+π/3),          β. x=Αημ(ωt+4π/3),            γ. x=Αημ(ωt+2π/3) 
Απάντηση: 

Η εξίσωση της ταχύτητας είναι: υ=υ0συν(ωt+φ0) → − υ0

2
 = υ0συν(ωt+φ0) 0t=⎯⎯→συνφ0=-1/2→ 

συνφ0=συν2π/3→ φ0=2κπ−2π/3 1k =⎯⎯→  φ0=4π/3 rad 
                              φ0=2κπ+2π/3 0k =⎯⎯→     φ0=2π/3 rad 
για x<0→ Αημ(ωt+φ0)<0→ημφ0<0 άρα φ0=4π/3 rad .  
Άρα x=Αημ(ωt+4π/3)      Σωστό είναι το (β) 

 16

2



Β.1.6 Ένα σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση πλάτους Α. Η ελάχιστη χρονική διάρκεια για 
τη μετάβαση του σώματος από τη θέση x0=0 στη θέση x1=A/2 είναι Δt1. Η ελάχιστη χρονική 
διάρκεια  για τη μετάβαση του σώματος από τη θέση x1=A/2 στη θετική ακραία θέση της 
ταλάντωσης x=A είναι t2. Ισχύει:  

α. Δt1=2Δt2                   β. Δt1=Δt2                  γ. Δt1= ½Δt2 
 
Απάντηση: 
 Έστω ότι τη χρονική στιγμή t0=0 είναι στη θέση x0=0 με υ>0. Άρα  x=Αημ(ωt). Τη χρονική στιγμή 
t1 θα είναι στη θέση x1=Α/2 με υ>0. Άρα 
 

x=Αημ(ωt)→Α
2

 = Αημ(ωt) →ημ(ωt)=1/2=ημ(π/6)→ ωt=2κπ+π/6  (1)    και ωt=2κπ+5π/6   (2) 

Για πρώτη φορά έχουμε για κ=0 στην (1): ωt1=π/6→ t1=Τ/12 
Άρα η χρονική διάρκεια για να πάει από τη θέση x0=0 στη θέση x1 είναι Δt1=t1−t0=Τ/12 
 
Στη θέση x2=Α θα βρεθεί τη χρονική στιγμή t2=Τ/4. Αρα από τη θέση x1 στη θέση x2 
χρειάζεται χρονικό διάστημα Δt2=Τ/4−Τ/12→ Δt2=Τ/6 
 
Άρα Δt2=2Δt1       Σωστό είναι το (γ) 
 
 
Β.1.7 Απλή αρμονική ταλάντωση έχει πλάτος Α και περίοδο Τ. Το χρονικό διάστημα της 
απευθείας μετάβασης από τη θέση x1=Α/2 στη θέση x2=−Α/2 είναι: 
 

α. t=Τ/6               β. t=Τ/2              γ. t=Τ/3                δ. t=Τ/12 
 
Απάντηση:  
Για την απευθείας μετάβαση από τη θέση x1 τη θέση x2 πρέπει αν υποθέσουμε ότι τη χρονική 
στιγμή t1=0 είναι στη θέση x1, η ταχύτητα να είναι υ<0. Κατασκευάζουμε την εξίσωση 
απομάκρυνσης με αυτά τα δεδομένα, υπολογίζοντας την αρχική φάση φ0. 
 

x=Αημ(ωt+φ0)→ Α
2

 = Αημ(φ0) →ημφ0=1/2=ημ(π/6)→ φ0=2κπ+π/6→ φ0=π/6    και  

φ0=2κπ+5π/6→ φ=5π/6   (2) 

Για υ<0 πρέπει συνφ0<0→ φ0=5π/6                        Άρα x=Αημ(ωt+5π/6) 
 
Τη χρονική στιγμή t2 θα βρίσκεται στη θέση x=−Α/2 για πρώτη φορά. Άρα 
 

x=Αημ(ωt+5π/6)→ −Α
2

 = Αημ(ωt+5π/6)→ ημ(ωt+5π/6) = ημ(−π/6)→ 

ωt+5π/6=2κπ−π/6  (3) και ωt+5π/6=2κπ+π+π/6        (4) 
Για κ=0 στη (3) → t<0, άτοπο 
Για κ=0 στην (4)→ ωt+5π/6=7π/6→ωt=π/3→ t=Τ/6    Σωστό είναι το (α)      
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Β.1.8 Υλικό σημείο κάνει ΑΑΤ με εξίσωση απομάκρυνσης x=0,1ημ(πt/6) (S.I). Το ελάχιστο 
χρονικό διάστημα ώστε το υλικό σημείο να πάει από τη θέση x1=0,05m έχοντας θετική ταχύτητα, 
στη θέση x2=0,05 2m έχοντας, αρνητική ταχύτητα είναι: 

 
α. Δt=0,5s                β. Δt=3,5s                     γ. Δt =1s 

 
Απάντηση: 
 
Έστω ότι στη θέση x1=0,05m βρίσκεται για πρώτη φορά με υ>0 τη χρονική στιγμή t1. 

x=0,1ημ(πt/6)→0,05=0,1ημ(πt1/6)→ημ(πt1/6)=ημ(π/6)→πt1/6=2κπ+π/6 ♣κ=0   t1=1s 
 
Στη θέση x2=0,05 2m βρίσκεται για πρώτη φορά τη χρονική στιγμή t2 με υ<0. 

x=0,1ημ(πt/6)→0,05 2=0,1ημ(πt2/6)→ημ(πt2/6)=ημ(π/4)→   πt2/6=2κπ+π/4 ♣κ=0 t2=1,5s 

                                                                                           και    πt2/6=2κπ+π−π/4 ♣κ=0 →  t2=4,5s 
Αλλά η τιμή t2=1,5s κάνει την ταχύτητα   υ=υ0συν(πt2/6)=υ0συν(π/4)>0. 
Ενώ η τιμή t2=4,5s κάνει την ταχύτητα   υ=υ0συν(πt2/6)=υ0συν(3π/4)<0. Άρα δεκτή είναι η   
t2=4,5s 
 
Οπότε Δt=t2−t1=4,5s−1s=3,5s. Σωστό είναι το (β).                                          
                                                                                                                 
 
Β.1.9  Δύο υλικά σημεία Σ1 και Σ2 εκτελούν ΑΑΤ στη ίδια ευθεία με περίοδο Τ=2s και πλάτος 
Α=2cm. Τη χρονική στιγμή t=0 το υλικό σημείο Σ1 είναι στη θέση x=1cm με υ>0, ενώ το Σ2 στη 
θέση x=1cm με υ<0. Η επόμενη χρονική στιγμή μέσα στην πρώτη περίοδο της κίνησής τους στην 
οποία τα δύο υλικά σημεία θα συναντηθούν και πάλι, είναι: 
 

α. t=1s                 β. t=1,5s                γ. t=2s         δ. t=3s 
 
 Απάντηση: 
 
Φτιάχνουμε τις εξισώσεις απομάκρυνσης των Σ1 και Σ2  με τα  x σε cm, t σε s. 
  

x1=2ημ(ωt+φ0) ♣ x=1cm, t=0, υ>0  →1=2ημφ0→φ0=π/6rad άρα      x1=1ημ(ωt+π/6)     

x2=2ημ(ωt+φ0) ♣ x=1cm, t=0, υ<0 →1=2ημφ0→φ0=5π/6rad άρα    x2=1ημ(ωt+5π/6) 
Για τη συνάντηση ισχύει x1=x2. 
 
x1=x2→ημ(ωt+π/6)=ημ(ωt+5π/6)→ ημ(ωt+π/6)=ημ(ωt+π−π/6)→ ημ(ωt+π/6)=−ημ(ωt−π/6)→ 

ημ(ωt+π/6)+ημ(ωt−π/6)=0→2συνωt+π/6-ωt+π/6
2

ημωt+π/6+ωt-π/6
2

=0→2συν(π/6)ημωt=0→ημ(ωt)=0 

→ωt=2κπ  (1)  και ωt=2κπ+π (2) 
Από τη (2) για κ=0 έχουμε 2πt

Τ
=π→ t= Τ

2
=1s .  Άρα σωστό είναι το (α) 
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Β.1.10 Υλικό σημείο κάνει ΑΑΤ χωρίς αρχική φάση και περνάει από δύο θέσεις Κ και Λ που 
απέχουν μεταξύ τους απόσταση (ΚΛ)=d=10 3cm με την ίδια κατά μέτρο και κατεύθυνση 
ταχύτητα μέσα σε χρόνο Δt1=4s. Αφού περάσει από το σημείο Λ, για να ξαναγυρίσει και πάλι σε 
αυτό, αλλά με αντίθετη φορά κίνησης χρειάζεται χρόνο Δt2=2s.  
Να βρείτε την περίοδο και το πλάτος της ΑΑΤ. 
 
Απάντηση: 
 
Αφού |υ1|=|υ2| τα δύο σημεία Κ και Λ είναι συμμετρικά ως προς τη θέση ισορροπίας Ο(x=0) οπότε 

(ΚΟ)=(ΟΛ)=|x|= d
2
=5 3cm. 

Αν χρειάζεται χρόνο Δt1=4s να διανύσει απευθείας την απόσταση d τότε θα χρειάζεται 2s για να 
πάει από το Κ στο Ο και άλλα 2s για να πάει από το Ο στο Λ.  
Η εξίσωση απομάκρυνσης του υλικού σημείου είναι x=Αημωt με x=5 3cm για t1=2s και 
t2=t1+Δt2=4s. Άρα: 
 
5 3=Αημωt1=Αημ(4π/Τ)  (1)  και  5 3=Αημωt2=Αημ(8π/Τ)  (2).  
Από (1) και (2) έχουμε: 

Αημ(8π/Τ)= Αημ(4π/Τ)  → ημ(8π/Τ)= ημ(4π/Τ)  →    8π
Τ

=2κπ+4π
Τ

 ♣κ=0 →8=4 άτοπο 

                                                                            και      8π
Τ

=2κπ+π−4π
Τ

 ♣κ=0 → 12π
Τ

=π→Τ=12s 

x=Αημ(2πt1/Τ)→5 3=Αημ 2π·2
12

 →5 3=Αημ(π
3

) →Α=10cm 

 
Β.1.11 Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η μεταβολή της επιτάχυνσης 
ενός υλικού σημείου που κάνει ΑΑΤ. Δίνεται π2=10. Να γραφούν 
οι εξισώσεις απομάκρυνσης και ταχύτητας και να παρασταθούν 
γραφικά. 
 
Απάντηση: 
 
Από το διάγραμμα παίρνουμε τις πληροφορίες ότι: Τ/2=1s→Τ=2s. 
Ακόμα α0=4m/s2 και για t=0, α=2m/s2. Αφού πηγαίνει προς τη 
θέση όπου α=+α0, δηλαδή x=−Α αυτό σημαίνει ότι η ταχύτητα 
έχει αρνητική αλγεβρική τιμή υ<0.   

Άρα: α=−α0ημ(ωt+φ0)→ημφ0=−0,5→φ0=2κπ−π/6 ♣κ=0φ0=−π/6 rad  

και φ0=2κπ+π+π/6 ♣κ=0 φ0=7π/6 rad
Αλλά για υ=υ0συνφ0=υ0συν(7π/6)<0. Άρα φ0=7π/6 rad 
 
Ακόμα ω=2π/Τ=π rad   και α0=Αω

2→Α=0,4m, υ0=Αω=0,4πm/s 
 
Οπότε οι εξισώσεις είναι:   
x=0,4ημ(πt+7π/6),    υ=0,4πσυν(πt+7π/6) και   α=−4ημ(πt+7π/6) στο SI. 
Για t=0 έχουμε x1=−0,2m και υ1=−0,2π 3m/s 
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B.1.12 Δύο σώματα Σ1, Σ2 με ίσες μάζες ισορροπούν κρεμασμένα από κατακόρυφα ελατήρια k1, k2 
έτσι ώστε k2=2k1. Απομακρύνουμε τα σώματα από τη θέση ισορροπίας κατά A και 2A αντίστοιχα 
και τα αφήνουμε ελεύθερα να κάνουν ΑΑΤ.  
I. Τα σώματα διέρχονται από τη θέση ισορροπίας τους: 
α. Ταυτόχρονα.                                     
β. Σε διαφορετικές χρονικές στιγμές με πρώτο το Σ1. 
γ. Σε διαφορετικές χρονικές στιγμές με πρώτο το Σ2. 
 
ΙΙ. Ο λόγος των μέγιστων τιμών των κινητικών ενεργειών είναι:  

α. K0,1
K0,2

 = 1
8
                       β. K0,1

K0,2
 =1

4
                             γ.  K0,1

K0,2
 =1

2 

 
Απάντηση: 

Ι. Υπολογίζουμε τις περιόδους. T1=2π  m
k1

  και  T2=2π  m
2k1

 , Άρα Τ2<Τ1.  

Για να περάσουν από τη θέση ισορροπίας χρειάζονται χρόνο ίσο με Τ/4, ανεξάρτητα από το 
πλάτος, άρα t2<t1. Συνεπώς πρώτο περνάει το σώμα Σ2. Σωστό είναι το (γ) 
 
II.  Η μέγιστη τιμή της κινητικής ενέργειας είναι ίση με την ενέργεια της κάθε ταλάντωσης. Άρα: 

 α. K0,1
K0,2

 =
Ε1

Ε2
 = ½k1Α

2

½ k2(2Α)2 →   K0,1
K0,2

 = 1
8
         Άρα σωστό είναι το (α) 

 
B.1.13 Σώμα άγνωστης μάζας ισορροπεί σε ελεύθερο άκρο ελατηρίου προκαλώντας σε αυτό 
παραμόρφωση d. Αν απομακρύνουμε το σώμα από τη θέση ισορροπίας μέχρι να φτάσει στο άκρο 
του φυσικού μήκους και το αφήνουμε να κάνει ΑΑΤ,  
Ι. τότε η περίοδος των ΑΑΤ είναι:    

α.   T=2π d/g                   β. T= 2π g/d            γ. T=π d/g  
ΙΙ. η μέγιστη τιμή της δυναμικής ενέργειας του ελατηρίου είναι: 

α. Uελ,max= ½kd2             β. Uελ,max= kd2                   γ. Uελ,max= 2kd2 
ΙΙΙ. Το έργο της δύναμης που ασκήσαμε για να το θέσουμε σε ταλαντώσεις είναι:  

α. W=kd2                 β. W=2kd2                              γ. W=  ½kd2 
 
 
Απάντηση 
Ι. Γράφουμε τη συνθήκη ισορροπίας:  ΣF=0→mg=kd→m

k
=d

g
 

Άρα Τ=2π  m
k
→Τ=2π  d

g
    Άρα σωστό είναι το (α) 

 
ΙΙ. Το σώμα ταλαντώνεται με πλάτος Α=d. Το ελατήριο παρουσιάζει μέγιστη επιμήκυνση 2d όταν 
το σώμα βρίσκεται στην κατώτερη θέση της τροχιάς του. Η μέγιστη τιμή της δυναμικής του 
ενέργειας είναι: 
Uελ,max= ½k(2·d)2→  Uελ,max= 2kd2        Άρα σωστό είναι το (γ) 
  
ΙΙΙ.  Το έργο της δύναμης που έβαλε το σύστημα σε ταλαντώσεις ισούται πάντοτε με την ενέργεια 
της ταλάντωσης (βλέπε Β.1.14). Συνεπώς 
W=E = ½ kA2 → W= ½ kd2             Άρα σωστό είναι το (γ) 
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B.1.14 Σώμα μάζας m ισορροπεί δεμένο στο άκρο 
κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς k, το άλλο άκρο του 
οποίου έχει στερεωθεί ακλόνητα σε οροφή.  
Ι. Απομακρύνουμε το σώμα προς τα κάτω από τη θέση 
ισορροπίας του κατά Α και το αφήνουμε ελεύθερο, 
χωρίς αρχική ταχύτητα να κάνει ΑΑΤ. Δείξτε ότι το 
έργο της δύναμης, F, που ασκήσαμε ισούται με την 
ενέργεια της ταλάντωσης. 
 
ΙΙ. Απομακρύνουμε το σώμα από τη θέση ισορροπίας 
κατά x1=2mg/k και τη χρονική στιγμή t0=0 το αφήνουμε 
ελεύθερο, χωρίς αρχική ταχύτητα. Το σώμα περνάει από τη θέση που ορίζει το άκρο του φυσικού 
μήκους του ελατηρίου τη χρονική στιγμή:   

α.   t=5π
6

m/k                    β. t=2π
3

m/k                   γ. t= π
2

m/k 

 
Απάντηση:  
 
Ι. Το σώμα ισορροπεί με το ελατήριο ανοιγμένο κατά, d, όπου:  ΣF=0→mg−kd=0→ d=mg/k. (1) 
 
Κατά τη μετατόπιση του σώματος προς τα κάτω από τη θέση ισορροπίας του κατά Α, ασκούνται, η 
μεταβλητή δύναμη F του χεριού μας, το βάρος mg και η δύναμη του ελατηρίου Fελ. Η μεταβολή της 
κινητικής ενέργειας είναι μηδέν. Γράφουμε το ΘΜΚΕ για να υπολογίσουμε το έργο WF, της 
δύναμης F. 
 
WF + Wmg + Wελ = ΔΚ                                    (2) 
Wmg=mg·A                                                       (3) 
Wελ=Uελ,αρχ− Uελ,τελ= ½kd2− ½k(d+Α)2            (4) 
ΔΚ=0                                                                 (5) 
 
(1)(2)(3)(4)(5): WF +mgΑ + ½kd2− ½k(d+Α)2 = 0→ WF +mgΑ + ½kd2−  ½kd2−kdΑ − ½kΑ2=0→ 
 

WF= ½kA2→ WF=E 
 
ΙΙ. Θεωρούμε ως θετική τη φορά προς τα κάτω. Τη χρονική στιγμή t0=0 είναι x=+Α=+2mg/k και 
συνεπώς η εξίσωση απομάκρυνσης της ΑΑΤ είναι:  x=Αημ(ωt+π/2) (1) 
Από τη συνθήκη ισορροπίας στη θέση x0=0 έχουμε: 
 
ΣF=0→mg−kd=0→d=mg/k. Όπου d η αρχική επιμήκυνση του ελατηρίου στη θέση x0=0. Αλλά 
εμείς ζητάμε τη χρονική στιγμή t1 για την οποία το σώμα φτάνει στο άκρο του φυσικού μήκους 
δηλαδή στη θέση, x1 με, x1=−d=−mg/k= −Α/2  (2) 
 
Από (1)(2)→ −Α/2 =Α ημ(ωt+π/2)→ ημ(ωt+π/2)=−1/2→ ημ(ωt+π/2)=ημ(−π/6)→ 
 
(i)  (ωt+π/2)= 2κπ−π/6 0k =⎯⎯→ t<0 άτοπο 

(ii) (ωt+π/2) = 2κπ+π+π/6 0k =⎯⎯→ωt+π/2=π+π/6→2πt
Τ

=2π
3
→t1=

Τ
3
→t1=

2π
3

m/k          

Σωστό είναι το (β) 
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Β.1.15 Ελατήριο σταθεράς k έχει το ένα άκρο του 
στερεωμένο στο οριζόντιο έδαφος και στο πάνω ελεύθερο 
άκρο προσαρμοσμένο σώμα μάζας m1=m, που ισορροπεί. 
Το ελατήριο είναι συσπειρωμένο κατά d.Τοποθετούμε 
πάνω στο σώμα, m1 άλλο σώμα  μάζας m2, με m2=m1 και 
το σύστημα αρχίζει να κάνει ΑΑΤ. Το πλάτος των 
ταλαντώσεων είναι: 

α. d               β. 2d                  γ. d/2 
 
 
Απάντηση 
 
Το σώμα m1 ισορροπεί στη θέση Β με το ελατήριο συσπειρωμένο κατά ΔL1=d έτσι ώστε: 
ΣF=0→mg−kd=0→d=mg/k  (1) 
Όταν τοποθετούμε δεύτερο σώμα ίσης μάζας m, η θέση ισορροπίας του συστήματος είναι στη θέση 
Ο, χαμηλότερα από τη Β. Εκεί το ελατήριο παρουσιάζει συσπείρωση ΔL2 τέτοια ώστε: 
ΣF=0→2mg−kΔL2=0→ΔL2=2mg/k=2d  (2) 
Όμως το πλάτος της ταλάντωσης του 2m είναι η απόσταση από το σημείο Β που αρχίζει η 
ταλάντωση (υ=0) μέχρι τη νέα θέση ισορροπίας, Ο. Συνεπώς Α=ΔL2−ΔL1=2d−d →Α=d.    
Άρα σωστό είναι το (α). 
 
Β.1.16 Στην κάτω άκρη κατακόρυφου ιδανικού 
ελατηρίου σταθεράς k, η πάνω άκρη του οποίου είναι 
στερεωμένη σε ακλόνητο σημείο, σώμα μάζας m 
εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση πλάτους d/2. Όταν 
το σώμα διέρχεται από τη θέση ισορροπίας, η 
επιμήκυνση του ελατηρίου είναι d.  
Ι. Στην κατώτερη θέση της ταλάντωσης του σώματος, 
ο λόγος της δύναμης του ελατηρίου προς τη δύναμη 
επαναφοράς είναι   
 α.   Fελ

Fεπ
 = 1

3
              β.  Fελ

Fεπ
 = 3              γ.  Fελ

Fεπ
 = 2   

ΙΙ. Στην ανώτερη θέση ταλάντωσης του σώματος, ο λόγος της δυναμικής ενέργειας του ελατηρίου 
προς τη δυναμική ενέργεια της ταλάντωσης είναι: 

α.   Uελ
Uεπ

 = 1              β.  Uελ
Uεπ

 = 3              γ.  Uελ
Uεπ

 = 2 

      
Απάντηση 
 
Ι.  Στη θέση πλάτους, Β, η επιμήκυνση του ελατηρίου είναι ΔL=d+d/2=3d/2 άρα  
Fελ=kΔL=k(3d/2)=3kd/2. Η απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας είναι x=d/2, άρα η δύναμη 

επαναφοράς θα είναι: Fεπ=kx=kd
2
.   Άρα: Fελ

Fεπ
 = 3kd/2

kd/2
 → Fελ

Fεπ
 =3    Άρα σωστό είναι το (β) 

ΙΙ. Στη θέση Γ η επιμήκυνση του ελατηρίου από το φυσικό μήκος είναι ΔL=d−d/2=d/2 αλλά και η 
απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας είναι x=−d/2.Άρα: 
 

Uελ = ½kΔL2=kd2/8   και  Uταλ= ½kx2= kd2/8         Άρα   Uελ
Uεπ

 = 1          Σωστό είναι το (α) 
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Β.1.17 Αρμονικός ταλαντωτής με σταθερά επαναφοράς k κάνει ΑΑΤ με πλάτος Α, γωνιακή 
συχνότητα ω και εξίσωση απομάκρυνσης x=Αημ(ωt). Τη δεύτερη φορά που περνάει από τη θέση x1 
στην οποία η κινητική ενέργεια είναι ίση με τη δυναμική (Κ=U) ο ρυθμός μεταβολής της δυναμικής 
ενέργειας ταλάντωσης είναι: 
 

α. ΔU/Δt= − ½ kΑ2ω                  β. ΔU/Δt= −  ¼ kΑ2ω            γ.  ΔU/Δt=  ¼ kΑ2ω 
 
Απάντηση 
        
Ε=Κ+U K U=⎯⎯⎯→ E=2U→  ½kΑ2=2(½kx2)→x= ±Α 2/2 
Ε=Κ+U K U=⎯⎯⎯→  E=2K→½mυ0

2=2(½mυ2)→υ= ±υ0 2/2                        
Τη δεύτερη φορά θα βρίσκεται σε θετική ακόμα απομάκρυνση x>0, αλλά θα έχει ταχύτητα 
αρνητικής αλγεβρικής τιμής, υ<0 (θα είναι στην επιστροφή). Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής 
ενέργειας είναι: 
 
ΔΚ
Δt

=ΣΔW
Δt

=ΣF·Δx
Δt

=ΣF·υ=−kx·υ=−kA
2

2·(− υ0

2
2)=kΑ·Αω

2
 → ΔΚ

Δt
=kΑ2ω

2
 

 
Από τη διατήρηση της ενέργειας: 

Ε=Κ+U→ΔΕ
Δt

=ΔΚ
Δt

 + ΔU
Δt

→0=ΔΚ
Δt

 + ΔU
Δt

→ ΔU
Δt

=− ΔΚ
Δt

→  ΔU
Δt

= − kΑ
2ω

2
    Σωστό είναι το (α) 1

 
Β.1.18 Υλικό σημεία κάνει ΑΑΤ με εξίσωση απομάκρυνσης x=Αημ(ωt). Κάποια χρονική στιγμή t1 
έχει ταχύτητα ίση με υ=−υ0/2 και επιβραδύνεται. Την ίδια χρονική στιγμή ο ρυθμός μεταβολής της 
δυναμικής ενέργειας ταλάντωσης  είναι: 
 

α. ΔU
Δt

 = − kΑ
2ω

4
3                  β. ΔU

Δt
 = kΑ

2ω
4

              γ. ΔU
Δt

 = kΑ
2ω

4
3 

 
Απάντηση 
Γράφω την διατήρηση της ενέργειας του ταλαντωτή:  

Ε=Κ+U→ kΑ
2

2
=kx2

2
 + mυ2

2
→x2=Α2 −  mA2ω2

4km
 →x=±Α

2
3. 

Το υλικό σημείο έχει ταχύτητα αρνητικής αλγεβρικής τιμής και επιβραδύνεται. Αυτό σημαίνει ότι 
κινείται προς την αρνητική φορά αλλά βρίσκεται και  στον αρνητικό ημιάξονα, διαφορετικά αν 
ήταν στον θετικό θα πήγαινε προς τη θέση ισορροπίας οπότε θα επιταχυνότανε. Άρα  x=−Α 3/2.  
Η μεταβολής της δυναμικής ενέργειας ταλάντωσης ισούται με το αντίθετο του έργου της 
συντηρητικής δύναμης, δηλαδή της δύναμης  επαναφοράς: ΔU=−WΣF
Ο ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας ισούται με: 
ΔU
Δt

 =  −WΣF
Δt

=−ΣF·dx
dt

=−ΣF·υ= − (−kx)·υ→  ΔU
Δt

=kxυ= k·-υ0

2
· -Α

2
 3 → ΔU

Δt
 = kΑ

2ω
4

3 

 
Σωστό είναι το (γ). 
 

                                                 
1 Στα θέματα 17 και 18 βλέπουμε δύο ισοδύναμους τρόπους υπολογισμού του ρυθμού μεταβολής της δυναμικής 
ενέργειας του ταλαντωτή. 
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Β.1.19 Σώμα μάζας m και ισορροπεί δεμένο στο άκρο κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς k. Το 
άλλο άκρο του ελατηρίου είναι στερεωμένο σε ακλόνητο σημείο. Εκτρέπουμε το σώμα 
κατακόρυφα προς τα κάτω κατά x από τη θέση ισορροπίας και το αφήνουμε ελεύθερο. Για να το 
κάνουμε αυτό δαπανήσαμε ενέργεια ίση με Ε1. Αντικαθιστούμε στο ίδιο ελατήριο το σώμα, με 
άλλο σώμα μάζας 2m και το θέτουμε και αυτό σε ταλαντώσεις αφού το εκτρέπουμε από τη θέση 
ισορροπίας κατά x και πάλι. Η ενέργεια που δαπανήσαμε τώρα είναι Ε2.  
Ι. Για τις ενέργειες ισχύει. 

α. Ε2=Ε1                     β. Ε2=2Ε1                         γ. Ε2= ½Ε1 
ΙΙ. Για τη μέγιστη δυναμική ενέργεια του ελατηρίου ισχύει: 
 

α. U1=U2                β. U1>U2                  γ. U1<U2 
 
 
Απάντηση: 
 
Ι. Η ενέργεια Ε που δαπανάμε για να θέσουμε το σώμα σε ΑΑΤ ισούται με την ενέργεια της 
ταλάντωσης είναι δηλαδή ίση με Ε= ½kΑ2, δηλαδή εξαρτάται μόνα από τη σταθερά k και το 
πλάτος Α=d. Συνεπώς οι ενέργειες είναι ίσες. Σωστό είναι το (α). 
* Βλέπε και θέμα Β.1.14 
ΙΙ.  U1= ½k ΔL1

2= ½k(d+x)2      όπου d η αρχική επιμήκυνση του ελατηρίου, d=mg/k 
 
     U2= ½k ΔL

2

2= ½k(2d+x)2      όπου 2d η νέα αρχική επιμήκυνση του ελατηρίου, d=2mg/k 
 
Άρα U2>U1   σωστό είναι το (β) 
 
Β.1.20 Ελατήριο σταθεράς, k, στηρίζεται με το ένα άκρο του 
κατακόρυφα στο έδαφος και φέρει στα πάνω ελεύθερο άκρο 
του, καλά συνδεδεμένο ένα δίσκο μάζας M και πάνω σε αυτόν 
ακουμπισμένο σώμα μάζας m. Το σύστημα ισορροπεί. Αν 
αφαιρέσουμε το σώμα μάζας m, τότε το σύστημα 
ελατήριο−δίσκος θα κάνει ΑΑΤ με ενέργεια 
 
α. Ε=Μ2g2/2k            β. Ε=m2g2/2k          γ. Ε=(Μ+m)2g2/2k 

 
 
Απάντηση 
 
Στην αρχική θέση ισορροπίας, Ο, το ελατήριο είναι συσπειρωμένο κατά d1 από το φυσικό του 
μήκος. Στη νέα θέση ισορροπίας, Ο′,  όταν αφαιρούμε το σώμα, m, η συσπείρωση είναι d2. Το 
πλάτος της ΑΑΤ είναι η διαφορά  
Α=d1−d2      (1) 

ΣF1=0→(M+m)g−kd1=0→ d1= (M+m)g
k

   (2) 

ΣF2=0→ Μg=kd2→ d2=
Μg
k

  (3)                           Άρα από (1)(2)(3)→     Α=mg/k 

Η ενέργεια της ΑΑΤ είναι:        Ε=1
2
 k Α2→ Ε= m

2g2

2k
      Σωστό είναι το (β)
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Β.1.21 Σώμα μάζας m στερεώνεται στο ελεύθερο 
άκρο οριζοντίου ελατηρίου, σταθεράς k το άλλο 
άκρο του οποίου στηρίζεται σε ακλόνητο σημείο. Το 
σώμα αρχικά ισορροπεί πάνω σε λείο οριζόντιο 
επίπεδο. Τη χρονική στιγμή t0=0, ασκούμε στο σώμα 
σταθερή οριζόντια δύναμη F.  
Ι. Η σταθερά επαναφοράς των ΑΑΤ του σώματος 
είναι D που είναι:      
α. D=k                        β. D<k                      γ. D>k 

ΙΙ.  Μέχρι το σώμα να ακινητοποιηθεί, το έργο της F 
είναι: 

α. F2/k             β. F2/2k            γ. 2F2/k 
Μόλις το σώμα ακινητοποιηθεί για πρώτη φορά, καταργούμε ακαριαία την δύναμη F και το σώμα 
εκτελεί μία νέα ταλάντωση. 
ΙΙΙ. Το σώμα ξαναπερνά από την θέση φυσικού μήκους την χρονική στιγμή: 

α. 0,5π m/k,      β. π m/k          γ. 1,5π m/k 
ΙV.Τη χρονική στιγμή t=2π m/k το σώμα θα έχει διανύσει συνολικό διάστημα.  

α. 4F/k            β. 6F/k          γ. 8F/k 
 
 
Απάντηση 
 
Ι. Στο σώμα ασκείται σταθερή δύναμη F  κατά μέτρο διεύθυνση και φορά δηλαδή κάτι σαν το 
βάρος στο κατακόρυφο σύστημα, μάζας − ελατηρίου. Η θέση ισορροπίας του σώματος μάζας m 
δεν είναι το άκρο του φυσικού μήκους αλλά  η θέση στην οποία το ελατήριο παρουσιάζει 
επιμήκυνση ΔL=A  τέτοια ώστε: 
ΣF=0→F−kΔL=0→F=k·ΔL→ F=kA     (1) 
Όταν το σώμα βρίσκεται σε απομάκρυνση x από τη θέση ισορροπίας τότε: 
ΣF=F−k(ΔL+x) (1)⎯⎯→  ΣF=kΔL−kΔL−kx→ΣF=−kx, άρα η σταθερά επαναφοράς είναι D=k.  
Σωστό είναι το (α) 
 
ΙΙ. Για το έργο της F γράφουμε το ΘΜΚΕ με ΔΚ=0, από τη θέση εκκίνησης του σώματος στο άκρο 
του φυσικού μήκους του ελατηρίου, μέχρι να σταματήσει στην οποία η επιμήκυνση θα είναι 2Α.  
WF + Wελ=ΔΚ→WF+ (Uελ,αρ−Uελ,τελ)=0→ WF + 0 − ½k(2Α)2=0→WF=2kA2 (1)⎯⎯→ WF=2F2/k   
Σωστό είναι το (γ) 
 
ΙΙΙ. Το σώμα ακινητοποιείται για πρώτη φορά (υ=0) τη χρονική στιγμή t1=Τ/2=π m/k. Μετά 
καταργείται η δύναμη, F και στη συνέχεια κάνει νέες ΑΑΤ με θέση ισορροπίας το άκρο του φυσικού 
μήκους, πλάτος 2Α, αλλά με την ίδια περίοδο, Τ αφού ούτε η σταθερά k ούτε η μάζα έχουν αλλάξει. 
Για να επανέλθει στο φυσικό μήκος του ελατηρίου θέλει χρόνο Δt=Τ/4=0,5π m/k. Άρα φτάνει στο 
άκρο του φυσικού μήκους (x′=0) τη χρονική στιγμή t2 
t2=t1+Δt= π m/k + 0,5π m/k→ t2=1,5π m/k            Σωστό είναι το (γ) 
 
IV. Tη χρονική στιγμή t3=2π m/k=t2+0,5π m/k= t2+Τ/4 το σώμα σταματάει στο νέο πλάτος του 
που είναι πλέον 2Α, δηλαδή στη θέση x′=−2Α. Άρα θα έχει διανύσει συνολικά διάστημα  
s=2Α +2Α +2Α=6Α.  Άρα s=6A→ s=6F/k   Σωστό είναι το (β) 
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Β.1.22 Κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k έχει το ένα άκρο του 
στερεωμένο στο έδαφος και στο ελεύθερο άκρο του φέρει 
συνδεδεμένο σώμα μάζας m2=2m. Πάνω στο σώμα m2 είναι 
τοποθετημένο άλλο σώμα μάζας m1=m.  
Ι. Το σύστημα μπαίνει σε κατακόρυφες ταλαντώσεις πλάτους Α 
χωρίς το σώμα m1 να αναπηδάει πάνω στο m2. Η ενέργεια 
ταλάντωσης του σώματος m1 είναι ίση με: 
 

α. kΑ2/2                     β. kΑ2/3                    γ. kΑ2/6 
 
ΙΙ. Για ποιες τιμές της απομάκρυνσης x από τη θέση ισορροπίας του συστήματος είναι δυνατή η 
ταλάντωση χωρίς το σώμα m1 να χάνει την επαφή του με το m2. 
 
 
Απάντηση: 
 
I. Το σύστημα των δύο σωμάτων κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς k, πλάτος Α και περίοδο, Τ. 
Το κάθε σώμα κάνει ΑΑΤ με ίδιο πλάτος Α και ίδια γωνιακή συχνότητα, ω. Όμως η σταθερά 
επαναφοράς των ταλαντώσεων του κάθε σώματος δεν είναι ίδια διότι δεν είναι ίδια και η 
συνισταμένη δύναμη που δρα στο καθένα από αυτά. Υποθέτω ότι η σταθερά επαναφοράς των ΑΑΤ 
του σώματος m1 είναι D1. Τότε: 
 
Για την  ΑΑΤ του συστήματος των δύο σωμάτων: k=(m1+m2)ω

2         (1) 
Για την  ΑΑT μόνο του m1:        D1=m1ω

2                                              (2) 
 

Από (1) και (2) έχουμε:  m1+m2

k
=m1

D1
→D1=

m1k
m1+m2

→ D1 = k
3
 

Άρα η ενέργεια των ΑΑΤ του σώματος  m1  θα είναι: Ε1= D1
2A2

2
=kA2

6
     Σωστό είναι το (γ) 

II. Στο σώμα m1 ασκούνται το βάρος του w1=m1g και η δύναμη στήριξης Ν, από το σώμα m2. Ως 
θετική ορίζεται η φορά προς τα πάνω. Το σώμα m1 κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς 
D1=m1k/(m1+m2). Άρα: 
 
ΣF1=−D1·x→N−m1g=−D1x→ N=m1g−D1x.  

Για να μην χάνεται η επαφή θα πρέπει Ν>0→ m1g−D1x>0→x<m1g
D1

→ x1<
(m1+m2)g

k
→x1<

3mg
k

 

Συνεπώς και το πλάτος της ταλάντωσης πρέπει να είναι μικρότερο από 3mg/k. 
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Β.1.23 Οριζόντιο ελατήριο σταθεράς k στηρίζεται με το ένα 
άκρο του σε ακλόνητο σημείο ενώ στο άλλο άκρο έχει 
συνδεδεμένο σώμα μάζας Μ και πάνω σε αυτό είναι 
τοποθετημένο άλλο σώμα μάζας m. Το σύστημα 
ταλαντώνεται οριζόντια με πλάτος Α. Για να μην ολισθαίνει 
το σώμα m πάνω στο Μ θα πρέπει ο μεταξύ του συντελεστής 
μέγιστης στατικής τριβής  να είναι 
 

α. μ ≥kΑ
Μgσ               β. μσ≥ kΑ

(Μ+m)g
              γ. μ≥kΑ

mg
 

 
 
Απάντηση 
 
Το σύστημα των δύο σωμάτων κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς k, πλάτος Α και περίοδο, Τ. Το 
κάθε σώμα κάνει ΑΑΤ με ίδιο πλάτος Α και ίδια γωνιακή συχνότητα, ω. Όμως η σταθερά 
επαναφοράς των ταλαντώσεων του κάθε σώματος δεν είναι ίδια διότι δεν είναι ίδια και η 
συνισταμένη δύναμη που δρα στο καθένα από αυτά. Υποθέτω ότι η σταθερά επαναφοράς των ΑΑΤ 
του σώματος m είναι D1. Τότε: 
 
Για την  ΑΑΤ του συστήματος των δύο σωμάτων: k=(m+Μ)ω2         (1) 
Για την  ΑΑT μόνο του m:        D1=mω2                                              (2) 
 
Από (1) και (2) έχουμε:  m+Μ

k
= m

D1
→D1=

mk
m+Μ

       (3) 

 
Το σώμα m δέχεται στον οριζόντιο άξονα μόνο της δύναμη της στατικής τριβής Τ που είναι και η 
δύναμη επαναφοράς του και συνεπώς θα έχει φορά προς τη θέση ισορροπίας. Αν πάρω μια τυχαία 
θετική απομάκρυνση, x προς τα δεξιά, η Τ θα έχει φορά προς τα αριστερά. 
 
ΣF=−D1x→ −T=−D1x→ T=D1x   (4) 
Για να μην ολισθαίνει το m πάνω στο Μ θα πρέπει η δύναμη της στατικής τριβής Τ να μην 
υπερβαίνει τη μέγιστη τιμή της, δηλαδή την οριακή τριβή που είναι Τmax=μσΝ=μσmg, όπου μσ ο 
συντελεστής μέγιστης στατικής τριβής. Άρα: 
 
Τ≤Τmax→T≤ μσmg         (5) 
 

Από (4)(5)→ D1x≤ μσmg → mk
m+Μ

x ≤ μσmg→μσ≥ kx
(Μ+m)g

 (max)x A=⎯⎯⎯→  μσ≥ kΑ
(Μ+m)g

  ⎯

Σωστό είναι το (β) 
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Β.1.24 Ελατήριο σταθεράς k κρέμεται από ακλόνητο σημείο και 
φέρει δύο σώματα με μάζες M και m συνδεδεμένα με νήμα. Το 
σύστημα κάνει ΑΑΤ. Για να μην τσαλακώνει το νήμα, η μέγιστη 
επιμήκυνση  του ελατηρίου δεν θα πρέπει να υπερβαίνει την τιμή 
 

α. mg
k

             β.  (M+m)g
k

              γ.  2 mg
k

          δ. 2(M+m)g
k

 

 
 
Απάντηση:  
 
Απομακρύνουμε το σύστημα από τη θέση ισορροπίας και το 
αφήνουμε ελεύθερο να κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς k και 
γωνιακή συχνότητα, ω. Αν το νήμα δεν τσαλακώνει, το σώμα m κάνει επίσης ΑΑΤ με την ίδια 
συχνότητα και σταθερά D1. 
 
Για την  ΑΑΤ του συστήματος των δύο σωμάτων: k=(m+Μ)ω2         (1) 
Για την  ΑΑT μόνο του m:        D1=mω2                                              (2) 
 
Από (1) και (2) έχουμε:  m+Μ

k
= m

D1
→D1=

mk
m+Μ

       (3) 

 
Mε θετική τη φορά προς τα πάνω όταν φτάνει σε τυχαία απομάκρυνση, x πάνω από τη θέση 
ισορροπίας πρέπει: 
 
ΣF=−D1x→ T−mg=−D1x→ T=mg−D1x   (4) 

Για να είναι το νήμα τεντωμένο πρέπει T≥0→ mg−D1x  ≥0→x ≤ mg
D1

 (1)⎯→  x ≤ (M+m)g
k

 ⎯

Όμως στη θέση ισορροπίας (x=0) η επιμήκυνση του ελατηρίου είναι d: 
ΣF=0→ kd−(M+m)g=0→ d=(M+m)g

k
 

Άρα η συνολική επιμήκυνση πρέπει να είναι d+x≤ 2 (M+m)g
k

 δηλαδή να μην υπερβαίνει την τιμή 

2(Μ+m(g/k.  
 
Σωστό είναι το (δ). 
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B.1.25 Λείο κεκλιμένο επίπεδο έχει γωνία κλίσης, φ. Στα σημεία 
Α και Β στερεώνουμε τα άκρα δύο ιδανικών ελατηρίων με 
σταθερές k1 και k2 αντίστοιχα. Στα ελεύθερα άκρα των 
ελατηρίων, δένουμε σώμα Σ1, μάζας M και το κρατάμε στη θέση 
όπου τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους μήκος (όπως φαίνεται 
στο σχήμα). Τη χρονική στιγμή t0=0 αφήνουμε το σώμα Σ1 
ελεύθερο. Ως θετική θεωρούμε τη φορά από το Β προς το Α. 
I. Να αποδείξετε ότι το σώμα Σ1 εκτελεί απλή αρμονική 
ταλάντωση με σταθερά επαναφοράς: 
 
α. D=k1+k2    β.D=|k1−k2|    γ. D= ½ (k1+k2)       δ. D=k1k2/(k1+k2) 
 
II. Κάποια χρονική στιγμή που το σώμα Σ1 βρίσκεται στην αρχική του θέση, τοποθετούμε πάνω 
του (χωρίς αρχική ταχύτητα) ένα άλλο σώμα Σ2 μικρών διαστάσεων μάζας m. Να βρείτε τον 
ελάχιστο συντελεστή οριακής στατικής τριβής που πρέπει να υπάρχει μεταξύ των σωμάτων Σ1 και 
Σ2, ώστε το Σ2 να μην ολισθαίνει σε σχέση με το Σ1.  
 
Απάντηση: 
 
Ι. Στη θέση ισορροπίας τα ελατήρια είναι παραμορφωμένα κατά d, σε σχέση με τα φυσικά τους 
μήκη. Το k1 συσπειρωμένο και το k2 ανοιγμένο με τις δυνάμεις του ελατηρίου F1=k1d και F2=k2d 
αντίστοιχα. 
ΣFx=0→ Mgημφ −F1−F2=0→ Mgημφ−k1d−k2d=0→ Μgημφ=(k1+k2)d       (1) 
Σε τυχαία θετική απομάκρυνση x οι δυνάμεις των ελατηρίων έχουν γίνει F1′=k1(d+x) και 
F2=k2(d+x). 
ΣFx=Mgημφ−F1′−F2′= Mgημφ− k1(d+x) − F2=k2(d+x) (1)⎯⎯→ΣFx=−(k1+k2)x,  
Άρα κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς D=k1+k2. Σωστό είναι το (α). 
 
ΙΙ.  Για την  ΑΑΤ του συστήματος των δύο σωμάτων με 
γωνιακή συχνότητα ω, η σταθερά επαναφοράς ισχύει                                                        
D=(m+Μ)ω2→ k1+k2=(m+Μ)ω2            (2) 
Για την  ΑΑT μόνο του Σ2, μάζας m η σταθερά είναι:  
D2=mω2                                                  (3) 
 

Από (2) και (3) έχουμε:  m+Μ
k1+k2

= m
D2
→D2=

m(k1+k2)
m+Μ

       (4) 

 
Το m+Μ ισορροπεί πιο χαμηλά από την αρχική θέση των 
φυσικών μηκών κατά x=Α που είναι και το πλάτος της ΑΑΤ 
του συστήματος: ΣFx=0→ ( M+m)gημφ−k1Α−k2Α=0→Α=(Μ+m)gημφ

k1+k2
  (5) 

Το m κάνει ΑΑΤ  υπό την επίδραση των δυνάμεων wx=mgημφ και της στατικής τριβής, Τ. ¨Αρα 
ΣF2=−D2x 
ΣF2=mgημφ−Τ→ −D2x = mgημφ−Τ→ Τ=mgημφ+D2x x A=+⎯⎯⎯→ Tmax= mgημφ+D2A (4),(5)⎯⎯⎯→  
Tmax=2mgημφ (6)     
 
Όμως για να μην ολισθαίνει πρέπει Τmax≤Τορ→Τmax≤μσΝ→2mgημφ≤μσmgσυνφ→ μσ≥2εφφ    
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Β.1.26 Τα δύο σώματα με μάζες m1=m και m2=3m εφάπτονται 
χωρίς να είναι συνδεδεμένα, αλλά το m1 είναι δεμένο στο 
ελατήριο σταθεράς k. Συσπειρώνουμε όλο το σύστημα κατά 
x=Α από τη θέση ισορροπίας και το αφήνουμε ελεύθερο να 
κάνει ΑΑΤ.  
Ι. Το σώμα m2 αποχωρίζεται από το σώμα m1 στη θέση: 
α. x=+Α              β. x=0                 γ. x=−Α           δ. x=Α/3 
ΙΙ.  Μετά τον αποχωρισμό το σώμα m1 κάνει νέες ΑΑΤ με 
πλάτος:    
                    α. Α′=Α                  β. Α′=Α/2                  γ. Α′=2Α 
 
Απάντηση: 
 
Ι. Το σύστημα ελατηρίου και δύο σωμάτων κάνει ΑΑΤ με σταθερά k και γωνιακή συχνότητα, ω. 
Το σώμα m2=3m, μέχρι να αποχωριστεί από το m1, κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς D2 και ίδια 
συχνότητα, ω.  
k=(m1+m2)ω

2→ k=4mω2 
D2=m2ω

2→ D2=3mω2                Άρα D2=3k/4 
To σώμα m2 δέχεται τη δύναμη επαφής F από το m. Αυτή παίζει και το ρόλο της δύναμης 
ΣF=−D2x→F=−D2x→ F=−3kx/4. 
Όταν τα σώματα αποχωριστούν η δύναμη F μηδενίζεται άρα 3kx/4=0→ x=0. Συνεπώς ο 
αποχωρισμός γίνεται στη θέση x=0 και σωστό είναι το (β). 
 

ΙΙ. Το σύστημα m1+m2 φτάνει στη θέση x=0 με ταχύτητα:   υ0=Αω=Α k/4m = Α
2

k/m           (1) 

Μετά τον αποχωρισμό στη θέση x=0 η ταχύτητα του m1 θα είναι ίδια αλλά το πλάτος θα είναι Α′ 
και η γωνιακή συχνότητα, ω′. 
υ0=Α′ω′=Α′ k/m             (2)                Από (1) και (2)→ Α′=Α/2   και σωστό είναι το (β). 
 
Β.1.27 Yλικό σημείο κάνει ΑΑΤ με πλάτος Α και σταθερά επαναφοράς D. H απόλυτη 
μέγιστη τιμή του ρυθμού μεταβολής της κινητικής ενέργειας είναι 

α.  |dK/dt|max=
DA2ω

8                            β. |dK/dt|max =
DA2ω

2                    γ.  |dK/dt|max =
DA2ω

4  

 
Απάντηση: 
 
Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας ισούται με  την ισχύ της δύναμης επαναφοράς, 
ΣF= −Dx.   

 dΚ
dt

 = dΣW
dt  = ΣF·dx

dt
 = ΣF·υ=−Dxυ=−DAημ(ωt+φ0)·Αωσυν(ωt+φ0)→ 

dΚ
dt

= − 1
2
DA2ω· 2 ημ(ωt+φ0)συν(ωt+φ0) →   dΚ

dt
= − 1

2
DA2ω·ημ2(ωt+φ0)  

Άρα:     |dΚ
dt

|max=
DA2ω

2                   Σωστό το (β) 

 
Όταν |ημ2(ωt+φ0)|=1→ 2(ωt+φ0)=κπ+π/2→ (ωt+φ0)= κπ/2 + π/4 
x=Αημ(ωt+φ0)=Αημ(κπ/2 + π/4)=±Ασυνπ/4→ x=±Α 2/2 
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Β.1.28 Οριζόντιο ελατήριο σταθεράς k φέρει στο ελεύθερο άκρο του σώμα μάζας m1=m και κάνει 
αμείωτες ΑΑΤ σε λείο οριζόντιο επίπεδο με περίοδο, 
Τ, πλάτος, Α, και μέγιστη ταχύτητα υ0. Κάποια στιγμή 
που φτάνει στη μέγιστη θετική απομάκρυνση 
σφηνώνεται μέσα του άλλο σώμα μάζας m2=m με 
ταχύτητα μέτρου υ0 το οποίο κινείται οριζόντια και με 
φορά προς της θέση ισορροπίας του m1. Μετά την 
πλαστική κρούση το συσσωμάτωμα κάνει νέες ΑΑΤ. 
Το πλάτος της νέας ταλάντωσης είναι: 
 

α. Α                   β. Α/2                      γ. Α 3/2                       δ. Α 3 
 
Απάντηση: 
 
Όταν το σώμα m1 φτάνει στη μέγιστη απομάκρυνση έχει μηδενική ταχύτητα. Γράφω την ΑΔΟ για 
την πλαστική κρούση: 
m2υ0=(m1+m2)V→ V= ½υ0= ½Aω= ½Α k/m  
Γράφω την ΑΔΕ ταλαντωτή μετά τη κρούση, όπου το συσσωμάτωμα 2m έχει ταχύτητα V και 
απομάκρυνση από την ίδια θέση ισορροπίας x=Α. Η νέα ταλάντωση θα έχει πλάτος Α′. 
 

Ε1=Ε2→ ½kx2 + ½2mV2= ½kA′2→ 1
2
 kA2 + mkΑ2

4m
 = 1

2
 kA′2→ 3

2
 kΑ2=1

2
 kA′2→Α′=Α 3  

Άρα σωστό είναι το (δ). 
 
B.1.29 Οριζόντιο ελατήριο σταθεράς k φέρει στο ελεύθερο 
άκρο του σώμα μάζας m1=m και κάνει αμείωτες ΑΑΤ σε 
λείο οριζόντιο επίπεδο με μέγιστη ταχύτητα, υ0, και 
ενέργεια, Ε. Κάποια στιγμή που περνάει από τη θέση 
εκείνη στην οποία το μέτρο της ταχύτητας είναι ίσο με 
υ1=υ0/2 πέφτει πάνω του κατακόρυφα δεύτερο σώμα μάζας 
m2=m/2 και ενσωματώνεται με το πρώτο. Μετά την 
πλαστική κρούση το συσσωμάτωμα κάνει νέες 
ταλαντώσεις με ενέργεια Ε′. Η νέα ενέργεια είναι: 
 

α. Ε′= Ε/3             β. Ε′= 11Ε/12,              γ. Ε′=3Ε/4,               δ. Ε′=11Ε/24 
 
 
Απάντηση: 
 
Στη θέση x1, το σώμα m1 έχει ταχύτητα υ1=υ0/2 και συγκρούεται πλαστικά με το σώμα m2 που 
πέφτει κατακόρυφα πάνω του. Γράφουμε την ΑΔΟ στον άξονα x κατά την κρούση για να 
υπολογίσουμε την ταχύτητα V του συσσωματώματος μετά την κρούση: 
 

m1υ1=(m1+m2)V→ mυ0

2
 = 3m

2
V→ V=υ0/3             (1) 
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Μετά την κρούση το συσσωμάτωμα συνεχίζει τις ΑΑΤ με ενέργεια Ε′. Γράφουμε την ΑΔΕ 
ταλαντωτή για την κάθε ταλάντωση με την προϋπόθεση ότι μόλις πριν και αμέσως μετά την 
κρούση ο ταλαντωτής βρίσκεται στην ίδια απομάκρυνση, x1.: 
 
1
2
kx1

2+ 1
2
 m (υ0

2
)2 = Ε        (2) 

 1
2
kx1

2 + 1
2
 3m

2
 (υ0

3
)2= Ε′     (3)     Από (2)(3)→Ε−Ε′=mυ0

2

24
→ Ε−Ε′= Ε

12
→ Ε′=11Ε

12
     Σωστό το (β) 

 
Β.1.30 Δίσκος μάζας m1=m είναι 
συνδεδεμένος με κατακόρυφο 
ελατήριο σταθεράς k και 
ισορροπεί, Πάνω από το δίσκο και 
σε ύψος h=mg/k αφήνουμε σώμα 
μάζας m2=m να πέσει στο δίσκο. 
Η κρούση είναι πλαστική και το 
συσσωμάτωμα εκτελεί ΑΑΤ με 
πλάτος Α που είναι: 
 
 α. Α=h                β. Α=2h                
 γ. Α=4h              δ. Α=h 2 
 
 
Απάντηση:   
Το m1 πέφτει από ύψος h και φτάνει στο δίσκο με ταχύτητα υ. Από ΑΔΜΕ:  
 mgh=½mυ2→ υ= 2gh   (1)  
Το m1 κάνει κρούση πλαστική με το m2. Γράφουμε την ΑΔΟ:            

 m1υ=(m1+m2)V→V=υ
2
 = 2gh

2
     (2) 

  
Ο δίσκος m2 ισορροπεί στη θέση (Κ) όπου το ελατήριο έχει συσπείρωση d. Mετά την κρούση το 
συσσωμάτωμα m1+m2 κάνει ΑΑΤ με θέση ισορροπίας την (Ο) που είναι χαμηλότερα από τη θέση 
(Κ) κατά x1. Γράφω συνθήκες ισορροπίας στα (Κ) και (Ο) και βρίσκω τα d και x1. 
 
ΣF(K)=0→m2g−kd=0→d=mg/k                       (3)    
ΣF(Ο)=0→(m1+m2)g−k(d+x1)=0→x1=mg/k→x1=h    (4) 
 
Γράφω ΑΔΕ για τις ΑΑΤ του συστήματος (m1+m2) − ελατήριο, k. 

Κ+U=E→1
2
(m1+m2)V

2+1
2
kx1

2=1
2
kA2→ mgh+kh2=kΑ2→ 2kh2=kΑ2→ Α=h 2     

 Σωστό (δ) 
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B.1.31 Δύο ελατήρια με σταθερές k1, k2 είναι οριζόντια και 
στερεωμένα σε ακλόνητα σημεία. Επιμηκύνουμε τα ελατήρια και 
συνδέουμε μεταξύ τους σώμα Σ που μπορεί να κινείται σε 
οριζόντιο επίπεδο χωρίς τριβές. Το σύστημα αρχικά ισορροπεί. 
Απομακρύνουμε το σώμα από τη θέση ισορροπίας και το αφήνουμε 
ελεύθερο να ταλαντωθεί. Δείξτε ότι οι ταλαντώσεις είναι απλές 
αρμονικές και η σταθερά επαναφοράς, D, ίση με 

α. D=k1+k2                    β. D=|k1−k2|            γ. D= k1k2

k1+k2
 

 
Απάντηση 
 
Το σώμα ισορροπεί με τα ελατήρια να είναι ανοιγμένα κατά d1 και d2 αντίστοιχα. Το σώμα 
δέχεται δύο αντίθετες δυνάμεις από τα ελατήρια, τις F1=k1d1 και F2=k2d2. 
ΣF=0→ F2−F1=0→ k2d2=k1d1   (1) 
Θεωρούμε ως θετική τη φορά προς τα δεξιά. Σε μια τυχαία θετική απομάκρυνση, x, (x<d2) το 
σώμα δέχεται από τα ελατήρια τις δυνάμεις F1′ και F2′. Και τα δύο ελατήρια είναι ανοιγμένα To 
k1 είναι ανοιγμένο προς τα δεξιά κατά d1+x  και ασκεί δύναμη προς τα αριστερά, μέτρου 
F1′=k1(d1+x). Το ελατήριο k2 είναι ανοιγμένο προς τα αριστερά κατά d2−x και ασκεί δύναμη προς 
τα δεξιά μέτρου  F2′=k2(d2−x). 
  
ΣF= F2′−F1′= k2(d2−x) − k1(d1+x) =k2d2−k2x−k1d1−k1x (1)⎯⎯→  ΣF=−(k1+k2)x→D=k1+k2.       (α) 
 
Β1.32 Το σύστημα των δύο ελατηρίων που φαίνεται στο σχήμα έχει 
σταθερές k1,k2 με k2=3k1. Το κάθε ελατήριο φέρει δεμένο σώμα μάζας 
m1 και m2 με m2=3m1. Το σύστημα αρχικά ισορροπεί με τα ελατήρια 
να είναι στα φυσικά τους μήκη. Απομακρύνουμε το m1 προς τα 
αριστερά κατά Α από τη θέση ισορροπίας και το αφήνουμε ελεύθερο. 
Το m1 συγκρούεται με το m2 πλαστικά και μετά την κρούση το 
συσσωμάτωμα κάνει νέες ΑΑΤ με πλάτος Α′. Η σχέση των πλατών 
είναι: 
α. Α′=Α               β. Α′=Α/2                   γ. Α′=Α/3                  δ. Α′=Α/4 
 
 
Απάντηση 

Το σύστημα (k1, m1) φτάνει στη θέση ισορροπίας με ταχύτητα υ1=Αω1=Α  k1

m1
       (1) 

Μετά την πλαστική κρούση το συσσωμάτωμα έχει ταχύτητα V που υπολογίζεται από την Α.Δ.Ο. 

pπρο=pμετα→ m1υ1=(m1+m2)V→V=
υ1

4              (2) 

Η θέση ισορροπίας του (m1+m2) είναι  η ίδια, η σταθερά επαναφοράς των ΑΑΤ είναι k1+k2 και η 
ταχύτητα V γίνεται η μέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης αυτού: 

V=A′ω2=Α′  k1+k2

m1+m2
=Α′  4k1

4m1
 → V=A′  k1

m1
     (3)        

 
Από (1)(2)(3)→ Α′=Α/4                Σωστό είναι το (δ) 
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Β.1.33 Ένα σώμα μάζας m=2kg, είναι δεμένο στο άκρο ενός 
κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k1=200Ν/m. 
Κάτω από το σώμα υπάρχει άλλο κατακόρυφο ελατήριο 
σταθεράς k2=600Ν/m η άκρη του οποίου εφάπτεται στη 
βάση του σώματος χωρίς όμως να είναι συνδεδεμένη με 
αυτή. Απομακρύνουμε το σώμα κατακόρυφα προς τα πάνω 
από τη θέση ισορροπίας του μέχρι το ελατήριο k1 να 
συσπειρωθεί κατά 0,1m από το φυσικό του μήκος. 
Αφήνουμε το σώμα ελεύθερο τη χρονική στιγμή t0=0 χωρίς 
ταχύτητα. Όταν το σώμα συναντά το άκρο του ελατηρίου k2, 
δεν παρατηρούνται απώλειες ενέργειας και  το σώμα δεν 
συνδέεται στο ελατήριο αυτό. Το σώμα θα επανέλθει στην αρχική θέση που ήταν τη χρονική 
στιγμή t0=0, μετά από χρονικό διάστημα 
 
α. Δt=0,2πs                       β. Δt=0,25πs                      γ. Δt=0,4πs                            δ. Δt=0,15πs 
 
Απάντηση: 
 
Στη θέση ισορροπίας το ελατήριο k1 είναι ανοιγμένο κατά d1=mg/k1=0,1m. προκαλώντας 
συσπείρωση κατά 0,1m από το φυσικό μήκος το πλάτος της ΑΑΤ γίνεται Α=0,2m. Όταν 
επανέρχεται στη θέση ισορροπία έχει παρέλθει χρόνος: 
 

 t1=
Τ1

4
=

2π m/k1

4 = π
20

 s 

Στη συνέχεια το σώμα κάνει νέα ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς D=k1+k2=800N/m και 

περίοδο Τ2=2π m/D= π
10

 s 

 Μέχρι να σταματήσει εκ νέου έχει παρέλθει χρόνος t2= Τ
4

= π
40

 s 

Στην επιστροφή και μέχρι να φτάσει πάλι στην αρχική θέση ισορροπίας ο χρόνος που 

χρειάζεται είναι και πάλι t3=t2=
π
40

s 

Τέλος, για να επανέλθει στο σημείο που ξεκίνησε χρειάζεται χρόνο:   t4=t1= Τ1

4
= π

20
s 

O συνολικός χρόνος κίνησης είναι t=t1+t2+t3+t4=( π
20

 +  π
40

+ π
40

 + π
20

)s=6π
40

s→ t=0,15s 

Σωστό είναι το (δ) 
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Β.1.34  Δύο σώματα με μάζες 
m1=m2=m είναι καλά 
συνδεδεμένα στα άκρα 
ελατηρίου σταθεράς k και το 
σύστημα ηρεμεί σε κατακόρυφη 
θέση με το σώμα m2 να είναι σε 
επαφή με το ακλόνητο έδαφος. 
Από ύψος h πάνω από το σώμα 
m1 αφήνουμε ένα τρίτο σώμα 
μάζας m3=m που πέφτει και 
κάνει πλαστική κρούση με το 
m1. Μετά την κρούση το 
συσσωμάτωμα m1+m3 κάνει 
κατακόρυφες ΑΑΤ.  
Ι. Οι τιμές του πλάτους Α της ΑΑΤ για να μη χάνει το σώμα m2 την επαφή του με το έδαφος είναι: 

 
α. Α≥mg/k                           β. Α≥2mg/k                        γ. Α≥3mg/k 

 
ΙΙ. Οι τιμές του ύψος h για να μη χάνει το σώμα m2 την επαφή του με το έδαφος είναι: 
 

α.  h≥3mg/k                              β. h≥5mg/k                                        γ. h≥10mg/k 
 
Απάντηση 
 
Ι. Το σώμα m3 πέφτει από ύψος h και φτάνει στο m1 με ταχύτητα, υ:  m3gh= ½m3υ

2→ υ= 2gh   (1) 
Η κρούση που ακολουθεί είναι πλαστική οπότε από την ΑΔΟ: 
m3υ=(m1+m3)V→ V=υ/2       (2) 
 
Η αρχική συσπείρωση του ελατηρίου είναι d:    ΣF=0→ m1g=kd→ d=mg/k           (3) 
 
Μετά την κρούση το συσσωμάτωμα κάνει ΑΑΤ με θέση ισορροπίας ( x=0) χαμηλότερα κατά x=s 
από το σημείο κρούσης: ΣF′=0→ (m1+m3)g−k(d+s)=0→ 2mg=k(d+s) (3)⎯⎯→ s=mg/k        (4)  
 
Για να χάσει το σώμα m2 την επαφή του με το έδαφος πρέπει στην επαναφορά η επιμήκυνση του 
ελατηρίου, L, να είναι τέτοια ώστε η δύναμη του ελατηρίου Fελ να είναι ικανή να σηκώσει το σώμα 
από το έδαφος. Επειδή και το m2 ισορροπεί: 
 ΣF2=0→ N2+Fελ−w2=0→ Ν2=w2−Fελ

Για να εγκαταλείψει το έδαφος πρέπει:    Ν2≤0→ m2g≤kL→ L≥m2g/k→ L≥mg/k            (5) 
Άλλα το πλάτος της ταλάντωσης, Α, όπως φαίνεται στο σχήμα είναι: 
 
 Α=d+s+L (3,4,5)⎯⎯⎯→Α≥(mg/k + mg/k + mg/k)→A≥3mg/k     (6)           Σωστό είναι το (γ) 
 
ΙΙ. Από την ΑΔΕτ για την ΑΑΤ , μετά την κρούση έχουμε:  

Ε=Κ+U→ ½kA2= ½ks2 + ½(m1+m3)V
2→ kA2=ks2+ 2mυ2

4
 (1,4)⎯⎯→ mgh=kΑ2+ m

2g2

k
 → ⎯

h= kΑ
2+m2g2/k

mg
(6)⎯⎯→ h≥10m2g2

kmg
 → h≥10mg/k          Σωστό είναι το (γ) 
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2. ΦΘΙΝΟΥΣΕΣ ΚΑΙ ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 
 
B.2.1 Σε μια φθίνουσα ταλάντωση στην οποία η δύναμη απόσβεσης είναι της μορφής Fαν=−bυ,  
Α. Ποια είναι η σχέση που συνδέει την απομάκρυνση, x, την ταχύτητα, υ και την επιτάχυνση, α;   
Β. Γίνεται το μέτρο της ταχύτητας μέγιστο στη θέση x=0; 
Γ. Ισχύει η σχέση α=−ω2x; 
Δ. Ποιος είναι ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας; 
Ε. μεταβολής της δυναμικής ενέργειας; 
Στ. Ποιος είναι ο στιγμιαίος ρυθμός απώλειας ενέργειας. 
 
 
Απάντηση 
 
Α. Ένα υλικό σημείο που κάνει φθίνουσα ταλάντωση, δέχεται τη δύναμη επαναφοράς Fεπ=−Dx και 
τη δύναμη απόσβεσης Fαν=−bυ. Ισχύει: 
ΣF=mα→ Fεπ+ Fαν=mα→ −Dx − bυ=mα       (1) 
 
Β. Όχι. Επειδή α=dυ/dt η ταχύτητα γίνεται μέγιστη στη θέση που μηδενίζεται η επιτάχυνση. Όμως 

όταν α=0 (1)⎯⎯→−Dx − bυ=0→x=−bυmax
D  ≠ 0.            

Γ. Η σχέση α=−ω2x δεν ισχύει. Αυτή παράγεται από τη σχέση που ισχύει στις αμέιωτες ΑΑΤ 
ΣF=mα→ −Dx=mα→ −mω2x=mα→α=−ω2x. Στις φθίνουσες όμως ισχύει: −Dx − bυ=mα (βλέπε 1) 
 
Δ. Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας σε κάθε κίνηση ισούται με την ισχύ της 
συνισταμένης δύναμης. Άρα 
 
dΚ
dt

 = ΣdW
dt

= ΣF· dx
dt
=ΣF·υ=mα·υ→ dΚ

dt
=mαυ         (2) 

 
Ε. Η δυναμική ενέργεια οφείλεται στη δράση συντηρητικής δύναμης. Στην κίνηση αυτή η 
συντηρητική δύναμη είναι η δύναμη επαναφοράς. Το έργο της ισούται με το αντίθετο της 
μεταβολής της δυναμικής ενέργειας.        ΣWσυντ=Uαρχ−Uτελ→ ΣWσυντ=−ΔU→WFεπ = −ΔU. 
Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας ισούται με το αντίθετο της ισχύος της 
δύναμης επαναφοράς 
dU
dt

 =d WFεπ
dt  =−PFεπ=−Fεπ·υ=−(−Dx)·υ → dU

dt
= Dxυ       (3) 

 
Στ. Ο στιγμιαίος ρυθμός απώλειας ενέργειας λόγω της δύναμης απόσβεσης είναι η ισχύς της 
δύναμης απόσβεσης: 
 

 dWαπ
dt

 = PFαν=Fαν·υ=−bυ·υ=−bυ2→ dWαπ
dt

 = −bυ2           (4) 

Φυσικά ισούται με το άθροισμα των στιγμιαίων ρυθμών μεταβολής κινητικής και δυναμικής 
ενέργειας: 
 
dWαπ

dt
 = dΚ

dt
 + dU

dt
 → −bυ2= mαυ+ Dxυ           (5) 

Αν απλοποιηθεί η υ η σχέση (5) καταλήγει στην (1). 
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Β.2.2 Σε μια φθίνουσα ταλάντωση το πλάτος μειώνεται σύμφωνα με τη σχέση Α=Α0e
−Λt, όπου Α0 

το πλάτος της ταλάντωσης τη χρονική στιγμή t0=0. Σε χρόνο μιας περιόδου το πλάτος της 
ταλάντωσης γίνεται  ½Α0. Στο τέλος της τρίτης περιόδου: 
Ι.   το πλάτος θα είναι:        α. Α0/4          β. Α0/8            γ. Α0/16                  δ. Α0/2 
ΙΙ. το ποσοστό μεταβολής της ενέργειας του ταλαντωτή σε σχέση με την ενέργεια Ε0 τη χρονική 
στιγμή t=0 θα είναι:  

 
α. ΔΕ

Ε0
= − 1

64
                    β. ΔΕ

Ε0
= − 3

64
                   γ. ΔΕ

Ε0
= − 1

8
                      δ. ΔΕ

Ε0
= − 63

64
 

 
 
 Απάντηση 
   
Υπολογίσουμε πρώτα τη σταθερά , Λ. 

Ι. Α=Α0e
−Λt →Α0

2
=Α0 e

−ΛΤ → e−ΛΤ = 1
2
→ΛΤ=ln2→Λ=ln2

Τ
 

Για t=3Τ το πλάτος θα είναι: 

Α3= Α0e
−Λ3Τ→Α3=Α0e

−3ln2= Α0e
−ln8→Α3= Α0

8
                 Το σωστό είναι το (β) 

  

ΙΙ. Η αρχική ενέργεια είναι:  Ε0=
DA0

2

2
 . 

Η ενέργεια τη χρονική στιγμή t=3Τ θα είναι:  Ε3=
DΑ3

2

2
= DA0

2

2·64
=E0

64
 

Το ποσοστό μεταβολής της ενέργειας είναι:  ΔΕ
Ε0
=Ε3-Ε0

Ε0
→ ΔΕ

Ε0
 = − 63

64
                  Το σωστό είναι το (δ) 

 
 
Β.2.3 Σύστημα εκτελεί φθίνουσες ταλαντώσεις με περίοδο, Τ, υπό την επίδραση εξωτερικής 
δύναμης που δίνεται από τη σχέση F=−bυ, όπου b η σταθερά απόσβεσης. Το πλάτος της 
ταλάντωσης μειώνεται εκθετικά με το χρόνο.  Ο λόγος δύο διαδοχικών απομακρύνσεων (Αk/Αk+1)  
της ταλάντωσης προς την ίδια κατεύθυνση είναι:     
                   

α. Ak
Ak+1

=e−ΛΤ                          β.     Ak
Ak+1

=e2ΛΤ                      γ. Ak
Ak+1

=eΛΤ 

 
 
Απάντηση: 
 
Για k πλήθος ταλαντώσεων, το πλάτος είναι: Αk =Α0e

−ΛkΤ 
Για k+1 πλήθος ταλαντώσεων , το πλάτος είναι: Αk+1= Α0e

−Λ(k+1)Τ 
 
Ak

Ak+1
= Α0e

−ΛkΤ

 Α0e
−Λ(k+1)Τ =  e−ΛkΤ+ΛkΤ+ΛΤ→ Ak

Ak+1
= eΛΤ>1         Σωστό είναι το (γ) 
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Β.2.4 Σε μια φθίνουσα μηχανική ταλάντωση η περίοδος είναι Τ και η σχέση μεταβολής του 
πλάτους ως προς το χρόνο είναι Α=Α0e−Λt, όπου Λ σταθερό. Αν μετά από 18 πλήρεις αιωρήσεις 
το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται Α0/2. Αν γίνουν ακόμα 72 πλήρεις αιωρήσεις το πλάτος θα 
γίνει 

α. Α=Α0/16                          β. Α=Α0/32                        γ. Α=Α0/64 
 

 
Απάντηση 
 
Μετά από 18 πλήρεις αιωρήσεις σημαίνει σε χρόνο t1=18Τ, συνεπώς: 

Α=Α0e
−Λt →Α0

2
=Α0 e

−Λ18Τ → e−18ΛΤ = 1
2
→18ΛΤ=ln2→ΛΤ=ln2

18
 

Μετά από συνολικά 18+72=90 αιωρήσεις δηλαδή τη χρονική στιγμή t2=90Τ το πλάτος θα γίνει: 
 

Α= Α0e
−Λt2 = Α0e

−90ΛΤ= Α0e
−5ln2= Α0e

−ln25

= Α0e
−ln32= A0

32
→ A=A0/32      Σωστό είναι το (β) 

 
Β.2.5  Το πλάτος μιας φθίνουσα ταλάντωσης μειώνεται εκθετικά με το χρόνο σύμφωνα με τη σχέση 
Α=Α0e

−Λt. Τη χρονική στιγμή t=0 η ενέργεια είναι Ε0. Τη χρονική στιγμή t1=2·ln2/Λ η ενέργεια που 
έχει χάσει το σύστημα είναι 
 

α. 3Ε0/4                β. Ε0/16                  γ. 15Ε0/16                   δ. Ε0/32 
 
Απάντηση 
 
Η εκθετική μορφή της ενέργειας είναι:  Ε= ½DA2=½DA0

2·e−2Λt→ Ε=Ε0 e
−2Λt 

 

Για t=t1=2ln2/Λ η ενέργεια γίνεται Ε1=Ε0e
−2Λt1  =Ε0e

−4ln2=Ε0e
−ln16= Ε0 

1
16
→ Ε1=

Ε0

16
 

 

Άρα η απώλεια ενέργειας θα είναι: |ΔΕ|=|Ε1−Ε0|= 15Ε0

16
  Άρα σωστό είναι το (γ). 

 
 
Β.2.6 Σώμα μάζας m είναι δεμένο στην άκρη ελατηρίου σταθεράς k και 
κάνει εξαναγκασμένη ταλάντωση με μικρή αλλά όχι μηδενική απόσβεση, 
b. Η συχνότητα του διεγέρτη είναι fδ=f0, όπου f0 η ιδιοσυχνότητα του 

συστήματος (f0=
1
2π

.  k
m

). 

α. Το σύστημα είναι σε συντονισμό 
β. Το πλάτος της ταλάντωσης τείνει στο άπειρο 
γ. Για να έρθει το σύστημα σε συντονισμό πρέπει να μειώσουμε τη 
συχνότητα του διεγέρτη. 
δ. Για να έρθει το σύστημα σε συντονισμό πρέπει να αυξήσουμε τη συχνότητα του διεγέρτη. 
Ποια είναι η σωστή απάντηση; 
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Απάντηση 
 
¨Όταν η ταλάντωση έχει απόσβεση η συχνότητα αυτής ( δηλαδή της 
φθίνουσας) είναι λίγο μικρότερη από την ιδιοσυχνότητα του 
συστήματος ω= ω0

2-(b/2m)2. Συνεπώς για να συντονιστεί ένα τέτοιο 
σύστημα πρέπει η συχνότητα του διεγέρτη να γίνει ίση με την ω 
(ωδ=ω) και όχι με την ιδιοσυχνότητα, ω0= k/m 
Όσο η απόσβεση b είναι μεγαλύτερη τόσο ο συντονισμός προκύπτει 
για μικρότερες τιμές της συχνότητας του διεγέρτη ενώ το μέγιστο 
πλάτος μειώνεται ( βλέπε και γραφική παράσταση). 
Συνεπώς θα πρέπει να μειώσουμε τη συχνότητα του διεγέρτη από την 
τιμή f0=ω0/2π που είναι τώρα στην τιμή f=ω/2π για να δούμε συντονισμό, δηλαδή μεγιστοποίηση 
του πλάτους. Άρα σωστό είναι το (γ). 
 

Σημ: Στη γραφική παράσταση βλέπουμε τα πλάτη 
μιας εξαναγκασμένης ταλάντωσης για διαφορετικές 
τιμές απόσβεσης και το λόγο fδ/f0, δηλαδή της 
συχνότητας του διεγέρτη προς την ιδιοσυχνότητα του 
συστήματος. Το γράμμα (ζ) είναι το αντίστοιχο (b) 
δηλαδή ο συντελεστής απόσβεσης.  Για πολύ μεγάλες 
τιμές της σταθεράς ο συντονισμός δεν γίνεται 
αντιληπτός. 
 
 
 

 
Β.2.7 Σύστημα που αποτελείται από ιδανικό ελατήριο k και σώμα μάζας 
m εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση με την επίδραση διεγέρτη με μικρή 
σταθερά απόσβεσης. Οι τιμές της συχνότητας του διεγέρτη μπορούν 
κυμαίνονται από f1 έως f2. Πειραματιζόμενοι με τη συχνότητα του 
διεγέρτη παρατηρούμε ότι όσο την αυξάνουμε από f1 σε f2 τόσο μειώνεται 
το πλάτος της εξαναγκασμένης ταλάντωσης του συστήματος. Αν θέλουμε 
να φέρουμε το σύστημα σε συντονισμό, τότε πρέπει να: 
α. αυξήσουμε τη μάζα του σώματος. 
β. μειώσουμε τη μάζα του σώματος.  
γ. μειώσουμε τη σταθερά k του ελατηρίου 
 
Απάντηση: 
 
Αφού αυξάνοντας τη συχνότητα του διεγέρτη από f1 σε f2 το πλάτος μειώνεται, αυτό σημαίνει ότι η 
ιδιοσυχνότητα του συστήματος f0 είναι μικρότερη της τιμής f1 όπως φαίνεται και στη καμπύλη 
συντονισμού. Το σύστημα συντονίζεται όταν η συχνότητα fδ του διεγέρτη γίνει ίση με την 
συχνότητα της φθίνουσας ταλάντωσης που είναι λίγο μικρότερη της ιδιοσυχνότητας, f0 του 
συστήματος. Αφού όμως οι συχνότητες του διεγέρτη κυμαίνονται από f1 σε f2 μόνο, για να 

συντονίσουμε το σύστημα πρέπει να μεταβάλλουμε την ιδιοσυχνότητα, f0=
1
2π

 k
m

 και μάλιστα να 

την αυξήσουμε ώστε να πάρει τιμή κάπου ανάμεσα στις τιμές f1 και f2. Για να αυξήσουμε όμως την 
f0 πρέπει να μειώσουμε τη μάζα m του σώματος. Άρα σωστό είναι το (β).    
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Β.2.8  Απλός  αρμονικός  ταλαντωτής,  ελατήριο-μάζα,  με  σταθερά ελατηρίου k =100 N/m και 
μάζα  m = 1 kg εκτελεί  εξαναγκασμένη ταλάντωση  με  συχνότητα  διεγέρτη f1=(8/π)Hz. Αν  η  
συχνότητα  του διεγέρτη μειωθεί μέχρι την τιμή f2=3/π Ηz, τότε το πλάτος της ταλάντωσης 
α. μειώνεται συνεχώς                               β. αυξάνεται συνεχώς 
γ. αυξάνεται και μετά μειώνεται              δ. μειώνεται και μετά αυξάνεται 
 
Απάντηση: 
 
Η γωνιακή ιδιοσυχνότητα είναι ω0= k/m=10rad/s. Οι αντίστοιχες τιμές της γωνιακής 
συχνότητας του διεγέρτη είναι ω1=2πf1=16rad/s και ω2=2πf2=6rad/s. Η συχνότητα αυτή 
μεταβάλλεται από ω1 σε ω2. Άρα από ω1 μέχρι ω0 το πλάτος αυξάνεται μέχρι που γίνεται μέγιστο 
και μετά από ω0 έως ω2 μειώνεται και πάλι αφού απομακρύνεται από τη συχνότητα 
συντονισμού. Άρα σωστό είναι το (γ). 
 
Β.2.9 Διαθέτουμε τρία συστήματα μάζας − ελατηρίου. Το (1) με m1=m και k1=k το (2) με m2=m 
και k2=k/9 και το (3) με m3=9m και k3=4k. Ταλαντώνουμε και τα τρία συστήματα με τη ίδια 

διεγείρουσα δύναμη που έχει συχνότητα fδ= 1
6π

k
m

 και πολύ μικρή σταθερά απόσβεσης, b.   

 
Ι. Για τα πλάτη των τριών συστημάτων ισχύει: 
 

α. Α1=Α2=Α3          β. Α1>Α2>Α3               γ. Α3<Α1<Α2               δ. Α2>Α3>Α1 
 
ΙΙ. Ποιο από τα συστήματα ταλαντώνεται με τη μεγαλύτερη συχνότητα; 
 
 
Απάντηση 
 
Ι. Υπολογίζουμε τις ιδιοσυχνότητες των τριών συστημάτων. 

f1= 1
2π

 k
m

       

f2= 1
2π

  k
9m

 =  1
6π

k
m

             

f3= 1
2π

  4k
9m

 = 1
3π

k
m

         

 
Βλέπουμε ότι fδ=f2. Συνεπώς το σύστημα (2) συντονίζεται και θα έχει το μεγαλύτερο πλάτος. Από 
τα άλλα δύο συστήματα (1) και (3) που δεν συντονίζονται, μεγαλύτερο πλάτος θα έχει εκείνο του 
οποίου η ιδιοσυχνότητα είναι πλησιέστερα προς τη συχνότητα του διεγέρτη. Από τις τιμές που 
έχουμε υπολογίσει είναι φανερό ότι η f3 είναι πιο κοντά στην fδ απ’ ότι η f1. Άρα Α3>Α1. Συνεπώς η 
κατάταξη είναι: Α2>Α3>Α1. 
 
ΙΙ. Η συχνότητα της εξαναγκασμένης ταλάντωσης είναι η συχνότητα του διεγέρτη. Συνεπώς και τα 
τρία συστήματα ταλαντώνονται με την ίδια συχνότητα, fδ.  
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Β.2.10 Σε μια εξαναγκασμένη ταλάντωση η συχνότητα του διεγέρτη είναι fδ  και είναι ίση με 
fδ=2f0. Ο λόγος της μέγιστης δυναμικής προς τη μέγιστη κινητική ενέργεια της ταλάντωσης 
είναι: 

α. Umax
Kmax

 = 1
4
                  β.  Umax

Kmax
 = 1               γ.  Umax

Kmax
 = 1

2
                       δ. Umax

Kmax
 =4     

 
 
Απάντηση 
Η μέγιστη τιμή της κινητικής ενέργειας είναι:                           Κmax= 1

2
mυ0

2=1
2
m(Αωδ)2=1

2
mΑ2ωδ

2  

Η μέγιστη τιμής της δυναμικής ενέργειας ταλάντωσης είναι:    Umax= 1
2
DA2=1

2
mω0

2Α2 

Άρα:           Umax
Kmax

 = ω0
2

ωδ
2 =

ω0
2

4ω0
2 = 1

4
 →   Umax

Kmax
=1

4
       Σωστό είναι το (α) 

* Αν το σύστημα είναι σε συντονισμό τότε ωδ=ω0 και Umax/Kmax=1 
 
Β.2.11 Σώμα εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση. Η δύναμη απόσβεσης είναι η Fαν και η δύναμη 
του διεγέρτη Fδ· Αν η γωνιακή ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή είναι ω0 και η συχνότητα του 
διεγέρτη, ω, τότε σε μια τυχαία απομάκρυνση, x η σχέση που συνδέει τις Fαν και Fδ είναι 
 
α.  Fαν+Fδ=0,                          β. Fαν+Fδ=m(ω0

2−ω2)x                         γ. Fαν+Fδ= m(ω0
2−ω2)x2   

 
Υπό ποιες προϋποθέσεις ο ρυθμός ενέργειας που δίνει ο διεγέρτης ισούται με το ρυθμό 
ενέργειας που χάνει το σύστημα λόγω τριβών; 
 
Απάντηση 
 
Σε ένα σώμα που κάνει εξαναγκασμένη ταλάντωση ασκούνται συνολικά τρεις δυνάμεις. Η δύναμη 
επαναφορά Fεπ=−Dx, η δύναμη απόσβεσης Fαν=−bυ και η δύναμη του διεγέρτη Fδ=F0ημ(ωδt + φ0). 
Η συνισταμένη αυτών των δυνάμεων είναι: 
 
ΣF=mα→ Fεπ+Fαν+Fδ=mα→ Fαν+Fδ=mα−(−Dx)→ Fαν+Fδ= mα + Dx             (1) 
 
Επειδή η εξαναγκασμένη ταλάντωση έχει σταθερό πλάτος ισχύουν :  
x=Αημ(ωδt+φ0) και α=−Αωδ

2ημ(ωδt+φ0) και συνεπώς ισχύει η σχέση  α=−ωδ
2x     (2) 

Ακόμα ισχύει για τη σταθερά επαναφοράς:  D=mω0
2          (3) 

 
Από (1)→  Fαν+Fδ= mα + Dx  (2)(3)⎯⎯⎯→  Fαν+Fδ=−mωδx2 + mω0

2x→ Fαν+Fδ= m(ω0
2−ωδ

2)x. 
 
Άρα σωστό είναι το (β) 
 
* Στο συντονισμό είναι ωδ=ω0 συνεπώς μόνο τότε και για κάθε θέση x, Fαν+Fδ=0→ Fαν=−Fδ. Άρα 
και ο στιγμιαίος ρυθμός απώλειας ενέργειας ισούται με τον στιγμιαίο ρυθμό ενέργειας που δίνει ο 
διεγέρτης,  Pδ=Pαν.  
Αν ωδ≠ω0 τότε μόνο στη θέση x=0 ισχύει ότι Fαν=−Fδ  άρα και Pδ=Pαν. 
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Β.2.12 Σώμα μάζας, m εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση. Η γωνιακή ιδιοσυχνότητα του 
συστήματος είναι ω0 και η συχνότητα του διεγέρτη, ω . Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της δ

κινητικής ενέργειας και ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας στην 
εξαναγκασμένη ταλάντωση είναι 
 
α. dΚ/dt= −mω0

2x·υ,    dU/dt= mωδ
2x·υ                     γ. dΚ/dt= −mωδ

2·x·υ,      dU/dt= mω0
2x·υ                 

β. dΚ/dt= −mω0
2x·υ ,   dU/dt= mω0

2x·υ                     δ. dΚ/dt= −mω 2x·υ,        dU/dt= −mω0
2x·υ δ

 
 
Απάντηση: 
 
Επειδή η εξαναγκασμένη ταλάντωση έχει σταθερό πλάτος ισχύουν :  
x=Αημ(ωδt+φ0) και α=−Αωδ

2ημ(ωδt+φ0) και συνεπώς ισχύει η σχέση  α=−ωδx2    
Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής κινητικής ενέργειας σε όλες τις κινήσεις ισούται με την ισχύ της 
συνισταμένης δύναμης. 
dΚ
dt

 = ΣdW
dt

= ΣF· dx
dt
=ΣF·υ=mα·υ=m(−ωδ

2x)υ→ dΚ
dt

=−mωδ
2·x·υ 

O ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας της ταλάντωσης ισούται με το αντίθετο της ισχύος 
της συντηρητικής δύναμης δηλαδή εν προκειμένω της δύναμης επαναφοράς 
dU
dt

 =−PFεπ=−Fεπ·υ=−(−Dx)·υ=mω0
2x·υ→  dU

dt
= mω0

2x·υ         Σωστό είναι το (γ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ΣΥΝΘΕΣΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΩΝ 
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