
Κεφάλαιο 3

Μηχανική Στερεού Σώµατος

3.1 Η κινηµατική της κυκλικής κίνησης

Κυκλική Κίνηση

Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο, το οποίο κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας R, όπως
ϕαίνεται στο σχήµα. Αν υποθέσουµε ότι σε χρονικό διάστηµα dt διαγράφει µήκος
τόξου ds που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία dθ.

Γραµµική Ταχύτητα

Ονοµάζουµε γραµµική ταχύτητα ~υ του υλικού σηµείου τη χρονική στιγµή t, ένα διάνυ-
σµα, το οποίο έχει µέτρο ίσο µε το πηλίκο του τόξου ds προς τον αντίστοιχο χρόνο dt.
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2) Χρησιµοποιώντας γωνιακά µεγέθη,  όπως γωνία που δια-

γράφει το κινητό, γωνιακή ταχύτητα, γωνιακή επιτάχυν-

ση. 

i) Έστω ένα υλικό σηµείο που εκτελεί οριζόντια κυκλι-

κή τροχιά. Σε χρόνο dt το σώµα διαγράφει γωνία: 
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οπότε η γωνιακή ταχύτητα ορίζεται από την εξίσωση: 

 

ω= =1
d
d
θ
t
   (rad/s) 

 

και µε κατεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της κυκλικής τροχιάς στο κέντρο του κύκλου, η 

φορά της οποίας καθορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού, όπου τα ενωµένα δά-

κτυλα δείχνουν την φορά περιστροφής και ο αντίχειρας την φορά της γωνιακής ταχύτη-

τας. 

 

ii) Αν αλλάζει η γωνιακή ταχύτητα, τότε το υλικό σηµείο έχει γωνιακή επιτάχυνση, η ο-

ποία ορίζεται, σαν ο ρυθµός µεταβολής της γωνιακής ταχύτητας (η παράγωγος της γω-

νιακής ταχύτητας):  
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είναι δε διανυσµατικό µέγεθος, που έχει την διεύθυνση της γωνιακής ταχύτητας.  

Αν έχει την ίδια φορά µε την γωνιακή ταχύτητα η κίνηση είναι επιταχυνόµενη, αν έχει 

αντίθετη φορά η κίνηση χαρακτηρίζεται σαν επιβραδυνόµενη, αφού το µέτρο της γω-

νιακής ταχύτητας µικραίνει. 

Στα παρακάτω σχήµατα εµφανίζονται τα διανύσµατα της γωνιακής ταχύτητας και γω-

νιακής επιτάχυνσης, όπου ω1 η αρχική και ω2 η τελική γωνιακή ταχύτητα σε ένα απει-

ροελάχιστο χρονικό διάστηµα. 
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Επιταχυνόµενη κίνηση     Επιβραδυνόµενη κίνηση 

 

 

υ =
ds

dt
(3.1)

Η γραµµική ταχύτητα εφάπτεται της κυκλικής τροχιάς
στη ϑέση που ϐρίσκεται κάθε ϕορά το υλικό σηµείο και
έχει τη ϕορά της κίνησης του. Η µονάδα µέτρησης είναι
το 1m/s.

Γωνιακή Ταχύτητα

Ονοµάζουµε γωνιακή ταχύτητα ~ω του υλικού σηµείου τη χρονική στιγµή t ένα διάνυ-
σµα, το οποίο έχει διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της κυκλικής τροχιάς του και µέτρο
ίσο µε το πηλίκο της γωνιάς dθ προς τον αντίστοιχο χρόνο dt.

ω =
dθ

dt
(3.2)

Η κατεύθυνση της γωνιακής ταχύτητας ~ω καθορίζεται µε τον κανόνα του δεξιού
χεριού. Η µονάδα µέτρησης της γωνιακής ταχύτητας είναι το 1rad/s.

Σχέση γραµµικής και γωνιακής ταχύτητας

Η επίκεντρη γωνία ορίζεται από την σχέση θ = s
R
. Από τον ορισµό της γωνίας έχουµε:

dθ =
ds

R
⇒ ds = R · dθ ⇒ ds

dt
= R

dθ

dt
⇒ υ = ω ·R
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Μιχάλης Ε. Καραδηµητρίου

Κεντροµόλος επιτάχυνση

Στην κυκλική κίνηση λόγω της µεταβολής της διεύθυνσης της γραµµικής ταχύτητας
του, το υλικό σηµείο έχει κεντροµόλο επιτάχυνση, της οποία το µέτρο δίνεται από την
σχέση:

ακ =
υ2

R
= ω2 ·R (3.3)

Η κεντροµόλος επιτάχυνση είναι υπεύθυνη για την µεταβολή της διεύθυνσης της
γραµµικής ταχύτητας. Η διεύθυνση της είναι πάντα κάθετη στην γραµµική ταχύτητα.

Οµαλή κυκλική κίνηση

΄Οταν το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας παραµένει σταθερό, τότε η κίνηση του υλικού
σηµείου χαρακτηρίζεται ως Οµαλή Κυκλική Κίνηση.

Στην κίνηση αυτή παραµένει επίσης σταθερό και το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας,
οπότε προκύπτει :

ω =
∆θ

∆t
=
θ − 0

t− 0
⇒ θ = ω · t

Στην οµαλή κυκλική κίνηση το υλικό σηµείο σε ίσους χρόνους διανύει ίσα τόξα.

Μεταβαλλόµενη κυκλική Κίνηση

Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο, το οποίο κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας R. Αν
υποθέσουµε ότι σε χρονικό διάστηµα dt µεταβάλλεται η γραµµική ταχύτητα κατά d~υ
και η γωνιακή ταχύτητα κατά d~ω τότε η κίνηση του είναι µια µεταβαλλόµενη κίνηση.

Γραµµική ( ή επιτρόχια) επιτάχυνση

Λόγω της µεταβολής του µέτρου της γραµµικής ταχύτητας, το υλικό σηµείο έχει γραµ-
µική επιτάχυνση.

Ονοµάζουµε γραµµική επιτάχυνση ~αε του υλικού σηµείου τη χρονική στιγµή t
ένα διάνυσµα, του οποίου το µέτρο είναι ίσο µε το µέτρο του ϱυθµού µεταβολής της
γραµµικής ταχύτητας.

αε =
dυ

dt
(3.4)

Η γραµµική επιτάχυνση εφάπτεται της κυκλικής τροχιάς και έχει τη ϕορά της
κίνησης, όταν το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας αυξάνεται και ϕορά αντίθετη από
τη ϕορά της κίνησης, όταν το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας ελαττώνεται. Η µονάδα
µέτρησης της γραµµικής επιτάχυνσης είναι το 1m/s2.
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Πρόχειρες Σηµειώσεις Γ Λυκείου

Το διανυσµατικό άθροισµα της γραµµικής επιτάχυνσης ~αε και της κεντρο-
µόλου επιτάχυνσης ~ακ δίνει την συνισταµένη επιτάχυνση ~α = ~αε + ~ακ του υλικού
σηµείου σε κάθε ϑέση της τροχιάς του. Το µέτρο της συνολικής επιτάχυνσης είναι
ίσο µε α =

√
α2
ε + α2

κ

Γωνιακή Επιτάχυνση

Ονοµάζουµε γωνιακή επιτάχυνση ~αγων του υλικού σηµείου τη χρονική στιγµή t ένα δι-
άνυσµα, του οποίου το µέτρο είναι ίσο µε το µέτρο του ϱυθµού µεταβολής της γωνιακής
ταχύτητας.

αγων =
dω

dt
(3.5)

Η γωνιακή επιτάχυνση έχει την κατεύθυνση του διανύσµατος d~ω. Μονάδα µέτρη-
σης της γωνιακής επιτάχυνσης είναι το 1rad/s2.Γωνιακή επιτάχυνση 1rad/s2 σηµαίνει
ότι ο ϱυθµός µεταβολής του µέτρου της γωνιακής ταχύτητας είναι 1rad/s σε κάθε 1s.

Σχέση γραµµικής και γωνιακής ταχύτητας

Η σχέση υ = ω ·R µπορεί να γραφτεί :

dυ = R · dω ⇒ dυ

dt
= R

dω

dt
⇒ αε = αγων ·R

Οµαλά µεταβαλλόµενη κυκλική κίνηση

΄Οταν το µέτρο της επιτρόχιας επιτάχυνσης παραµένει σταθερό, τότε η κίνηση του υλι-
κού σηµείου χαρακτηρίζεται ως Οµαλά µεταβαλλόµενη κυκλική κίνηση.

Στην κίνηση αυτή παραµένει επίσης σταθερό και
το µέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης, άρα µπορούµε να
γράψουµε:

αγων =
∆ω

∆t
=
ω − ω0

t− 0

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει :

ω = ω0 + αγωνt (3.6)

Από το διάγραµµα γωνιακής ταχύτητας (ω) - χρόνου (t) µπορούµε να υπολογίσου-
µε :

� την γωνιακή επιτάχυνση που είναι ίση µε την κλίση της ευθείας αγων = ∆ω
∆t
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� την γωνία θ που διαγράφει το υλικό σηµείο από την χρονική στιγµή t = 0 µέχρι
την στιγµή t µε τον υπολογισµό του εµβαδού που περικλείεται κάτω από την
ευθεία. Εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι :

θ = ω0t+
1

2
αγωνt

2 (3.7)

Στην περίπτωση της οµαλά επιβραδυνόµενης στροφικής κίνησης(αγων < 0) οι πα-
ϱαπάνω σχέσεις γράφονται : ω = ω0 − |αγων |t και θ = ω0t− 1

2
|αγων |t2.

Παρακάτω ακολουθεί ένας πίνακας αντιστοιχιών µεταξύ γραµµικών και
στροφικών µεγεθών της κυκλικής κίνησης.

Γραµµικά µεγέθη Γωνιακά µεγέθη
Μήκος τόξου s γωνία στροφής θ
γραµµική ταχύτητα υ γωνιακή ταχύτητα ω
γραµµική επιτάχυνση αε = dυ

dt
γωνιακή επιτάχυνση αγων = dω

dt
Οµαλή Κυκλική Κίνηση

s = υt θ = ωt
Οµαλά Επιταχυνόµενη Κυκλική Κίνηση

υ = υ0 + αεt ω = ω0 + αγωνt
s = υ0t+ 1

2
αεt

2 θ = ω0t+ 1
2
αγωνt

2

Οµαλά Επιβραδυνόµενη Κυκλική Κίνηση
υ = υ0 − |αε|t ω = ω0 − |αγων |t
s = υ0t− 1

2
|αε|t2 θ = ω0t− 1

2
|αγων |t2

3.2 Κινήσεις Στερών Σωµάτων

3.2.1 Υλικό σηµείο και µηχανικό στερεό

Υλικά σηµεία λέγονται τα σώµατα που ϑεωρούµε ότι έχουν όλες τις άλλες ιδιότητες της
ύλης, εκτός από διαστάσεις. ΄Ενα υλικό σηµείο, αφού δεν έχει διαστάσεις, µπορεί να
εκτελεί µόνο µεταφορικές κινήσεις. Τέτοιες κινήσεις έχουµε περιγράψει στην Φυσική
της Α Λυκείου.

Μηχανικά Στερεά λέγονται τα σώµατα που έχουν διαστάσεις, τις οποίες δεν µπορο-
ύµε να αγνοήσουµε και που δεν παραµορφώνονται όταν σε αυτά ασκούνται δυνάµεις.
΄Ενα στερεό σώµα, αφού έχει διαστάσεις, εκτός από την µεταφορική κίνηση, µπορεί
ακόµα να εκτελέσει περιστροφική (στροφική) κίνηση ή ακόµα και σύνθετη κίνηση (
µεταφορική και περιστροφική).

Οι κινήσεις των στερεών σωµάτων

΄Ενα στερεό µπορεί να κάνει µεταφορική, στροφική ή σύνθετη κίνηση.
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Μεταφορική Κίνηση

Λέµε ότι ένα σώµα κάνει µεταφορική κίνηση, όταν κάθε στιγµή όλα τα σηµεία του
σώµατος έχουν την ίδια ταχύτητα κατά µέτρο και κατεύθυνση.

Σχήµα 3.1: Μεταφορική κίνηση στερεού

Η µεταφορική κίνηση δεν είναι κατ΄ανάγκη και ευθύγραµµη κίνηση, µπορεί να
είναι και καµπυλόγραµµη αρκεί ϐέβαια να ισχύουν τα παρακάτω:

� οι τροχιές όλων των σηµείων του σώµατος να είναι παράλληλες

� το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει δύο τυχαία σηµεία του σώµατος να µετατο-
πίζεται παράλληλα προς τον εαυτό του.

Στροφική Κίνηση

Λέµε ότι ένα σώµα κάνει στροφική κίνηση, όταν αλλάζει προσανατολισµό.
Στη στροφική κίνηση υπάρχει µια ευθεία ( ο άξονας περιστροφής) που όλα τα ση-

µεία της παραµένουν ακίνητα, ενώ τα υπόλοιπα σηµεία του σώµατος κάνουν κυκλική
κίνηση, σε επίπεδα κάθετα στον άξονα µε τα κέντρα τους πάνω στον άξονα. Ο άξονας
περιστροφής δεν είναι απαραίτητο να διέρχεται από το σώµα. Η στροφική κίνηση
δεν είναι κατ΄ ανάγκη κυκλική κίνηση. Αφού κάθε υλικό σηµείο του στερεού εκτε-
λεί µια κυκλική κίνηση, ϑα ισχύει για αυτό η κινηµατική περιγραφή των παραπάνω
παραγράφων. ΄Αρα για την στροφική κίνηση ενός στερεού σώµατος µπορούµε να χρη-
σιµοποιήσουµε τις ίδιες ποσότητες µε τις οποίες περιγράψαµε την κυκλική κίνηση
ενός υλικού σηµείου.

Η έννοια του κέντρου µάζας

Με στόχο την απλοποίηση της µελέτης του στερεού σώµατος εισάγουµε την έννοια του
κέντρου µάζας του σώµατος.

Κέντρο µάζας (cm) ονοµάζεται το σηµείο εκείνο που κινείται όπως ένα υλικό σηµείο
µε µάζα ίση µε την µάζας του σώµατος, αν σ΄ αυτό ασκούνται όλες οι δυνάµεις που
ασκούνται στο σώµα.

Στην ουσία η µελέτη της µεταφορικής κίνησης ενός στερεού σώµατος, ανάγεται
στη µελέτη της κίνησης του κέντρου µάζας του.
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Η κίνηση του κέντρου µάζας ενός σώµατος καθορίζεται από την συνισταµένη των
εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται στο σώµα. Σύµφωνα µε τον 2ο Νόµο του Νε-
ύτωνα ισχύει ότι :

Σ~F = m~αcm (3.8)

Στα οµογενή στερεά σώµατα, τα οποία έχουν κέντρο συµµετρίας, το κέντρο µάζας
τους συµπίπτει µε το κέντρο συµµετρίας. Για παράδειγµα το κέντρο µάζας µιας
οµογενούς σφαίρας είναι το κέντρο της σφαίρας. Βέβαια το κέντρο µάζας µπορεί να
ϐρίσκεται και σε σηµείο έξω από το σώµα. Για παράδειγµα σε ένα οµογενή δακτύλιο
το κέντρο µάζας είναι στο κέντρο Κ του δακτυλίου.

Σύνθετη Κίνηση

Λέµε ότι ένα σώµα κάνει σύνθετη κίνηση, όταν µετακινείται στον χώρο και ταυτόχρονα
αλλάζει ο προσανατολισµός του.

Για παράδειγµα σύνθετη κίνηση κάνει ο τροχός ενός αυτοκινήτου, όταν αυτό είναι
σε κίνηση. Ο τροχός στρέφεται γύρω από τον άξονα του και ταυτόχρονα συµµετέχει
στην µεταφορική κίνηση του αυτοκινήτου.

Η σύνθετη κίνηση µπορεί να περιγραφεί ως το αποτέλεσµα της Επαλληλίας (
σύνθεσης) µιας µεταφορικής και µιας στροφικής κίνησης.

Το παράδειγµα της κύλισης του τροχού

Παρακάτω ϐλέπουµε ένα τροχό που κυλίεται σε οριζόντιο επίπεδο, χωρίς να ολισθα-
ίνει. Ο τροχός µπορεί να κυλίεται χωρίς ολίσθηση, όταν δεν υπάρχει σχετική
κίνηση µεταξύ του σηµείου επαφής του τροχού µε το δάπεδο.

Η κίνηση του τροχού µπορεί να ϑεωρηθεί ως το αποτέλεσµα της επαλληλίας (
σύνθεσης):

α. µιας µεταφορικής κίνησης, λόγω της οποίας τα σηµεία του τροχού, κάθε στιγµή
έχουν την ίδια ταχύτητα ~υcm
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ϐ. µιας στροφικής κίνησης γύρω από τον άξονα του, λόγω της οποίας όλα τα σηµεία
του τροχού που απέχουν το ίδιο από τον άξονα περιστροφής έχουν ταχύτητες που
είναι εφαπτόµενες στην κυκλική τους τροχιά και έχουν µέτρο υ

΄Οταν ένας τροχός ακτίναςR κυλίεται, χωρίς να ολισθα-
ίνει,τότε κάθε σηµείο της περιφέρειας του έρχεται διαδο-
χικά σε επαφή µε το δρόµο. ΄Ετσι αν το κέντρο µάζας του
τροχού έχει µετακινηθεί κατά διάστηµα dx σε ένα χρονικό
διάστηµα dt, ένα σηµείο της περιφέρειας ϑα έχει στραφεί
κατά επίκεντρη γωνία dθ , η οποία αντιστοιχεί σε µήκος
τόξου ds, στον ίδιο χρόνο. ΄Οπως ϕαίνεται και στο διπλανό
σχήµα, λόγω της µη ολίσθησης (dx = ds) και µε ϐάση τον ορισµό της επίκεντρης
γωνίας έχουµε:

dθ =
ds

R
⇒ ds = R · dθ ⇒ dx = R · dθ

Από τα παραπάνω προκύπτει η 1η Συνθήκη Κύλισης, η οποία είναι αναγκαία
συνθήκη, ώστε ο τροχός να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει.

x = R · θ (3.9)

Με ϐάση τον ορισµό της ταχύτητας του κέντρου µάζας (υcm = dx
dt
) και της γωνιακής

ταχύτητας (ω = dθ
dt
) προκύπτει ότι :

dx

dt
= R

dθ

dt
⇒ υcm = ω ·R (3.10)

Η παραπάνω σχέση αποτελεί επίσης αναγκαία συνθήκη για την κύλιση χωρίς ο-
λίσθηση και είναι η 2η Συνθήκη Κύλισης. Επειδή υ = ω · R είναι η γραµµική
ταχύτητα των σηµείων της περιφέρειας του τροχού προκύπτει ότι υcm = υ. Συµπερα-
ίνουµε ότι :

Κατά την κύλιση ενός τροχού, χωρίς ταυτόχρονη ολίσθηση, το µέτρο της ταχύτητας
του κέντρου µάζας του είναι ίσο µε το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας των σηµείων της
περιφέρειας του.

Με ϐάση την 2η Συνθήκη Κύλισης µπορούµε να προχωρήσουµε στον προσδιορι-
σµό της ταχύτητας διαφόρων σηµείων της περιφέρειας του τροχού. Η ταχύτητα
κάθε σηµείου Σ της περιφέρειας προκύπτει από την ¨επαλληλία¨ των επιµέρους κι-
νήσεων (~υΣ = ~υcm+~υ). Από το παραπάνω σχήµα σύνθεσης των κινήσεων προκύπτουν :

� Η ταχύτητα του κέντρου Ο του τροχού είναι :

υo = υcm

� Η ταχύτητα του σηµείου Κ του τροχού είναι :

υκ = υcm − υ = 0
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� Η ταχύτητα του σηµείου Ζ του τροχού είναι :

υz = υcm + υ = 2υcm

� Η ταχύτητα του σηµείου Μ του τροχού είναι :

υM =
√
υ2
cm + υ2 =

√
2υcm

Αν ϑεωρήσουµε ότι ο τροχός κυλίεται σε πλάγιο επίπεδο χωρίς να ολισθαίνει, είναι
προφανές ότι τόσο η ταχύτητα του κέντρου µάζας, όσο και η γωνιακή ταχύτητα ϑα
αυξάνονται. ΄Εστω ότι σε χρόνο dt η ταχύτητα του κέντρου µάζας αυξάνεται κατά dυcm
και η γωνιακή ταχύτητα αυξάνεται κατά dω. Με ϐάση τον ορισµό της επιτάχυνσης του
κέντρου µάζας (αcm = dυcm

dt
) και της γωνιακής επιτάχυνσης (αγων = dω

dt
) έχουµε :

υcm = ω ·R⇒ dυcm = R · dω ⇒ dυcm
dt

= R · dω
dt
⇒ αcm = αγων ·R (3.11)

Η παραπάνω σχέση αποτελεί επίσης αναγκαία συνθήκη, ώστε ο τροχός να κυλίεται
χωρίς να ολισθαίνει και ειναι η 3η Συνθήκη Κύλισης. Επειδή αε = αγων · R είναι η
επιτρόχιος επιτάχυνση των σηµείων της περιφέρειας του τροχού, προκύπτει ότι αcm =
αε

Κατά την κύλιση ενός τροχού, χωρίς ταυτόχρονη ολίσθηση, το µέτρο της επιτάχυν-
σης του κέντρου µάζας του είναι ίσο µε το µέτρο της επιτρόχιας επιτάχυνσης των
σηµείων της περιφέρειας του.

Η επιτάχυνση κάθε σηµείου της περιφέρειας του τροχού είναι η συνισταµένη της
επιτάχυνσης λόγω της µεταφορικής κίνησης (~αcm) ,της γραµµικής επιτάχυνσης λόγω
της στροφικής κίνησης (~αε) και της κεντροµόλου επιτάχυνσης (~ακ).

Πρόταση Μελέτης Λύσε από τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 1.1 - 1.50, 1.55, 1.57, 1.58, 1.60, 1.61, 1.62, 1.65, 1.66,
1.69, 1.72, 1.75, 1.77, 1.86 - 1.92, 1.94, 1.97, 1.98, 1.100, 1.101, 1.102, 1.105

3.3 Ροπή ∆ύναµης - Ισορροπία Στερεού Σώµατος

Ροπή ∆ύναµης

Η ϱοπή δύναµης (~τ ) είναι το ϕυσικό µέγεθος που περιγράφει την
ικανότητα µιας δύναµης να στρέφει ένα σώµα.

α)Ροπή ∆ύναµης ως προς άξονα

Θεωρούµε ένα σώµα, το οποίο έχει τη δυνατότητα να στρέφεται
γύρω από τον άξονα zz′. Στο σώµα ασκείται δύναµη ~F , η οποία
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ϐρίσκεται σε επίπεδο κάθετο στον άξονα περιστροφής και ο ϕορέας
της απέχει από τον άξονα απόσταση l (µοχλοβραχίονας).

Ονοµάζουµε ϱοπή δύναµης ως προς άξονα περιστροφής
zz′, το διανυσµατικό µέγεθος ~τ , το οποίο έχει :

� διεύθυνση τη διεύθυνση του άξονα περιστροφής

� ϕορά τη ϕορά που καθορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού και

� µέτρο ίσο µε το γινόµενο του µέτρου F της δύναµης επί την κάθετη
απόσταση l της δύναµης από τον άξονα περιστροφής, δηλαδή:

τ = F · l (3.12)

Στο διεθνές σύστηµα µονάδων η µονάδα µέτρησης της ϱοπής δύναµης είναι το
1N ·m.

Αν η δύναµη δεν ϐρίσκεται σε επίπεδο κάθετο στον άξονα περιστροφής, αλλά
σχηµατίζει γωνία φ µε αυτό, τότε την αναλύουµε σε δύο συνιστώσες, µια συνιστώσα
(Fx) πάνω σε επίπεδο κάθετο στον άξονα και µια συνιστώσα (Fy) παράλληλη προς τον
άξονα.Η ϱοπή της δύναµης έχει µέτρο :

τ = Fx · l = Flσυνφ (3.13)

Η ϱοπή µιας δύναµης ως προς άξονα είναι ίση µε µηδέν:

� όταν η δύναµη ασκείται στον άξονα

� όταν ο ϕορέας της δύναµης τέµνει τον άξονα

� όταν ο ϕορέας της δύναµης είναι παράλληλος προς τον άξονα.

Κατά σύµβαση ϑεωρούµε ϑετική την ϱοπή της δύναµης που τείνει να περιστρέψει
το σώµα αντίθετα από την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού και αρνητική τη ϱοπή της
δύναµης που τείνει να περιστρέψει το σώµα κατά τη ϕορά κίνησης των δεικτών του
ϱολογιού.

Η συνολική ϱοπή (Στ )που δέχεται ένα σώµα, στο οποίο ασκούνται πολλές οµοε-
πίπεδες δυνάµεις, είναι ίση µε το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών των δυνάµεων
ως προς τον άξονα περιστροφής του σώµατος.

ϐ)Ροπή ∆ύναµης ως προς σηµείο

Αν σ΄ ένα σώµα ελεύθερο να κινηθεί ασκείται δύναµη που ο ϕορέας της διέρχεται
από το κέντρο µάζας του, το σώµα ϑα εκτελέσει µόνο µεταφορική κίνηση. Αν, όµως,
ο ϕορέας της δύναµης δε διέρχεται από το κέντρο µάζας του, το σώµα ϑα εκτελέσει
σύνθετη κίνηση: µια µεταφορική και µια περιστροφική γύρω από ένα νοητό άξονα
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που διέρχεται από το κέντρο µάζας του σώµατος και είναι κάθετος στο επίπεδο που
ορίζει ο ϕορέας της δύναµης και το κέντρο µάζας. Στις περιπτώσεις που δεν υπάρχει
σταθερός άξονας περιστροφής χρησιµοποιείται η έννοια της ϱοπής δύναµης ως προς
σηµείο.

Ονοµάζουµε ϱοπή δύναµης ως προς σηµείο Ο, το διανυσµατικό µέγεθος ~τ ,
το οποίο έχει :

� διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο που ορίζεται από το
ϕορέα της δύναµης και το σηµείο Ο

� ϕορά τη ϕορά που καθορίζεται από τον κανόνα του
δεξιού χεριού

� µέτρο ίσο µε το γινόµενο του µέτρου F της δύναµης
από την απόσταση l του σηµείου Ο από το ϕορά της
δύναµης. ∆ηλαδή:

τ = F · l

Η ϱοπή δύναµης ως προς σηµείο είναι ίση µε µηδέν:

� όταν η δύναµη ασκείται στο σηµείο αυτό ή

� όταν ο ϕορέας της δύναµης διέρχεται από το σηµείο αυτό.

γ) Ροπή Ϲεύγους δυνάµεων

Ζεύγος δυνάµεων ονοµάζουµε ένα σύστηµα δύο δυνάµεων ~F1 και ~F2, οι οποίες ασκο-
ύνται σε δύο διαφορετικά σηµεία ενός σώµατος, είναι αντίρροπες και έχουν ίσα µέτρα.
Στο διπλανό σχήµα, η αλγεβρική τιµή της ϱοπής τους
Ϲεύγους, ως προς κάποιο σηµείο Α ϑα είναι το αλγεβρι-
κό άθροισµα των επιµέρους ϱοπών των δύο δυνάµεων
(F1 = F2):

τ = F1x1 + F2x2 = F1(x1 + x2)⇒ τ = F1d

Ονοµάζουµε ϱοπή Ϲεύγους δυνάµεων το διανυσµα-
τικό µέγεθος ~τ , το οποίο έχει :

� διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο των δύο δυνάµεων,

� ϕορά την ϕορά που καθορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού και

� µέτρο ίσο µε το γινόµενο του µέτρου ~F1 της µιας από τις δύο δυνάµεις επί τον
ϐραχίονα d του Ϲεύγους. ∆ηλαδή:

τ = F1 · d (3.14)
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Από τα παραπάνω είναι εύκολα κατανοητό ότι η ϱοπή του Ϲεύγους δυνάµεων είναι
ίδια ως προς οποιοδήποτε σηµείο του επιπέδου τους και ως προς οποιονδήποτε άξονα
περιστροφής κάθετο στο επίπεδο του Ϲεύγους.

Πρόταση Μελέτης Λύσε από τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 2.1 - 2.21,2.58, 2.59, 2.60, 2.62, 2.63, 2.65, 2.67

Ισορροπία Στερεού Σώµατος

Θεωρούµε ένα αρχικά ακίνητο στερεό σώµα, στο οποίο ασκούνται πολλές οµοεπίπεδες
δυνάµεις. Για να ισορροπεί ϑα πρέπει :

α) Η συνισταµένη δύναµη να είναι µηδέν

Σ~F = 0 (3.15)

΄Οταν ικανοποιείται η παραπάνω συνθήκη, η επιτάχυνση του σώµατος στην µε-

ταφορική κίνηση είναι µηδέν. Εποµένως για αρχικά ακίνητο σώµα (υ = 0), η

συνθήκη αυτή αποτελεί συνθήκη ισορροπίας για την µεταφορική κίνηση ( Φυσική

Α Λυκείου).

ϐ) Το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών των δυνάµεων ως προς οποιοδήποτε σηµείο
να είναι µηδέν

Στ = 0 (3.16)

΄Οταν ικανοποιείται η παραπάνω συνθήκη, η επιτάχυνση του σώµατος στην στρο-

ϕική κίνηση είναι µηδέν. Εποµένως για αρχικά ακίνητο σώµα(ω = 0), η συνθήκη

αυτή αποτελεί συνθήκη ισορροπίας για την στροφική κίνηση.

Στις ασκήσεις ισορροπίας στερεού ακολουθούµε γενικά τα ακόλουθα ϐήµα-
τα:

Βήµα 1ο: Σχεδιάζουµε όλες τις δυνάµεις που ασκούνται στο υπο µελέτη σώµα.

Η κατεύθυνση κάθε δύναµης καθορίζεται από το είδος της ( π.χ. ϐάρος, κάθετη
αντίδραση, τάση νήµατος). Για τις δυνάµεις που δεν γνωρίζουµε την κατεύθυνση
τους είναι χρήσιµη η ακόλουθη πρόταση:

΄Οταν ένα σώµα ισορροπεί µε την επίδραση τριών µη παράλληλων οµοεπίπεδων
δυνάµεων, τότε οι ϕορείς των δυνάµεων αυτών πρέπει να διέρχονται από το ίδιο
σηµείο.

Βήµα 2ο: Επιλέγουµε τους κατάλληλους ορθογώνιους άξονες x και y και αναλύουµε όσες
δυνάµεις δεν είναι παράλληλες σε αυτούς.
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Βήµα 3ο: Εφαρµόζουµε τις συνθήκες ισορροπίας οµοεπίπεδων δυνάµεων:

ΣFx = 0, ΣFy = 0, Στ = 0

Κατάλληλο σηµείο για να εφαρµόσουµε την τρίτη συνθήκη είναι συνήθως, εκείνο
από το οποίο διέρχεται ο ϕορέας µιας άγνωστης δύναµης. Στην περίπτωση αυτή
επειδή η ϱοπή της είναι µηδέν, εξαφανίζεται από την εξίσωση που προκύπτει.

Βήµα 4ο: Λύνουµε το σύστηµα των τριών εξισώσεων που προκύπτει.Με την λύση του συ-
στήµατος µπορούµε να υπολογίσουµε µέχρι τρία άγνωστα µεγέθη.

Πρόταση Μελέτης Λύσε από τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 2.22 - 2.55,2.81, 2.82, 2.85, 2.87, 2.90 - 2.99, 2.102,
2.104, 2.105, 2.107, 2.108, 2.111, 2.113, 2.116, 2.118, 2.123.

3.4 Ροπή Αδράνειας

΄Εστω ένα στερεό σώµα, το οποίο στρέφεται γύρω από το στα-
ϑερό άξονα z′z, όπως ϕαίνεται στο διπλανό σχήµα. Χωρίζουµε
το σώµα σε στοιχειώδη τµήµατα µε µάζες m1,m2, ...,mν, τόσο
µικρά ώστε καθένα από αυτά να µπορεί να ϑεωρηθεί υλικό
σηµείο. Οι µάζες m1,m2, ...,mν κινούνται κυκλικά γύρω από
τον άξονα, σε κύκλους µε ακτίνες r1, r2, ...rν, αντίστοιχα.

Ονοµάζουµε ϱοπή αδράνειας I ενός στερεού ως προς τον
άξονα z′z το άθροισµα των γινοµένων των στοιχειωδών µαζών
από τις οποίες αποτελείται το σώµα επί τα τετράγωνα των απο-
στάσεων τους από τον άξονα περιστροφής. ∆ηλαδή:

I = m1r
2
1 +m2r

2
2 + ...mνr

2
ν (3.17)

Η ϱοπή αδράνειας είναι µονόµετρο µέγεθος και στο σύστηµα S.I. έχει µονάδες
µέτρησης το 1kg ·m2.

Από τον ορισµό της ϱοπής αδράνειας για ένα στερεό προκύπτει ότι η ϱοπή α-
δράνειας ενός υλικό σηµείου µε µάζα m,το οποίο κινείται κυκλικά σε κύκλο ακτίνας
r, ως προς άξονα z′z που διέρχεται από το κέντρο της κυκλικής τροχιάς και είναι
κάθετος στο επίπεδο της δίνεται από τη σχέση:

I = mr2 (3.18)

Παράδειγµα:Ροπή Αδράνειας Οµογενούς δακτυλίου, ως προς άξονα που διέρ-
χεται από το κέντρο του.
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� Για την τροχαλία γράφουµε τον ϑεµελιώδη νόµο της µηχανικής για την στροφική
κίνηση ως προς τον άξονα περιστροφής της :

Στ = Iαγων

� Αν χρειάζεται για την τροχαλία γράφουµε τις εξισώσεις της περιστροφικής κίνη-
σης :

ω = ω0 + αγωτ t, θ = ω0t+
1

2
αγωνt

2

� Επειδή δεχόµαστε πάντα ότι το σχοινί που περιβάλλει την τροχαλία δεν ολισθα-
ίνει πάνω σε αυτήν, γράφουµε την συνθήκη µη ολίσθησης του σχοινιού. Σύµ-
ϕωνα µε την συνθήκη αυτή υποθέτουµε ότι αν το σώµα που αναρτάται στο σχοινί
διανύει διάστηµα x τότε η τροχαλία στρέφεται κατά τόξο µήκους s = Rθ = x.
΄Αρα µε την λογική που παρουσιάσαµε στην περίπτωση της κύλισης χωρίς ο-
λίσθηση προκύπτει ότι η γραµµική επιτάχυνση των σηµείων της περιφέρειας
της τροχαλίας στα οποία εφάπτεται το σχοινί ταυτίζεται µε την επιτάχυνση του
κέντρου µάζας του σώµατος που είναι δεµένο στο άκρο του σχοινιού :

αcm = αγωνR

� Λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων που προκύπτει και ϐρίσκουµε τα Ϲητούµενα
άγνωστα µεγέθη.

Πρόταση Μελέτης Λύσε από τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 4.74, 4.76 - 4.82, 4.84, 4.86 - 4.89, 4.91, 4.92, 4.93

Ασκήσεις όπου ένα στερεό εκτελεί ταυτόχρονα και µεταφορική και περιστρο-
ϕική κίνηση - Κύλιση.

Στις ασκήσεις αυτές εργαζόµαστε ως εξής :

� Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα.

� Αγνοώντας το γεγονός ότι το σώµα περιστρέφεται, εφαρµόζουµε τον ϑεµελιώδη
νόµο της µηχανικής για την µεταφορική κίνηση του κέντρου µάζας του σώµατος :

Σ~F = m~αcm

� Αγνοώντας το γεγονός ότι το σώµα µεταφέρεται, εφαρµόζουµε το ϑεµελιώδη νόµο
της στροφικής κίνησης :

Στ = Iαγων

ϑεωρώντας ότι το σώµα απλά στρέφεται γύρω από ένα σταθερό άξονα που διέρ-
χεται από το κέντρο µάζας του.
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Η γωνιακή επιτάχυνση δεν είναι σταθερή γιατί η ϱοπή
του ϐάρους ως προς τον άξονα περιστροφής δεν είναι στα-
ϑερή, κατά την διάρκεια της περιστροφής !

Εφαρµόζοντας το ϑεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνη-
σης σε µια τυχαία ϑέση που η ϱάβδος σχηµατίζει γωνία θ
µε το οριζόντιο επίπεδο προκύπτει ότι :

Στ(o) = I(o)αγων

ϐέβαια δεν ξεχνάµε την εφαρµογή του Θεωρήµατος
Steiner για τον σωστό υπολογισµό της ϱοπής αδράνειας
ως προς τον άξονα περιστροφής:

I(o) = Icm +M

(
L

2

)2

=
1

3
ML2

Η ϱοπή του ϐάρους µπορεί εύκολα να υπολογιστεί από την σχέση:

τ(o) = Mg
L

2
συνθ

είναι προφανές ότι στην οριζόντια ϑέση της ϱάβδου (θ = 0) η ϱοπή του ϐάρους
είναι απλά MgL

2

΄Αρα µε ϐάση τα παραπάνω η γωνιακή επιτάχυνση µπορεί να υπολογιστεί µόνο
σε συγκεκριµένες ϑέσεις και χρονικές στιγµές και όχι για όλη την διάρκεια
της κίνησης και είναι ίση µε :

αγων =
3

2L
συνθ

Προσοχή ! σε αυτού του είδους την κίνηση δεν ισχύουν οι εξισώσεις της οµαλά
µεταβαλλόµενης στροφικής κίνησης. Ο υπολογισµός της γωνίας στροφής και της
γωνιακής ταχύτητας µπορούν να γίνουν µε την ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας
που ϑα δούµε παρακάτω.

Λύσε από τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου τις α-
κόλουθες ασκήσεις :4.150, 4.152, 4.153, 4.155, 4.156, 4.157, 4.158, 4.159, 4.161,
4.163

3.6 Στροφορµή-∆ιατήρηση Στροφορµής

Στην Φυσική της Α Λυκείου, µελετώντας την µεταφορική κίνηση ενός υλικού σηµείου
γνωρίσαµε την έννοια της ορµής (~P ). Το αντίστοιχο µέγεθος της ορµής για την
στροφική κίνηση ενός στερεού, είναι η στροφορµή που την συµβολίζουµε µε
το σύµβολο ~L.

α) Στροφορµή Υλικού σηµείου.

Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο µάζας m που κινείται στην περιφέρεια ενός κύκλου α-
κτίνας r, έχοντας στιγµιαία ορµή ~P ,όπως στο σχηµα.
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Ονοµάζουµε Στροφορµή του υλικού σηµείου, ως
προς έναν άξονα zz′που διέρχεται από το κέντρο της
κυκλικής τροχιάς και είναι κάθετος στο επίπεδο της,
ένα διανυσµατικό µέγεθος ~L που έχει :

� διεύθυνση τη διεύθυνση του άξονα περιστροφής

� ϕορά τη ϕορά που καθορίζεται από τον κανόνα του
δεξιού χεριού

� µέτρο ίσο µε το γινόµενο του µέτρου p της ορµής
του υλικού σηµείου επί την ακτίνα r της κυκλικής
τροχιάς. ∆ηλαδή:

L = pr ⇒ L = mυr (3.22)

Μονάδα µέτρησης της στροφορµής υλικού σηµείου στο S.I. είναι το 1kgm2/s.
Αν ω είναι το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας του υλικού σηµείου, τότε η σχέση

(3.22) γράφεται :
L = m(ωr)r ⇒ L = mr2ω (3.23)

Ο τρόπος ορισµού της στροφορµής έχει ¨πολλά κοινά¨ µε τον ορισµό της ϱοπής
(τ = Fr). Τα διανύσµατα της στροφορµής και της ϱοπής έχουν την ίδια διεύθυνση
και η ϕορά τους προσδιορίζεται µε τον ίδιο τρόπο. ΄Αρα δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι η
απόσταση r από τον άξονα περιστροφής είναι η κάθετη στο διάνυσµα της ταχύτητας
(~υ), ακριβώς όπως και ο µοχλοβραχίονας µιας δύναµης στην περίπτωση της ϱοπής.

ϐ) Στροφορµή Στερεού σώµατος.

Ονοµάζουµε στροφορµή ενός στερεού σώµατος το ο-
ποίο περιστρέφεται γύρω από ένα άξονα περιστρο-
ϕής zz′, το διανυσµατικό άθροισµα των στροφορµών
των στοιχειωδών µαζών που το αποτελούν, ως προς
τον ίδιο άξονα.

Θεωρούµε ένα στερεό που περιστρέφεται γύρω από το
σταθερό άξονα zz′ µε γωνιακή ταχύτητα ~ω. Χωρίζουµε
το σώµα σε στοιχειώδη τµήµατα µε µάζες m1,m2, ...,mν,
τόσο µικρά που το καθένα µπορεί να ϑεωρηθεί υλικό ση-
µείο. Κατά την περιστροφή του σώµατος, οι στοιχειώσεις
αυτές µάζες διαγράφουν κυκλικές τροχιές γύρω από τον
άξονα zz′ µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα ~ω και γραµµικές
ταχύτητες υ1 = ωr1, υ2 = ωr2, ..., υν = ωrν.

Οι στροφορµές των στοιχειωδών µαζών του σώµατος
έχουν όλες την ίδια κατεύθυνση και µέτρο :

L1 = m1ωr
2
1, L2 = m2ωr

2
2, ... Lν = mνωr

2
ν
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Η στροφορµή του σώµατος είναι το άθροισµα των στροφορµών των στοιχειωδών
µαζών που το αποτελούν. ∆ηλαδή:

L = L1 + L2 + ...+ Lν ⇒
L = m1ωr

2
1 +m2ωr

2
2 + ...+mνωr

2
ν ⇒

L = (m1r
2
1 +m2r

2
2 + ...+mνr

2
ν)ω ⇒

L = Iω

όπου ϐέβαια I = m1r
2
1 +m2r

2
2 + ...+mνr

2
ν η ϱοπή αδράνειας του στερεού, ως προς

τον άξονα περιστροφής zz′. Εποµένως :
Η στροφορµή ενός στερεού σώµατος που περιστρέφεται γύρω από άξονα

είναι ένα διανυσµατικό µέγεθος ~L, το οποίο έχει :

� διεύθυνση τη διεύθυνση του άξονα,

� ϕορά τη ϕορά που ορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού

� µέτρο ίσο µε το γινόµενο της ϱοπής αδράνειας I του στερεού, ως προς τον άξονα
περιστροφής, επό το µέτρο ω της γωνιακής ταχύτητας του στερεού. ∆ηλαδή:

L = Iω (3.24)

Η σύµβαση για την αλγεβρική τιµή της στροφορµής είναι η ίδια µε εκείνη της ϱο-

πής. ΄Ετσι ϑεωρούµε ως ϑετική την αλγεβρική τιµή της στροφορµής, ενός σώµατος

που στρέφεται αντίθετα προς την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού και αρνητική όταν

στρέφεται µε την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού.

Το σπίν: Η περιστροφή που µπορεί να κάνει ένα σώµα γύρω άξονα που διέρχεται
από το κέντρο µάζας του έχει στροφορµή που την ονοµάζουµε ¨σπίν¨. Για παράδειγµα
η γη έχει σπιν εξαιτίας της περιστροφής της γύρω από τον άξονα της και τροχιακή
στροφορµή λόγω της περιστροφής της γύρω από τον ΄Ηλιο. Επίσης τα στοιχειώδη
σωµατίδια, όπως το ηλεκτρόνιο έχουν σπιν συγκεκριµένου µέτρου που τα διακρίνει σε
ϕερµιόνια και µποζονια (αλλά δεν µας αφορά σε αυτό το µάθηµα).

γ) Στροφορµή συστήµατος σωµατιδίων

Ονοµάζουµε στροφορµή ενός συστήµατος σωµάτων το διανυσµατικό άθροισµα των
στροφορµών των σωµάτων που απαρτίζουν το σύστηµα.

∆ηλαδή αν οι στροφορµές των σωµάτων που απαρτίζουν ένα σύστηµα είναι ~L1, ~L2, ..., ~Lν
τότε η στροφορµή ~L του συστήµατος είναι :

~L = ~L1 + ~L2 + ...+ ~Lν
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Γενικότερη διατύπωση του Θεµελιώδη Νόµου της στροφικής κίνη-
σης

Θεωρούµε ότι η ϱοπή αδράνειας ενός στερεού σώµατος που περιστρέφεται γύρω από
σταθερό άξονα είναι σταθερή και ότι σε απειροστά µικρό χρόνο dt η γωνιακή ταχύτητα
µεταβάλλεται κατά dω, οπότε από την σχέση (3.24) προκύπτει :

L = Iω ⇒ dL = Idω ⇒ dL

dt
= I

dω

dt
= Iαγων ⇒ Στ =

dL

dt

΄Αρα: Το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών που δρουν σε ένα στερεό, το οποίο πε-

ϱιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα, είναι ίσο µε την αλγεβρική τιµή του ϱυθµού

µεταβολής της στροφορµής του.

Η παραπάνω διατύπωση είναι γενικότερη της Στ = Iαγων, γιατί ισχύει ακόµα και
όταν η ϱοπή αδράνειας δεν είναι σταθερή.

Ο νόµος της στροφικής κίνησης σε σύστηµα σωµάτων

Σε ένα σύστηµα σωµάτων το αλγεβρικό άθροισµα όλων των ϱοπών, δηλαδή εκείνων που

οφείλονται σε εσωτερικές δυνάµεις καθώς και εκείνων που οφείλονται σε εσωτερικές

δυνάµεις είναι ίσο µε την αλγεβρική τιµή του ϱυθµού µεταβολής της στροφορµής του

συστήµατος.

όµως η ϱοπή των εσωτερικών δυνάµεων είναι µηδενική. Σύµφωνα µε τον 3ο νόµο
του Νεύτωνα, οι εσωτερικές δυνάµεις εµφανίζονται σε Ϲεύγη δράσης - αντίδρασης, ο-
πότε οι ϱοπές τους αλληλοαναιρούνται και έτσι σε ένα σύστηµα σωµάτων ο ϑεµελιώδης
νόµος της στροφικής κίνησης µπορεί να γραφτει :

Στεξ =
dL

dt
(3.25)

όπου ϐέβαια το Στεξ είναι το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών των εξωτερικών δυ-
νάµεων, ως προς κάποιο άξονα περιστροφής και L η στροφορµή του συστήµατος, ως
προς τον ίδιο άξονα.

Λύσε από τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου τις α-
κόλουθες ασκήσεις : 5.26 - 5.36, 5.60 - 5.63, 5.65, 5.67, 5.69, 5.70 - 5.72, 5.74,
5.76, 5.79, 5.83, 5.84, 5.86, 5.87

3.6.1 ∆ιατήρηση της Στροφορµής

Αν στην γενικότερη διατύπωση του ϑεµελιώδη νόµου της στροφικής κίνησης ϑέσουµε
Στ = 0 τότε :

Στ =
dL

dt
= 0⇒ L = σταθ.

∆ηλαδή: Αν το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών των δυνάµεων που δρουν
σε ένα στερεό σώµα (ως προς κάποιο άξονα) είναι µηδέν, η στροφορµή του
σώµατος ( ως προς τον ίδιο άξονα) παραµένει σταθερή.
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Για ένα σύστηµα σωµάτων είναι προφανές ότι αν Στεξ = 0 η στροφορµή του συ-
στήµατος των σωµάτων ϑα παραµένει σταθερή.

Μεταβολή της ϱοπής αδράνειας και διατήρηση της στροφορµής

Θεωρούµε ότι το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών των εξωτερικών δυνάµεων που δρουν
σε ένα περιστρεφόµενο σώµα είναι µηδέν. Αν, λόγω ανακατανοµής της µάζας µε-
ταβληθεί η ϱοπή αδράνειας του σώµατος, ως προς τον άξονα περιστροφής του, τότε
µεταβάλλεται και η γωνιακή του ταχύτητα, αλλά η στροφορµή του διατηρείται σταθε-
ϱή. ∆ηλαδή:

~Lαρχ = ~Lτελ (3.26)

Αν το σώµα στρέφεται γύρω από έναν ακλόνητο άξονα περιστροφής ή γύρω από
ένα νοητό άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του σώµατος και µετατοπίζεται
παράλληλα προς τον εαυτό του τότε η παραπάνω σχέση είναι αλγεβρική.

Αν I1 η αρχική ϱοπή αδράνειας και ω1 η αρχική γωνιακή ταχύτητα του σώµατος
και I2 η τελική ϱοπή αδράνειας και ω2 η τελική γωνιακή ταχύτητα του σώµατος τότε
από την Αρχή ∆ιατήρησης της Στροφορµής προκύπτει :

I1ω1 = I2ω2

Από την παραπάνω σχέση είναι προφανές ότι όταν µεταβάλλεται η ϱοπή αδράνειας

ενός σώµατος ή ενός συστήµατος σωµάτων, τότε µεταβάλλεται και το µέτρο της γωνιακής

ταχύτητας. Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να έχουµε γωνιακή επιτάχυνση ενός σώµατος

ακόµα και όταν το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών των εξωτερικών δυνάµεων είναι

µηδέν.

Το παράδειγµα του πατινάζ: Μια αθλήτρια του πατινάζ που στριφογυρίζει στο
παγοδρόµιο, µπορεί συµπτύσσοντας τα χέρια και τα πόδια της να αύξηση την γωνιακή
ταχύτητα περιστροφής της. Λογικό γιατί αν ϑεωρήσουµε αµελητέες τις τριβές, τότε
οι ϱοπή της µόνης εξωτερικής δύναµης που είναι το ϐάρος ϑα είναι µηδέν και η
στροφορµή ϑα πρέπει να διατηρείται σταθερή, άρα αφού µειώνετε η ϱοπή αδράνειας
ϑα αυξάνετε η γωνιακή ταχύτητα της.

Το παράδειγµα των ¨νεκρών¨ άστρων: Τα αστέρια στο τελευταίο στάδιο της
Ϲωής τους έχουν µάζα από 1,4 µέχρι 2,5 ϕορές την µάζα του ήλιου, µετατρέπονται σε
αστέρες νετρονίων. Τα αστέρια αυτά, όταν εξαντλήσουν τα αποθέµατα ενέργειας τους,
συρρικνώνονται λόγο της ϐαρύτητας, µε αποτέλεσµα η ακτίνα τους να είναι µόνο µερι-
κές δεκάδες km. Επειδή η ϱοπή των εξωτερικών δυνάµεων κατά την διαδικασία αυτή
είναι µηδέν, η στροφορµή του αστεριού ϑα παραµένει σταθερή. Η δραµατική µείωση
της ϱοπής αδράνειας του αστεριού έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της γωνιακής του
ταχύτητας. Αξίζει να σηµειωθεί ότι ένας αστέρας νετρονίων έχει περίοδο περιστροφής

1
3000

s, µε την περίοδο περιστροφής του ήλιου να είναι 25 µέρες.
Λύσε από τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου τις α-

κόλουθες ασκήσεις : 5.1 - 5.25, 5.37 - 5.49, 5.93, 5.95 - 5.99, 5.101, 5.102, 5.105,
5.107, 5.108, 5.109, 5.111, 5.112
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