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1. (μέχρι 2.8)  

Έστω f , δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση που στρέ-

φει τα κοίλα άνω στο διάστημα [α,β]  και τα σημεία 

Α(α,f(α)), Β(β,f(β)), τότε να δείξετε ότι: 

Γ1. )(f)(f
2

f2 +






 +
 

Γ2. Μεταξύ των σημείων Α,Β η γραφική παράσταση της 

f είναι πιο κάτω από την χορδή ΑΒ. 

Γ3.  λΑΓ < λΓΒ  

Γ4.   λΑΓ < λΑΒ , όπου Γ σημείο της Cf  μεταξύ των Α,Β. 

 

2. (μέχρι 2.7) 

 Έστω οι παραβολές 𝜓 = 𝑥2 και 𝜓 =
(𝑥 − 4)2 και τα σημεία Α(α,0), 

Β,Γ,Δ όπως στο σχήμα, ώστε το  

ΑΒΓΔ ορθογώνιο και τα σημεία Γ,Δ 

πάνω στις παραβολές , με 0<α<2. 

Γ1. Να βρεθούν οι συντεταγμένες 

των σημείων Β,Γ,Δ συναρτήσει του 

α και να δειχθεί ότι: 

 (𝛢𝛣𝛤𝛥) = 𝛦(𝛼) = −2𝛼3 + 4𝛼2   

Γ2. Να βρεθεί η θέση του σημείου Α 

ώστε το εμβαδό του ΑΒΓΔ να γίνει 

μέγιστο. 

Γ3. Να υπολογιστεί το όριο lim
𝑥→𝑎0

𝛦(𝛼)

𝛦(𝛼)−𝛦(𝛼0)
 , όπου α0 η θέση του τοπικού μεγίστου του 

Ε(α). 

Γ4.   

➢ Υπάρχει τιμή του α που να ισχύει η σχέση : 2)( = , αν ναι πόσες τιμές υπάρ-

χουν; αν όχι γιατί; 

➢ Υπάρχει τιμή του α που να ισχύει η σχέση : 𝛦(𝛼) = 1,4 αν ναι πόσες τιμές υπάρ-

χουν; αν όχι γιατί; 

 

3. (μέχρι 2.9) 

Έστω 𝑓: [−1,1] → ℝ συνεχής στο [−1,1] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (−1,1) , 

διέρχεται από το σημείο Α(0,3) και ισχύει :f2(x) − 4f(x) + x2 + 3 = 0  

Γ1. Να δειχθεί ότι η f δεν έχει ρίζες και σημεία καμπής στο [−1,1]  και να βρεθεί ο τύ-

πος της . 

Γ2. Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία , τα ακρότατα, τα κοίλα και τα κυρτά και να γί-

νει γραφική παράσταση 

Γ3. Να δειχθεί ότι : f(x) ≤ 2 + συνx και να υπολογιστούν τα όρια: 

➢ lim
x→0

1940

f(x)−2−συνx
 

➢ lim
x→0

2+συνx−f(x)

x2
 

Γ4.   Να λυθεί η εξίσωση: ex(ef(x) + f(x) + x − 3) = 𝑒3  
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4. (μέχρι τέλους) 

Έστω συνάρτηση →:f  η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει 

( )



=+ 0dx)x(fx)x(Fx2 2

, όπου F(x) η αρχική της f(x) και α,β πραγματικοί αριθμοί 

με α≠β. 

Γ1. Να δείξετε ότι υπάρχει  ( ) )(f)(F2:, 2 −= .  

Αν 
2024x)x(F =  

Γ2. Να δείξετε ότι τα α και β είναι αντίθετα. 

Γ3. Να λυθεί η εξίσωση:  ( ) ( ) )5(F)6(F4eF5eF xx −=+−+  

Γ4. Έστω 
)x(fx

e)x(F2024
)x(h

x




= ,να υπολογιστεί το όριο:  

)x(h)x(h

)x(h)x(h
lim

x −−

−+

+→
 

 

5. (μέχρι 1.7) 

Έστω η συνάρτηση →:f  συνεχής και γνησίως μονότονη στα διαστήματα (-∞,0] και 

[0,+∞). Επίσης η γραφική της παράσταση τέμνει τους άξονες στα σημεία Α(α,0), Β(β,0) 

και Γ(0,γ) , όπου α =
)3x(

)3x(3
lim

3x +

+−

−→

, β= 
x2

x10
lim

0x 



→

και γ =
3

23

1x x1

4x3x
lim

−

−+

→

 . 

Γ1. Να προσδιορίσετε το είδος της μονοτονίας της f στα διαστήματα (-∞,0] και [0,+∞) 

καθώς και το πρόσημο της f για τις διάφορες τιμές του x. 

Γ2. Να υπολογιστούν τα όρια :  

• 
x)4(f

)0(f
lim

0x −→
 

• ( )5

x
x)6(flim 

−→
 

Γ3. Να ελέγξετε την αλήθεια του παρακάτω ισχυρισμού: «η παράσταση Α= )1(f
x

x



 

δεν έχει νόημα κοντά στο μηδέν ». Να δικαιολογήσετε τον ισχυρισμό σας.  

Γ4. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

( ) ( ))x(f)x(f)x(g 22 −+= , x πραγματικός αριθμός τέμνει την 1η διχοτόμο σε 

τουλάχιστον ένα σημείο. 

 

6. (μέχρι 1.8) 

 Έστω →:g,f  ώστε να ισχύουν:  

( ) )x(g1xln)x(gg ++=  και ( ) 11)1xln()1x(fg =−+−−  

Γ1. Να δείξετε ότι η g(x) είναι «1-1» και ότι g(1)=1 

Γ2. Να βρεθεί ο τύπος της f. 

Γ3. Να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται και ότι ( ) 2exf 2x1 −= −−
. 

Γ4. Να γίνει η γραφική παράσταση της f και της αντίστροφης και να αποδείξετε ότι το 
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πλήθος των κοινών τους σημείων είναι τουλάχιστον 2.  

 

7. (μέχρι 2.4) 

Στο διπλανό σχήμα βλέπουμε τις γραφικές παραστάσεις ex ,και lnx. Το σημείο Α(x,0) 

κινείται πάνω στον άξονα xx΄ με x>1 και η τετμημένη του μεταβάλλεται με ρυθμό 

2cm/sec. 

Γ1. Να λυθεί η εξίσωση: 3xx e4eex =+ με x≥0. 

Γ2. Να βρεθεί η θέση του σημείου Α τι στιγμή 

που ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του τριγώ-

νου (ΟΑΒ) είναι ίσος με 4e3 cm2/sec. 

Γ3. Να βρεθεί η θέση του σημείου Α τη στιγμή 

που ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του τριγώ-

νου (ΟΑΓ) είναι ίσος με 2 cm2/sec. 

Γ4. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 

(ΟΒΓ) τι χρονική στιγμή που το σημείο Α βρί-

σκεται στη θέση Α(e,0). 

Γ5. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του λόγου 

των εμβαδών των τριγώνων (ΟΑΒ), (ΟΑΓ) τη 

χρονική στιγμή που η τετμημένη του σημείου Α 

είναι 1 cm. 

 

8. (γενική)  

Δίνεται η συνάρτηση   →1,0:f , η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 

στο πεδίο ορισμού της και για την οποία ισχύουν: 

➢ f(0)=1 

➢ f(1)=0 

➢  0,1x , 0)x(f //   

Γ1. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει τουλάχιστον ένα κοινό σημείο με 

την πρώτη διχοτόμο. 

Γ2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς ένα σημείο της γραφικής παράστασης της f  με 

τετμημένη  ξ μεταξύ (0,1) , στο οποίο η κλίση της Cf είναι -1και ότι ισχύει: 

++− )(fx)x(f  ,  1,0x  

Γ3. Να αποδείξετε ότι : ( )0,1x 
1x

)x(f

x

1)x(f


−


−
 και  1,0x 1-xf(x) +  

Γ4. Να αποδείξετε ότι για το ξ του δεύτερου ερωτήματος ισχύει: 

2

1
dx)x(f

2

1
)(f

1

0
−+   

 

9. (μέχρι 2.5) 

Έστω →:f συνεχής με 1x3x2xx)x(f)1x( 234 +−+−=−  

Γ1. Να δειχθεί ότι 1x2x)x(f 3 −+= και ότι η εξίσωση 0)x(f = έχει ακριβώς μια ρίζα στο 

(0,1) την xo. 

Για τη ρίζα αυτή την xo , 

Γ2. Να δείξετε ότι : ( ) ( ) 101xf1xf2 oo ++−−  
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Γ3. Να δείξετε ότι : η εξίσωση 
( ) ( )

1x

1xf

x

1xf oo

−

−
=

−
, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1) 

Γ4. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ στα διαστήματα (0,xo) , (xo,1), να δείξετε ότι υπάρχουν 

δυο τουλάχιστον αριθμοί ξ1, ξ2 στο διάστημα (0,1) ώστε 0239 2

2

2

2

2

1 =−+  

 

10. (μέχρι 2.5) 

Έστω 
( )













−++

+−
=

1x ,2)1x(gx

1x αν ,x1x
)x(f

x

3 4

, όπου για  x >1 ισχύει g(x)=E, όπου Ε το εμβα-

δό που περικλείεται από την εφαπτομένη της ψ=1/x με x>1 σε τυχαίο σημείο της (x0,ψ0)  

με τους άξονες xx΄ και ψψ΄. 

Γ1. Να βρεθεί η f΄(x) και να αποδείξετε ότι οι οι εφαπτομένες της Cf και της ψ=1/x τέ-

μνονται κάθετα στο σημείο  (1,1). 

Γ2. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ( ) ef:1 11 = και μοναδικό ( ) = 22 f:1  

Γ3. Να δείξετε ότι υπάρχει: 

1. Τουλάχιστον ένα ( ) ( )
1

3

/

213
1

e1
f:,

−

−
=  

2. Τουλάχιστον ένα ( ) ( )
2

4

/

214
1

1
f:,

−

−
=  

Γ4. Να υπολογιστεί το όριο: ( ))x(f)1x(flim
x

−+
+→

 

 

11. (Μέχρι 2.7) 

 Έστω →:f παραγωγίσιμη στο ℝ και η γραφική πα-

ράσταση της πρώτης παραγώγου φαίνεται στο διπλανό 

σχήμα και αποτελεί παραβολή.  
Γ1. Να βρείτε τα σημεία που τέμνει η γραφική παρά-

σταση της Cf
/ τον άξονα x΄x και να υπολογιστεί το f//(0). 

Γ2. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα ακρό-

τατα. 

Γ3. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της f στο ση-

μείο της , (2,-10/3) 

Γ4. Να δείξετε ότι : 𝑓(𝑥 + 2) − 𝑓(𝑥 + 1) ≥ −3 

Γ5. Να βρεθεί ο τύπος της f .  
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12. (Μέχρι 2.7) 

Έστω  →:f με 
xe)x(f = , 

τα σημεία Α(0,-1) και Β(e,1) 

και το σημείο Μ(x, ex) , πάνω 

στην Cf. 

Γ1. Να δείξετε ότι το εμβαδόν 

του τριγώνου (ΜΑΒ) γίνεται 

ελάχιστο όταν το σημείο Μ 

βρεθεί στη θέση όπου η εφα-

πτομένη της Cf είναι παράλλη-

λη στην ΑΒ.   

Γ2. Να δείξετε ότι υπάρχει μο-

ναδικό σημείο Μ1 της Cf με τετμημένη x1 ∈ (-2,-1), ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ορ-

θογώνιο στο Α.  

Γ3. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο Μ2 της Cf με τετμημένη x2 ∈ (1,2), ώστε το 

τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ορθογώνιο στο Β. 

Γ4. Αν η τετμημένη x του σημείου Μ αυξάνεται με ρυθμό 2cm/sec , να βρεθεί ο ρυθμός 

μεταβολής του εμβαδού (ΜΑΒ).  

 

 

13. Έστω συνάρτηση →:f  συνεχής και ισχύει: 4x)x(f6)x(f 22 −=− και η εξίσω-

ση 0)x(f = έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο ℝ. 

 

Γ1. Να δείξετε ότι  5x3)x(f 2 +−= . 

 (Μονάδες 5)  

 

Γ2. Να δείξετε ότι η εξίσωση ( ) ( ) 03)x(f32)x(f3
2

=−−+− είναι αδύνατη στο ℝ. 

(Μονάδες 5)  

 

Γ3. Να δείξετε ότι η εξίσωση ( ) 06x1,0x2)x(f3e 322x =−+−−+ , έχει το πολύ 3 ρί-

ζες στο ℝ. 

(Μονάδες 5)  

Γ4. Να δείξετε ότι η εξίσωση 0)x(f / = έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο ℝ. 

(Μονάδες 5)  

Γ5. Να δείξετε ότι η εξίσωση 523x )x(f1)x(f1 //

=++ −−
έχει μοναδική ρίζα και να βρεθεί. 

(Μονάδες 5)  
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14. Έστω συνάρτηση →:f  με : 








+

−
=

0x),1xln(

0x,1e
)x(f

x

 

 

Γ1. α) Να δειχθεί ότι δεν υπάρχει το f ΄΄(0). 

       β) Να βρεθεί η αντίστροφη της f και τα κοινά σημεία της f και της f-1 . 

 (Μονάδες 5)  

 

Γ2. Να δειχθεί ότι υπάρχει μοναδικό x0 < 0 ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παρά-

στασης της f στο σημείο (x0 ,f(x0)) να περνά από το (1,0). 

(Μονάδες 5)  

 

Γ3. Να δειχθεί ότι η εφαπτομένη αυτή έχει και άλλο ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με 

τη γραφική παράσταση της f με θετική τετμημένη και μάλιστα η τετμημένη αυτή είναι 

μεγαλύτερη από το 1e 0x
−

−
, όπου x0 το x0 του προηγουμένου ερωτήματος. 

(Μονάδες 5)  

Γ4. Να βρεθεί το όριο: 














+



−

−

→

−

→ )x(flim

)(f
lim

0x

1

0
 

(Μονάδες 5)  

  

 

 

 

 

 

 


