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1. (μέχρι 1.8) Έστω η συνεχής συνάρτηση →:f  με f(0)=1 και 

( ) 1xx)x(fx2xf 22 +−=− , για x ≥ 0 και η συνάρτηση xx)x(g −= , για x ≥ 0. 

Δ1. Να δείξετε ότι : x1x)x(f 2 ++=  για x ≥ 0. 

Δ2. Να υπολογίσετε τα όρια: 

• ( )x2)x(g)x(flim
x

−−
+→

 

• 
)x(g

)x(f
lim

x +→
 

 

Δ3. Έστω 
2

3
x)x(g)x(f)x(h 3 −−−=  με x≥0. Να δείξετε ότι : 

• Η εξίσωση h(x)=0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 








2

1
,0  και μια τουλάχιστον στο









1,

2

1
 . 

• Η εξίσωση 
( )

1821
x

)x(h

x

1)x(h

21

=
−

−
+

−

−
 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (ξ1,ξ2), 

όπου ξ1 και ξ2 , οι ρίζες του προηγουμένου ερωτήματος. 

 

 

2. Έστω συνάρτηση  x(t) =
t3

3
− 2t2 + 3t + 1, t ∈  [0,4], η οποία καθορίζει τη θέση ενός 

κινητού πάνω στον άξονα χχ΄ 

Δ1. Πότε το κινητό έχει ταχύτητα μηδέν, πότε κινείται δεξιά και πότε αριστερά; 

 (Μονάδες 5)  

Δ2. Να βρεθεί το συνολικό διάστημα που διένυσε το κινητό. 

(Μονάδες 5)  

Δ3.  Να δείξετε ότι κατά την διάρκεια κίνησης του κινητού μεταξύ των χρονικών στιγμών 

t=1 sec και t= 3 sec, υπάρχει μια τουλάχιστον χρονική στιγμή κατά την οποία η στιγμιαία 

ταχύτητα του κινητού είναι ίση με τη μέση ταχύτητα που είχε το σώμα στο χρονικό διά-

στημα αυτό. 

(Μονάδες 5)  

Δ4. Να δείξετε ότι κατά την διάρκεια κίνησης του κινητού μεταξύ των χρονικών στιγμών 

t=1 sec και t= 3 sec, υπάρχει μια τουλάχιστον χρονική στιγμή κατά την οποία η επιτάχυνση 

του κινητού είναι ίση με το μηδέν. 

(Μονάδες 5)  

Δ5. Αφού αποδείξετε ότι η συνάρτηση της ταχύτητας υ(t) είναι γνησίως αύξουσα για t ≥ 2 

sec , να δείξετε ότι η εξίσωση ( ) )2t(S)t(S1tS2 ++=+ είναι αδύνατη για t ≥2 sec. 

(Μονάδες 5)  
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3. Έστω η δίκλαδη συνάρτηση f με τύπο : ( )
( ) ( )













=

+−−
=

2x  ,0

2x  ,2x3xln2x
xf

2

 

Δ1. Να δειχθεί ότι  f είναι συνεχής στο 2. 

Δ2. Να δειχθεί ότι η f είναι κυρτή στο [2,+∞] και ότι: 

➢ ( ) ( ) // fef  

➢ 
( ) ( )

2

2

e 3e 2 e
ln

3 2 1 e 1

 − + −
 

 − + −  − 
 

Δ3. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 












 +


2

53
,2 τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) −=−+− 23123ln 2
 και ότι το ξ αυτό είναι θέση ακροτάτου για την f. 

Δ4. Να δείξετε ότι η εξίσωση : ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0xfefexfxfx)x(g //// =−−+−−=  

έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (e,π).  

 

 

4. Έστω η συνάρτηση →






 
+


−

2
,

2
:f ,ώστε να ισχύει:  ( )

( ) ( )−

+
=+

fxf1

)(f)x(f
xf   για 

κάθε 






 
−

2
,

2
,x  

Δ1. Αν f συνεχής στο 0 να δειχθεί ότι η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 

Δ2. Αν ισχύει ( ) 10f / = , να δειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο  






 
+


−

2
,

2
 και να δει-

χθεί ότι ( ) )x(f1xf 2/ +=  

Δ3. Αν ( ))x(u)x(f = ,να δειχθεί ότι f(x)=εφx 

Δ4. Να υπολογιστεί το εμβαδόν μεταξύ της Cf , της εφαπτομένης της Cf στη θέση μηδέν 

και της ευθείας x= π/4 

 Δ5. Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2 στο διάστημα (0,π/3) ώστε να ισχύει: 

( ) ( )


=+
36

ff 2
/

1
/

 

 

5. Έστω η παρ/μη συνάρτηση ( ) →+,0:f ,ώστε ( ) )x(f1xlnxfx / =−+ και f(1)=-1 

Δ1. Να βρεθεί ο τύπος της f. 

Δ2. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται για   ( 1,0x  και να βρείτε το πεδίο ορισμού της 

αντίστροφης.   

Δ3. Να λυθούν οι εξισώσεις ( ) 2xf 1 =−
 και ( ) xxf 1 =−

 

Δ4. Έστω 
)x(fe)x(g = . Να δείξετε ότι:  

➢ ( )+ 0, x,x)x(g  

➢ 1dx )x(g2 2

1
−


για α >1 

➢ 12

1
edx )x(g −  
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6. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση   →+,0:f ,με f(x) > 0 για x > 0. Το  εμβαδόν του χω-

ρίου που περικλείεται από την Cf , τους άξονες xx΄, ψψ΄και την ευθεία x=u είναι 

0u),u(fuu)u( 2 −+=  

Δ1. Να δειχθεί ότι f(0)=0 και f΄(0)=1 

Δ2. Να υπολογιστεί το 
x

x5x)x(f
lim

2

0x

−+

→
 

Δ3. Να βρεθεί ο τύπος της f. 

Δ4. Να δειχθεί ότι:  + ,0x,x)x(f  

Δ5 . Να λυθεί η εξίσωση : 1xex2)x(f x −++=  

  

 

7. Έστω η συνάρτηση    e,01,0:f →  συνεχής και παραγωγίσιμη ώστε 

−− eex)(f)x(f x
 για κάθε ,x  

Δ1. Να δείξετε ότι f(1) - f(0)=e 

Δ2. Να δείξετε ότι : ( ) ( ) ( ) ( ) e3fff:1,0,, 3
/

2
/

1
/

321 =++  

Δ3. Να βρεθεί ο τύπος της f  

Δ4. Να δειχθεί ότι αντιστρέφεται. 

Δ5 . Να υπολογιστεί το ( )
−e

0

1 dxxf  

  

 

 

8. Έστω η συνάρτηση  ) →+,0:f  με f(0)=0 και παραγωγίσιμη, στρέφοντας τα κοίλα προς τα 

κάτω.  

Δ1. Ν.δ.ο: )x(f)1x(f)x(f /−− για κάθε x≥1  (για να έχει νόημα το f(x-1)) 

Δ2. Ν.δ.ο: )1x(f)1x(f)x(f2 −++  για κάθε x≥1 

Δ3. Ν.δ.ο: 







 x

3

4
f

4

3
)x(f  για κάθε x>0 

Δ4. Ν.δ.ο: )x(fx)x(f / για x≥0 και ότι : )2(fdx)x(f
2

0
  

 

9. Έστω η συνάρτηση →:f  ώστε ( ) 1x)x(fln)x(f2 +=+ και f(x)>0. 

Δ1. Ν.δ.ο: Αν η f είναι γνησίως μονότονη, τότε είναι γνησίως αύξουσα. 

Δ2. Ν.δ.ο : η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1,1). 

Δ3. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στους πραγματικούς αριθμούς 

       α) Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της f ως συνάρτηση της f(x). 

       β) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α(1,1) 

       γ) Να δειχθεί ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω. 

       δ) Ν.δ.ο: + x,2x)x(f3  

     ε) Αν η γραφική παράσταση διέρχεται από σημείο Α(0,α) , να δείξετε ότι  

∫ 𝑓(𝑥)
1

0

𝑑𝑥 = 2 − 𝛼2 − 𝛼 
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10. Έστω η συνάρτηση 𝑓: ℜ∗ → ℜ ώστε f(x) = e1−x −
1

x
− κ , και η f παρουσιάζει στο διά-

στημα (0,+∞) μέγιστο το 0.  

Δ1.Να δειχθεί ότι η Cf 
/ (η γραφική παράσταση της πρώτης παραγώγου) , έχει τρείς εφαπτο-

μένες παράλληλες στον άξονα χχ΄, στα σημεία x1, 1, x2  και ότι η εξίσωση √x1 ∙ x2 ∙ x =
1453  είναι αδύνατη. 

Δ2. 

α) Να εξετάσετε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle για την f / (x) στο διά-

στημα (x1,x2). 

β) Να δείξετε ότι ισχύει το συμπέρασμα του θεωρήματος Rolle για την f / (x) στο διάστημα 

(x1,x2). 

Δ3. Να δειχθεί ότι κ=0 και ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝑒1−
𝑥1
2 −

2

𝑥1
  έχει δύο ακριβώς ρίζες στο 

(−∞, 0).  

Δ4. Να δείξετε ότι:  
( )

dxe
x1

1

x1

1
e2 x

2

x1

0

x
2











−

−









−
−− 

−

=
( )
( )42

2

2

x

x1−
, όπου  το x2 του ερωτή-

ματος Δ1. 

 

 

 

 

 

11. Έστω η συνεχή συνάρτηση 𝑓: ℜ → ℜ ώστε 0x,
x

1
x

x

1
fx2 








+=








 .  

Δ1. Να δειχθεί ότι: 
















=

+
=

0x      ,0

0x   ,xx
x

1
x

)x(f

22

 

Δ2. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο Ο(0,0) 

Δ3.  

α) Να δείξετε ότι υπάρχει ( ) 







=










2

1
f2f:

2

1
,0 1

/

1
 

β) Να δείξετε ότι υπάρχει ( ) 







=










2

1
f10f:2,

2

1
2

/

2
 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχει ( ) ( ) 









2

1
f4f:2,0 3

//

3
 

Δ4. Να υπολογιστεί το 
−

1

1

dx)x(f  
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12. Δίνεται η συνάρτηση f , ώστε 












−

−
=

−

0x,x

0x,ee
)x(f

2

xex

.  

Δ1. Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια και να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-

κής παράστασης της f στο Ο(0,0). 

Δ2. Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία τα κοίλα και τα κυρτά. 

Δ3. Να δείξετε ότι: 

α) για κάθε x>0 ισχύει: ( ) )x(f)1x(fxf / −+  

β)   1.0,   ,  1.0  ώστε 
1940

)(f119)(f1821
)(f

+
=  

Δ4. Να δείξετε ότι : ∫ ((𝑓(𝑥) + 𝑒)
1

0
⋅ 𝑥𝑑𝑥 <

𝑒𝑒−𝑒2

2
 

 

13. (παραλλαγή του Δ θέματος 2021) 

Δ1. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
x

1
ex = έχει μοναδική ρίζα x0  και να προσδιορίσετε το ανοιχτό 

διάστημα πλάτους ½ στο οποίο ανήκει . 

Δ2. Έστω  ( ) 1e1xe)x(f xx0 −−+= .Να δείξετε ότι η f παρουσιάζει μέγιστο στη θέση 









 1,

2

1
x0

,όπου x0 η ρίζα του προηγούμενου ερωτήματος. 

Δ3. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 








+

+
=

1x

1e
ln)x(g

x

 και η ευθεία ψ=x0 εφάπτονται, όπου x0 η 

ρίζα του Δ1 ερωτήματος. 

 

Δ4. α) Έστω συνάρτηση  φ(x) με φ(x)>f(x) για όλα τα πραγματικά x και τα σημεία Α(x,f(x)) 

και Β(x,φ(x)). Αν η απόσταση των σημείων Α,Β γίνεται ελάχιστη για x=x0 , να δειχθεί ότι το 

x0 είναι κρίσιμο σημείο για την φ(x). 

β) Να βρεθεί η ελάχιστη κατακόρυφη απόσταση των συναρτήσεων f(x) και g(x) των ερωτη-

μάτων Δ2 και Δ3.  

 

14.  (παραλλαγή του Δ θέματος 2022) 

Δίνεται η συνάρτηση xe
2

1
2x)x(f 








−−+= όπου 

x2x

x1
lim

3

0x 

−
=

→
 

Δ1. α) Να δειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει δύο ρίζες x1 , x2 με x1 < -1 και x2 > 1. 

β) Να δείξετε ότι η f είναι κοίλη. 

Δ2. Αν Ε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf και τον άξονα x΄x, τότε να δεί-

ξετε ότι 
( ) ( )

2

2xxxx 2112 ++−
=  

Δ3. Nα δείξετε ότι ( ) 0x2f 1 −−  

Δ4. Να εξετάσετε αν η εξίσωση ( ) ( )22

/ xxxf1)x(f2 −+= έχει λύση. 
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15.  (παραλλαγή του Δ θέματος 8 Σεπτεμβρίου 2020) 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση →






 

2
,0:f  για την οποία ισχύουν: 

➢ )x(fx2)x(fxx)x(f 2/ −=  






 


2
.0x  

➢ 
3

34

6
f =







 
 

Δ1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση xx)x(f)x(g = , 






 


2
.0x  είναι σταθερή. Στη 

συνέχεια να δείξετε ότι xx)x(f += , 






 


2
.0x  

Δ2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f παρουσιάζει μοναδικό ελάχιστο στο 
4

x0


=  το οποίο 

και να βρείτε. 

Δ3. Να δείξετε ότι η εξίσωση e)x(f =  στο διάστημα 






 

2
.0 έχει δύο ρίζες ρ1 , ρ2 με ρ1 < ρ2 

Δ4. Να αποδείξετε ότι:  

1) ( ) e484)(f 11

/ −−  

2) ( ) 8e44)(f 22

/ −−    όπου ρ1 , ρ2 οι ρίζες του Δ3. 
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16. (μέχρι 2.3) 

Έστω συνάρτηση →:f  για τη οποία ισχύουν : 

• Η f είναι συνεχής , παραγωγίσιμη και γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

• 4
1x

)1(f)x(fx
lim

1x
=

−

−

→
 

•  0
1x

)x(f)1(fx
lim

3

1x
=

−

−

→
 

• +=
+→ 2x x

)x(f
lim  

• ( ) 8h2flim
0h

=+
→

 

 

Δ1. Να δείξετε ότι f(1)=1 και ότι 3)1(f / =  

 (Μονάδες 5)  

Δ2. Να υπολογιστούν τα όρια  

i. 
h

1h2)h1(f
lim

0h

−++

→
 

ii. 
1x

x2)x(f
lim

1x −

−−

→
 

(Μονάδες 5)  

 

Δ3. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της 
2

3
)1xln()x(f)x(h −−+=  και να δειχθεί ότι η εξί-

σωση h(x)=0 έχει ακριβώς μια λύση στο (1,2) 

(Μονάδες 5)  

Δ4. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ( )
3

)(f)e(f)1(f
)(f:,1

++
=  

(Μονάδες 5)  

Δ5.  Να υπολογίσετε το όριο : 
( )

( ) )1(fe1f
xxe

x2
lim x

xx
−+

+−→
 

(Μονάδες 5)  
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