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ΘΕΩΡΙΑ 1 

Έστω  το πολυώνυμο 01
1ν

1ν
ν

ν αxαxαxα)x(P ++++= −
−     και   0x . Τότε 

)x(P)x(Plim 0
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=
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Σύμφωνα με τις ιδιότητες των ορίων έχουμε: 
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=
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ΘΕΩΡΙΑ 2 

Έστω η ρητή συνάρτηση 
)x(Q

)x(P
)x(f = , όπου )x(P , )x(Q  πολυώνυμα του x και R0x  με 

0)x(Q 0  . Τότε ισχύει : 
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Σύμφωνα με τις ιδιότητες ισχύει: 
)x(Q

)x(P

)x(Qlim

)x(Plim

)x(Q

)x(P
lim)x(flim
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0

xx
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Επομένως, 
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0
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=

→
,   εφόσον   0)x(Q 0   

 

ΘΕΩΡΙΑ 3 

Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση P(x)  είναι συνεχής.  

 

Προφανώς γιατί )x(P)x(Plim 0
xx 0

=
→

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 4 

Κάθε ρητή συνάρτηση 
)x(Q

)x(P
)x(f = , είναι συνεχής  

 

Πράγματι γιατί ( )0
0

0

xxxx
xf

)x(Q

)x(P

)x(Q

)x(P
lim)x(flim

00

===
→→

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 5 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ.      (2024, 2020, 2015, 2005) 

Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα ],[  . Αν: 

➢ η f είναι συνεχής στο ],[   και 

➢ )(f)(f   

τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των )(f   και )(f   υπάρχει ένας, 

τουλάχιστον ),(x0   τέτοιος, ώστε =)x(f 0  

 

 x0   x0   x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 y=η 

 η 

 a  x 

 Α(α , f (α)) 
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ΘΕΩΡΙΑ 6 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 0x , τότε είναι και συνεχής στο 

σημείο αυτό. (2018, 2003, Επαν.2023, Επαν.2022, Επαν.2013, Επαν.2007)  
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ΘΕΩΡΙΑ 7 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 8 

 

(Επαν.2024, Ομογ.2024) 
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ΘΕΩΡΙΑ 9 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 10 

 

 

(Επαν.2005, Επαν.2009, Ομογ.2020 – Παλαιό)  
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ΘΕΩΡΙΑ 11 

 

(2023, Επαν.2020) 
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ΘΕΩΡΙΑ 12 
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ΘΕΩΡΙΑ 13 

 

(Ομογ.2016) 

 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 14 
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ΘΕΩΡΙΑ 15 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 16 

 

(2008) 
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ΘΕΩΡΙΑ 17 

 

(Επαν.2021, Επαν.2004, 2014, 2009) 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 18 
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ΘΕΩΡΙΑ 19 

 

(2021, 2019, 2017, 2012, 2006, Επαν.2023-Ομογ.2023) 
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ΘΕΩΡΙΑ 20 

 

(2011, 2004, Επαν.2016, Επαν.2017-Ομογεν.2017) 
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ΘΕΩΡΙΑ 21 

 

(Το i) Επαν.2019, Ομογ.2017, Επαν.2012, 2016, Το iii) Επαν.2018, Επαν.2013) 
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ΘΕΩΡΙΑ 22 

 

(2022, 2010, Επαν.2015) 

 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 23 

 

  (Γεωμετρική ερμηνεία) 
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ΘΕΩΡΙΑ 24 

 

(2013, 2002, Επαν.2008) 
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ΘΕΩΡΙΑ 25 

Να αναφέρεται το τύπο του εμβαδού του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της  f , 

τις ευθείες x = α, x = β και τον  άξονα   χχ΄, με f(x)≥0 και συνεχή. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Γνωρίζουμε  ότι, αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε 

ένα διάστημα ],[   και 0)x(f   για κάθε , ],[x   τότε 

το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική 

παράσταση της  f , τις ευθείες =x , =x   και τον 

άξονα xx    είναι 





= dx)x(f)(E  

 

ΘΕΩΡΙΑ 26 

Να αποδείξετε ότι για δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστημα ],[   με 

0)x(g)x(f   για κάθε ],[x  το χωρίο Ω που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των g,f  και τις ευθείες =x  και =x είναι 



−= dx))x(g)x(f()(E . 

 

Έστω δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστημα ],[   με 0)x(g)x(f   για κάθε  

],[x  και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των g,f  και τις 

ευθείες  =x και  =x  (Σχ. 18α). 

 Ω

 (α)
 O  x

 y=g(x)

 y=f (x)
 y

      

 Ω1

 (β)
 O  x

 y=f (x)
 y

 Ω2

 (γ)
 O  x

 y=g(x)

 y
18

 

Παρατηρούμε ότι 

  











−=−=−= dx))x(g)x(f(dx)x(gdx)x(f)()()( 21 . 

Επομένως, 



−= dx))x(g)x(f()(E   (1) 
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ΣΧΟΛΙΟ 
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ΘΕΩΡΙΑ 27 

Να αποδείξετε ότι  το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τον άξονα xx , τη γραφική 

παράσταση μιας συνάρτησης g, με 0)( xg  για κάθε ],[ βαx  και τις ευθείες αx =  και 

βx = δίνεται από τον τύπο : 





−= dx)x(g)(E  

 

Πράγματι με τη βοήθεια του προηγούμενου τύπου ( 



−= dx))x(g)x(f()(E ) 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 1 

Αν η f είναι «1-1» τότε και η f-1 είναι «1-1» 

 

1f21 Ax, x − με  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 212
1

1
-1

2
1

1
-1 xxxffxffxfxf === −− . Άρα η αντίστροφη 

είναι «1-1» και ισχύει: ( ) ff
11 =
−−

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 2 

Η αντίστροφη μιας γνησίως μονότονης συνάρτησης είναι γνησίως μονότονη με το ίδιο είδος 

μονοτονίας. 

 

 

Έστω µία συνάρτηση →Af :  η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο Α. Έστω ότι η f-1 δεν 

είναι γνησίως αύξουσα, τότε θα υπάρχουν ψ1 και ψ2 στο f(A) ώστε με 

( ) ( ) 212

1

1

1

21  


−−
f

ff  άτοπο. 

Επομένως η αντίστροφη μιας   γνησίως αύξουσας συνάρτησης είναι γνησίως αύξουσα. Ομοίως 

αποδεικνύεται η πρόταση και για γνησίως φθίνουσα συνάρτηση. 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 

Αν η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το A είναι γνησίως αύξουσα τότε οι 

εξισώσεις )()( 1 xfxf −=  (1) και xxf =)(  (2)και xxf =− )(1
είναι ισοδύναμες (έχουν το ίδιο 

σύνολο λύσεων ) Άρα αντί να λύσω την (1) λύνω την (2) 

 

Ευθύ:  

Έστω x0  ένας αριθμός έτσι ώστε να είναι λύση της εξίσωσης )()( 1 xfxf −=  δηλαδή 

ισχύει: )x(f)x(f 0
1

0
−= . Θα δείξουμε ότι ο αριθμός  x0 είναι και ρίζα της εξίσωσης f(x) = x 

δηλαδή θα ισχύει  xxf =)(   .Έστω ότι 

( ) ( )( ) ( ) ( )000

1

0

1
)()(

  

1

)( xfxxfxffxxfxxf o

f

o

xfxf

ό

 −


−
=


−






άτοπο. 
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Το ίδιο ισχύει αν  xxf )(  

Αντίστροφο: 

Έστωx0  ένας αριθμός έτσι ώστε να είναι λύση της εξίσωσης f(x) = x .Δηλαδή ισχύει 

 xxf =)( Θα δείξουμε ότι ο αριθμός x0 είναι και ρίζα της εξίσωσης )()( 1 xfxf −= δηλαδή ότι 

ισχύει )()( 0

1

0 xfxf −= . 

Πράγματι: ( )( ) ( ) )()()()( 0

1
)(

0

1

00

1

0

1 xfxfxfxxfxffxxf
xxf

−
=

−−− ==== 



 

 

Άλλος τρόπος  

Έστω   )()( 1 xfxf −=  

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 

Έστω   →,:f συνεχής και ένα προς ένα. Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως 

μονότονη.   

 

 Έστω ότι η f δεν είναι γνησίως μονότονη, δηλαδή αν 321 xxx   

τότε  )x(f)x(f)x(f 321  ή )x(f)x(f)x(f 312  Έστω ότι αληθεύει η δεύτερη , η f είναι 

συνεχής στο  32 x,x με )x(f)x(f 32  (γιατί f «1-1») άρα από θεώρημα ενδιαμέσων τιμών η f 

παίρνει κάθε τιμή μεταξύ των )x(f),x(f 32 άρα θα παίρνει και την τιμή f(x1) δηλαδή 

( ) ( ) ( ) 10

''11''f

10320 xxxfxf:x,xx ==
−

άτοπο γιατί ( )321 x,xx  άρα καταλήξαμε σε άτοπο 

δηλαδή f γνησίως μονότονη. Ομοίως αν είχαμε υποθέσει ότι ίσχυε  η πρώτη σχέση.  

ΠΡΟΤΑΣΗ 4 

Έστω f μια γνησίως μονότονη συνάρτηση σε ένα διάστημα Δ. Αν η συνάρτηση f 

είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0 με ( ) 0xf 0

/   , και η αντίστροφη f-1,  είναι 

συνεχής στο ψ0, τότε η 1f −  είναι παραγωγίσιμη στο ( ) ( )= fxf 00  και ισχύει 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )0

/

0

1/0

/1

0

/1

xf

1

ff

1
fxff =


==

−

−−
 

 

 

Ισχύει: 
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( ) ( ) ( ) ( )( )0

1/

0

/

0

0
xx ff

1

xf

1

xx

xfxf

1
lim

0 
==

−

− −→

  

όπου 
( ) ( )

( ) ( )0

1

000

1

fxxf

fxxf

==

==

−

−

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 5 

Έστω  f παραγωγίσιμη σε διάστημα Δ , γνησίως μονότονη και 0)x(f /  . Αν  η 1f −

 

είναι 

και αυτή παραγωγίσιμη για κάθε ψ που ανήκει στο f(Δ) τότε ισχύει: 

( ) ( )
( ) ( )( )

==
−

−

1//

/1

ff

1

xf

1
f

 
  

 

( ) ( )  ( ) ( )   1)x(f)x(ffx)x(ffx)x(ff
0)x(f

// 1//11

/ 
−−− ===  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

==
−

−
=

=

−

− (ff

1
f  

)x(f

1
)x(ff

1/

/ 1
)x(f

)(fx
/

/ 1

1
 

 

Άλλος τρόπος :  

 ( ) ( )  ( ) ( ) ( )
x)(f

0)x(f

/11///1
ί

ψ  

1

1

/
 1)(f)(ff)(ff)(ff

=



−−−




−

−

===  

( ) ( ) ( )
( )

==
−

−−

(ff

1
f

)x(f

1
)(f

1/

/ 1

/

/1
 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 6 (είναι και σε εφαρμογή του σχολικού) 

• Για κάθε x> 0 να δείξετε ότι 1xxln −  

 

 

 

➢ Αν x= 1, τότε η παραπάνω ισχύει σαν  ισότητα. 

➢ Αν x> 1 τότε από Θ.Μ.Τ για την f(x) = lnx στο [1,x] έχω ότι ( )x,1 τέτοιο ώστε 


=
−

− 1

1x

0xln
. 

Όμως ξ>1 άρα 1
1



 άρα 1xxln1

1x

xln
−

−
 

➢ Αν 0 <x< 1τότε από Θ.Μ.Τ για την f(x) = lnx στο [x,1] έχω ότι ( )1,x τέτοιο ώστε 


=

−

− 1

1x

0xln
. Όμως ξ<1 άρα 1

1



 άρα 1xxln1

1x

xln 01x

−
−

−

 

    Άρα τελικά ισχύει ότι 1xxln − για x> 0 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 7 

• Για κάθε x πραγματικό αριθμό  να δείξετε ότι 1xex +  

 

Αν στη σχέση 1xxln −  θέσουμε xe:x έχουμε ( ) xxx e1x1eeln +− x  

Αλλιώς : 

➢ Αν x= 0, τότε η παραπάνω ισχύει σαν  ισότητα. 

➢ Αν x> 0τότε από Θ.Μ.Τ για την f(x) = exστο [0,x] έχω ότι ( )x,0 τέτοιο ώστε =
−

e
x

1ex

.  

Όμως 0<ξ<x άρα   e1eee x0  επομένως 1
x

1ex


−

1xex +  

➢ Αν x< 0 τότε από Θ.Μ.Τ για την f(x) = ex στο [x,0] έχω ότι ( )0,x τέτοιο ώστε =
−

e
x

1ex

.  

Όμως x<ξ<0 άρα 1eeee 0x    επομένως 
0xx

1
x

1e 


−

1xex +  

Άρα τελικά ισχύει ότι 1xex + για κάθε x πραγματικό αριθμό x. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 8(είναι και σε εφαρμογή του σχολικού) 

Αν για την f ισχύει: )x(f)x(f / = , για κάθε x∈ R, και κ πραγματικός αριθμός  τότε υπάρχει  

c : xec)x(f =  για κάθε  x . 

 

 

 αν f(x)≠0 έχω: 

( )
( )

( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) xcx

1
//

/

ecxfexf

cxxflnxxfln
xf

xf

1 +
==

+===
 

Αλλιώς :  

( )

( )
xx

/xx/x

e
//

ec)x(fc)x(fe

0)x(fe0)x(fe)x(fe

0)x(f)x(f)x(f)x(f

x

−

−−−



==

==−

=−=

−
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ΠΡΟΤΑΣΗ 9 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 10 

Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή στο Δ τότε η εφαπτομένη της Cf σε κάθε  x0 ∈ ∆ , 

βρίσκεται κάτω από την Cf , με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. Δηλαδή: Για κάθε x ∈ 

∆ ισχύει  
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Αλλιώς 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 11 

Έστω f , δυο φορές παραγωγίσιμη 

συνάρτηση που στρέφει τα κοίλα άνω 

(κυρτή), στο διάστημα [α,β]  και τα σημεία 

Α(α,f(α)), Β(β,f(β)), τότε να δείξετε ότι: 

Μεταξύ των σημείων Α,Β η γραφική 

παράσταση της f βρίσκεται πιο κάτω από 

την χορδή ΑΒ. (Ανάλογη πρόταση ισχύει αν f είναι 

κοίλη  (κοίλα κάτω)) 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 



Σελίδα 105  

 

105                                                                                                 Σ&Ν ΚΟΛΛΙΝΤΖΑ 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 12 

 

Αν η συνάρτηση f είναι άρτια τότε ισχύει 


−
=

0
dx)x(f2dx)x(f  

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 13 

Αν η συνάρτηση f είναι περιττή τότε ισχύει 0dx)x(f =


−
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ΠΡΟΤΑΣΗ 14 

 

Έστω f (συνεχής στο x0 )και παραγωγίσιμη στο x0 , τότε η f΄ είναι συνεχής στο x0 αν 

υπάρχουν τα πλευρικά όρια )x(flim /

xx 0
−

→

 και )x(flim /

xx 0
+

→

 

 

 

 

 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 15 

Ισχύει και το αντίστροφο 

Δηλαδή :  έστω ( ) →,:f παραγωγίσιμη στο ( ) ( ) ,xx, 00  και υπάρχουν τα 

όρια m)x(flim)x(flim /

xx

/

xx 00

==
+−

→→

 τότε η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 με m)x(f 0

/ = (δηλαδή , 

αν η f΄είναι συνεχής στο  x0 τότε η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 ) 
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