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2.5   Θεώρημα  Rolle 

 

1. Έστω  Α :f με   ).(  )x(x=x 2  ,f Να δειχθεί ότι υπάρχει  )(  ,

ώστε    0'f   και μάλιστα αυτό το ξ είναι το μέσο του διαστήματος  (α,β). 

2. Να βρεθούν οι αρχικές των παρακάτω συναρτήσεων όπου ορίζονται: 

 1

1
f (x) x x ln x

x
     

 
x x

2 2

e x e x
f (x)

x

  



 

 3 2

x x x
f (x)

x
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ln x
f (x)

x
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2

x
f (x)
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 6

ln x
f (x)

x
  

 7 2

x
f (x)
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Υποδ: 1F (x) ln x x   , 

x

2

e
F (x)

x



 , 
3

x
F (x)

x


  ,  4F (x) ln x  2

5F (x) x 5  , 

2

6

ln x
F (x)

2


, 
7

1
F (x)

x
 


 

3. Έστω :f παραγωγίσιμη. Να βρείτε μια συνάρτηση g ώστε κάθε μία από τις 

παρακάτω εξισώσεις να είναι ισοδύναμη με την g΄(x) = 0 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ 

ΛΟΓΙΣΜΟΥ 
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 x)x(f)x(f /  






 


2
,

2
x x)x(f)x(g   

 f /(x) =
2f(x)

x
 , x ≠ 0  g(x) =

f(x)

x2
 

 0)x(fx3)x(f 2/  g(x) = ex3
f(x) 

 
x/ xe2)x(f)x(f  (πολ/ζω με𝑒−𝑥,   g(x) = e−xf(x) + x2 

 0x,0)x(f2)x(fx /  πολλαπλασιάζουμε με x  

 0x,0)x(f3)x(fx /  πολλαπλασιάζουμε με 
2x  

 

4. Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το Θ.Rolleγια την 4x2x)x(f 24   στο διάστημα[-1,1]  

και να βρεθεί το κατάλληλο ξ. 

5. Δίνεται συνάρτηση [0,1] : f  παραγωγίσιμη στο  [0,1] με 1=f(0)  και e=f(1) . Να 

δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον    ξ/ e=f :(0,1)   

 

6. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [ , ] 0,
2

 
    

 
 με, παραγωγίσιμη στο (α,β) με 

    0ff  . Θεωρούμε τη συνάρτηση g με xf(x)=g(x)  . Να δειχθεί ότι υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ),(ξ   τέτοιο ώστε: 

   0=g /   

      f=f /
(Θ. Rolle) 

7. Έστω γxαx=f(x) 1995v   με α,β,γ  . Αν ισχύει : , 0
19961+ν

α



 να δειχθεί 

ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0,1)                         (με αρχική Παν.105) 

8. Έστω :f παραγωγίσιμη και ισχύει:    1f0fe   .Να δείξετε ότι 

      f2f:1,0 /

 

 

(αρκεί η εξίσωση     0xfx2xf /   να έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0,1) , η αρχική της -2x είναι –x2 άρα πολ/ζω 

με 
2xe
και έχω        0xfe0xfex2xfe

/
x-x-/x- 222

   μετά Θ.Rolle για την  xfe)x(g
2-x    στο 

(0,1).) 

 

9. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 01x3  έχει λύση μόνο την προφανή.        (Παν.103) 

10. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 0x2
2

x
xlnx

2

 έχει το πολύ μια ρίζα στο (0,+∞) για τις 

διάφορες πραγματικές τιμές του κ. 

Υποδ: έστω ότι έχει 2 ρίζες στο διάστημα αυτό. Τότε αν  x2
2

x
xlnx)x(f

2

 

από θεώρημα Rolleη 01xxln)x(f /  θα έχει μια τουλάχιστον  

ρίζα στο (0,+∞),αυτό όμως είναι άτοπο γιατί ισχύει  

21xxln01xxln1xxln   στο (0,+∞) 
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11.  Να δειχθεί ότι η εξίσωση 0x6x3   δεν μπορεί να έχει δυο διαφορετικές ρίζες στο 

διάστημα  2,2 (Παν.104) 

 

 

12. Να δείξετε ότι η εξίσωση  x6 + 6𝑥 + 𝜅 = 0 κ∈ℝ έχει το πολύ δύο 

πραγματικές ρίζες. (Παν.107) 

 

13. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 0logx53x 23   έχει μία το πολύ 

ρίζα στο διάστημα (0,1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 0xex  ,  π)(0,θ , 

ως προς x έχει μια ακριβώς λύση στο (0,1) (Παν. 109) 

 

 

 

 

 

 

15. Έστω .
3

1
xx2x=f(x) 23  Να δειχθεί ότι η εξίσωση 

0=f(x)  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1) και μια 

τουλάχιστον στο  (-1,0) 
 

(με Bolzanoστο (0,1) και με αρχική για το (-1,0) Παν .110 ) 

 

 

 

16. Δίνεται η συνάρτηση 0> x, ex2
2

x
+lnx=f(x)

2

 .Να δείξετε 

ότι η εξίσωση 0=f(x) έχει μία ακριβώς  πραγματική ρίζα στο 

(0,1)(Bolzano και μετά Rolle ) 
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17. Έστω 












0<       x, +βx

0  x, 1xαx
=f(x)

2

. Να βρεθούν τα α,β,γ ώστε να εφαρμόζεται το 

θεώρημα Rolle για την f στο  1,1- . 

 

18. Να δειχθεί ότι αν α, β, γ είναι πλευρές ορθογωνίου τριγώνου με υποτείνουσα την α τότε 

η εξίσωση xxxα   έχει μοναδική λύση την x = 2 

( Θ. Rolle  για την 1=f(x)

xx

























  σε διάστημα (2,ρ1) ) 

19. Σε έναν αγώνα δρόμου, δύο δρομείς 

τερματίζουν ταυτόχρονα. Να δείξετε 

ότι υπάρχει τουλάχιστον μία χρονική 

στιγμή που οι δύο αθλητές έχουν την 

ίδια ταχύτητα κατά την διάρκεια του 

αγώνα. 

20. Δίνεται  συνάρτηση  
2

π
0, :f 








με   xxf   

 Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 









2

π
,0x0 000 xxx:   

 Να δείξετε ότι τα σημεία τομής της εφαπτομένης της  fC ,στο σημείο   0 0x ,f x , 

με τους άξονες είναι τα Α(0, 2συνx0) , B(2σφx0 , 0)             (Rolle για την g(x)=xσυνx) 

 

21. Έστω η συνάρτηση  ],[ :f  τρείς φορές παραγωγίσιμη στο ],[  ώστε να ισχύει : 

        0=f=f=f=f //  . Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ),(ξ   τέτοιο 

ώστε    0=f ///   

(Θ.Rolle Παν. 128) 

 

22. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση   βα, :f , α>0 για την οποία ισχύει 

    ln)(flnα+αf . Να δείξετε ότι υπάρχει   lnξ=)(ξf :, /  

Υποδ: Θεώρημα Rolle για την g(x) f (x) x x ln x   (Παν.112) 

 

23. Έστω συνάρτηση f: R→Rπαραγωγίσιμη στο R ώστε να ισχύει :f(0)<f(2)<f(1) 

1. Να δειχθεί ότι όχι «1-1» 

2. Η γραφική παράσταση της f δέχεται οριζόντια εφαπτομένη σε τουλάχιστον ένα 

σημείο. 
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Υποδ: 1) από Θ.Ε.Τ στο [0,1]  0,1 : f ( ) f (2)    

2) από θ.Rolle στο [ξ,2] έχω το συμπέρασμα. 

24. Έστω συνάρτηση f: R→R παραγωγίσιμη στο R ώστε να ισχύει : 

 
1 3

f f 0
2 2

   
    

   
 

 f(x)≠0για κάθε x∈R-{1} 

 και έστω g(x) f (x) f (x 1)    

1. Να δειχθεί ότι f(1)=0 

2. Να δειχθεί ότι η g(x) δεν είναι «1-1» 

3. Να δειχθεί ότι :  
/ /f ( ) f ( 1)

0,1 :
f ( ) f ( 1)

 
  

 
 

4. Αν x 1f (x) e 1  , να βρεθεί αυτό το ξ. 
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25. Έστω συνάρτηση f: R→R 2- φορές παραγωγίσιμη στο R ώστε να ισχύει : 

 f(0)>1 

 /f (1) f (1) 1   

1. Να δειχθεί ότι η γραφική παράσταση  της f δέχεται τουλάχιστον μια εφαπτομένη που 

διέρχεται από το Α(0,1). 

2. Αν περιορίσω την f στο [0,+∞) και ισχύει / /f (x) 0 , να δείξετε ότι η εφαπτομένη αυτή 

είναι μοναδική. 

3. Αν  2f (x) x 2   , x πραγματικός αριθμός, να βρεθούν οι εφαπτόμενες αυτές. 
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26. Έστω συνάρτηση f: R→Rπαραγωγίσιμη στο R ώστε να ισχύει:   )x(fe1xf x2  . 

1. Να δειχθεί ότι η f(x) δεν είναι «1-1» 

2. Να δείξετε ότι ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle για την 

f(x)  στο [0,1] 

3. Να δείξετε ότι ∃ξ ∈ (0,1):
𝑓/(𝜉2+1)

𝑒𝜉 =
𝑓(𝜉)

2ξ
 

27. Έστω f,g: [1,10]→R ώστε να ισχύουν: 

 f παραγωγίσιμη στο [1,10]. 

 f(x)≠0 για όλα τα x του [1,10]. 

 
f (x 1) x 1

f (x) x

 
 για όλα τα x του [1,10]. 

 
e x

g(x)
f (x)


 για όλα τα x του [1,10]. 

Να δειχθεί ότι:  

1. g(x)=g(x+1) 

2. Να δείξετε ότι υπάρχουν τουλάχιστον 9 αριθμοί ξ1, ξ2,…,ξ9∈(1,10) ,ώστε  

/

i i

i

f ( )
1

f ( )

  



, i = 1 έως 9. 

Υποδ: β) θεώρημαRolle για την g(x) στα διαστήματα (1,2), (2,3), …,(9,10). 



131                                                                                                                  Σ&Ν . ΚΟΛΛΙΝΤΖΑ 
 

28. Έστω f παραγωγίσιμη στο [α,β] με f(α)=f(β)=0 . Να δείξετε ότι : 

1. ∃ξ1 ∈ (α, β): f /(ξ1) + f(ξ1) = 0 

2. ∃ξ2 ∈ (α, β): f /(ξ2) − f(ξ2) = 0 

3. ∃ξ3 ∈ (𝛼, β): f /(ξ3) + ln ξ3 ⋅ f(ξ3) = 0 
Υποδ: 1) θεώρημα Rolle για την 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 ⋅ 𝑓(𝑥) στο (α,β). 

2) θεώρημα Rolle για την 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥 ⋅ 𝑓(𝑥) στο (α,β). 

3) θεώρημα Rolle για την 𝑔(𝑥) = 𝑒2𝑥 ⋅ 𝑓(𝑥) στο (α,β). 

 

29. Έστω f παραγωγίσιμη στο [1,e] με f(1)=f(e)=0 .Να δείξετε ότι : 

1.      /

1 1 11,e : f ef 0       

2.      /

2 2 2 21,e : f f 0        

3.      /

3 3 3 31,e : f ln f 0         

4.        / /

4 4 4 41,e : f f f 0         

5.      /

5 5 51,e : e f f 0        

Υποδ: 1) θεώρημα Rolle για την 
e xg(x) e f (x)  στο (1,e). 

2) θεώρημα Rolle για την 

2x

2g(x) e f (x)


  στο (1,e). 

3) θεώρημα Rolle για την 
x ln x xg(x) e f (x)   στο (1,e). 

4) θεώρημα Rolle για την 
f (x)g(x) e f (x)  στο (1,e). 

5) ισχύει:        / /

5 5 5 5

1
e f f 0 f f 0

e
            

θεώρημα Rolle για την 

1
x

eg(x) e f (x)


  στο (1,e). 

 

30. Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο ],[  , ώστε 
   

1
ee

ff
•κ







. Να δειχθεί ότι 

υπάρχει τουλάχιστον ένα   ,  ώστε   .e=f ξ/   

(Παν.118) 

 

Το Θεώρημα  μέσης τιμής 

 

31. Έστω    xxαx=xf 23
 με α+β+γ = 1. Να δειχθεί ότι υπάρχει  1,0  ώστε η 

εφαπτομένη της f στο σημείο    f,  να σχηματίζει γωνία 450 με τον άξονα xx΄.) 

(Θ.Μ.Τ) 
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32. Έστω η συνάρτηση [1,3] :f  με τύπο 2x=f(x) . Να βρεθεί το σημείο στο οποίο η 

εφαπτομένη του διαγράμματος της f είναι παράλληλη στη χορδή που περνάει από τα 

σημεία Α(1,1) και Β(3.9) 
(Θ.Μ.Τ) 

 

 

 

33. Έστω xee=f(x) x  . Να δειχθεί ότι υπάρχει 

(0,1) ώστε η εφαπτομένη της f στο σημείο 

   f,  να είναι παράλληλη στη ψ = - x.  

 

 

 

 

 

34. Να αποδείξετε ότι 








 e

x

ee
e

x
x

για x< ψ 

(για την 
te=f(t) Θ.Μ.Τ στο [x,ψ]) 

 

35. Να αποδείξετε ότι ημβ-ημα με α,β∈ R 

(για την ημx=f(x) Θ.Μ.Τ στο [α,β]) 

 

36. Αν 1< α < β , να δείξετε ότι  









22
 

(για την f(x) = √x Θ.Μ.Τ στο [α,β]) 

 

37. Να δείξετε ότι 
5

2

5

7
ln

7

2
  

Υποδ: Θ.Μ.Τ για την xln)x(f  στο [5,7]  

38. Αν 0< β < α ,να δείξετε ότι   

 













ln (για την f(x) = lnxΘ.Μ.Τ στο [β,α]) 

  

  













2ln (εφαρμογή για α =√α και β =√β) 

 

39. Να δείξετε ότι ισχύει: 1 1      για ν≥2 (φυσικός) και α>1 

Υποδ: Θ.Μ.Τ για την f (x) x  στο (α,α+1), αρκεί το 
1

1
/ 1

f ( ) 1


   


, που ισχύει.(Παν:101) 

40. Να δείξετε ότι: 

1. για κάθε x>0 ισχύει: x
x

e
x

1e
1 
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2. για κάθε x<0 ισχύει: 
x

x e 1
e 1

x


   

3. lim
x→0

ex−1

x
= 1 

Υποδ: α)  εφαρμόζω Θ.Μ.Τ για την f(x)=exστο (0,x). 

           β) εφαρμόζω Θ.Μ.Τ για την f(x)=exστο (x,0). 

           γ) εφαρμόζω κριτήριο παρεμβολής και βρίσκω  

τα πλευρικά όρια τα οποία είναι ίσα, υπενθυμίζω ότι το κριτήριο 

 παρεμβολής ισχύει και με γνήσιο στην ανίσωση. 

(Απορία στο Κριτήριο Παρεμβολής - mathematica.gr) 

41. Να δείξετε ότι 

 Η συνάρτηση 1
8

5

8

3
=f(x)

xx


















είναι γνησίως φθίνουσα 

 η εξίσωση
xxx 853   έχει ως μοναδική λύση την προφανή.  

 Να βρείτε τις τιμές του α για τις οποίες ισχύει:   1996199611995 α1995 53853  

(Διαιρούμε και τα δύο μέλη με 81996) 

 

42. Έστω η συνάρτηση xz=f(z)  με z≥ 1 

 Να εφαρμοστεί το Θ.Μ.Τ  για την f στα διαστήματα  α1,-α και  2α1,α   

 Αν 1α  να λυθεί η εξίσωση  
xxxx )1()2()1(α  ως προς x. 

 

43. Έστω η εξίσωση  )5x(32x 2021202120212021   

 Να βρεθούν οι προφανείς λύσεις της. 

 Με τη βοήθεια του Θ.Rolle να δείξετε ότι είναι μοναδικές.  
Προφανείς λύσεις -2,-3(Παν.125) 

 
 

 

44. Έστω + : f παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με  
1x

e
=(x)f

x
/


 για κάθε 

+x  . Να δειχθεί ότι     +, κμε ,ff   

(Θ.Μ.Τ στο (κ,λ) και 1xex  ) 

 

45. Έστω  [0,1] :f δύο φορές παραγωγίσιμη με f(1)=f(0) και 1(x)f //  για κάθε 

 ]1,0[x  

 Να δειχθεί ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα )1,0(ξ ώστε    0=f /   

 Να δειχθεί ότι για το ξ αυτό ισχύει x(x)f /   για κάθε x ∈ (0,ξ)           

(Θ.Rolle για την f στο (0,1) και Θ.Μ.Τ για την f /.στο (x,ξ)   Παν 134). 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=40&t=21468
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46. Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  ]2,1[ . Αν ισχύουν 
(1,2) xθεά  λ(x)f

κ=f(1)

/ 
 

να δειχθεί ότι  f(x)  για κάθε  1,2x , κ, λ > 0  

(Θ.Μ.Τ στο x)(1,  με  2,1x  Παν 135) 

 

47. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  [0,2] :f  με 0=f(2)=f(1)=f(0)  

 Να χωριστεί το διάστημα [0,2] στα τέσσερα. 

 Να εφαρμοστεί το Θ.Μ.Τ σε καθένα από αυτά τα υποδιαστήματα. 

 Να δειχθεί ότι υπάρχουν ξ1 . ξ2 , ξ3 , ξ4 (0,2)  ώστε να ισχύει: 

2

4

/

3

/

2

/

1

/

2

3
f

2

1
f4)(f)(f)ξ(f)(ξf 
























  

 

48. Έστω συνάρτηση f συνεχής  στο ],[  και δύο φορές παραγωγίσιμη στο  βα,  με 

   f f 0     . Να δειχθεί ότι : 

 Υπάρχουν τουλάχιστον από ένα   ,,ξ 21 : 0)(f)(ξf 2

/

1

/   

 Αν επιπλέον ισχύει: 0
2

βα
f 







  . Τότε να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  

),(ξ   : 0)(ξf //   

(Θ.Μ.Τ στo







 

2

βα
α,

,











,

2

βα και Θ.Μ.Τ στο  21 ξ,ξ  Παν. 137) 

49. Έστω f : [0,1]παραγωγίσιμη στο (0,1) ώστε: 

 f(0)-f(1) = -3 

  /f (x) 3, x 0,1    

Να δείξετε ότι f όχι συνεχής στο [0,1] 

Υποδ: έστω ότι f συνεχής στο [0,1] τότε κάνοντας χρήση του Θ.Μ.Τ καταλήγω σε άτοπο. 

50. Έστω f : [1,16] → ℜ παραγωγίσιμη στο [1,16] ώστε: 

 𝑓(1) ⋅ 𝑓(4) ⋅ 𝑓(16) = 64 

  f (x) 0, x 2,16    

Να δείξετε ότι: 

1. f (x) 0 στο [1,16]. 

2. ∃𝜉1 ∈ [1,16]: 𝑓(𝜉1) = 4 

3. ∃𝜉2 ∈ [1,16]: 𝑓(𝜉2) = 𝜉2 

4. Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την 

   g(x) f (x) 4 f (x) x    στο (ξ1,ξ2) και να δειχθεί ότι η εξίσωση  

𝑓/(𝑥) ⋅ (𝑥 + 4 − 2𝑓(𝑥)) = 4 − 𝑓(𝑥) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (ξ1,ξ2). 
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51. Έστω f : παραγωγίσιμη ώστε: 

 f(0)=0 
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 f(1)=1 

Να δείξετε ότι: 

1.   20,1 : f ( ) 1      

2.    / / 2

1 2 1 2x ,x 0,1 : f (x ) f x      ,όπου ξ , το ξ του προηγούμενου 

ερωτήματος. 

Υποδ: α) Bolzano στο (0,1) 

β) Θ.Μ.Τ στα (0,ξ), (ξ,1) 

52. Έστω f : [0,6] , συνεχής στο [0,6] και παραγωγίσιμη στο (0,6) με f(0)=f(6). 

Να δείξετε ότι        / / /

1 2 3 1 2 3, , 0,6 : f f f 0           

Υποδ: Θ.Μ.Τ στα (0,2), (2,4), (4,6) και μετά προσθέτω κατά μέλη. 

53. Έστω f : [1,3]  ώστε: 

 f(x)   2- φορές παραγωγίσιμη στο [1,3]. 

 f (1) f (3) f (2)   

Να δείξετε ότι: 

1.      / /

1 2 2 1, 1,3 : f f f (2)       , με ξ1< ξ2. 

2.  0x 1,3 :  το  / /

0f x να είναι ετερόσημο με το f(2). 

Υποδ: α) από Θ.Μ.Τ για την f(x) στο (1,2) υπάρχει ξ1∈(1,2):  
ό

/

1f f (2) f (1) f (3)
 

    , 

 από Θ.Μ.Τ στο (2,3) υπάρχει ξ2∈(2,3): f /(ξ
2

) = f(3) − f(2).  

Από τις δύο προηγούμενες σχέσεις έχω το ζητούμενο. 

β) από Θ.Μ.Τ για την f / (x) στο (ξ1,ξ2) υπάρχει x0∈(ξ1,ξ2):  
   / /

2 1/ /

0

2 1

f f
f x

  
 

 

 
   / /

2 1/ /

0

2 1

f f
f x

  
 

 
 

   / / ) ώ
1 2/ /

0

1 2

f f
f x

    
 

 
 

 / /

0

1 2

f (2)
f x 

 

 και ισχύει ότι 1 2 0    ,άρα τα  / /

0f x , f(2) είναι ετερόσημα. 

 

54. Έστω f , g συνεχείς στο [α,β] και παραγωγίσιμες στο (α,β) με  

 g(α) ≠ g(β) 

 g΄(x) ≠ 0 για όλα τα x στο (α,β) 

Να δείξετε ότι : 
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α.  
/

/

f ( ) f ( ) f ( )
, :

g( ) g( ) g ( )

   
   

   
                        (Θεώρημα μέσης τιμής Cauchy) 

β. Αν 0<α<β τότε   2 2 2

ln
1

, :
2



   
  

 

Υποδ: α) θεώρημα Rolle  για την    h(x) f (x) g( ) g( ) g(x) f ( ) f ( )          στο (α,β) 

β) εφαρμογή του θεωρήματος Cauchy για f(x)=lnx και g(x)=x2 στο [α,β] 

55. Έστω f : [0,1] → ℜ , παραγωγίσιμη στο [0,1] ώστε: 

 f / γνησίως αύξουσα στο [0,1] 

 f(0)=2 

 f /(1)=3 

Να δείξετε ότι 𝑓(x) ≤ 3x + 2 για κάθε x στο [0,1] 

Υποδ: για x = 0 ισχύει σαν ισότητα, αν  1,0x  από Θ.Μ.Τ για την f στο (0,x) έχω ότι 

x

2)x(f

0x

)0(f)x(f
)(f / 





 , όμως 



3)(f)1(f)(f1 ///
f /

 

2x3)x(f3
x

2)x(f 0x


 

. Άρα τελικά ισχύει 𝑓(x) ≤ 3x + 2 για κάθε x στο [0,1] 

56. Έστω :f  παραγωγίσιμη με f(0)=0 και f(1)=2 

Να δείξετε ότι:  

1. ∃ξ ∈ (0,1): f(ξ) = 1 

2. ∃x1, x2 ∈ (0,1):
1

f/(x1)
+

1

f/(x2)
= 1 

Υποδ: 1) Θ.Ε.Τ για την f στο [0,1] 

2) Θ.Μ.Τ για την f στα (0,ξ) , (ξ,1) 

57. Έστω ]2,0[:f παραγωγίσιμη, με συνεχή παράγωγο ώστε να ισχύει: 

 f(0)<1 

 f(1)=1 

 f(2)<1 

Να δείξετε ότι ∃x0 ∈ (0,2): 𝑓/(𝑥0) = 0 

Υποδ: Θ.Μ.Τ στα (0,1) και (1,2) και μετά θεώρημα Bolzano για την f / στο (ξ1,ξ2), όπου ξ1,ξ2 αυτά από τα Θ.Μ.Τ 

58. Έστω :f  παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο και f(0) = f(2) = 0 και στο x=1 η f 

παρουσιάζει ολικό μέγιστο. 

1. Να δείξετε ότι :     0f:1,0 1

/

1   

2. Να δείξετε ότι :     0f:2,1 2

/

2   

3. Να δείξετε ότι :     0xf:2,0x 0

/

0   

Υποδ:  1. Θ.Μ.Τ στο (0,1)  
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2. Θ.Μ.Τ στο (1,2) 

3. Bolzano στο (ξ1,ξ2) για την f /  

 

59. Έστω :f  παραγωγίσιμη με f(1)=2 και f(7)=22. 

1. Να δείξετε ότι :         / / /

1 2 3 1 2 3x ,x ,x 1,7 : f x 2 f x 3 f x 20        

2. Να δείξετε ότι :   
      5

9

xf

3

xf

2

xf

1
:7,1x,x,x

3

/

2

/

1

/321   

Υποδ: 1. Θα κόψω το διάστημα (1,7) στα 6 κομμάτια d1
6

17



, θεωρώ τα σημεία γ = 1+d =2 και 

 δ = γ+2d=4 και εφαρμόζω Θ.Μ.Τ στα (1,2) , (2,4) και (4,7), μετά προσθέτω κατά μέλη και καταλήγω  στο 

συμπέρασμα. 

2. Θα κόψω το διάστημα (f(1),f(7)) σε 6 κομμάτια d
3

10

6

20

6

)1(f)7(f



 και θεωρώ τα σημεία 

 7,1,  ώστε 
10 16

f ( ) f (1)
3 3

     και 
10 16 20

f ( ) f ( ) 2 12
3 3 3

        .Εφαρμόζω Θ.Μ.Τ 

στα διαστήματα (1,γ) , (γ,δ) και (δ,7) , σχηματίζω το άθροισμα 
     3

/

2

/

1

/ xf

3

xf

2

xf

1
  και 

καταλήγω στο συμπέρασμα. 

 

60. Έστω f ,g : ,δυο παραγωγίσιμες συναρτήσεις, με τη πρώτη παράγωγο της f να 

είναι συνεχής και ώστε να ισχύει: 

 2f /(2) + f /(1) = f(1) + f(2) 

 3g(2) 2g(3) , να δείξετε ότι: 

1. ∃ξ ∈ ℜ: g/(ξ) =
𝑔(2)

2
 

2. Υπάρχει ένα σημείο Α της Cf με τετμημένη 𝑥1 ∈ [1,2] ώστε η εφαπτομένη της Cf στο 

σημείο αυτό να διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

3. Υπάρχει ένα σημείο Β της Cg με τετμημένη  2x 2,3 ώστε η εφαπτομένη της Cg στο 

σημείο αυτό να διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΥΠΟΥΡΓΕΙΟΥ 

1. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = logx.  
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α) Να εξετάσετε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής στο [1, 20] για τη 

συνάρτηση f.  

β) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ  (1, 20) τέτοιο ώστε ξ = 
log2 1

loge19




.  

2. Δίνεται η συνάρτηση g (x) = 3x2 + x + 1, x  R.  

α) Να βρείτε μία τουλάχιστον συνάρτηση f για την οποία να ισχύει f ΄ (x) = g (x)  (1).  

β) Από όλες τις συναρτήσεις f οι οποίες έχουν την ιδιότητα (1) να βρείτε εκείνη της οποίας η 

Cf διέρχεται από το σημείο (- 2, - 2).  

γ) Να εξετάσετε αν υπάρχει συνάρτηση f με την ιδιότητα (1) της οποίας η Cf να δέχεται 

οριζόντια εφαπτομένη.  

 

3. α) Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (x - α)μ (x - β)ν, μ, ν θετικοί ακέραιοι. Να αποδείξετε ότι 

υπάρχει ξ  (α, β) τέτοιο ώστε ξ = 
ν μ 

μβ  να




.  

β) Να αποδείξετε ότι το παραπάνω ξ χωρίζει το διάστημα [α, β] σε λόγο 
ν

μ
, δηλαδή ισχύει 

ξ - β

α - ξ
 = 

ν

μ
. (Εφαρμογή του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [α, β]) 

 

4. Να αποδειχθεί ότι ημ (α + h) <ημα + hσυνα, όπου 0 < α < α + h <
2

π
. 

(Η ανισότητα γράφεται
α - h)  (α

ημα - h)  (αημ 




<συνα και Θ.Μ.Τ. για την  f (x) = ημx στο [α, α + h].) 

 

 

 

 

 


