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2.8  KΥΡΤΟΤΗΤΑ – ΣΗΜΕΙΑ  ΚΑΜΠΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω μία συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστημα Δ και π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η  στο  

ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. Θα λέμε ότι:  

 Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα 

προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν 

η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  ε σ ω 

τ ε ρ ι κ ό  του Δ. 

 Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα 

προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο Δ, αν 

η f   είναι γνησίως φθίνουσα στο  ε σ ω 

τ ε ρ ι κ ό  του Δ.  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω μια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστημα Δ και δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. 

 Αν  0)x(f   για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι κυρτή στο Δ. 

 Αν 0)x(f   για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι κοίλη στο Δ. 

 

Παρατηρήσεις:  

 Το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει. Για 

παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 4x)x(f  . Επειδή η 
3x4)x(f   είναι γνησίως αύξουσα στο , η 4x)x(f   

είναι κυρτή στο . Εντούτοις, η )x(f   δεν είναι θετική 

στο  , αφού 0)0(f  . 

  Έστω η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα 

Δ. Για να είναι:  

 η f κυρτή στο Δ αρκεί να ισχύει 𝑓΄΄(𝑥) ≥ 0  για κάθε x του Δ 

 η f κοίλη στο Δ αρκεί να ισχύει 𝑓΄΄(𝑥) ≤ 0 για κάθε x του Δ και η ισότητα 

και στις δυο περιπτώσεις να ισχύει για διακεκριμένες τιμές  του x. 

 

 

 

2 ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ 

ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα ( , )  , με εξαίρεση ίσως ένα 

σημείο του  0x . Αν 

    η  f είναι κυρτή στο )x,( 0  και κοίλη στο ),x( 0  , ή αντιστρόφως, και 

    η 
fC  έχει εφαπτομένη στο σημείο ))x(f,x(A 00 , 

τότε το σημείο ))x(f,x(A 00  ονομάζεται σημείο καμπής της 

γραφικής παράστασης της  f. 

 

Όταν το ))(,( 00 xfxA  είναι σημείο καμπής της fC , τότε λέμε 

ότι η f παρουσιάζει στο 0x  καμπή και το 0x  λέγεται θέση 

σημείου καμπής. Στα σημεία καμπής η εφαπτομένη της fC  

“διαπερνά” την καμπύλη.  

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν το ))x(f,x(A 00  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f  και η  f  είναι 

δυο φορές παραγωγίσιμη, τότε 0)x(f 0  . 

Παρατηρήσεις:  

 Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν ισχύει. Για παράδειγμα, έστω η 

συνάρτηση  f(x) = x4.  Ισχύει  f (x)  12x2  δηλ. f (0)  0 . Όμως η f δεν έχει 

σημείο καμπής στο 0 

 Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, τα εσωτερικά σημεία ενός διαστήματος Δ 

στα οποία η f   είναι διαφορετική από το μηδέν δεν είναι θέσεις σημείων 

καμπής.  

 Επομένως,  ο ι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς  σ η μ ε ί ω ν  κ α μ π ή ς   μιας 

συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα Δ είναι:  

 i) τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f  μηδενίζεται, και 

ii) τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρχει η  f   (παραπάνω 

σχέδιο). 

 Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σ’ ένα διάστημα ),(   και 

),(x0  . Αν 

 η f   αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 0x  και 

 ορίζεται εφαπτομένη της fC  στο ))x(f,x(A 00 , τότε το 

))x(f,x(A 00  είναι σημείο καμπής. 

 Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή στο Δ τότε η εφαπτομένη της Cf σε κάθε  x0 ∈ ∆ , 

βρίσκεται κάτω από την Cf , με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. Δηλαδή: Για 

κάθε x ∈ ∆ ισχύει 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝑓/(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

 Αν η συνάρτηση f είναι κοίλη στο Δ τότε η εφαπτομένη της Cf σε κάθε  x0 ∈ ∆ , 

βρίσκεται επάνω από την Cf , με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. Δηλαδή: Για 

κάθε x ∈ ∆ ισχύει 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) + 𝑓/(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

 Αν μια συνάρτηση f είναι πολυωνυμική 3ου βαθμού έχει οπωσδήποτε σημείο 

καμπής. 
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Απόδειξη της παραπάνω πρότασης: 

 

Αλλιώς  

 

 

 

 

 

 


