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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ξ: ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ - ΟΡΙΟ - ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 2: ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ – ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  

[Κετ. 1.3: Μξμόςξμεπ Σσμαοςήρειπ - Αμςίρςοξτη Σσμάοςηρη ρυξλικξύ βιβλίξσ]. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Β 

 
Άρκηρη 1.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη 
x

f (x)
2 x




. Να απξδείνεςε όςι η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρε καθέμα 

από ςα διαρςήμαςα  0,4  και  4,  αλλά όυι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ 

 Α 0,4 (4, )   . 

 
 
Λύρη 
 

Η ρσμάοςηρη είμαι καλώπ ξοιρμέμη ρςξ  όςαμ ιρυύει ( x 0  και 2- x 0 )   ( x 0  και

x 4 ) δηλαδή όςαμ  x A 0,4 (4, )    . 

Για ςημ μξμξςξμία ςηπ f ρυημαςίζξσμε ςξμ λόγξ μεςαβξλήπ 2 1

2 1

f (x ) f (x )

x x


 


 για ςσυαία 

1 2x , x A .  

 

2 1

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

x x

2 x 2 x 2( x x ) 2(x x )

x x (x x )(2 x )(2 x ) (x x )(2 x )(2 x )( x x )


   

    
       

 
 

2 1 2 1

2

(2 x )(2 x )( x x )


  
. 

 
 

Τξ ποόρημξ ςξσ   εναοςάςαι από ςξ ποόρημξ ςωμ 22 x  και 12 x .  Έςρι: 

 

 Αμ  1 2x , x 0,4  είμαι  ( 10 x 4   και 20 x 4  ) ( 1x 2  και 2x 2 )  ξπόςε  

 

2 1(2 x )(2 x ) 0   . 

 

Δηλαδή  0  . 
 

 Αμ   1 2x , x 4,   είμαι  ( 1x 4  και 2x 4 )  ( 1x 2  και 2x 2 )  ξπόςε  
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2 1(2 x )(2 x ) 0   . 

 

Δηλαδή  0  . 
 

 Αμ  1x 0,4  και  2x 4,  ςόςε 

1 2 1 2 2 1x 4 x x 2 x (2 x )(2 x ) 0         . 

 

Δηλαδή  0  . 
 

Σε κάθε έμα από ςα διαρςήμαςα  0,4  και  4,  είμαι 0   ξπόςε η f  είμαι γμηρίωπ 

αύνξσρα ρε ασςά όυι όμωπ και ρςημ έμωρή ςξσπ . 
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Άρκηρη 2.  
 
Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςιπ ρσμαοςήρειπ:  
 

i.  
2

5
f (x)

9 x



 

 

ii.  
2

2x
g(x)

3 x



 

 

 
Λύρη 
 

i.  Η f  είμαι καλά ξοιρμέμη ρςξ  όςαμ  29 x 0 x 3,3         . 

Για κάθε 1 2x , x ( 3,0]   με 1 2x x  είμαι: 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x 0 x x x x 9 x 9 x              

 

2 2

1 2 1 2
2 2

1 2

5 5
9 x 9 x f (x ) f (x )

9 x 9 x
      

 
. 

 

Δηλαδή η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ ( 3,0] . 

Για κάθε 1 2x , x [0,3)  με 1 2x x  είμαι: 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 20 x x x x x x 9 x 9 x              

2 2

1 2 1 2
2 2

1 2

5 5
9 x 9 x f (x ) f (x )

9 x 9 x
      

 
. 

 

Δηλαδή η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ [0,3) . 

 

ii.  Η g ξοίζεςαι ρςξ .   

Αμ 1 2x , x [0, )   είμαι: 

2 2
2 2 2 2 2 21 1 1 2

1 2 1 1 2 2 1 22 22 2
1 21 2

2x 2x 4x 4x
g(x ) g(x ) 12x 4x x 12x 4x x

3 x 3 x3 x 3 x
         

  
 

1

2

x 0
2 2

1 2 1 2
x 0

x x x x



    

Αμ 1 2x , x ( ,0]   είμαι: 
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2 2
2 2 2 2 2 21 1 1 2

1 2 1 1 2 2 1 22 22 2
1 21 2

2x 2x 4x 4x
g(x ) g(x ) 12x 4x x 12x 4x x

3 x 3 x3 x 3 x
         

  
 

1

2

x 0
2 2

1 2 1 2
x 0

x x x x



    

Δπιπλέξμ αμ 1 2x 0 x   είμαι 1 2
1 2

2 2

1 2

2x 2x
0 g(x ) g(x )

3 x 3 x
   

 
.  

Δηλαδή ρε κάθε πεοίπςωρη και για κάθε 1 2x , x   ιρυύει η ιρξδσμαμία: 

1 2 1 2x x g(x ) g(x )    δηλαδή η g είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ . 
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Άρκηρη 3.  
 
Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςιπ ρσμαοςήρειπ: 

i. 
x11

f (x)
11 x




  

ii. 
xg(x) ln(x ) e    

 
 

Λύρη 
 

i.  H f  ξοίζεςαι ρςξ {x R :  11 x 0}      δηλαδή ρςξ {x R :  x 11}     δηλαδή ρςξ 

 ,11   . 

 

Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1
x x x x 11 x 11 x 11 x 11 x

11 x 11 x
              

 
   (1)  

 

και 1 2x x

1 2x x 11 11     (2). 

 
  
Με πξλλαπλαριαρμό ςωμ (1) και (2) (ατξύ όλεπ ξι παοαρςάρειπ είμαι θεςικέπ) έυξσμε 
 

1 2x x

1 2

1 2

11 11
f (x ) f (x )

11 x 11 x
  

 
, ξπόςε η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  . 

 
 
 

ii.   H g  ξοίζεςαι ρςξ {x R :  x 0}      δηλαδή ρςξ {x R : x }      δηλαδή ρςξ 

 ,    . 

 

Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

 
ln x

1 2 1 2 1 2x x x x ln(x ) ln(x )


            (3)  

 

και 

x

1 2 1 2

e
x x x x

1 2 1 2 1 2x x x x x x e e e e


   
                 (4).  

 
 

Με ποόρθερη ςωμ (3), (4) έυξσμε 1 2g(x ) g(x )  ξπόςε η g  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  . 
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Άρκηρη 4.  
 
Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςιπ ρσμαοςήρειπ: 
 

i. 
1

f (x) x
x

    

 

ii. 
2x 3

g(x)
x 1





 

 
 

Λύρη 
 

i.  H f ξοίζεςαι ρςξ {x R : x 0 x 0}       δηλαδή ρςξ  0,   . Για κάθε 

1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

2 1

2 1 2 12 1 1 2

2 1 2 1 1 2 2 1 2 1

1 1
x x

x x x xf (x ) f (x ) x x

x x x x x x (x x ) x x

   
     

         
   

  

 
 

  
  

 

  
2 1 2 1 2 1

1 2 1 22 1 2 1 2 1 2 1

x x x x x x1 1

x x x xx x x x x x x x

  
     

   
  

 
 

 1 2 2 1

1 1
0

x x x x
  


  ατξύ  1 2x , x (0, )  . 

 

Δπξμέμωπ η f (x) είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  0, . 

 
 

ii.   H g  ξοίζεςαι ρςξ {x R : x 1}     δηλαδή ρςξ    ,1 1,     . Για κάθε 

1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

 

  
2 1 2 1 2 1 2 12 1

2 12 1 2 1

2 1 2 1 2 1

2x x 2x 3x 3 2x x 3x 2x 32x 3 2x 3

x 1 x 1g(x ) g(x ) x 1 x 1

x x x x x x

       


   
    

  
 

 

 
          

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2x 3x 3x 2x 5(x x ) 5

x x x 1 x 1 x x x 1 x 1 x 1 x 1

      
 

       
 

 

 Αμ 1 2x , x ( ,1)   είμαι 1x 1 0   και 2x 1 0   ξπόςε 1 2(x 1)(x 1)>0   δηλαδή 0  . 

 

  Αμ 1 2x , x (1, )   είμαι 1x 1>0  και 2x 1>0  ξπόςε 1 2(x 1)(x 1)>0    δηλαδή 0  . 
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 Αμ 1 2x ( ,1), x (1, )     είμαι 1x 1 0   και 2x 1>0  ξπόςε 1 2(x 1)(x 1)<0   δηλαδή  

0  . 

 
Από ςα παοαπάμω ποξκύπςει όςι η g είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα 

 ,1  και  1,  αλλά δεμ είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςημ έμωρή ςξσπ δηλαδή ρςξ πεδίξ 

ξοιρμξύ ςηπ  . 
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Άρκηρη 5.  
 

Α)  Αμ η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  0,  και f (x) 0  για κάθε  x 0,  απξδείνςε όςι 

η ρσμάοςηρη 
1 1

g(x) f
f (x) x

 
   

 
 είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  0, . 

 

Β)  Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςη ρσμάοςηρη 

1

x
x

1
h(x) e ln x

e
   . 

 
 
Λύρη 
 

A)  Για κάθε 1 2x , x (0, )   με 1 2x x  είμαι:  

 
 

f f (x) 0

1 2 1 2

1 2

1 1
x x f (x ) f (x )

f (x ) f (x )

 

       (1)   

 
 

f

1 2

1 2 1 2

1 1 1 1
x x f f

x x x x

    
       

   
  (2) 

 
 

Με ποόρθερη ςωμ (1), (2) είμαι: 1 2g(x ) g(x )  άοα η g είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  0, .  

 
 

Β)  Η ρσμάοςηρη xe   είμαι γμηρίωπ αύνξσρα και θεςική ρςξ  επξμέμωπ και ρςξ  0, . 

Άοα για κάθε 1 2x , x (0, )   με 1 2x x  έυξσμε:  

 

 Με εταομξγή ςξσ A για 
xf (x) e ,  1 2

1 2

1 1
g

x x

1 2 1 2 x x

1 1
x x g(x ) g(x ) e e

e e



        (3) 

 
 

 Δπίρηπ 
ln x

1 2 1 2 1 2x x ln x ln x ln x ln x


         (4)  

 
 

Με ποόρθερη ςωμ (3), (4)  ποξκύπςει όςι 1 2h(x ) h(x )  ξπόςε η h  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ 

 0, . 
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Άρκηρη 6.  
 

Α)  Η ρσμάοςηρη f , ξοιρμέμη ρςξ , είμαι άοςια και γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ  0, , 0  , με 

 f 0   ,  f 0  .  

 

i. Απξδείνςε όςι η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  ,0 και γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  0, . 

 

ii. Απξδείνςε όςι η f f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  ,0  και γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  0, . 

 

Β)  Μελεςήρςε ςημ μξμξςξμία ςηπ ρσμάοςηρηπ  
2

2h(x) 1– 1 x    ρςξ  1,1 . 

 

 
Λύρη 
 

Α)  i.  Δπειδή η f  είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ  0,
 
θα ιρυύει μόμξ μία από ςιπ ιρξδσμαμίεπ 

1 2 1 2x x f (x ) f (x )     (1),  1 2 1 2x x f (x ) f (x )    (2)  για κάθε 1 2x , x [0, ]  . 

Όμωπ 0    και    f 0 0 f      δηλαδή    f 0 f   από όπξσ και ρσμπεοαίμξσμε όςι 

ιρυύει η (2) ξπόςε η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ   0, . 

Δπίρηπ για κάθε 1 2x , x [ ,0]   με 1 2x x  είμαι:  

1 2 1 2x x 0 x x 0          και επειδή η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  0,  θα 

έυξσμε 
f

1 2 1 2f ( x ) f ( x ) f (x ) f (x )    
άοςια

.  

Δπξμέμωπ η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ [ ,0] . 

 
 

ii.  Έρςω 1 2x , x [ ,0]   με 1 2x x . Τόςε διαδξυικά έυξσμε:  

f [ ,0] f

1 2 1 2 1 2x x 0 f ( ) f (x ) f (x ) f (0) f ( ) f (x ) f (x ) f (0)
  

              
άοςια

 

1 20 f (x ) f (x )    . 

Δηλαδή 1 2f (x ), f (x ) [0, ]   με 1 2f (x ) f (x )  και επειδή η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ 

 0, θα είμαι    1 2f f (x ) f f (x )  από ςξ ξπξίξ ποξκύπςει όςι η ρύμθερη f f  είμαι γμηρίωπ 

τθίμξσρα ρςξ [ ,0] . 

Ομξίωπ ποξκύπςει και όςι f f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  0, . 

Ποάγμαςι αμ 1 2x , x [0, ]   με 1 2x x .  Τόςε διαδξυικά έυξσμε:  
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f [0, ]

1 2 1 2 1 20 x x f (0) f (x ) f (x ) f ( ) f (x ) f (x ) 0
  

             . 

Δηλαδή 1 2f (x ), f (x ) [0, ]   με 1 2f (x ) f (x )  και επειδή η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ 

 0,
 
θα είμαι    1 2f f (x ) f f (x )  από ςξ ξπξίξ ποξκύπςει όςι η ρύμθερη f f  είμαι γμηρίωπ 

αύνξσρα ρςξ  0, . 

 
 

Β)  Δταομξγή ςξσ εοωςήμαςξπ Α όπξσ 
2f (x) 1 x  . 

Ποάγμαςι για ςημ 
2f (x) 1 x   έυξσμε: 

 
2 2f ( x) 1 ( x) 1 x f (x)       . Για κάθε x  επξμέμωπ η f  είμαι άοςια ρςξ . 

 Δπίρηπ είμαι ςηπ μξοτήπ 
2x x       με 1 0     και επξμέμωπ είμαι γμηρίωπ 

αύνξσρα ρςξ ,
2

 
   

 δηλαδή ρςξ  ,0
 
και γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ ,

2

 
   

 

δηλαδή ρςξ  0,  από όπξσ και ρσμπεοαίμξσμε όςι η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  

 0,1 . 

 

 Τέλξπ  ιρυύει  f 0 1
 
και  f 1 0 . 

 

Δπξμέμωπ ρύμτωμα με ςξ Α η ρσμάοςηρη f f , δηλαδή η 
2 2h(x) 1 (1 x )    είμαι γμηρίωπ 

τθίμξσρα ρςξ  1,0 και γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  0,1 . 
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Άρκηρη 7.  
 

Αμ 
x 3f (x) e x x    

 

Α.  Να μελεςήρεςε ςημ f ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ρςξ . 
 

Β.  Να απξδείνεςε όςι η ενίρωρη f (x) 1  έυει μξμαδική οίζα ρςξ . 

 

Γ.  Αμ g  είμαι μια γμηρίωπ τθίμξσρα ρσμάοςηρη ρςξ  μα λύρεςε ςημ αμίρωρη 
3 xg(x e ) g(1 x)   . 

 
 
Λύρη 
 

Α) Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 
x

1 2

e
x x

1 2x x e e
γμ. αύνξσρα

    (1) 

3 3

1 2 1 2x x x x    (2) 

Δπίρηπ 1 2x x  (3) 

 

Με ποόρθερη ςωμ (1), (2), (3) είμαι: 1 2x x3 3

1 1 2 2 1 2e x x e x x f (x ) f (x )        απ’ όπξσ 

ποξκύπςει όςι η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ . 
 

Β) Για x 0  είμαι   0 3f 0 e 0 0 1     , δηλαδή η x 0  είμαι ποξταμήπ λύρη ςηπ ενίρωρηπ 

f (x) 1  και επειδή η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  αμ σπξθέρξσμε όςι σπάουξσμ δύξ οίζεπ 

,   με     ςηπ ενίρωρηπ f (x) 1  δηλαδή f ( ) f ( ) 1    , θα είμαι λόγω μξμξςξμίαπ  

f ( ) f ( ) 1 1       Άςξπξ. 

 

Δπξμέμωπ η οίζα x 0  ςηπ ενίρωρηπ f (x) 1  είμαι μξμαδική. 

 

Γ) Δπειδή η ρσμάοςηρη g είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  και  3 x(x e ), 1 x   διαδξυικά 

έυξσμε: 
f

3 x 3 x 3 xg(x e ) g(1 x) x e 1 x x e x 1 f (x) f (0) x 0


               . 

 

Άοα η λύρη ςηπ αμίρωρηπ είμαι κάθε  x 0,  . 
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Άρκηρη 8.  
 

A)  Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη f (x) lnx x   είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  0, . 

 

Β)  Να λύρεςε ςημ αμίρωρη 
2 2ln(x x 1) x ln(x 2) 1      . 

 
 
Λύρη 
 

Α)  Για κάθε  1 2x ,  x 0,   με 1 2x x  είμαι:  

ln x

1 2 1 2x x ln x ln x


      (1) 

Δπίρηπ 1 2x x   (2)  

 

Με ποόρθερη ςωμ (1), (2) είμαι:  1 1 2 2 1 2ln x x ln x x f (x ) f (x )      

απ’ όπξσ ποξκύπςει όςι η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  0, . 

 
 

Β)  Για κάθε x 2   είμαι: 
2 2 2 2ln(x x 1) x ln(x 2) 1 ln(x x 1) x x 1 ln(x 2) 1 x 1                   

f
2 2 2 2ln(x x 1) x x 1 ln(x 2) x 2 f (x x 1) f (x 2) x x 1 x 2



                     
2x 1 x 1 1 x 1       δεκςέπ λύρειπ ατξύ x 2  . 
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Άρκηρη 9.  
 

Α)  Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςημ ρσμάοςηρη f (x) x x
2

 
   
 

 ρςξ  0,π . 

 

B)  Να απξδείνεςε 
e

2e e 1

 

 

. 

 
 
Λύρη 
 

Α)  Για κάθε 
1 2 x ,  x [0, ]   με 1 2x x  είμαι:  

1 2 1 2 1 2x x x x x x
2 2

 
           (1). 

 
x [0, ]

1 2 1 2x x x x
   

       (2).  

 

 Αμ 
1 2 x ,  x 0,

2

 
 
 

 με 1 2x x  θα είμαι 
1x 0

2

 
  

 
, 1x 0  , 

2x 0
2

 
  

 
, 2x 0    

ξπόςε ξι (1), (2)  με πξλλαπλαριαρμό δίμξσμ 1 2f (x ) f (x ) ,  

άοα η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ   0,
2

 
 
 

. 

 

 Αμ
1 2 x ,  x ,

2

 
  
 

 με 1 2x x
 
θα είμαι 

1x 0
2

 
  

 
, 1x 0  , 

2x 0
2

 
  

 
,
 2x 0     

ξπόςε ξι (1), (2) με πξλλαπλαριαρμό δίμξσμ 1 2f (x ) f (x ) ,  

άοα  η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ   ,
2

 
 

 
. 

 

Β)  Η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ   ,
2

 
 

 
και e

2


   . Δπξμέμωπ: 

f (e) f ( ) e e e e e e e e
2 2 2 2 2 2

        
                    

   
  

e
e 2e e ( e 1) 2e e

2e e 1

 
           

 
    (ατξύ συνe 1 0  ). 
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Άρκηρη 10.  
 

Α)  Να απξδείνεςε όςι η 
xf (x) e x   είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ 0,

2

 


 
. 

 

Β)  Να απξδείνεςε όςι 4 3e 3
 


 . 

 

 
Λύρη 
 

Α)  Για κάθε 
1 2 x ,  x 0,

2

 
 
 

 με 1 2x x  είμαι:  

1 2x x

1 20 x x 0 e e
2


       (1) διόςι 

xe  γμηρίωπ αύνξσρα. 

1 2 1 20 x x 0 x x
2


         (2)  διόςι x γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ 0,

2

 


 
.  

Από (1) και (2) με πξλλαπλαριαρμό είμαι 1 2f (x ) f (x )  άοα η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ 

  0,
2

 


 
. 

 

Β)  Δπειδή η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ   0,
2

 
 
 

 και 0
4 3 2

  
    θα είμαι  

x 4e 0
3 3 4 34 4

3

e
f f e e e e 3 3 e 3

4 3 4 3
e


      



      
             

   
. 

 
2ξπ Τοόπξπ: 
 

Έυξσμε 4 3 12e 3 e 3
  


    πξσ ιρυύει, ατξύ 
012e e 1 3



    
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Άρκηρη 11.  
 

Α)  Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςημ ρσμάοςηρη 
2 2f (x) x ln(1 x )   . 

 

Β)  Να απξδείνεςε όςι η γοατική παοάρςαρη ςηπ f  ςέμμει ςξμ άνξμα υ΄υ ρε έμα μόμξ ρημείξ. 
 
 
Λύρη άρκηρηπ 13 
 

Α) Η f ξοίζεςαι ρςξ  ατξύ 
21 x 0   για κάθε x . 

 

Για κάθε  1 2x ,  x ,0   με 1 2x x  είμαι:  

 
ln x

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x x x 1 x 1 x ln(1 x ) ln(1 x )
γμ. αύνξσρα

            (1) 

2 2

1 2 1 2x x x x     (2) 

 

Οι (1), (2) με ποόρθερη δίμξσμ 1 2f (x ) f (x )
 
ξπόςε η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  ,0 .  

 

Για κάθε 1 2x ,  x [0, )   με 1 2x x  είμαι:  

 
ln x

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x x x 1 x 1 x ln(1 x ) ln(1 x )
γμ. αύνξσρα

              (3) 

2 2

1 2 1 2x x x x    (4) 

 

Οι (3), (4) με ποόρθερη δίμξσμ 1 2f (x ) f (x )  ξπόςε η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ [0, ) . 

 

Β) Αοκεί μα απξδείνξσμε όςι η ενίρωρη  f x 0
 
έυει μξμαδική λύρη ρςξ . 

 

Ποάγμαςι για x 0  ιρυύει    2 2f 0 0 ln 1 0 0    , ξπόςε η x 0  είμαι ποξταμήπ λύρη ςηπ 

ενίρωρηπ  f x 0 . 

Αμ σπξθέρξσμε όςι σπάουει και δεύςεοη λύρη 0   ςόςε ωπ λύρη θα ικαμξπξιεί ςημ ενίρωρη 

δηλαδή θα ιρυύει  f 0   (5) . 

Όμωπ λόγω μξμξςξμίαπ ςηπ f ρςξ [0, )  θα ιρυύει 
f (5)

0 f ( ) f (0) 0 0
γμ.αύνξσρα

        ςξ ξπξίξ 

είμαι  Άςξπξ. 

Ομξίωπ καςαλήγξσμε ρε άςξπξ αμ σπξθέρξσμε όςι σπάουει δεύςεοη λύρη 0  . 

 

Δπξμέμωπ η λύρη x 0  είμαι μξμαδική για ςημ ενίρωρη  f x 0  δηλαδή η γοατική 

παοάρςαρη ςηπ f ςέμμει ςξμ άνξμα υ΄υ  ρε έμα μόμξ ρημείξ (ςημ αουή ςωμ ανόμωμ). 
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Άρκηρη 12.  
 

Αμ η γοατική παοάρςαρη ςηπ f  διέουεςαι από ςα ρημεία Α(0,2), Β(1,3) και ιρυύει  

| 2f (x)   5 | 1   απξδείνςε όςι έυει μέγιρςη και ελάυιρςη ςιμή. 

 
 
Λύρη 
 
Δίμαι: 

2f (x) 5 1    

1 2f (x) 5 1      

4 2f (x) 6    

2 f (x) 3   για κάθε x .  (1) 

 
Δπιπλέξμ επειδή η γοατική παοάρςαρη ςηπ f διέουεςαι από ςα Α(0,2) και Β(1,3) θα είμαι 

 f 0 2 και  f 1 3 . 

 

Οπόςε η (1) γίμεςαι:    f 0 f (x) f 1   για κάθε x  . 

 

Σσμεπώπ η f έυει μέγιρςη ςιμή ςξ  f 1 3  και ελάυιρςη ςιμή ςξ  f 0 2 . 
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Άρκηρη 13.  
 

A. Αμ η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα και θεςική ρςξ Δ απξδείνςε όςι η f (x)
g(x) e  είμαι 

γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ Δ εμώ η ρσμάοςηρη 
1

h(x)
f (x)

  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ Δ. 

 

Β. Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςιπ ρσμαοςήρειπ συνxg(x) e  και 
1

h(x)
συνx

  

ρςξ διάρςημα 
π

0,
2

 


 
. 

 
 
Λύρη 
 

Α. Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι :  

 
x

1 2

f γν. φθ. e γν. αυξ.
f (x ) f (x )

1 2 1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) e e g(x ) g(x )          άοα η g  

 
είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ Δ 
 
Ομξίωπ: 

1
γν. φθ.

f γν. φθ. x

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1
x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) h(x ) h(x )

f (x ) f (x )
          άοα h 

γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ Δ 
 
 

Β. Η ρσμάοςηρη  f x συνx  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα και θεςική ρςξ 
π

0,
2

 


 
επξμέμωπ 

ρύμτωμα με ςξ Α εοώςημα η ρσμάοςηρη 
συνxg(x) e  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα εμώ η 

ρσμαοςηρη 
1

h(x)
συνx

  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ διάρςημα 
π

0,
2

 


 
. 
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Άρκηρη 14.  
 

Η ρσμάοςηρη f είμαι ξοιρμέμη, γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ Δ και ιρυύει 0 f (x) 1   για κάθε 

x . 

Α. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη 
2

f (x)
g(x)

1 f (x)



 είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ . 

B. Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςημ 
2

4

ημ x
h(x)

1 ημ x



 

π
x 0,

2

 
 
 

. 

 
 
Λύρη 

 
Α.  1ξπ Τοόπξπ (Σύμθερη γμηρίωπ αύνξσραπ με γμηρίωπ αύνξσρα ) 

H g είμαι ρύμθερη ςηπ f (x)  με ςημ 
2

x
h(x)

1 x



. 

 

H f (x)  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα, όπωπ και η h ατξύ για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

2 1

2 1

h(x ) h(x )
λ

x x


 



2 1

2 2

2 1

2 1

x x

1 x 1 x

x x


 




   
  

2 2

2 1 1 2

2 2

2 1 2 1

x 1 x x 1 x

(x x ) 1 x 1 x

  


     

2 2

2 2 1 1 1 2

2 2

2 1 2 1

x x x x x x

(x x ) 1 x 1 x

  


  
 

 

 

  
2 1 2 1 2 1

2 2

2 1 2 1

x x x x x x

(x x ) 1 x 1 x

  


  

  

  
2 1 2 1

2 2

2 1 2 1

x x 1 x x

(x x ) 1 x 1 x

 


  

 

  
2 1

2 2

2 1

1 x x
0

1 x 1 x




 
 διόςι  

 

  2 2

2 11 x 1 x 0    

 

και 10 x 1  , 20 x 1   άοα 1 2(1 x x ) 0  . 

 

Έςρι η g είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  ωπ ρύμθερη δύξ ρσμαοςήρεωμ με ςξ ίδιξ είδξπ 

μξμξςξμίαπ ρςξ . 
 
 
2ξπ Τοόπξπ  (με λόγξ μεςαβξλήπ καςεσθείαμ) 
 

Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι : 

 

2 1

2 1

g(x ) g(x )
λ

x x


 



2 1

2 2

2 1

2 1

f (x ) f (x )

1 f (x ) 1 f (x )

x x


 




   
  

2 2

2 1 1 2

2 2

2 1 2 1

f (x ) 1 f (x ) f (x ) 1 f (x )

(x x ) 1 f (x ) 1 f (x )

  


  
 

 

  

2 2

2 1 2 1 2 1

2 2

2 1 2 1

f (x ) f (x )f (x ) f (x ) f (x )f (x )

(x x ) 1 f (x ) 1 f (x )

  


  

  

  
2 1 2 1

2 2

2 1 2 1

f (x ) f (x ) 1 f (x )f (x )

(x x ) 1 f (x ) 1 f (x )

 


  
  

 



19 
 

  
2 1 2 1

2 2
2 1 2 1

f (x ) f (x ) 1 f (x )f (x )
.

(x x ) 1 f (x ) 1 f (x )

 

  
 

 

Δπειδή f γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  θα είμαι 2 1

2 1

f (x ) f (x )
0

x x





. Δπίρηπ 10 f (x ) 1   και 

20 f (x ) 1   ξπόςε 2 11 f (x )f (x ) 0   και   2 2

2 11 f (x ) 1 f (x ) 0   . 

 

Από ςα ποξηγξύμεμα ποξκύπςει όςι λ 0  για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  και ρσμεπώπ η g 

είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ . 
 
 

Β. Η ρσμάοςηρη 
2f (x) ημ x  με 

π
x 0,

2

 
   
 

 είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ατξύ για κάθε 

1 2

π
x , x 0,

2

 
 
 

 με 1 2x x  έυξσμε ιρξδύμαμα 
2 2

1 2 1 2ημx ημx ημ x ημ x   . Δπίρηπ ιρυύει 

20 ημ x 1   για κάθε 
π

x 0,
2

 
 
 

. 

Σσμεπώπ η ρσμάοςηρη f ικαμξπξιεί ςιπ ποξϋπξθέρειπ ςξσ Α εοωςήμαςξπ και επιπλέξμ είμαι 
2

4 2

ημ x f (x)
h(x)

1 ημ x 1 f (x)
 

 
 ξπόςε θα είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ 

π
0,

2

 
 
 

. 
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Άρκηρη 15.  
 

Να λύρεςε ςιπ ενιρώρειπ: 

i) 1 x x3 5 8 2     

ii) 
x x x5 12 13   

 
 
Λύρη 
 

i) Η ενίρωρη ιρξδύμαμα γίμεςαι 
x 1 x5 8 2 3     από ςημ ξπξία ποξκύπςει η ρσμάοςηρη  

x 1 xf (x) 8 2 3    . Οπόςε αμαζηςξύμε λύρη ρςημ ενίρωρη f (x) 5 . 

 

Ποξταμήπ λύρη ςηπ ενίρωρηπ είμαι η x 0  ατξύ 
0 1 0f (0) 8 2 3 5    . 

Η ρσμάοςηρη f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  ατξύ για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

1 2 1 2x x x x

1 2x x 2 2 8 2 8 2        (1) 

1 2 1 21 x 1 x 1 x 1 x

1 2 1 2 1 2x x x x 1 x 1 x 3 3 3 3
   

              (2)  

και με ποόρθερη ςωμ (1), (2) έυξσμε όςι 1 2f (x ) f (x ) . 

 

Έςρι αμ σπξθέρξσμε όςι σπάουει και δεύςεοη λύρη ρ 0  ςόςε ωπ λύρη θα ικαμξπξιεί ςημ 

ενίρωρη δηλαδή θα ιρυύει f (ρ) 5  (3) και λόγω μξμξςξμίαπ ςηπ f ρςξ  θα ιρυύει 
f γν. αυξ. (3)

ρ 0 f (ρ) f (0) 5 5     ςξ ξπξίξ είμαι άςξπξ. Ομξίωπ καςαλήγξσμε ρε άςξπξ αμ 

σπξθέρξσμε όςι σπάουει δεύςεοη λύρη ρ 0 . 

Δπξμέμωπ η λύρη x 0  είμαι μξμαδική για ςημ ενίρωρη f (x) 5  δηλαδή για ςημ 
1 x x3 5 8 2    . 

 

ii) Η ενίρωρη είμαι ιρξδύμαμη με ςημ 

x x
5 12

1
13 13

   
    

   
 η ξπξία έυει ωπ οίζα ςημ x 2 . 

Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη 

x x
5 12

f (x)
13 13

   
    
   

 με x  για ςημ ξπξία είμαι f (2) 1 . 

Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι : 
1 2x x

1 2

5 5
x x

13 13

   
     

   
  (1)  και 

1 2x x

1 2

12 12
x x

13 13

   
     

   
  (2) ξπόςε με ποόρθερη έυξσμε 1 2f (x ) f (x )  δηλαδή η f είμαι 

γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ . 
 

Έςρι αμ σπξθέρξσμε όςι σπάουει και δεύςεοη λύρη ρ 2  ςόςε ωπ λύρη θα ικαμξπξιεί ςημ 

ενίρωρη δηλαδή θα ιρυύει f (ρ) 1   (3) και λόγω μξμξςξμίαπ ςηπ f ρςξ  θα ιρυύει 
f γν.φθιν. (3)

ρ 2 f (ρ) f (2) 1 1      ςξ ξπξίξ είμαι άςξπξ. Ομξίωπ καςαλήγξσμε ρε άςξπξ αμ 

σπξθέρξσμε όςι σπάουει δεύςεοη λύρη ρ 2 . 

Δπξμέμωπ η λύρη x 2  είμαι μξμαδική για ςημ ενίρωρη f (x) 1  δηλαδή για ςημ 

x x
5 12

1
13 13

   
    

   
. 
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Άρκηρη 16.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη x α 1
f (x) α (α 1) x 2 1

x


      με α 0 , α 1 .  

 
Α. Να μελεςήρεςε ςη μξμξςξμία ςηπ f ρςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ για ςιπ διάτξοεπ ςιμέπ ςξσ 
α. 
 

Β. Να λύρεςε ςημ ενίρωρη f (x) 0 . 

 

 
Λύρη 

 

Α. H f είμαι άθοξιρμα ρσμαοςήρεωμ με ςξ ίδιξ είδξπ μξμξςξμίαπ ρςξ (0, )  ςξ ξπξίξ είμαι και 

ςξ κξιμό πεδίξ ξοιρμξύ ςξσπ, για όλεπ ςιπ δσμαςέπ ςιμέπ ςξσ α. 

Έρςω  1 2x ,x (0, )   με 1 2x x   

Διακοίμω δύξ πεοιπςώρειπ για ςξ α. 
 

1η Πεοίπςωρη: 0 α 1    

Η ρσμάοςηρη 
xα  είμαι 0 α 1   ξπόςε 1 2x x  1 2x x

α α   (1)  

 

Δπίρηπ: 1 20 x x   1 2x x  
α 1 0 

  1 2(α 1) x (α 1) x     (2) 

 

Ακόμη: 1 20 x x  
1 2

1 1

x x
 

1 2

2 2

x x

 
  

α 1 0 

  
1 2

(α 1) (α 1)
2 2

x x

 
     (3)  

 
Με ποόρθερη ςωμ (1), (2), (3) έυξσμε όςι  
 

1 2x x

1 2

1 2

α 1 α 1
α (α 1) x 2 1 α (α 1) x 2 1

x x

 
           

 

1 2f (x ) f (x )  άοα η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ (0, ) . 

 
 

2η Πεοίπςωρη: α 1   

Η ρσμάοςηρη 
xα  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ (0, )  ατξύ α 1  ξπόςε  

1 2x x  1 2x x
α α   (4)  

 

Δπίρηπ: 1 20 x x   1 2x x  
α 1 0 

  1 2(α 1) x (α 1) x     (5) 

 

Ακόμη: 1 20 x x  
1 2

1 1

x x
  

1 2

2 2

x x

 
  

α 1 0 

  
1 2

(α 1) (α 1)
2 2

x x

 
     (6)  

 
Με ποόρθερη ςωμ (4), (5), (6) έυξσμε όςι  
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1 2x x

1 2

1 2

α 1 α 1
α (α 1) x 2 1 α (α 1) x 2 1

x x

 
          1 2f (x ) f (x )  

 

άοα η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ (0, ) . 

 

Τελικά έυξσμε όςι η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ (0, )  για α 1  εμώ είμαι γμηρίωπ 

τθίμξσρα ρςξ (0, )  για 0 α 1  . Σε κάθε πεοίπςωρη όμωπ η f είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ 

(0, ) . 

 
 

Β. Η ενίρωρη έυει ποξταμή οίζα ςημ ρ 1  καθώπ για x 1  έυξσμε  

(α 1)
f (1) α (α 1) 1 2 1 α α 1 2α 2 1 0

1


             

και επειδή η f είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ (0, )  η οίζα ασςή είμαι μξμαδική. 
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Άρκηρη 17.  
 

Α. Για κάθε α 0  απξδείνςε όςι 
1

α 2
α

  . 

Β. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη x

x

1
f (x) π

π
   παοξσριάζει ελάυιρςξ ρςξ . 

 
 
Λύρη 

 

Α. Δίμαι: 
2 2 21

2 1 2 2 1 0 ( 1) 0           


. 

 

Η ςελεσςαία αμιρόςηςα ιρυύει ποξταμώπ για κάθε α 0  επξμέμωπ και η αουική ιρξδύμαμή ςηπ 

ιρυύει για κάθε α 0 . 
 
 

Β. Δίμαι 
xπ 0  για κάθε x  και επξμέμωπ ρύμτωμα με ςξ Α εοώςημα θα ιρυύει 

1
2x

x
  


. 

Δηλαδή για κάθε x ιρυύει f (x) 2   και επιπλέξμ 
0

0

1
f (0) π 2

π
    ξπόςε έυξσμε για 

κάθε x  f (x) f (2) . Άοα η f έυει ελάυιρςξ ςξ f (0) 2 . 
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Άρκηρη 18.  
 

Απξδείνςε όςι η ρσμάοςηρη 2 2 2f (x) ημ x ημ 3x ημ 5x          έυει μέγιρςη και ελάυιρςη 

ςιμή. 
 
 
Λύρη 

 
Δίμαι : 

20 ημ x 1       (1). 

 
20 ημ 3x 1        (2). 

 
20 ημ 5x 1        (3). 

 
Με ποόρθερη καςά μέλη ςωμ (1), (2), (3) έυξσμε  

 0 f x 3      (4)  

 

Δπιπλέξμ είμαι   2 2 2f 0 ημ 0 ημ 0 ημ 0 0     και  

 

2 2 2π π π π
f   ημ   ημ 3  ημ 5  1 1 1 3

2 2 2 2
  

       
             

       
 

 

Οπόςε η (4) γίμεςαι:  
π

f 0 f (x) f
2

 
   

 
 για κάθε x . 

 

Σσμεπώπ η f έυει μέγιρςη ςιμή ςξ 
π

f 3
2

 
 

 
 και ελάυιρςη ςιμή ςξ  f 0 0 . 
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ΘΕΜΑ Γ 
 

Άρκηρη 1.  
 

A)  Αμ η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  μα απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη  

      
3 3g(x) f (x) 3f (x ) 2    είμαι επίρηπ γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ . 

 

B)  Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη 
33x xh(x) e 3e 2    είμαι γμηρίωπ αύνξσρα 

      ρςξ . 
 
 
Λύρη 
 

Α) Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

 
f

3 3

1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x )


        (1) 

 
f

3 3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2x x x x f (x ) f (x ) 3f (x ) 3f (x )


          (2) 

 

Με ποόρθερη ςωμ (1), (2) έυξσμε  
3 3 3 3

1 1 2 2f (x ) 3f (x ) f (x ) 3f (x )     

 
3 3 3 3

1 1 2 2 1 2f (x ) 3f (x ) 2 f (x ) 3f (x ) 2 g(x ) g(x )        

 

 Δπξμέμωπ η g είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ .  

 

Β) Δταομξγή ςξσ A για 
xf (x) e  ατξύ είμαι γμηρίωπ αύνξσρα και επιπλέξμ είμαι  

3 33 3 x 3 x 3x x f (x) 3f (x ) 2 (e ) 3e 2 e 3e 2 h(x)         . 

 

Δπξμέμωπ η h  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα. 
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Άρκηρη 2.  
 

Α) Απξδείνςε όςι αμ f  γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ διάρςημα   και g  γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ f(Δ) 

ςόςε η ρύμθερη ςηπ f  με ςημ g  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  . 

 

Β) Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςημ ρσμάοςηρη 
3g(x) x x 1     ρςξ  1,1 . 

 

Γ)  Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςημ 
3h(x) x x 1     ρςξ  0,π . 

 
 
Λύρη 
 

Α) Έρςω 1 2x x  με 1 2x , x  . Δπειδή η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ   θα ιρυύει 

1 2f (x ) f (x ) . 

Όμωπ ξι  1 2f (x ), f (x ) f   ρςξ ξπξίξ η g  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα, ξπόςε 1 2g(f (x )) g(f (x ))  

δηλαδή 1 2(g f )(x ) (g f )(x ) , ρσμεπώπ η g f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ   ατξύ για κάθε 

1 2x , x   με 1 2x x  ιρυύει 1 2(g f )(x ) (g f )(x ) . 

 

Β) Για κάθε  1 2x ,  x 1,1 
 
με 1 2x x  είμαι:  

 
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x x x x x       (1). 

 

Δπίρηπ 1 2 1 2x x x x      (2). 

 
Με ποόρθερη ςωμ (1) και (2) είμαι: 
 

3 3 3 3

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2x x x x x x 1 x x 1 g(x ) g(x )               

 

από όπξσ ποξκύπςει όςι η g είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ 1,1 . 

 

Γ) Η ρσμάοςηρη h  είμαι ρύμθερη ςηπ f  με ςημ g , όπξσ f (x) x   πξσ είμαι γμηρίωπ 

τθίμξσρα ρςξ  0,  και 
3g(x) x x 1     η ξπξία είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ 1,1 . Τέλξπ 

επειδή ιρυύει 1 x 1     για κάθε  x 0, 
 
έυξσμε όςι    g [0, ] 1,1   . 

 

Δταομόζξμςαπ ςξ (Α) εοώςημα ρςιπ ρσμαοςήρειπ f (x) x   και 
3g(x) x – x 1    ποξκύπςει 

όςι η ρύμθερη g f  δηλαδή η 
3h(x) x x 1     είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ  0,π . 
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Άρκηρη 3.  
 

i.  Αμ η ρσμάοςηρη f  έυει ςξσλάυιρςξμ δύξ οίζεπ ρςξ διάρςημα   μα απξδείνεςε όςι η f δεμ 

είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ  . 

ii.  Απξδείνςε όςι η ρσμάοςηρη 
x xf (x) xe – e   x 1    δεμ είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ

 0, . 

 
 
Λύρη 
 

i.  Έρςω 1 2    δύξ ςξσλάυιρςξμ οίζεπ ςηπ f ρςξ διάρςημα Δ. 

Τόςε 1 2f ( ) f ( ) 0       (1) . 

 

Αμ σπξθέρξσμε όςι η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ Δ ςόςε: 1 2 1 2f ( ) f ( ) 0 0          

Άςξπξ. 
 

Αμ σπξθέρξσμε όςι η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ Δ ςόςε: 1 2 1 2f ( ) f ( ) 0 0          

Άςξπξ. 
 
Δπξμέμωπ αμ σπξθέρξσμε όςι η f είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ Δ καςαλήγξσμε ρε άςξπξ άοα η f 
δεμ είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ Δ. 
 
 

ii.  H ρσμάοςηρη γίμεςαι: 
x xf (x) e ( x 1) ( x 1)  ( x 1)(e –1)      . 

 

Δίμαι 
xf (x) 0 ( x 1)(e –1) 0      

 

                           ( x 1=0  ή 
xe –1 0 )    

 

                           ( x=1  ή 
xe 1 )    

 

                           ( x=1 ή x 0 )  
 

Δηλαδή η f έυει δύξ οίζεπ ρςξ [0, )  ξπόςε ρύμτωμα με ςξ σπξεοώςημα (i) η f δεμ είμαι 

γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ [0, ) . 
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Άρκηρη 4.  
 

Αν η ςυνάρτηςη f είναι περιοδική ςτο  με περίοδο T 0  τότε να αποδείξετε ότι η f δεν είναι 
γνηςίωσ μονότονη ςτο . 
 
 
Λύρη 
 
Mε άςξπξ:  

Για ςσυαίξ α  και επειδή η f είμαι πεοιξδική με πεοίξδξ Τ θα είμαι f (α) f (α Τ)    (1) 

Υπξθέςξσμε όςι η f είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ . 
 

 f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ R 

Σςημ πεοίπςωρη ασςή ποέπει για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  μα ιρυύει 1 2f (x ) f (x )  

και για 1x α , 2x α Τ   θα είμαι α α Τ f (α) f (α Τ)      (2) . 

 
Οι (1), (2) ξδηγξύμ ρε άςξπξ. 
 

 f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ  

Σςημ πεοίπςωρη ασςή ποέπει για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  μα ιρυύει 1 2f (x ) f (x ) και για 

1x α , 2x α Τ   θα είμαι α α Τ f (α) f (α Τ)      (3). 

 
Οι (1), (3) ξδηγξύμ ρε άςξπξ. 
 

Άοα ρε κάθε πεοίπςωρη η σπόθερη όςι η f είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ  ξδηγεί ρε άςξπξ, 

άοα η f δεμ είμαι γμηρίωπ μξμόςξμη ρςξ . 
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