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ΚΔΥΑΛΑΙΟ 2ξ: ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ - ΟΡΙΟ - ΢ΤΝΔΦΔΙΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

ΔΝΟΣΗΣΑ 2: ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ – ΑΚΡΟΣΑΣΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢  

[Κετ. 1.3: Μξμόςξμεπ ΢σμαοςήρειπ - Αμςίρςοξτη ΢σμάοςηρη ρυξλικξύ βιβλίξσ]. 

ΠΑΡΑΔΔΙΓΜΑΣΑ 

ΘΔΜΑ Β 
 

Παοάδειγμα 1.  
 
Να ενεςάρεςε χπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςιπ παοακάςχ ρσμαοςήρειπ: 
 

α) f (x) 2x 3     

β) 
2g(x) x 4x 5     

γ) h(x) x ln(x 2)     ρςξ διάρςημα 
3

,
2 2

  
 
 

 

 
 
Λύρη 
 

α) Η ρσμάοςηρη f  είμαι ςηπ μξοτήπ f (x) x    με 2 0    , άοα είμαι γμηρίχπ 

τθίμξσρα. 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Κάθε ρσμάοςηρη ςηπ μξοτήπ f (x) x   , με 0   είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 

 
 

β) Η ρσμάοςηρη g  είμαι ςηπ μξοτήπ 
2g(x) x x      με 1 0    και 

4
2,

2 2·1

 
   


 

επξμέμωπ είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ ( ,2]  και γμηρίωπ αύνξσρα 

 

ρςξ [2, ) . 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Κάθε ρσμάοςηρη ςηπ μξοτήπ 
2f (x) x x     , με 0   είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ 

( , ]
2


 


 και γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ [ , )

2


 


. 
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γ) Για κάθε 
1 2

3
x , x ,

2 2

  
 
 

 με 1 2x x  έυξσμε:  

Δπειδή η ρσμάοςηρη x  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ 
1 2

3
, , x x

2 2

  
   

 
 (1) και 

lnx . .

1 2 1 2 1 2 1 2x x x 2 x 2 ln(x 2) ln(x 2) ln(x 2) ln(x 2)
 

               (2) 

 
Ποξρθέςξμςαπ ςιπ (1), (2) καςά μέλη έυξσμε: 
 

1 1 2 2 1 2x ln(x 2) x ln(x 2) h(x ) h(x )          

 
Σσμεπώπ η ρσμάοςηρη h  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Αμ f , g  γμηρίχπ τθίμξσρεπ (ή γμηρίχπ αύνξσρεπ) ρςξ Δ  ςόςε με ςημ υοήρη ςχμ αμιρξςικώμ 

ρυέρεχμ πξσ ποξκύπςξσμ απξδεικμύεςαι όςι f g  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα (ή γμηρίχπ 

αύνξσρα αμςίρςξιυα) ρςξ Δ . 
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Παοάδειγμα 2.  
 
Να βοείςε ςα ακοόςαςα ςχμ παοακάςχ ρσμαοςήρεχμ : 
 

α) 
2f (x) 3x 2x 1                                                                                                                           

β) 
2

g(x) 1
x

   , με πεδίξ ξοιρμξύ ςξ A[2,6) .                                                                                                            

γ) h(x) 7 x 10     

 
 
Λύρη 
 

α) Η ρσμάοςηρη f  είμαι ςηπ μξοτήπ 
2f (x) x x      με 3 0     άοα η f   

 

παοξσριάζει μέγιρςξ ρςξ 
2 1

2 2·( 3) 3


   

 
 , ςξ 

22 4( 3)·1 16 4

4 4·( 3) 12 3

  
     

  
. 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Κάθε ρσμάοςηρη ςηπ μξοτήπ 
2f (x) x x      με 0   (ή 0  ) παοξσριάζει μέγιρςξ  (ή 

ελάυιρςξ αμςίρςξιυα) ρςξ 
2





 ςξ 

4





. 

 
 

β) Έυξσμε  
1 1 1 1 1 1 2 1

2 x 6 2· 2· 2· 1
2 x 6 2 x 6 x 3

                   

 

2 1 2 2 2
1 1 1 1 0 1 0 g(x)

x 3 x 3 3
                 

 

Δπξμέμχπ η g  έυει ελάυιρςξ για x 2  ςξ g(2) 0  και δεμ έυει μέγιρςξ.   

 
 
Μεθξδξλξγία 
 
Αμ από ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ ρσμάοςηρηπ ποξκύπςει ιρξδύμαμα αμιρόςηςα ςξσ x, με εταομξγή 
ςχμ ιδιξςήςχμ ρςιπ αμιρόςηςεπ βοίρκξσμε ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ ρσμάοςηρηπ. Τόςε εάμ ασςό 

είμαι διάρςημα ςηπ μξοτήπ [ , )   η f  παοξσριάζει ελάυιρςξ ςξ   και δεμ παοξσριάζει 

μέγιρςξ. 
 
 

γ) Η ρσμάοςηρη έυει hD   και 7 x 0   (1) για κάθε x  με 7 x 0   για x 7 . 

 

(1) 7 x 10 10 h(x) 10        . 

 

Άοα η h  παοξσριάζει για x 7  ελάυιρςξ ςξ -10. 
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Μεθξδξλξγία 
 

Αμ ξ ςύπξπ ςηπ ρσμάοςηρηπ είμαι ςηπ μξοτήπ f (x) g(x) c   ή ςηπ μξοτήπ  

f (x) (g(x)) c,   όπξσ μ μη μηδεμικόπ άοςιξπ και σπάουει 0 fx D  ςέςξιξ ώρςε 0g(x ) 0  

ςόςε επειδή g(x) 0  ή (g(x)) 0  , ποξκύπςει f (x) c  δηλαδή η f  παοξσριάζει ελάυιρςξ 

ρςξ 0x  ςξ c . 
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Παοάδειγμα 3.  
 

Αμ  
3f (x) 4 16 2x    

 

α) Να μελεςήρεςε χπ ποξπ ςημ μξμξςξμία ςημ 
3f (x) 4 16 2x    και 

 
β) Να ποξρδιξοίρεςε ςα ακοόςαςά ςηπ. 
 
 
Λύρη 
 

Η ρσμάοςηρη ξοίζεςαι ρςξ όςαμ  

3 3

3 33 3

16 2x 0 x 8 x 2 x 2

x [0,2] A

16 2x 16 x 04 16 2x 0 16 2x 4

           
       
                
       

             

 

 

α)  Για ξπξιαδήπξςε 1 2x ,  x  ρςξ  [0,2]  με 1 2x x  ιρξδύμαμα έυξσμε: 

 
3 3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2x x x  x 2x 2x 1  6 2x 16 2 x            

 
x 2 0 x 2

3 3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 216 2x 16 2x 4 16 2x 4 16 2x 4 - 16 - 2x 4 - 16 - 2x
  

             

 

1 2f (x ) f (x )  .  Δπξμέμχπ η  f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  A 0,2 . 

 

β)  Για ςα ακοόςαςα ςηπ f παοαςηοξύμε όςι λόγχ ςηπ μξμξςξμίαπ ςηπ f είμαι:  

 x 2 f (x) f 2 f (x) 2       και  

 x 0 f (x) f 0 f (x) 0      

 Έςρι για  x 0,2  είμαι     f 0 f (x) f 2   δηλαδή η f έυει ελάυιρςη ςιμή ςξ  f 0 0 και 

μέγιρςη ςιμή ςξ  f 2 2 . 

 
Μεθξδξλξγία 
 

Από ςημ σπόθερη 1 2x x  για ςσυαία 1 2x ,  x  ρςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ  f , καςαρκεσαρςικά 

καςαλήγξσμε ρε αμίρχρη ςηπ μξοτήπ 1 2f (x ) f (x )  ή  1 2f (x ) f (x )  ξπόςε ρσμπεοαίμξσμε όςι 

η f είμαι αμςιρςξίυχπ γμηρίχπ αύνξσρα ή γμηρίχπ τθίμξσρα. Αμαζηςξύμε  ακοόςαςα ρε μια 

γμηρίχπ μξμόςξμη ρσμάοςηρη ρςξ  ,   μεςανύ ςχμ ςιμώμ  f  ,  f  . 
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Παοάδειγμα 4.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη 
5x

f (x)
2 | x |




 x . 

 

α) Να απξδείνεςε όςι η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα  ,0  και 

 0, . 

 

β) Απξδείνςε όςι η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 

 

Λύρη 
 

Για 1 2x x  με 1 2x , x   ξ λόγξπ μεςαβξλήπ ςηπ f είμαι: 

 

2 1

2 1 2 1 2 2 1 1 1 2

2 1 2 1 2 1 1 2

5x 5x

f (x ) f (x ) 2 | x | 2 | x | 10x 5x | x | 10x 5x | x |

x x x x (x x )(2 | x |)(2 | x |)


     

   
    

  

 

α) Αμ  1 2x ,  x ,0   ςόςε 1 1| x | x    και  2 2| x | x    ξπόςε  
1 2

10
0

(2 | x |)(2 | x |)
  

 
. 

 

Αμ  1 2x ,  x 0,   ςόςε  1 1| x | x    και  2 2| x | x    ξπόςε 
1 2

10
0

(2 | x |)(2 | x |)
  

 
. 

 

Σσμεπώπ η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρε κάθε έμα από ςα διαρςήμαςα  ,0  και  0, . 

 

β) Δπειδή η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρε κάθε έμα από ςα διαρςήμαςα  ,0  και  0,

έπεςαι όςι θα είμαι γμηρίχπ αύνξσρα και ρςξ  ,   δηλαδή ρςξ . 

 
Δμαλλακςικά έυξσμε:  

Αμ  1x ,0   και  2x 0,  θα είμαι 1 2x x και 1 2
1 2

1 2

5x 5x
f (x ) 0 f (x )

2 | x | 2 | x |
   

 
. 

 

Δηλαδή για κάθε ρσμδσαρμό ςχμ 1 2x , x   με 1 2x x  έυξσμε  1 2f (x ) f (x )  ρσμεπώπ η f

είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 

 

Μεθξδξλξγία 
 
Μεοικέπ τξοέπ (π.υ. όςαμ έυξσμε απόλσςη ςιμή ή ρσμάοςηρη πξλλαπλξύ ςύπξσ) ενεςάζξσμε με 

ςξμ λόγξ μεςαβξλήπ ή με ςξμ ξοιρμό, ςημ μξμξςξμία ρε σπξδιαρςήμαςα 1A και 2A . Για ςημ 

έμχρή ςξσπ υοειάζεςαι επιπλέξμ μα ελέγυξσμε με ςξμ λόγξ μεςαβξλήπ ή με ςξμ ξοιρμό όςαμ 

1x A  και  2x A . 
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Παοάδειγμα 5.  
 

A)  Αμ ξι ρσμαοςήρειπ  f , g  είμαι γμηρίχπ μξμόςξμεπ με διατξοεςικό είδξπ μξμξςξμίαπ ρςξ , 

μα απξδείνεςε όςι η ρύμθερη f g είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη ρςξ . 

 

Β)  Αμ η ρσμάοςηρη f είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα και θεςική ρςξ μα απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη 

1
f

f
 είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 

Γ)  Απξδείνςε όςι η ρσμάοςηρη  

x
1

2h(x) 2

 
 
   είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 

 
 
Λύρη 
 

A)  Υπξθέςξσμε όςι έυξσμε ςιπ ρσμαοςήρειπ f , g ξοιρμέμεπ ρςξ  με ςημ f γμηρίχπ τθίμξσρα 

ρςξ και ςημ g γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 

 

Έρςχ 1 2x , x   με 1 2x x , 

 

ςόςε  1 2f (x ) f (x )   (ατξύ f  γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ  αλλάζει ςημ τξοά ςηπ αμίρχρηπ) 

1 2g(f (x )) g(f (x ))    (ατξύ g  γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  διαςηοεί ςημ τξοά ςηπ αμίρχρηπ) 

1 2(g f )(x ) (g f )(x )  . Οπόςε η ρσμάοςηρη g f είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 

 

Όμξια απξδεικμύεςαι όςαμ f  γμηρίχπ αύνξσρα και g γμηρίχπ τθίμξσρα.  

 

Β)  Δπειδή η f είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα και θεςική ρςξ , αμ 1 2x , x   με 1 2x x  ςόςε: 

 

  1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 1 1
x x f (x ) f (x ) (x ) (x )

f (x ) f (x ) f f

   
         

   
  ξπόςε η ρσμάοςηρη 

1

f
 είμαι 

γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 
 

Έςρι ξι ρσμαοςήρειπ 
1

f
 και f ικαμξπξιξύμ ςιπ ποξϋπξθέρειπ ςξσ Α και επξμέμχπ η ρύμθερη 

1
f

f
 είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 

 
 
Γ) Δταομξγή ςξσ B:  

Αμ θεχοήρξσμε ςημ ρσμάοςηρη 

x
1

f (x)
2

 
  
 

 η ξπξία είμαι εκθεςική με βάρη 
1

2
   και 

1
0 1

2
   έυξσμε ςημ f  μα είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα και θεςική ρςξ . Ποξταμώπ  

x1
(x) 2

f

 
 

 
 ξπόςε  

x
1

2 1
h(x) 2 f (x)

f

 
 
   

   
 

.  Άοα ρύμτχμα με ςξ Β η ρσμάοςηρη h(x)  
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είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Από ςημ σπόθερη 1 2x x  για ςσυαία 1 2x , x  ρςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςχμ  f , g  και  

υοηριμξπξιώμςαπ ςημ μξμξςξμία ςξσπ καςαλήγξσμε ρε αμίρχρη ςηπ μξοτήπ 

1 2(f g)(x ) (f g)(x )  ή  1 2(f g)(x ) (f g)(x ) . Γεμικά η ρύμθερη ρσμαοςήρεχμ με 

διατξοεςικό είδξπ μξμξςξμίαπ ρςξ δίμει ρσμάοςηρη γμηρίχπ τθίμξσρα  

ρςξ εμώ η ρύμθερη ρσμαοςήρεχμ με ίδιξ είδξπ μξμξςξμίαπ ρςξ δίμει ρσμάοςηρη γμηρίχπ 

αύνξσρα ρςξ . 
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Παοάδειγμα 6.  
 

Α) Να μελεςήρεςε ςημ μξμξςξμία ςηπ  
x 2f (x) ln x e x   .  

Β) Να λύρεςε ςημ αμίρχρη 
2 xx e ln x 1 e    .  

 
 
Λύρη 
 

Α)  Για μα ξοίζεςαι η f ρςξ ποέπει x 0 . Για κάθε  1 2x , x 0,   με 1 2x x έυξσμε: 

1 2 1 2x x lnx lnx         (1) 

x

1 2 1 2

e 0
x x x x

1 2x x  e e e e     


       (2) 

2 2

1 2 1 2 0 x x x x           (3)  

Ποξρθέςξμςαπ ςιπ  (1), (2), (3)  έυξσμε  

 1 2x x2 2

1 1 2 2 1 2ln x e x ln x e x f (x ) f (x )       . 

Δπξμέμχπ η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 

 

Β)  Η αμίρχρη ιρξδύμαμα γοάτεςαι:  
 

2 x 2 x 2x e ln x 1 e x e ln x 1 e ln1 f (x) f (1)             και επειδή η f είμαι 

γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  0,  ιρξδύμαμα είμαι  0 x 1  . 

 

Δπξμέμχπ ξι λύρειπ ςηπ αμίρχρηπ είμαι  x 0,1 . 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Ποξρπαθξύμε μα τέοξσμε ςημ αμίρχρη ρε μξοτή f (g(x)) f (h(x))  ή  f (g(x)) f (h(x))  και 

εκμεςαλλεσόμαρςε ςημ μξμξςξμία ςηπ f ώρςε μα καςαλήνξσμε ρε απλξύρςεοη αμίρχρη 

g(x) h(x)  ή  g(x) h(x) . 
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Παοάδειγμα 7.  
 

A)  Αμ η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  , η g είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ   και ιρυύει

f (x) 0 ,  g(x) 0  για κάθε  x  μα απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη 
f

g
 είμαι γμηρίχπ αύνξσρα 

ρςξ  . 
 

Β)  Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη 
l n x

h(x)
x




 είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ ,
2

 


 
. 

 

Γ)  Απξδείνςε όςι για κάθε  ,   ρςξ ,
2

 


 
 με      ιρυύει  

   . 

 
 
Λύρη 
 

Α)  Για κάθε 1 2x , x   με  1 2x x  είμαι:  

f  γμηρίχπ αύνξσρα:  1 2 1 2x x f (x ) f (x )       (1)    

g  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα και θεςική:  
1 2 1 2

1 2

1 1
x x g(x ) g(x )     

g(x ) g(x )
      (2)   

 
Με πξλλαπλαριαρμό ςχμ (1) , (2) ατξύ ποόκειςαι για θεςικξύπ αοιθμξύπ έυξσμε: 
 

1 2
1 2

1 2

f (x ) f (x ) f f
(x ) (x )

g(x ) g(x ) g g
     ςξ ξπξίξ ρημαίμει όςι η 

f

g
 είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  . 

 

Β) Η ρσμάοςηρη lnx είμαι γμηρίχπ αύνξσρα και θεςική ρςξ ,
2

 


 
 ατξύ 1

2


 . 

 

 Η ρσμάοςηρη x είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα και θεςική ρςξ ,
2

 


 
. 

 

Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Α εοώςημα η ρσμάοςηρη 
l n x

h(x)
x




 είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ 

,
2

 


 
. 

 

Γ)  Δπειδή η  
l n x

h(x)
x




 είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ ,
2

 


 
.  Για κάθε , ,

2

 
  

 
 με 

   είμαι:  

ln ln
h( ) h( ) ln ln ln ln    
              

 
. 
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Μεθξδξλξγία 
 

Από ςημ μξμξςξμία καςάλληληπ ρσμάοςηρηπ f , ρςξμ ξοιρμό 1 2 1 2x x f (x ) f (x )      ή  

1 2 1 2x x f (x ) f (x )      επιλέγξμςαπ καςάλληλα 1x , 2x  δημιξσογξύμε αμίρχρη η ξπξία 

μεςαρυημαςίζεςαι ρςημ ζηςξύμεμη. Η ρσμάοςηρη πξσ υοηριμξπξιξύμε ποξκύπςει κάθε τξοά 
από μεςαρυημαςιρμό ςηπ ποξπ απόδεινη αμίρχρηπ. 
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Παοάδειγμα 8.  
 

Να απξδείνεςε όςι η ενίρχρη 
2 2xln(x – e ) 4e  έυει μξμαδική λύρη. 

 
 
Λύρη 
 

Ποέπει  2 2x e 0 x e    . 
 

Ο αοιθμόπ  
22e   είμαι οίζα ςηπ ενίρχρηπ ατξύ  

2 2 2 2 2 2 22e ln(2e – e ) 2e ln(e ) 4e lne 4e   . 

Αοκεί μα απξδείνξσμε όςι είμαι μξμαδική με ςημ υοήρη ςηπ μξμξςξμίαπ . 
 

(Δπειδή ξ έλεγυξπ ςηπ μξμξςξμίαπ για ςημ 
2f (x) xln(x – e )  είμαι δύρκξλξπ μεςαρυημαςίζξσμε 

ςημ ενίρχρη ρε ιρξδύμαμη ώρςε μα ποξκύφει ρσμάοςηρη ςηπ ξπξίαπ ςημ μξμξςξμία μπξοξύμε 
μα εναρταλίρξσμε) 
 

Θεχοξύμε ςημ ρσμάοςηρη  
2

2 4e
f (x) ln x e

x
     με 

2x (e , )    . 

Αμ  1 2x , x   με 1 2x x  ςόςε  

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x x e x e ln(x e )  ln(x e )             (1). 

 

Δπίρηπ  

2 2 2x e 0
2

1 2

1 2 1 2

1 1 4e 4e
e x x

x x x x

 

           (2) . 

 

Με ποόρθερη ςχμ (1), (2) ποξκύπςει  1 2f (x ) f (x )    δηλαδή η  f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ 

 .  

Σσμεπώπ η ενίρχρη    
2

2 2 24e
f (x) 0 ln x e 0 xln x e 4e

x
          έυει μξμαδική λύρη. 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 
Aτξύ εναρταλίρξσμε με κάπξιξ ςοόπξ μια λύρη ςηπ ενίρχρηπ  (π.υ. ποξταμήπ) 
μεςαρυημαςίζξσμε ςημ ενίρχρη ρε ιρξδύμαμη ώρςε μα ποξκύφει μξμόςξμη ρσμάοςηρη. Η 
μξμξςξμία ςηπ ρσμάοςηρηπ εναρταλίζει ςημ μξμαδικόςηςα. 
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Παοάδειγμα 9.  
 

Α) Να μελεςήρεςε χπ ποξπ ςημ μξμξςξμία και ςα ακοόςαςα ςη ρσμάοςηρη 
2f (x) 25 x  . 

 

Β) Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη 
4

1821
f (x)

x 1821



 παοξσριάζει μέγιρςξ. 

 
 
Λύρη 
 

Α) Για μα ξοίζεςαι ρςξ  η f (x)  ποέπει 

 2 225– x 0 x 25 x 5 5 x 5 x 5,5 A            . 

 

 
 

Αμ 1 25 x x 0     ςόςε 

x [ 5,0]
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x 25 x 25 x 25 x 25 x f (x ) f (x )
 

           . 

 

Αμ 1 20 x x 5     ςόςε  

x [0,5]
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x 25 x 25 x 25 x 25 x f (x ) f (x )


           . 

 

Δπξμέμχπ η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  5,0  και γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ  0,5 . 

 

Άοα αμ x 0  θα είμαι  f (x) f 0    (ατξύ  f    ρςξ  5,0 ), 

 

αμ x 0  θα είμαι  f (x) f 0     (ατξύ  f    ρςξ  5,0 ), 

 

αμ x 0  θα είμαι  f (x) f 0 5  . 

 

Οπόςε για κάθε  x 5,5   ιρυύει   f (x) f 0 5    δηλαδή η  f  παοξσριάζει μέγιρςξ ρςημ 

θέρη x 0  με μέγιρςη ςιμή ίρη με  f 0 5 . 

 

Δπίρηπ παοαςηοξύμε όςι  225 0 x   για κάθε  x 5,5   και επιπλέξμ    f 5 f 5 0   . 
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Δηλαδή για κάθε  x 5,5  ιρυύει    f (x) f 5 f 5  0     δηλαδή η f  παοξσριάζει ελάυιρςξ 

ρςιπ θέρειπ x 5  και x 5  με ελάυιρςη ςιμή ίρη με    f 5 f 5 0   . 

 
 

Β) Για κάθε x  είμαι  4 4

4

1821
0 1821 1821 1

1821
     


x x

x
 και επιπλέξμ  f 0 1 . 

 

Άοα για κάθε x  είμαι  f (x) f 0 1   δηλαδή η f παοξσριάζει μέγιρςξ ρςημ θέρη x 0 με 

μέγιρςη ςιμή  f 0 1 . 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Αμ η f είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  ,   και γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ  ,   ςόςε η  f  

παοξσριάζει μέγιρςξ ρςημ θέρη   με μέγιρςη ςιμή  f  . Δπίρηπ αμ απξδείνξσμε όςι για κάθε 

x  ιρυύει  f (x)    για κάπξιξ   και σπάουει   ώρςε  f    ςόςε η f  έυει 

μέγιρςη ςιμή ρςξ   ςξ  . 
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Παοάδειγμα 10.  
 

Α)  Αμ η ρσμάοςηρη g είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ   και για κάθε x ιρυύει

f (f (x)) g(x) 0   (1) ςόςε μα απξδείνεςε όςι η f δεμ είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη ρςξ  . 

 

B)  Αμ f (f (x)) x   0   για κάθε x  ςόςε μα δείνεςε όςι η f δεμ είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη. 

 
 
Λύρη 
 

Α)  Με άςξπξ:  Υπξθέςξσμε όςι η ρσμάοςηρη f είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη ρςξ  .   
 

1η Πεοίπςχρη:  f  γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  . 
 

Τόςε για κάθε 1 2x , x   με  1 2x x  είμαι:  

 
f f g(1)

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (f (x )) f (f (x )) g(x ) g(x ) g(x ) g(x ) x x
  

             

 
ΑΤΟΠΟ ! 
 
 

2η  Πεοίπςχρη:  f  γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ  . 
 

Τόςε για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είμαι: 

 
f f g(1)

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (f (x )) f (f (x )) g(x ) g(x ) g(x ) g(x ) x x
  

             

 
ΑΤΟΠΟ ! 
 

Σε κάθε πεοίπςχρη ξδηγξύμαρςε ρε άςξπξ άοα η ρσμάοςηρη f  δεμ είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη 

ρςξ  . 
 
 

Β)  Δταομξγή ςξσ Α εοχςήμαςξπ όπξσ g(x) x  η ξπξία είμαι ςηπ μξοτήπ x   με 0 

δηλαδή γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 
Για μα δείνξσμε όςι μια ρσμάοςηρη δεμ είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη σπξθέςξσμε όςι είμαι και για 

1 2x x  καςαρκεσαρςικά και με υοήρη ςχμ δεδξμέμχμ καςαλήγξσμε ρε άςξπξ. 
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Παοάδειγμα 11.  
 

Α. Αμ ξι f, g, h είμαι γμηρίχπ τθίμξσρεπ ρςξ  μα απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη h g f  είμαι 

γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 

B. Να μελεςήρεςε χπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςη ρσμάοςηρη 

2 x
1

(x)
2



 
   

 
 . 

 
 
Λύρη 
 

Α. Έρςχ 1 2x , x   με 1 2x x   

 

Τόςε διαδξυικά έυξσμε 1 2f (x ) f (x )          (ατξύ f  γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ ) 

1 2g(f (x )) g(f (x ))        (ατξύ g  γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ ) 

1 2h(g(f (x ))) h(g(f (x )))    (ατξύ h  γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ ) 

1 2(h g f )(x ) (h g f )(x )   

 

Οπόςε η ρσμάοςηρη h g f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 

 

Β. Αμ f (x) 2 x  , 

x
1

g(x)
2

 
  
 

 και h(x) x   ςόςε h g f  . 

 

Δπιπλέξμ: f , h  γμηρίχπ τθίμξσρεπ ρςξ  γιαςί είμαι ςηπ μξοτήπ f (x) αx b  με α 1 0   , 

g  γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ  διόςι είμαι ςηπ μξοτήπ 
xα  με 0 α 1  . 

 

Σύμτχμα με ςξ Α η h g f   είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ . 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 
Από ςημ σπόθερη x1 < x2 για ςσυαία x1, x2 ρςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςχμ f, g, h και υοηριμξπξιώμςαπ 

ςη μξμξςξμία ςξσπ καςαλήγξσμε ρε αμίρχρη ςηπ μξοτήπ 1 2(h g f )(x ) (h g f )(x ) ή 

1 2(h g f )(x ) (h g f )(x ) . Γεμικά η ρύμθερη μιαπ γμηρίχπ τθίμξσραπ με μία γμηρίχπ 

τθίμξσρα ρσμάοςηρη ρςξ  δίμει γμηρίχπ αύνξσρα ρσμάοςηρη ρςξ  εμώ η ρύμθερη μιαπ 

γμηρίχπ αύνξσραπ με μια γμηρίχπ τθίμξσρα ρσμάοςηρη ρςξ  δίμει γμηρίχπ τθίμξσρα 

ρσμάοςηρη ρςξ .  
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ΘΔΜΑ Γ 
 

Παοάδειγμα 1.  
 

Έρςχ f :   γμηρίχπ μξμόςξμη ρσμάοςηρη, αμ η fC  ςέμμει ςξσπ άνξμεπ x x  και y y ρςα 

ρημεία με ςεςμημέμη -2 και ςεςαγμέμη 1 αμςίρςξιυα.                                                                                                                 
 
α) Να βοείςε ςξ είδξπ μξμξςξμίαπ ςηπ f . 
 

β) Αμ g  γμηρίχπ τθίμξσρα ρσμάοςηρη ρςξ , μα ενεςάρεςε ςημ μξμξςξμία ςηπ g g  και ςηπ 

f g. 

 
 
Λύρη 
 
α) Η γοατική παοάρςαρη ςηπ f  διέουεςαι (ςέμμει ςξσπ άνξμεπ) από ςα ρημεία Α(-2,0) και 
Β(0,1). 
 

Παοαςηοξύμε όςι για A Bx x ( 2 0),    ιρυύει A By y (0 1)   και επειδή η f  είμαι γμηρίχπ 

μξμόςξμη θα είμαι γμηρίχπ αύνξσρα. 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Αμ f  γμηρίχπ μξμόςξμη ρσμάοςηρη ςηπ ξπξίαπ η fC  διέουεςαι από 2 ρημεία A AA(x , y )  και 

B BB(x , y ) , ςόςε, αμ A B A B(x x ), (y y )   ξμόρημξι η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, εμώ αμ 

A B A B(x x ), (y y )    εςεοόρημξι η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 

 
 

β) Δπειδή η g  γμηρίχπ τθίμξσρα ρσμάοςηρη ρςξ , για κάθε 1 2x , x   έυξσμε: 

 

1 2 1 2 1 2 1 2x x g(x ) g(x ) g(g(x )) g(g(x )) (g g)(x ) (g g)(x )        άοα η g g  είμαι 

γμηρίχπ αύνξσρα. 
 

f . .

1 2 1 2 1 2 1 2x x g(x ) g(x ) f (g(x )) f (g(x )) (f g)(x ) (f g)(x )
 

       άοα η f g  είμαι 

γμηρίχπ τθίμξσρα. 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Αμ g  γμηρίχπ μξμόςξμη ρσμάοςηρη ςόςε με ςημ υοήρη ςχμ αμιρξςήςχμ πξσ ποξκύπςξσμ από 

ςξμ ξοιρμό ςηπ μξμξςξμίαπ απξδεικμύεςαι όςι η g g   είμαι γμηρίχπ αύνξσρα. Δμώ αμ f , g  

γμηρίχπ μξμόςξμεπ με διατξοεςικό είδξπ μξμξςξμίαπ ςόςε απξδεικμύεςαι όςι η f g  (και η 

g f ) είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 
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Παοάδειγμα 2.  
 

Έρςχ ρσμάοςηρη 
7f (x) 2x 3x 5     με fD [0, )  . 

                                                                                                            
α) Να ενεςάρεςε ςημ f  χπ ποξπ ςημ μξμξςξμία. 

β) Να δείνεςε όςι σπάουει μξμαδικό ρημείξ ρςξ ξπξίξ η fC  ςέμμει ςξμ άνξμα x x . 

γ) Να λύρεςε ςημ αμίρχρη 2 3
f (x ) 0

4
   ρςξ [0, ) . 

 
 
Λύρη 
 

α) Για κάθε 1 2x , x [0, )   με 1 2x x  έυξσμε: 

 
7 7 7 7

1 2 1 2 1 2x x x x 2x 2x       και 1 2 1 2x x 3x 3x     

 

άοα 
7 7 7 7

1 1 2 2 1 1 2 2 1 22x 3x 2x 3x 2x 3x 5 2x 3x 5 f (x ) f (x )               

 
Οπόςε η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Αμ για ξπξιαδήπξςε 1 2 fx , x D  με 1 2x x  ποξκύπςει ιρξδύμαμα, με εταομξγή ςχμ ιδιξςήςχμ 

ρςιπ αμιρόςηςεπ, 1 2f (x ) f (x )  ςόςε η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα, εμώ αμ ποξκύφει 

1 2f (x ) f (x )  ςόςε η f  θα είμαι γμηρίχπ αύνξσρα. 

 
 

β) Για μα δείνξσμε όςι σπάουει μξμαδικό ρημείξ ρςξ ξπξίξ η fC  ςέμμει ςξμ άνξμα x x  αοκεί μα 

δείνξσμε όςι η ενίρχρη f (x) 0  έυει μξμαδική λύρη ρςξ [0, ) . 

  

Παοαςηοξύμε όςι f (1) 0 , δηλαδή μια οίζα ςηπ f  είμαι ςξ 1x 1 . 

Απ σπξθέρξσμε όςι σπάουει και άλλη οίζα 2x  ςηπ ενίρχρηπ 2(f (x ) 0) . 

Αμ 2 1x x 1   επειδή f  γμηρίχπ τθίμξσρα ςόςε 2 1 2 2f (x ) f (x ) f (x ) 0 f (x ) 0      άςξπξ. 

 

Αμ 2 1x x 1   επειδή f  γμηρίχπ τθίμξσρα ςόςε 2 1 2 2f (x ) f (x ) f (x ) 0 f (x ) 0      άςξπξ. 

  

Σσμεπώπ η ενίρχρη f (x) 0  έυει μξμαδική λύρη ρςξ [0, ) . 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Βοίρκξσμε μία ποξταμή οίζα 1x  ςηπ ενίρχρηπ f (x) 0  ρςξ fD , σπξθέςξσμε όςι έυει και 2η 

οίζα 2 2 1x (x x  ή 2 1x x )  και επειδή η f  είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη καςαλήγξσμε ρε κάςι άςξπξ 

2(f (x ) 0) . 
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γ) 2 3 3
x

4 4
   άοα 2 3

x 0
4

  , για κάθε x , ξπόςε 

 
f . .

2 2 2 23 3 3 1
f (x ) 0 f (x ) f (1) x 1 x

4 4 4 4

 

           
1 1 1

x x
2 2 2

     . 

 

και επειδή x 0  ςελικά η λύρη ςηπ αμίρχρηπ είμαι: 
1

0 x
2

  . 

 
 
Μεθξδξλξγία 
 

Αμ f  γμηρίχπ αύνξσρα (ή γμηρίχπ τθίμξσρα) και 1f (g(x)) f (x )  με f 1 fg(A) D , x D   ςόςε 

1g(x) x  (ή 1g(x) x  αμςίρςξιυα) και ιρξδύμαμα λύμξσμε ςημ αμίρχρη. 
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Παοάδειγμα 3.  
 

Δίμεςαι ρσμάοςηρη f  για ςημ ξπξία ιρυύει: 
5 x 3f (x) e 2 6f (x)    για κάθε x . Να δείνεςε 

όςι η f  δεμ είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 
 
 
Λύρη 
 

Η αουική ρυέρη γίμεςαι 
5 x 3 5 3 xf (x) e 2 6f (x) f (x) 6f (x) e 2        (1). 

Έρςχ όςι η f  είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα, ςόςε για ξπξιαδήπξςε 1 2x , x   με 1 2x x  θα ιρυύει  

1 2f (x ) f (x )  (2) 

 
5 5

1 2(2) f (x ) f (x )    (μ = 5, πεοιςςόπ εκθέςηπ)  

 
3 3 3 3

1 2 1 2(2) f (x ) f (x ) 6f (x ) 6f (x )      (μ = 3, πεοιςςόπ εκθέςηπ)  

 
Ποξρθέςξμςαπ καςά μέλη έυξσμε: 
 

x

1 2 1 2

e . .(1)
x x x x5 3 5 3

1 1 2 2 1 2f (x ) 6f (x ) f (x ) 6f (x ) e 2 e 2 e e x x
 

           

    
Άςξπξ, άοα η f  δεμ είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 
 
 
Μεθξδξλξγία 
 
Όςαμ δίμεςαι ρσμαοςηριακή ρυέρη για μια ρσμάοςηρη f , και θέλξσμε μα δείνξσμε όςι η f  δεμ 
είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα (ή γμηρίχπ αύνξσρα) ρςξ A  αοκεί μα σπξθέρξσμε όςι είμαι, δηλαδή 

για κάθε 1 2x , x A  με 1 2x x  ιρυύει όςι 1 2f (x ) f (x )  ( ή 1 2f (x ) f (x )  αμςίρςξιυα ) και μα 

καςαλήνξσμε ρε κάςι άςξπξ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Ημερομηνία τροποποίησης: 1/12/2013 


