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ΚΔΥΑΛΑΙΟ 2ο: ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ - ΟΡΙΟ - ΢ΤΝΔΦΔΙΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

ΔΝΟΣΗΣΑ 5: ΚΡΙΣΗΡΙΟ ΠΑΡΔΜΒΟΛΗ΢ - ΣΡΙΓΩΝΟΜΔΣΡΙΚΑ ΟΡΙΑ - ΟΡΙΟ ΢ΤΝΘΔΣΗ΢ 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢  

[Δμότητες Κριτήριο Παρεμβολής - Σριγωμομετρικά Όρια - Όριο ΢ύμθετης ΢υμάρτησης του 

κεφ.1.5 Μέρος Β΄ του σχολικού βιβλίου]. 

Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

 
ΘΔΜΑ Β 

 
Άσκηση 1.  
 

Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ 
x 0

x
lim

3x




. 

 
 
Λύρη 
 

Επειδή 
x 0
lim 3x 0

  , δεμ μπξοξύμε μα εταομόρξσμε ςξμ καμόμα ςξσ πηλίκξσ. Παοαςηοξύμε 

όμχπ όςι για x 0  μηδεμίζξμςαι και ξι δύξ όοξι ςξσ κλάρμαςξπ, άοα έυξσμε αποξρδιξοιρςία 

ςηπ μξοτήπ 
0

0

 
 
 

. Οπόςε για ςα x 0  ςα ξπξία βοίρκξμςαι “αοκξύμςχπ κξμςά ρςξ 0”, 

διαιοξύμε ςξσπ όοξσπ ςξσ κλάρμαςξπ με x  και έυξσμε:  

ημx
ημx x

ημ3xημ3x

x

        (1) 

Είμαι: 

              x 0

ημx
lim 1

x


               

Για μα σπξλξγίρξσμε ςξ 
x 0

ημ3x
lim

x
, θέςξσμε ω 3x . Όςαμ ςξ x 0  και ςξ  0 , ξπόςε 

έυξσμε: 

                          
x 0 0 0

3x
lim lim lim 3 3 1 3

x

3

χ χ

ημ ημχ ημχ

χ χ  

 
      

 
 

Άοα 
x 0

x
1xlim

3x 3

x








, 

 
και λόγχ ςηπ ρυέρηπ (1) παίομξσμε : 
 

x 0

x 1
lim

3x 3





. 

 



2 
 

Άσκηση 2. 
  

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε: 
 

3 47x x f (x) x 5     κξμςά ρςξ 1. 

 

α. Να βοείςε ςξ 
x 1
limf (x)


. 

 

β. Να βοείςε ςξ  2

x 1
limf 2x 1


 . 

 
 
Λύρη 
 
α. Είμαι 
 

   3 4

x 1 x 1
lim 7x x lim x 5 6
 

    , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ποξκύπςει: 
 

x 1
limf (x) 6


 . 

 
 

β. Θέςξσμε 2ω x -1  . Όςαμ ςξ x 1  και ςξ 1 , ξπόςε έυξσμε: 
 

   2

x 1 1
limf 2x 1 limf 6
 

    . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3 
 

Άσκηση 3. 
  

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   με ρύμξλξ ςιμώμ f (A) ( 5,2)  . Να απξδείνεςε όςι : 

 

 
x
lim x f x 0


     . 

 
 
Λύρη 
 

Ατξύ η ρσμάοςηρη έυει ρύμξλξ ςιμώμ ςξ ( 5,2)  θα ιρυύει 5 f (x) 2   , για κάθε x . 

  

Για x ,
2

 
  
 

 είμαι x 0  , ξπόςε έυξσμε : 

 

5 f (x) 2     

 

5ημx ημx f(x) 2ημx    . 

 
Είμαι  
 

 
x x
lim 5 x lim 2 x 0

  
     ,  

 
άοα από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
 

 
x
lim x f x 0


       (1). 

Για 
3

x ,
2

 
  
 

 είμαι x 0  , ξπόςε έυξσμε: 

 

5 f (x) 2     

 

5 x x f (x) 2 x       . 

 
Είμαι 
 

 
x x
lim 5 x lim 2 x 0

  
     , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
 

 
x
lim x f x 0


       (2). 

 
Από ςιπ ρυέρειπ (1) και (2) ποξκύπςει: 
 

 
x
lim x f x 0


     . 
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Άσκηση 4.  

 

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε: 
2 4| f (x) ημ x | x  , για κάθε x  (1). 

 
Να βοείςε ςα όοια: 
 

α. 
x 0
limf (x)


. 

 

β. 
2

x
3

limf (3x 2)


 . 

 

γ. 
 

2x 0

f x
lim 0

x
 . 

 
 
Λύρη 

 
α. Η δξθείρα ρυέρη (1) γίμεςαι: 

 4 2 4–x f x ημ x x     

 
4 2 4 2–x ημ x f (x) x ημ x       (2) 

 
Είμαι 

4 2 4 2

x 0 x 0
lim(–x ημ x) lim(x ημ x) 0 
 

    , 

 
 Άοα από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε: 
 

x 0
limf (x) 0


 . 

 
 

β. Θέςξσμε ω 3x 2  , ξπόςε: 

2 0
x

3

limf (3x 2) limf ( ) 0




    . 

 
 

γ. Διαιοξύμε ςη ρυέρη (2) με 
2x . Έςρι για x 0  έυξσμε: 

 
4 2 4 2

2 2 2

-x x f (x) x x

x x x
 

 
2 2

2 2

2 2 2

x f (x) x
x x

x x x
. 

 
Είμαι 
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2 22
2

2x 0 x 0 x 0

ημ x ημx ημx
lim lim lim 1 1

x x x  

   
      

   
. 

Έςρι  
2 2

2 2

2 2x 0 x 0

x x
lim x =lim x 0 1 1

x x
, 

 
Άοα από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε: 
 

 
2x 0

f x
lim 0

x
 . 
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Άσκηση 5.  
 

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε  
 

2 f (x) 3   , για κάθε x .  

Να βοείςε ςξ  
x 1
lim (x 1)f x


   . 

 
 
Λύρη 
 

Για x 1   έυξσμε: 

2 f (x) 3 2(x 1) (x 1)f (x) 3(x 1)          

 
Είμαι  

 
x 1 x 1
lim 2(x 1) lim 3(x 1) 0

  
     , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε: 
 

 
x 1
lim (x 1)f x 0


      (1). 

 

Για x 1   έυξσμε : 

2 f (x) 3 2(x 1) (x 1)f (x) 3(x 1)         . 

 
Είμαι  

 
x 1 x 1
lim 2(x 1) lim 3(x 1) 0

  
     , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε: 
 

 
x 1
lim (x 1)f x 0


      (2). 

 
Από ςιπ ρυέρειπ (1) και (2) ποξκύπςει: 
 

 
x 1
lim (x 1)f x 0


    . 
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ΘΔΜΑ Γ 
 

Άσκηση 1.  
 

Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ 
2x 0

x x
lim

x

 
. 

 
 
Λύρη 
 

Επειδή 
2

x 0
limx 0


 , δεμ μπξοξύμε μα εταομόρξσμε ςξμ καμόμα ςξσ πηλίκξσ. Παοαςηοξύμε 

όμχπ όςι για x 0  μηδεμίζξμςαι και ξι δύξ όοξι ςξσ κλάρμαςξπ, άοα έυξσμε αποξρδιξοιρςία 

ςηπ μξοτήπ 
0

0

 
 
 

. Οπόςε για ςα x 0  ςα ξπξία βοίρκξμςαι “αοκξύμςχπ κξμςά ρςξ 0 ”, έυξσμε:  

2 2 2

x
x -

x - x x x - xx

x x x x

ημ
ημ

ημ ετ ημ ρσμ ημρσμ
ρσμ

       

 

2

x( x -1) x x -1 1

x x x x x

ημ ρσμ ημ ρσμ

ρσμ ρσμ
            (1) 

 
Είμαι: 
 

(1)

2x 0 x 0

x - x x x -1 1
lim lim 1 0 1 0

x x x x

ημ ετ ημ ρσμ

ρσμ 

 
       

 
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Άσκηση 2.  
 

Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ 
x 1

(x 1) 1
lim

x 1

  


. 

 
 

Λύρη 
 

Επειδή  
x 1
lim x 1 0


  , δεμ μπξοξύμε μα εταομόρξσμε ςξμ καμόμα ςξσ πηλίκξσ. 

Παοαςηοξύμε όμχπ όςι για x 1  μηδεμίζξμςαι και ξι δύξ όοξι ςξσ κλάρμαςξπ, άοα έυξσμε 

αποξρδιξοιρςία ςηπ μξοτήπ 
0

0

 
 
 

. Οπόςε για ςα x 1  ςα ξπξία βοίρκξμςαι “αοκξύμςχπ κξμςά 

ρςξ 1 ”, έυξσμε:  
 

 συν(x -1) -1 συν(x -1) -1 x 1 συν(x -1) -1
x 1

x -1x -1 x -1 x 1


    


     (1) 

 

Για μα σπξλξγίρξσμε ςξ 
x 1

συν(x -1) -1
lim

x 1 
, θέςξσμε ω x -1 . Όςαμ ςξ x 1  ςξ 0 , ξπόςε 

έυξσμε:  
 

x 1 0

(x 1) 1 1
lim lim 0

x 1 

   
 

 
. 

 
Έςρι 
 

 
x 1

(x 1) 1
lim x 1 0 2 0

x 1

   
     

 
, 

και λόγχ ςηπ ρυέρηπ (1) ποξκύπςει: 
 

x 1

(x 1) 1
lim 0

x 1

  



. 
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Άσκηση 3.  
 

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε: 
 

1 x x f (x) x      για κάθε x 0,
2

 
 
 

   (1). 

 

α. Να βοείςε ςξ 
x 0

f(x) 1
lim

x


. 

 

β. Αμ ιρυύει  
x 0
limf (x) f 0


 , μα βοείςε ςξ 
x 0
lim f (x)


. 

 
 
Λύρη 
 
α. Τοξπξπξιξύμε ςη ρυέρη (1), ώρςε μα δημιξσογήρξσμε μια μέα αμιρξςική ρυέρη για ςη 
ρσμάοςηρη ςηπ ξπξίαπ αμαζηςξύμε ςξ όοιξ: 
 

1 x x f (x) x       

 

x x f (x) 1 x 1       . 

 

Επειδή είμαι x 0  έυξσμε: 
 

x f (x) -1 -1

x x x


   

ημx ρσμx
 

 

f(x) -1 x -1
ημx

x x

ρσμ
   . 

 
Είμαι  
 

 
x 0 x 0

x -1
lim x lim 0

x

ρσμ
ημ

  
   , 

 
 ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
  

x 0

f (x) 1
lim 0

x


 . 

 
β. Η ρυέρη 
 

 
x 0
limf (x) f 0


  

 

εναρταλίζει ςημ ύπαονη ςξσ ξοίξσ 
x 0
limf (x)


, δηλαδή ιρυύει: 

 

x 0 x 0
lim f (x) lim f (x)

  
 . 

 



10 
 

Επξμέμχπ, για μα σπξλξγίρξσμε ςξ ζηςξύμεμξ όοιξ αοκεί μα βοξύμε ςξ 
x 0
lim f (x)


.  

 
Έυξσμε: 
 

 
x 0 x 0
lim 1 x x lim x =1ημ ρσμ

  
   , 

 
ξπόςε από ςη ρυέρη (1) ρσμπεοαίμξσμε, λόγχ ςξσ κοιςηοίξσ παοεμβξλήπ όςι 
 

x 0
lim f (x) 1


 , ρσμεπώπ θα είμαι και 

x 0
lim f (x) 1


 . 
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Άσκηση 4. 
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f  με ςύπξ f (x) ln x 1 x   . 

 

α. Να βοείςε ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f . 
 

β. Να απξδείνεςε όςι η f  αμςιρςοέτεςαι. 
 

γ. Αμ η ρσμάοςηρη f  έυει ρύμξλξ ςιμώμ ςξ διάρςημα ( ,0] , μα απξδείνεςε όςι:  

 
10 f (x) 1   για κάθε x 0 . 

 

δ. Να βοείςε ςξ  2 1

x 0
lim x f x


   . 

 
 
Λύρη 
 

α. Για μα ξοίζεςαι η ρσμάοςηρη f ποέπει μα είμαι x 0  και 1 x 0   δηλαδή 0 x 1  . 
 

Επξμέμχπ ςξ πεδίξ ξοιρμξύ είμαι fD 0,1 . 

 
β. Για μα απξδείνξσμε όςι η f αμςιρςοέτεςαι ποέπει μα απξδείνξσμε όςι είμαι 1-1, ξπόςε, αοκεί 
μα απξδείνξσμε όςι είμαι γμηρίχπ μξμόςξμη. 
 

Για 1 2x x  ςα ξπξία αμήκξσμ ρςξ fD  έυξσμε: 

 

1 2ln x ln x   (1) και 1 2 1 2 1 21 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x              (2) 

 

Με ποόρθερη καςά μέλη ςχμ ρυέρεχμ (1) και (2) παίομξσμε 1 2f (x ) f (x ) , άοα η f είμαι  

γμηρίχπ αύνξσρα. 
 

γ. Η 
1f 
 έυει: 

 πεδίξ ξοιρμξύ ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ f , δηλαδή ςξ  , 0  και 

 ρύμξλξ ςιμώμ ςξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f , δηλαδή ςξ  0, 1 .    

 

Επξμέμχπ θα ιρυύει 
10 f (x) 1   για κάθε x 0 . 

 

δ. Για κάθε  x , 0   έυξσμε:  

2 0x
1 2 2 1 20 f (x) 1 0 x x f (x) 1 x


 



        
2 1 20 x f (x) x    

 

Είμαι 
2

x 0 x 0
lim0 limx 0
 

  , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 

 2 1

x 0
lim x f x 0


    . 
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Άσκηση 5.  
 

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε 
x 0

f (x)
lim 2

x
 . 

 

α. Να βοείςε ςξ 
x 0
limf (x)


. 

 

β. Να απξδείνεςε όςι ιρυύει x f (x) 0  , κξμςά ρςξ 0. 

 

γ. Αμ για ςιπ ρσμαοςήρειπ f και g ιρυύει 
2 2 2x f (x) g(x) x x f (x)      κξμςά ρςξ 0, μα βοείςε 

ςξ 
x 0
limg(x)


. 

 
 
Λύρη 
 

α. Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη h  με ςύπξ 
f (x)

h(x)
x

 , με x *  ξπόςε έυξσμε: 

f (x) x h(x)   και 
x 0
limh(x) 2


 . 

Επειδή   
x 0
lim x h(x) 0 2 0


     θα είμαι και 
x 0
limf (x) 0


 . 

 

β. Ατξύ  
x 0

f (x)
lim 2 0

x
  , 

 

θα είμαι  
f (x)

0
x

  κξμςά ρςξ 0, 

 

άοα  x f (x) 0   κξμςά ρςξ 0. 

 
γ. Έυξσμε : 
 

2 2 2x f (x) g(x) x x f (x)      κξμςά ρςξ 0, 

 
Επξμέμχπ: 
 

2 2 2 2 2x f (x) x f (x) g(x) x x f (x)          

 
2 2 2 2 2 2x f (x) x x f (x) g(x) x f (x) x           

 

(διαιοξύμε με x f (x) 0  ) 

 
2 2 2 2 2 2- x f (x) x x f (x) x

g(x)
x f (x) x f (x)

      
  

 
 

 
2 2 2 2 2 2- x f (x) x x f (x) x

g(x)
x f (x) x f (x) x f (x) x f (x)

    
    

   
 



13 
 

 

x x
- x f (x) g(x) x f (x)

f (x) f (x)
           

 

1 1
- x f (x) g(x) x f (x)

f (x) f (x)

x x

         . 

 
Είμαι  
 

x 0 x 0

1 1 1 1
lim - x f (x) lim x f (x) 0 0

f (x) f (x) 2 2

x x

   
 

   
   

           
   
   

, 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
 

x 0

1
limg(x)

2
 . 
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Άσκηση 6.  
 

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε: 
 

2f (x) 1 x 1   , για κάθε x  

 
και 
 

x 0

f (x)
lim ,

x
  . 

  

α. Να βοείςε ςξ . 
 

β. Αμ 

2
2 x

f(x) f (x)
2

   ,για κάθε x  ,μα απξδείνεςε όςι 
2x 0

f (x) 1
lim

x 2
 . 

 
 
Λύρη 
 

α. Για x  έυξσμε: 
 

2 2f (x) 1 x 1 f (x) x 1 1       . 

 

Για x 0  παίομξσμε: 
 

2f(x) x 1 1

x x

 
   (1),  

 

εμώ για x 0  παίομξσμε : 
 

2f(x) x 1 1

x x

 
   (2). 

 

Για x 0  είμαι 
 

2 2 2 2

2 2

x 1 1 x 1 1 x 1 1 x 1 1 1

x x xx 1 1 x 1 1

       
    

   
 

 
2

2 2

x 1 1
x

x x 1 1 x 1 1
  

   
, 

 
ξπόςε  
 

2

2x 0 x 0

x 1 1 1 1
lim lim x 0 0

x 2x 1 1 

  
     

  
. 
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Από ςιπ ρυέρειπ (1) και (2) λαμβάμξμςαπ σπόφη όςι σπάουει ςξ 
x 0

f (x)
lim

x
 ρσμπεοαίμξσμε 

αμςίρςξιυα όςι: 
 

 

2

x 0 x 0

f (x) x 1 1
lim lim 0

x x  

 
  , ξπόςε 

x 0

f (x)
lim 0 0

x
     (3). 

 

 

2

x 0 x 0

f (x) x 1 1
lim lim 0

x x  

 
  , ξπόςε 

x 0

f (x)
lim 0 0

x
     (4). 

 
Οι ρυέρειπ (3) και (4) μαπ ξδηγξύμ ρςξ ρσμπέοαρμα όςι: 
 

x 0

f (x)
lim 0

x
  . 

 
 
β. Για x  είμαι: 

2f (x) 1 x 1    και 

2
2 x

f (x) f (x) ,
2

   

 
ξπόςε έυξσμε: 

                  

2
2 2 x

x 1 1 f (x) f (x)
2

     . 

 

Διαιοξύμε κάθε μέλξπ ςηπ παοαπάμχ ρυέρηπ με 2x 0 , για μα ποξκύφει μια μέα αμιρξςική 
ρυέρη για ςη ρσμάοςηρη ςηπ ξπξίαπ αμαζηςξύμε ςξ όοιξ: 
 

2
2

2

2 2 2

x
f (x)

x 1 1 f(x) 2

x x x


 

    

 

2 2 2

2 2 2 2

x 1 1 f(x) f (x) x

x x x 2x

 
     

 

2 2

2 2 2

x 1 1 f(x) f (x) 1

x x x 2

 
       (5). 

 

Για x 0  είμαι  
 

2 2 2 2

2 2 22 2

x 1 1 x 1 1 x 1 1 x 1 1 1

x x xx 1 1 x 1 1

       
    

   
 

 
2

2 2 2

x 1 1
1

x x 1 1 x 1 1
  

   
, 

 
ξπόςε  
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2

2 2x 0 x 0

x 1 1 1 1
lim lim

x 2x 1 1 

 
 

 
   (6). 

Επίρηπ  

2
2

2x 0

f (x) 1 1 1
lim 0

x 2 2 2

 
    

 
   (7). 

Από ςιπ ρυέρειπ (5), (6) και (7) λόγχ ςξσ κοιςηοίξσ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι  

2x 0

f (x) 1
lim

x 2
 . 
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Άσκηση 7.  
 

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια ,ώρςε : 
 

22x 1 f (x) x   , για κάθε x .  

 

α. Να σπξλξγίρεςε ςξ 
x 1
limf (x)


. 

 

β. Να σπξλξγίρεςε ςξ 
h 0
limf (1 h)


 . 

γ. Αμ είμαι f (x) 1  κξμςά ρςξ 1, μα σπξλξγίρεςε ςξ 

2

x 1

f (x) 3 f (x) 3
lim

f (x) 1

  


. 

 
 

Λύρη 
 

α. Για x έυξσμε:  

                            
22x 1 f (x) x   . 

 
Είμαι: 

                       
x 1 x 1

2lim(2x 1) limx 1
 

   , 

ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι 
x 1
limf (x) 1


 . 

 

β. Θέςξσμε 1+h x . Όςαμ ςξ h 0  ςξ x 1 , ξπόςε έυξσμε: 
 

h 0 x 1
limf (1+ h) limf (x)
 

 , επξμέμχπ 
h 0
limf (1+ h) 1


 . 

 
γ. Επειδή  
 

2

x 1
lim f (x) 3 2 0

       

 

θα είμαι 
2f (x) 3 0   κξμςά ρςξ 1. 

 
Έςρι έυξσμε : 
 

 
2 2 2f (x) 3 f (x) 3 f (x) f (x) 1f (x) 3 f (x) 3 f (x) f (x)

f (x).
f (x) 1 f (x) 1 f (x) 1 f (x) 1

         
    

   
 

 

Σσμεπώπ  

2

x 1

f (x) 3 f (x) 3
lim

f (x) 1

  


=  

x 1
lim f (x) 1


   . 
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Άσκηση 8.  

 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f με ςύπξ 

1
ημ

xf(x)=x e  , για κάθε x  . 

α. Να απξδείνεςε όςι  

x
f(x) e x

e
 , για κάθε x 0  

και 

x
e x f(x)

e
  ,για κάθε x 0 . 

β. Να βοείςε ςξ 
x 0
limf (x)


. 

 
 
Λύρη 
 
α. Έυξσμε : 

1 1
ημ ημ

-1 1x x1 1
-1 ημ 1 e e e e e

x e
  (1). 

 
Έςρι πξλλαπλαριάζξμςαπ ςη ρυέρη (1) με x παίομξσμε: 
 

x
f(x) e x

e
, για κάθε x 0    (2) 

 
και  

x
e x f(x)

e
 , για κάθε x 0   (3). 

 
 

β. Είμαι  

 
x 0 x 0

x
lim lim e x 0

e 
    , 

 
έςρι από ςιπ ρυέρειπ (2) και (3) λόγχ ςξσ κοιςηοίξσ παοεμβξλήπ παίομξσμε αμςίρςξιυα: 
 

x 0
lim f (x) 0


  και 

x 0
lim f (x) 0


 , 

δηλαδή 
 

x 0
limf (x) 0


 . 
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Άσκηση 9.  
 
Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f με ςύπξ

  

x
, x

2 x 2
f (x)

1
x , x

x 2

 
 

 
     

  
Να βοείςε, αμ σπάουει, ςξ 

x
2

lim f (x)




. 

 
 
Λύρη 
 

Για 
π

x <
2

 έυξσμε  

 

x x
2 2

x 1 1
lim f (x) lim

2 x 2 0 2 
 

 


  

 
, 

εμώ για x
2


    έυξσμε 

1 1 x
f (x) x

x x x


    
  

 

 
21 x 1 x 1 x 1 x 1

x x 1 x x 1 x

   
    

    
 

 
2x 1 1

x
x 1 x 1 x


   

  
, 

 
ξπόςε  

x x
2 2

1 1
lim f (x) lim x 0 0

1 x 2 
 

 

 
      

 
. 

 

Επξμέμχπ δεμ σπάουει ςξ 
x

2

lim f (x)




, ατξύ ςα δύξ πλεσοικά όοια είμαι άμιρα. 
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ΘΔΜΑ Δ 
 

Άσκηση 1.  
 

Έρςχ ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε : 
 

2 2f (x) x  για κάθε x . 

 
Να απξδείνεςε όςι: 
 

α. 
2

x 0
limf (x) 0


 . 

 

β. 
x 0
lim f (x) 0


 . 

 

γ. 
x 0
limf (x) 0


 . 

 
 
Λύρη 
 
α. Ιρυύει : 
 

2 20 f (x) x   για κάθε x  (1). 

 
Είμαι 
 

2

x 0 x 0
lim limx 00
 

  , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
 

2

x 0
limf (x) 0


 . 

 
 
β. Από ςη ρυέρη (1) ποξκύπςει : 
 

0 f (x) x   για κάθε x  (2). 

 
Είμαι  
 

x 0 x 0
lim lim x 00
 

  , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
 

x 0
lim f (x) 0


 . 

 
 
γ. Από ςη ρυέρη (2) ποξκύπςει: 
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x f (x) x   , για κάθε x , 

 
Είμαι  
 

 
x 0 x 0
lim lim x 0- x
 

  , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
 

x 0
limf (x) 0


 . 
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Άσκηση 2.  
 

Έρςχ γμηρίχπ αύνξσρα ρσμάοςηρη f :   ςέςξια, ώρςε : 
 

1f (x) x  , για κάθε x  

 

και 
2

x 1
limf (x) 1


 . 

 

α. Να απξδείνεςε όςι: f (x) x , για κάθε x . 

 

β. Να απξδείνεςε όςι : 

2y 1
y

2


  ,για κάθε y . 

 

γ. Nα βοείςε ςξ 
x 1
limf (x)


. 

 
 

Λύρη 
 
α. Έυξσμε:  
 

1f (x) x   για κάθε x  

 

και επειδή η f ξοίζεςαι ρςξ και είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρσμπεοαίμξσμε όςι: 
 

 -1f f (x) f(x) ,  

 

άοα  x f (x) , για κάθε x . 

 

β. Για y  έυξσμε: 

 

 
2

22 2y 1
y 2y y 1 0 y 2y 1 0 y 1

2


             

 
πξσ είμαι αληθήπ ποόςαρη, άοα ιρυύει και ςξ ζηςξύμεμξ. 
 
 
γ. Σςα ποξηγξύμεμα εοχςήμαςα απξδείναμε : 
 

2f (x) 1
x f (x)

2


  , για κάθε x . 

 
Είμαι  

2

x 1 x 1

f (x) 1
limx lim 1

2 


  , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε όςι: 

x 1
limf (x) 1


 . 
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Άσκηση 3.  
 

Έρςχ ξι ρσμαοςήρειπ  f ,g :  ςέςξιεπ ,ώρςε: 

 
3 44x f (x) 3x 1    , για κάθε x ,  

 

και 
x 1

g(x) 3
lim 5

x 1





.  

 
Να βοείςε ςα όοια: 
 

α. 
x 1
lim g(x)


. 

 

β. 
x 1

f (x) 4
lim

x 1




. 

 

γ. 
x 1

f (x)g(x) 12
lim

x 1




. 

 
 

Λύρη 
 

α. Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη h με ςύπξ 
g(x) 3

h(x) ,
x 1





με  x 1    ξπόςε έυξσμε: 

g(x) 3 (x 1)h(x) g(x) (x 1)h(x) 3       , για κάθε x 1   και 
x 1
lim h(x) 5


 . 

 

Επειδή  
x 1
lim (x +1)h(x) 3 0 5 3 3


       θα είμαι και 
x 1
lim g(x) 3


  . 

 
β. Τοξπξπξιξύμε ςη δξθείρα ρυέρη, ώρςε μα δημιξσογήρξσμε μια μέα αμιρξςική ρυέρη για ςη 
ρσμάοςηρη ςηπ ξπξίαπ αμαζηςξύμε ςξ όοιξ:   

3 4

3 4

3 4

4x f (x) 3x 1

4x 4 f (x) 4 3x 1 4

4x 4 f (x) 4 3x 3 (1)

    

       

     

 

 

Για x 1  , διαιοώμςαπ και ςα δύξ μέλη ςηπ ρυέρηπ (1) με x 1  παίομξσμε: 
 

3 44x 4 f(x) 4 3x 3

x 1 x 1 x 1

   
 

  
  (2), 

 

εμώ για x 1  , διαιοώμςαπ και ςα δύξ μέλη ςηπ ρυέρηπ (1) με x 1  παίομξσμε: 
 

3 44x 4 f(x) 4 3x 3

x 1 x 1 x 1

   
 

  
  (3). 

 
Επξμέμχπ ποέπει μα σπξλξγίρξσμε ςα παοακάςχ όοια: 
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 

3 3 2

x 1 x 1 x 1

4x 4 4(x 1) 4(x 1)(x x 1)
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

       
  

  
 

 

2

x 1
lim 4(x x 1) 12


        

 

 

4 4 2 2

x 1 x 1 x 1

3x 3 3(x 1) 3(x 1)(x 1)
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

   
  

  
 

 

2
2

x 1 x 1

3(x 1)(x 1)(x 1)
lim lim 3(x 1)(x 1) 12

x 1 

  
      

. 

 
Είμαι  
 

3 4

x 1 x 1

4x 4 3x 3
lim lim 12

x 1 x 1 

  
  

 
, 

 
 έςρι από ςιπ ρυέρειπ (2) και (3) λόγχ ςξσ κοιςηοίξσ παοεμβξλήπ παίομξσμε αμςίρςξιυα: 
 

x 1

f (x) 4
lim 12

x 1


 


 και 

x 1

f (x) 4
lim 12

x 1


 


, 

 
δηλαδή  
 

x 1

f (x) 4
lim 12

x 1


 


. 

 
γ. Διαπιρςώμξσμε ςημ αποξρδιξοιρςία ςξσ ξοίξσ πξσ αμαζηςξύμε, (ατξύ λόγχ ςξσ κοιςηοίξσ 

παοεμβξλήπ από ςη δξθείρα ρυέρη ποξκύπςει 
x 1
lim f (x) 4


 ) ξπόςε καςατεύγξσμε ρε 

καςάλληλη μεςαςοξπή ςξσ ςύπξσ ςηπ ρσμάοςηρηπ.  
 
Έςρι, κξμςά ρςξ -1 έυξσμε: 
 

f (x)g(x) 12 f (x)g(x) 4g(x) 4g(x) 12

x 1 x 1

f (x)g(x) 4g(x) 4g(x) 12 f (x) 4 g(x) 3
g(x) 4 (4).

x 1 x 1 x 1 x 1

   
 

 

   
  

   

 

 
Έςρι, λόγχ ςηπ ρυέρηπ (4) παίομξσμε : 
 

 
x 1 x 1

f (x)g(x) 12 f (x) 4 g(x) 3
lim lim g(x) 4 12 3 4 5 56

x 1 x 1 x 1 

   
            

. 
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Άσκηση 4.  
 

Να βοείςε ςξ 
2

x 3

1
lim x 3 ημ

x 3

  
    

  
. 

 
 
Λύρη 
 
Έυξσμε: 

2 1
ημ 1

x 3

 
 

 
,  

 
ξπόςε  

2 1
x 3 ημ x 3

x 3

 
     

 
 

 

2 1
x 3 x 3 ημ x 3

x 3

 
       

 
. 

 
Είμαι  

 
x 3 x 3
lim x 3 lim x 3 0
 

     , 

 
ξπόςε από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ ρσμπεοαίμξσμε: 
 

2

x 3

1
lim x 3 ημ 0

x 3

  
    

  
. 
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