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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3ο: ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

ΔΝΟΤΗΤΑ 6: ΘΔΩΡΗΜΑ ΜΔΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ (Θ.Μ.Τ.) 

[Θεώρημα Μέσης Τιμής Διαφορικού Λογισμού του κεφ.2.5 Μέρος Β΄ του σχολικού 

βιβλίου]. 

ΑΣΚΗΣΔΙΣ 

 
ΘΔΜΑ Β 

 
Άσκηση 1.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη 
2

1
x ( x) , x 0

f (x)

x 2x , x 0


   

 
  

   

           

. 

 

Να απξδείνεςε όςι η f ικαμξπξιεί ςιπ ρσμθήκεπ ςξσ θεχοήμαςξπ Μέρηπ Τιμήπ ρςξ  2,2  και μα 

βοείςε ςα ρημεία  ξ 2,2   για ςα ξπξία ιρυύει. 

 
 
Λύρη 
 

Η f είμαι ρσμευήπ ρε κάθε x 0  χπ ποάνειπ μεςανύ ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ και ρε κάθε x 0  

χπ πξλσχμσμική. Σςξ 0x 0  έυξσμε:  

 

 
x 0 x 0

1
li mf (x) li m x ( x) 0

  

 
     

 
,   

 

  2

x 0 x 0

l i mf (x) li m x 2x 0
  

    και 

   

  f 0 0  

 

Δπξμέμχπ 
x 0 x 0

li mf (x) li mf (x) f (0)
  

   δηλαδή η f είμαι ρσμευήπ και ρςξ 0x 0 . 

 

Έςρι η f είμαι ρσμευήπ ρςξ  ξπόςε και ρςξ  2,2 . 

Η f είμαι παοαγχγίριμη ρε κάθε x 0  με f (x) 1 ( x)     και ρε κάθε x 0  με 

f (x) 2x 2   . Σςξ 0x 0  έυξσμε:  

 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

 
 

x 0

l i m


1
x ( x)

x

 
     

 
 

x 0

l i m


( x)
1 2

x

  
  

 
, 

(διόςι:    
x u

x 0 u 0

( x) u
lim lim 1

x u 

 

 

  
 


) 
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 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

  x 0

l i m


2x 2x

x

 
 

  x 0

l i m


x(x 2)

x

 
 

  x 0

l i m


 x 2 2   

 

Δπξμέμχπ 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

  x 0

l i m


f (x) f (0)
2 f (0)

x 0

 
  

 
δηλαδή η f είμαι παοαγχγίριμη  

 

και ρςξ 0x 0 .Έςρι η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  ξπόςε και ρςξ  2,2  με 

 

1 ( x) x 0

f (x) 2 x 0

2x 2 x 0

  


  
  

αμ

αμ

αμ

. 

 
Από ςα παοαπάμχ ποξκύπςει όςι ικαμξπξιξύμςαι ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ θεχοήμαςξπ μέρηπ ςιμήπ 

για ςημ f ρςξ διάρςημα  2,2  και ρσμεπώπ θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα   ξ 2,2   ςέςξιξ 

ώρςε 
f (2) f ( 2)

f ( )
2 ( 2)

 
   

 
 

8 ( 2)
f ( )

4

 
      

5
f ( )

2
    

 

Ποξρδιξοιρμόπ ςξσ  : Ποξταμώπ ξ 0  ατξύ  
5

f 0 2
2

   . 

Αμ  ξ 2,0  :     
5 3

1   1
2 2

     =  αδύμαςξμ.  

Αμ  ξ 0,2 : 
5 1 1

2 2   2  
2 2 4

          (δεκςό).  
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Άσκηση 2.  

 

Να απξδείνεςε όςι για ςη ρσμάοςηρη f (x) x  και για ξπξιξδήπξςε διάρςημα  α,β  με α 0 , 

εταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. και όςι ξ αοιθμόπ  ξ α,β , πξσ ικαμξπξιεί ςξ ρσμπέοαρμα ςξσ 

Θ.Μ.Τ., είμαι ςέςξιξπ ώρςε ςξ  ξ  μα είμαι ςξ κέμςοξ ςξσ διαρςήμαςξπ α , β 
 

 δηλαδή 

α β
ξ

2

  
 . 

 
 
Λύρη 
 

Η f είμαι ρσμευήπ ρςξ  α,β  και παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  με 
1

f (x)
2 x

  . 

 

Δπξμέμχπ εταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ  α,β   

 

Σσμεπώπ θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,β  ςέςξιξ ώρςε  

 

 
β - αf (β) - f (α) 1

f ξ
β -α β -α2 ξ

      

 

β -α
2 ξ

β - α
   

 

  
  

β -α β α
2 ξ

β - α β α


 


 

 

  
 

β -α β α
2 ξ

β -α


   

 

α β
ξ

2

  
   
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ΘΔΜΑ Γ 
 

Άσκηση 1.  
 

Αμ Α(α,f(α)) και Β(β,f(β)) με α β  είμαι ςα ρημεία ρςα ξπξία η εσθεία (ε): y x 3   ςέμμει ςη 

γοατική παοάρςαρη ςηπ ρσμάοςηρηπ f  με 
2 xf (x) x e   ςόςε: 

 

i. Nα απξδείνεςε όςι εταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ  α,β . 

 

ii. Nα ποξρδιξοίρεςε ςξ  ςξσ θεχοήμαςξπ και μα απξδείνεςε όςι αβ 0 . 

 
 

Λύρη 
 
Δπειδή ςα ρημεία Α και Β είμαι κξιμά ρημεία ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ f και ςηπ εσθείαπ 

(ε) θα ιρυύει: 
2 e 3      (1) και  

2 e 3    (2). 

 

i. Η f είμαι ρσμευήπ ρςξ , άοα και ρςξ  α,β , χπ άθοξιρμα ςχμ ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ 
2x  

και 
xe . H f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  με 

xf (x) 2x e   . 

Δπξμέμχπ η f ικαμξπξιεί ςιπ ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ διάρςημα  α,β . 

 
 

ii. Σύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ  α,β  σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,β  ςέςξιξ ώρςε 

f ( ) f ( )
f ( )

  
   

 

   2 2e e
f ( )

     
  

 
 

(1),(2)


   3 3

f ( )
  

   
 

 

 

f ( ) 1   . 

 

Ποξρδιξοιρμόπ ςξσ  : 

  

Δίμαι f ( ) 1 2 e 1        (3). 

   

Ποξταμήπ λύρη ςηπ (3) είμαι ξ 0  (4), η ξπξία είμαι και μξμαδική, ατξύ η f   είμαι  γμηρίχπ 

αύνξσρα ρςξ  ,   (αμ  1 2x , x ,    με 1 2x x  ςόςε 1 22x 2x
 
και 1 2x x

e e  δηλαδή 

   1 2x x

1 2 1 22x e 2x e f x f x       ). 

 

Δπιπλέξμ  ξ α,β  δηλαδή 
(4)

0      , ξπόςε αβ 0 . 
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Άσκηση 2.  
 
Α.  Να απξδείνεςε όςι εταομόζεςαι ςξ θεώοημα Μέρηπ Τιμήπ για ςη ρσμάοςηρη  

       f x x 1 lnx   ρςξ διάρςημα 
1

,e
e

 
 
 

. 

 

Β.  Να απξδείνεςε όςι σπάουει 
1

ξ ,e
e

 
 
 

 ώρςε    
2

ξ ξ 1 lnξ ξ 1 ξ ξ 1     . 

 
 
Λύρη 
 

Α. Η f είμαι ρσμευήπ ρςξ 
1

,e
e

 
 
 

 χπ γιμόμεμξ ςχμ ρσμευώμ x 1 και lnx .  

Για ςξμ έλεγυξ ςηπ παοαγώγξσ έυξσμε 

 

 

x 1 ln x 0 x 1

f (x) 0 x 1

x 1 ln x x 1

   


 
  

αμ

αμ

αμ

 

 

Αμ 
1

x ,e
e

 
 
 

 είμαι   
x 1

f (x) x 1 ln x (x 1) ln x (x 1)(ln x) ln x
x

              
 

 . 

Αμ  x 1,e  είμαι   
x 1

f (x) x 1 ln x (x 1) ln x (x 1)(ln x) ln x
x

            
 

 . 

 

(Τα δύξ απξςελέρμαςα ρσγυχμεύξμςαι ρςημ 
x 1(x 1)

f (x) ln x
| x 1| x

  
    

  
) 

Για ςημ παοάγχγξ ρςξ 
1

1 ,e
e

 
 
 

 έυξσμε: 

 

 
x 1

l i m


f (x) f (1)

x 1

 
 

  x 1

l i m


| x 1| ln x

x 1

 
 

  x 1

l i m


(x 1) ln x

x 1

  
 

  x 1

l i m


 ln x 0   

 
 

 
x 1

l i m


f (x) f (1)

x 1

 
 

  x 1

l i m


| x 1| ln x

x 1

 
 

  x 1

l i m


(x 1) ln x

x 1

 
 

  x 1

l i m


 ln x 0  

 
 

Οπόςε 
x 1

l i m


f (x) f (1)

x 1

 
 

  x 1

l i m


f (x) f (1)
0 f (1)

x 1

 
  

 
 

 

Άοα η f είμαι παοαγχγίριμη και ρςξ 0x 1  επξμέμχπ είμαι παοαγχγίριμη ρςξ 
1

,e
e

 
 
 

. 

Σσμεπώπ ικαμξπξιξύμςαι ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ διάρςημα 
1

,e
e

 
 
 

. 
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Β. Δταομόζξμςαπ ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ 
1

,e
e

 
 
 

 έυξσμε όςι σπάουει 
1

,e
e

 
 

 
 ςέςξιξ ώρςε  

 

1
f (e) f

e
f ( )

1
e

e

 
  

    



1 1
| e 1| ln e | 1| ln

e ef ( )
1

e
e

  
   



 
1

e 1 1
e

f ( ) f ( ) 1
1

e
e

 
   

       



 

 

2
1( 1)

ln 1 ( 1) ln ( 1) 1
| 1|


         

 
. 
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Άσκηση 3.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f με ςύπξ 
2

2

x 5, x 2
f (x)

x x , x 2

  
 

   

           

     
. Να ποξρδιξοίρεςε 

 

ςα α, β  ώρςε για ςη ρσμάοςηρη f μα ιρυύξσμ ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. ρςξ  2,3 . 

 
 
Λύρη 
 

Η f είμαι ρσμευήπ ρε κάθε x 2  χπ ρύμθερη ςχμ ρσμευώμ 
2x 5 (πξλσχμσμική) και x . 

Δπίρηπ είμαι ρσμευήπ ρε κάθε x 2  χπ πξλσχμσμική για ξπξιαδήπξςε α, β  . Για μα 

ιρυύξσμ ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ [-2,3] ποέπει η f μα είμαι ρσμευήπ ρςξ 

[-2,3] και για μα ρσμβεί ασςό ποέπει και αοκεί μα είμαι ρσμευήπ ρςξ 0x 2 . Δπξμέμχπ ποέπει 

και αοκεί 
x 2 x 2

li mf (x) li mf (x) f (2)
  

  . Σςξ 0x 2  έυξσμε:  

 

 
x 2

l i mf (x)



x 2

l i m

 2x 5 3    (1),   

 

 
x 2

l i mf (x)



x 2

l i m


 2x x 4 2         (2) και   

 

  f 2 3   (3) 

 

Δπξμέμχπ ποέπει 4 2 3   7 – 2          (4). 

 
 

Έςρι η ρσμάοςηρη f γίμεςαι 
2

2

x 5, x 2
f (x)

x x 7 2 , x 2

                 

   

  
 

     

  . 

 

Η f είμαι παοαγχγίριμη ρε κάθε x 2  χπ ρύμθερη ςχμ παοαγχγίριμχμ 
2x 5  (πξλσχμσμική) 

και x  με 
2

x
f (x)

x 5
 


. Δπίρηπ είμαι παοαγχγίριμη ρε κάθε x 2  χπ  

 

πξλσχμσμική για ξπξιξδήπξςε α  με f (x) 2x    . Για μα ιρυύξσμ ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ 

Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ [-2,3] ποέπει η f μα είμαι παοαγχγίριμη  ρςξ (-2,3) και για μα ρσμβεί 

ασςό ποέπει και αοκεί μα είμαι παοαγχγίριμη ρςξ 0x 2 . Δπξμέμχπ ποέπει και αοκεί 
x 2

l i m


f (x) f (2)

x 2

 
 

  x 2

l i m


f (x) f (2)
f (2)

x 2

 
 

 
. Σςξ 0x 2  έυξσμε:  

 

 
x 2

l i m


f (x) f (2)

x 2

 
 

  x 2

l i m


2x 5 3

x 2

  
 

 
  x 2

l i m
   

2

2

x 5 9

x 2 x 5 3

 
  


 

   
 
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x 2

l i m


2

(x 2)(x 2)

(x 2)( x 5 3)

  
 

     x 2

l i m


2

x 2

x 5 3

 
 

   

 
2

3
   

 

 
x 2

l i m


f (x) f (2)

x 2

 
 

  x 2

l i m


2x x 7 2 3

x 2

     
 

  x 2

l i m


2x 4 x 2

x 2

     
 

 
  

 

x 2

l i m


    x 2 x 2 x 2

x 2

     
 

 
 

x 2

l i m


 x 2 4       

 

Άοα ποέπει και αοκεί 
2 14

4
3 3

       και από ςημ (4) είμαι 
28 7

7
3 3

       . 
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Άσκηση 4.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f με ςύπξ 
2 2

2x ( x), x 0
f (x)

x 4 , x 0

  
 

   

  

 
   α, β , α 0 .  

 

Αμ η ρσμάοςηρη f ικαμξπξιεί ςιπ ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. ρςξ  2π,3π  μα ποξρδιξοίρεςε 

ςξσπ αοιθμξύπ α, β . 

 
 
Λύρη 
 
Δπειδή η f ικαμξπξιεί ςιπ σπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. ρςξ [-2π,3π] θα είμαι ρσμευήπ ρ’ ασςό και 

επξμέμχπ θα είμαι ρσμευήπ και ρςξ 0x 0 . Οπόςε θα ιρυύει 
x 0 x 0

li mf (x) li mf (x) f (0)
  

  .  Δίμαι: 

  

 
x 0

l i mf (x)



x 0

l i m


  2x ( x) 0   ,   

 
x 0

l i mf (x)



x 0

l i m

 2 2x 4     2 4    4     και 

  f 0 0  

 

Δπξμέμχπ 4 0 4 4             (2). 

 
Δπειδή η f ικαμξπξιεί ςιπ σπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. ρςξ [-2π,3π] θα είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  

(-2π,3π) και επξμέμχπ θα είμαι παοαγχγίριμη και ρςξ 0x 0 . Οπόςε θα ιρυύει 

 

x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

  x 0

l i m


f (x) f (0)
f (0)

x 0

 
 

 
. Σςξ 0x 0  είμαι: 

 

 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

  x 0

l i m


2x ( x) 0

x

   
 

  x 0

l i m


( x)
2 2

x

  
    

 
  (3) 

 

Ατξύ 
u x

x 0 u 0

( x) u
lim lim 1

x u 



 

  
 



θέτω

 

 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

  x 0

l i m


2 2x 4

x

   
 
 
 

 
(2)

  
x 0

l i m
  

2

2 2

x

x x 16 4

 
 


 

    
 

  

x 0

l i m


2 2

x
0

x 16 4

 
 

    
  (4) 

 

Δπξμέμχπ 2 0 2      . 
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Άσκηση 5.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f με ςύπξ 

2

x

x x, x 0
f (x)

xe , x 0

  
 

 

      

      
 .  

 

Α. Να ποξρδιξοίρεςε ςξσπ ποαγμαςικξύπ α, β , α 0 , ώρςε η f μα ικαμξπξιεί ςιπ ποξϋπξθέρειπ 

ςξσ Θ.Μ.Τ.ρςξ  1,1 . 

 

Β. Αμ α e  μα απξδείνεςε όςι σπάουει μξμαδικό  ξ 1,1   ώρςε 
f (1) f ( 1)

f ( )
2

 
    

(δηλαδή όςι ςξ  πξσ ικαμξπξιεί ςξ ρσμπέοαρμα ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ  1,1  είμαι 

μξμαδικό). 
 
 
Λύρη άρκηρηπ 6 
 

Α. Η f είμαι ρσμευήπ ρε κάθε x 0  χπ πξλσχμσμική και ρε κάθε x 0  χπ ποάνειπ μεςανύ 

ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ. Σςξ 0x 0 έυξσμε:  

 
x 0

l i mf (x)



x 0

l i m


 2x x 0     (1) 

 
x 0

l i mf (x)



x 0

l i m


 xxe    και (2)  

  f 0 0  (3)  

Για μα ιρυύξσμ ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. ποέπει η f μα είμαι ρσμευήπ ρςξ [-1,1] και για μα 

ρσμβεί ασςό ποέπει και αοκεί μα είμαι ρσμευήπ ρςξ 0x 0 . Δπξμέμχπ ποέπει 

x 0 x 0

li mf (x) li mf (x) f (0)
  

   απ’ όπξσ με ςη βξήθεια ςχμ (1), (2), (3) ποξκύπςει όςι 0  .  

Έςρι η ρσμάοςηρη f γίμεςαι 

2

x

x x x 0
f (x)

xe x 0

    

  

   
 

 
  . 

Η f είμαι παοαγχγίριμη ρε κάθε x 0  με f (x) 2 x 1     και ρε κάθε x 0  με 

  x xf x xe e     . Σςξ 0x 0  έυξσμε:  

 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

 
 

x 0

l i m


2x x 0

x

   
 

  x 0

l i m


x( x 1)

x

  
 

  x 0

l i m


 x 1 1     (4) 

 

 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

  x 0

l i m


xxe 0

x

 
 

  x 0

l i m


xxe

x

 
 

  x 0

l i m


 xe 1    (5) 

 



11 
 

Από ςιπ (4) και (5) ποξκύπςει όςι 
x 0

l i m


f (x) f (0)

x 0

 
 

  x 0

l i m


f (x) f (0)
f (0) 1

x 0

 
  

 
 ξπόςε η f  

 

είμαι παοαγχγίριμη ρςξ (-1,1) για κάθε 
*  με  

x x

2 x 1 x 0

f '(x) 1 x 0

xe e x 0

    

  

   


  
   

  .  

 

Β. Aμ α e  ςόςε είμαι 

2

x

ex x, x 0
f (x)

xe x 0

  

        

  
 


  και  

x x

2ex 1 x 0

f '(x) 1 x 0

xe e x 0

 αμ  

αμ

αμ

 


 
  

. 

 
 
Από ςξ (Α) εοώςημα, εταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ διάρςημα [-1,1] και ρσμεπώπ 
 

σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ 1,1   ςέςξιξ ώρςε 
f (1) f ( 1) e (e 1)

f ( ) f ( )
1 ( 1) 2

   
      

 
 

1
f ( )

2
    

Ποξταμώπ ξ 0 ατξύ 
1

f (0) 1
2

   . 

Αμ  ξ 1,0   ςόςε:  
1 1 1 1

f 2e 1 2e
2 2 2 4e

              (δεκςή ςιμή) 

 

Δμώ δεμ σπάουει  ξ 0,1  ςέςξιξ ώρςε  
1 1

f e e
2 2

         , διόςι αμ θεχοήρξσμε ςη  

ρσμάοςηρη   x xf x xe e     έυξσμε όςι, όπχπ εύκξλα ποξκύπςει με ςημ εταομξγή ςξσ 

ξοιρμξύ, είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ [0,1] και ρσμεπώπ για  ξ 0,1  θα ιρυύει 

1
0 f ( ) f (0) f ( ) 1

2
           . 

 

Δπξμέμχπ ςξ   ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ διάρςημα (-1,1) είμαι μξμαδικό. 
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Άσκηση 6.  
 

Για μια ρσμάοςηρη ιρυύει ρςξ διάρςημα  ,  ςξ θεώοημα Rolle.  

 

i.  Να βοείςε ςα ρημεία πξσ διαιοξύμ ςξ διάρςημα  ,  ρε ςοία διαρςήμαςα ίρξσ μήκξσπ. 

 

ii. Να δείνεςε όςι σπάουξσμ ρημεία 1 2,   και 3 ςξσ διαρςήμαςξπ  ,   ςέςξια ώρςε 

1 2 3f ( ) f ( ) f ( ) 0        . 

 
 
Λύρη 
 

i. Για μα υχοίρξσμε ςξ  ,  ρε ςοία ςμήμαςα υοειαζόμαρςε δσξ ερχςεοικά ρημεία. Τξ μήκξπ 

ςξσ κάθε ςμήμαςξπ, ατξύ είμαι ιρξμήκη, θα είμαι ίρξ με 
3


. Δπξμέμχπ ςα ζηςξύμεμα 

ρημεία θα είμαι ςξ 
2

3 3

 
   και ςξ 

2
2

3 3

  
  . 

 

 
 
 
 

ii. Δπειδή για ςημ f ιρυύει  ρςξ διάρςημα  ,  ςξ θεώοημα Rolle, θα ιρυύει και ςξ  

θεώοημα μέρηπ ςιμήπ ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα 
2

,
3

 
 
 

, 
2 2

,
3 3

   
 
 

 και 

2
,

3

  
 

 
.  

 

Δπξμέμχπ σπάουξσμ ρημεία
1

2
,

3

 
   

 
 , 

2

2 2
,

3 3

   
  

 
 και  

3

2
,

3

  
   

 
 ςέςξια ώρςε:   

 

 
   

1

2 2
f f f f

3 3
f

2

3 3

    
      

      
  



         (1) 
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 2

2 2 2 2
f f f f

3 3 3 3
f

2 2

3 3 3

            
        

          
    



       (2) 

                         

 3

2 2
f ( ) f f ( ) f

3 3
f

2

3 3

      
      

      
   



       (3) 

 
Ποξρθέςξσμε ςιπ (1), (2) και (3) και έυξσμε: 
 

     1 2 3f f f         

 

2 2 2 2
f f ( ) f f f ( ) f

3 3 3 3

3

            
             

       


 

 

f ( ) f ( )
0,

3

  
 


 ατξύ f ( ) f ( )   . 

 
Παοαςήοηρη: Όπχπ ταίμεςαι και ρςημ επίλσρη ςξσ ποξβλήμαςξπ, δεμ είμαι αμαγκαίξπ ξ 

ποξρδιξοιρμόπ ςχμ ρημείχμ πξσ διαιοξύμ ςξ διάρςημα ,  ρε ςοία σπξδιαρςήμαςα ίρξσ 

μήκξσπ. Αοκεί μα γμχοίζξσμε όςι ςξ μήκξπ ςξσ καθεμόπ είμαι 
3


. 
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Άσκηση 7.  
 

Μια ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρςξ διάρςημα  0, 10 , παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  0, 10  και 

ςέςξια ώρςε f (0) 5  και f (10) 20 . Να απξδείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί 
1 2, 10, ,    πξσ 

αμήκξσμ ρςξ διάρςημα  0, 10 , ςέςξιξι ώρςε: 1 2 10f ( ) f ( ) f ( ) 15        . 

 
 
Λύρη 
 

Για ςη ρσμάοςηρη f  ιρυύει ρε καθέμα από ςα δέκα διαρςήμαςα 

       0, 1 , 1, 2 , 2, 3 , , 9, 10  ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ.  

 

Δπξμέμχπ σπάουξσμ αοιθμξί 1 2, 10, ,    ςχμ διαρςημάςχμ      0, 1 , 1, 2 , , 9, 10  

αμςιρςξίυχπ, ςέςξιξι ώρςε: 
  

1

f (1) f (0)
f ( ) f (1) f (0)

1 0


    


 

 

2f ( ) f (2) f (1)     

 

10f ( ) f (10) f (9)     

 
Ποξρθέςξσμε ςιπ παοαπάμχ ιρόςηςεπ καςά μέλη και έυξσμε  
 

1 2 10f ( ) f ( ) f ( ) f (10) f (0) 20 5 15            . 
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Άσκηση 8.  
 

Μια ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρςξ διάρςημα  ,  , παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  ,   και 

ςέςξια ώρςε  f ( ) f ( ) 4     . Να απξδείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί 
1 2, 3,    πξσ 

αμήκξσμ ρςξ διάρςημα  ,  , ςέςξιξι ώρςε: 1 2 32f ( ) 3f ( ) 4f ( ) 36        . 

 
 
Λύρη 
 

Με ςα ρημεία 1 2x , x υχοίζξσμε ςξ διάρςημα  ,  ρε ςοία σπξδιαρςήμαςα με μήκη 

 1

2
(x )

9
    ,    2 1

3
x x

9
     και    2

4
x

9
    .  

 

 
 

Σε καθέμα από ςα διαρςήμαςα    1 1 2, x , x , x και  2x ,   ιρυύει ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ 

ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. Δπξμέμχπ σπάουει ρημείξ  1 1, x   , ςέςξιξ ώρςε: 

 
       

 

    
 

11 1

1

1

9 f x ff x f f x f
f

2x 2

9

    
    

 


, ξπόςε  

 

 
    
 

1

1

9 f x f
2f

 
  


   (1) 

Ομξίχπ σπάουξσμ ρημεία  2 1 2x , x   και  3 2x ,    ςέςξια ώρςε  

 
    
 

2 1

1

9 f x f x
3f


  


   (2) 

 

και  
    
 

2

3

9 f f x
4f

 
  


   (3) 

 
Ποξρθέςξσμε ςιπ (1), (2) και (3) καςά μέλη και έυξσμε 
 

 

 

 

 

 

 
1 2 1 2

1 2 3

9 f (x ) f ( ) 9 f (x ) f (x ) 9 f ( ) f (x )
2f ( ) 3f ( ) 4f ( )

    
         

  
 

                                     

                                    
 1 2 1 29 f (x ) f ( ) f (x ) f (x ) f ( ) f (x )      


  

 

   9 f ( ) f ( ) 9 4
36

    
  

 
 



16 
 

Άσκηση 9.  
 

Μια ρσμάοςηρη f  είμαι παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  ,  και η f   είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα. 

Δπίρηπ σπάουει  ,   , ςέςξιξ ώρςε  f 0  . Να απξδείνεςε όςι 

     f f 0        . 

 
 
Λύρη 
 

Σςξ διάρςημα [ , ]   εταομόζεςαι ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ και 

επξμέμχπ σπάουει  1 ,    , ςέςξιξ ώρςε  

 

 
       

1

f f 0 f f
f

      
    

     
    (1) 

 

Ομξίχπ, ρςξ διάρςημα [ , ]   εταομόζεςαι ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ 

λξγιρμξύ και επξμέμχπ σπάουει  2 ,    , ςέςξιξ ώρςε  

 

 
       

2

f f f 0 f
f

     
    

     
     (2) 

 

Δπειδή 1 2    και η f   είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα, έυξσμε    1 2f f    . Δπξμέμχπ  

 

   
       

f f
f f

  
           

   
 

 

       f f 0            
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Άσκηση 10.  
 

Μια ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ και δσξ τξοέπ παοαγχγίριμη ρςξ . Αμ ξι αοιθμξί 

1 2 3x , x , x  είμαι, με ςη ρειοά πξσ δίμξμςαι, διαδξυικξί όοξι αοιθμηςικήπ ποξόδξσ, με 

1 2 3x x x  , καθώπ και ξι ςιμέπ 1 2 3f (x ), f (x ), f (x )  είμαι, με ςη ρειοά πξσ δίμξμςαι, επίρηπ 

διαδξυικξί όοξι μιαπ άλληπ αοιθμηςικήπ ποξόδξσ, μα δείνεςε όςι σπάουει 0x   ςέςξιξ ώρςε 

0f (x ) 0  . 

 
 
Λύρη 
 

Λόγχ ςχμ σπξθέρεχμ, ιρυύει για ςημ f  ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ρε καθέμα από ςα 

διαρςήμαςα  1 2x , x  και  2 3x , x .  

Δπξμέμχπ σπάουξσμ  1 1 2x , x   και  2 2 3x , x   ςέςξια ώρςε: 

  2 1
1

2 1

f (x ) f (x )
f

x x


  


   (1) 

και   3 2
2

3 2

f (x ) f (x )
f

x x


  


   (2) 

Όμχπ, επειδή ξι 1 2 3x , x , x  είμαι διαδξυικξί όοξι αοιθμηςικήπ ποξόδξσ, ιρυύει 

2 1 3 2x x x x    και, επειδή ξι 1 2 3f (x ), f (x ), f (x )  είμαι διαδξυικξί όοξι αοιθμηςικήπ 

ποξόδξσ, ιρυύει επίρηπ      2 1 3 2f x f x f x f (x )   . 

Δπξμέμχπ ςα δεύςεοα μέλη ςχμ (1) και (2) είμαι ίρα, άοα    1 2f f      (3) 

Δπειδή η f  είμαι δσξ τξοέπ παοαγχγίριμη ρςξ , ρσμπεοαίμξσμε όςι η f   είμαι ρσμευήπ 

και παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  1 2,  . Δπειδή επιπλέξμ ιρυύει η (3), ρσμπεοαίμξσμε 

όςι για ςη ρσμάοςηρη f   ιρυύξσμ ρςξ διάρςημα  1 2,   ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ θεχοήμαςξπ 

Rolle. Άοα σπάουει  0 1 2x , R    , ςέςξιξ ώρςε  0f x 0  . 
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Άσκηση 11.  
 

Υπξθέςξσμε όςι μια ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρε έμα διάρςημα  ,  και δσξ τξοέπ 

παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  ,  . Υπξθέςξσμε επίρηπ όςι ςξ εσθύγοαμμξ ςμήμα με άκοα 

 , f ( )    και  B , f ( )   ςέμμει ςη γοατική παοάρςαρη ςηπ f  και ρε έμα ςοίςξ ρημείξ έρςχ 

 , f ( )   . Να απξδείνεςε όςι σπάουει ρημείξ  ,   , ςέςξιξ ώρςε  f 0   .  

 
 
Λύρη 
 

Έρςχ   ξ ρσμςελερςήπ διεύθσμρηπ ςηπ εσθείαπ ΑΒ.  
 

 Για ςη ρσμάοςηρη f , ιρυύξσμ ρςξ διάρςημα  ,  ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ θεχοήμαςξπ ςηπ 

μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. Δπξμέμχπ σπάουει  1x ,   , ςέςξιξ ώρςε 

 1

f ( ) f ( )
f x

  
 

 
. Όμχπ ξ λόγξπ 

f ( ) f ( )  

 
 είμαι ξ ρσμςελερςήπ διεύθσμρηπ ςηπ 

εσθείαπ ΑΒ. Δπξμέμχπ  1f x   . 

 

 Ομξίχπ σπάουει  2x ,   , ςέςξιξ ώρςε  2f x   . Δπξμέμχπ σπάουξσμ  1x ,    και 

 2x ,   , ςέςξια ώρςε    1 2f x f x    . 

 

Δπειδή η ρσμάοςηρη f  είμαι δσξ τξοέπ παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  ,  , ρσμπεοαίμξσμε 

όςι η ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ και παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  1 2x , x . Δπιπλέξμ, λόγχ 

ςξσ ποξηγξύμεμξσ ρσμπεοάρμαςξπ, ιρυύει    1 2f x f x .   Ασςό ρημαίμει όςι για ςημ f   ιρυύει 

ςξ θεώοημα ςξσ Rolle ρςξ διάρςημα  1 2x , x . Άοα σπάουει  1 2(x ,x ) ,     ςέςξιξ ώρςε 

 f 0   . 

Ακξλξσθεί μια γεχμεςοική εομημεία ςξσ παοαπάμχ ποξβλήμαςξπ: 
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Παοαςηοήρειπ: 
 
1. Οι σπξθέρειπ ξδηγξύμ ρςημ ύπαονη δύξ παοάλληλχμ εσθειώμ ποξπ ςημ εσθεία ΑΒ, όπχπ 

ταίμεςαι και ρςξ ρυήμα. 

 

2. Τξ  1 2x , x  είμαι όπχπ θα δξύμε παοακάςχ έμα πιθαμό ρημείξ καμπήπ ςηπ fC . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



20 
 

Άσκηση 12.  
 

Μια ρσμάοςηρη f  είμαι δσξ τξοέπ παοαγχγίριμη ρςξ  και ςέςξια ώρςε  f x 0  , για κάθε 

x . Να απξδείνεςε όςι δεμ σπάουξσμ ςοία ρημεία ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ f  πξσ μα 
είμαι ρσμεσθειακά. 
 
 
Λύρη 
 

Υπξθέςξσμε όςι σπάουξσμ ςοία ρσμεσθειακά ρημεία ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ f , ςα  

 , f ( )   ,   B , f ( )   και  , f ( )    με     .  

 
Ασςό ρημαίμει όςι ξ ρσμςελερςήπ διεύθσμρηπ ςηπ εσθείαπ ΑΒ είμαι ίρξπ με ςξ ρσμςελερςή 

διεύθσμρηπ ςηπ εσθείαπ ΒΓ. Δπξμέμχπ 
f ( ) f ( ) f ( ) f ( )     


  

. 

 
Από ςξ θεώοημα όμχπ ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ σπάουξσμ ρημεία 

 1 ,     και  2 ,     ςέςξια ώρςε  1

f ( ) f ( )
f

  
  


 και  2

f ( ) f ( )
f

  
  

 
  .   

 

Δπξμέμχπ    1 2f f    . Δπειδή όμχπ η f   είμαι παοαγχγίριμη, ασςό ρημαίμει όςι για ςημ f   

ιρυύει ςξ θεώοημα ςξσ Rolle ρςξ διάρςημα  1 2,  . Άοα σπάουει  0 1 2x ,   , ςέςξιξ ώρςε 

0f (x ) 0  , άςξπξ, ατξύ από ςημ σπόθερη έυξσμε  f x 0  , για κάθε x . 
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Άσκηση 13.  
 

Για μια ρσμάοςηρη f  σπξθέςξσμε όςι: 
 

 Δίμαι ρσμευήπ ρςξ διάρςημα  2,  . 

 

 Δίμαι παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  2,  .  

 

 f (2) 0 . 

 

 Η f   είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  2,  . 

 

Αμ 
f (x)

g(x)
x 2




, μα δείνεςε όςι g (x) 0  , για κάθε  x 2,  . 

 
 
Λύρη 
 

Ποξταμώπ η ρσμάοςηρη g είμαι παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  2,  , χπ πηλίκξ 

παοαγχγίριμχμ ρσμαοςήρεχμ. Έυξσμε: 
 

 
2 2

f (x) x 2 f (x) (x 2)f (x) (x 2)f (x) f (x)
g (x)

x 2 (x 2) (x 2)

         
    

   
 

 
 

1 (x 2)f (x) f (x) 1 f (x)
f (x)

x 2 x 2 x 2 x 2

    
     

      
 

 

Όμχπ, από ςημ σπόθερη όςι f (2) 0  και από ςξ γεγξμόπ όςι για ςημ f  ιρυύει ρε κάθε 

διάρςημα 2, x  ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ, έυξσμε: 

 

f (x) f (x) f (2)
f ( )

x 2 x 2


  

 
, για κάπξιξ  2, x .  

 
 

 
 
 

Δπξμέμχπ  
1 f (x) 1

g (x) f (x) f (x) f ( )
x 2 x 2 x 2

 
        

   
. Δπειδή όμχπ η f   είμαι γμηρίχπ 

αύνξσρα ρςξ  2,   και 2 x   , έυξσμε f ( ) f (x) f (x) f ( ) 0         . Άοα 

 
1

g (x) f (x) f ( ) 0
x 2

     


. 
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Παοαςήοηρη: Τξ ρσμπέοαρμα μαπ λέει με άλλα λόγια όςι η ρσμάοςηρη 
f (x)

g(x)
x 2




 είμαι 

γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ διάρςημα  2,  , όπχπ θα δξύμε ρςημ εμόςηςα 8. 
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Άσκηση 14.  
 

Αμ μια ρσμάοςηρη f  είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  και η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, μα δείνεςε όςι 

2f (x 1) f (x) f (x 2)    , για κάθε x . 

 
 
Λύρη 
 

Η ρσμάοςηρη f  χπ παοαγχγίριμη ρςξ  είμαι και ρσμευήπ ρςξ . Δπξμέμχπ ιρυύει ρε 

καθέμα από ςα διαρςήμαςα  x, x 1 και  x 1, x 2  ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ 

διατξοικξύ λξγιρμξύ. Άοα σπάουξσμ  1 x, x 1    και  2 x 1, x 2    , ςέςξια ώρςε  

 

1

f (x 1) f (x)
f ( ) f (x 1) f (x)

x 1 x

 
     

 
  (1) 

 

2

f (x 2) f (x 1)
f ( ) f (x 2) f (x 1)

x 2 x 1

  
      

  
  (2) 

 

Δπειδή όμχπ η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα και 1 2   , έυξσμε 1 2f ( ) f ( )    , ξπόςε: 

 

f (x 1) f (x) f (x 2) f (x 1)        

 

2f (x 1) f (x) f (x 2)     
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Άσκηση 15.  
 

Να απξδείνεςε όςι 
x x

1 1 x 1
22 1 x

    


, για κάθε x 0 . 

 
 
Λύρη 
 

Η ρσμάοςηρη f (t) t 1   είμαι ρσμευήπ ρςξ διάρςημα  1,   και παοαγχγίριμη ρςξ 

διάρςημα  1,  . Δπξμέμχπ ιρυύει για ςημ f  ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ρε κάθε 

διάρςημα ςηπ μξοτήπ  0, x . Άοα σπάουει  0, x , ςέςξιξ ώρςε:  
f (x) f (0)

f ( )
x 0


 


 (1). 

Δπειδή 
1

f (t)
2 t 1

 


, από ςημ (1) έυξσμε   
1 x 1 1

x 2 1

 


 
  (2) 

 
Όμχπ  
 

0 x     

 

1 1 1 x      

 

1 1 1 x      

 

2 2 1 2 1 x      

 

1 1 1

22 1 x 2 1
 

 
 

 
 
Δπξμέμχπ από ςημ ςελεσςαία και ςη (2) παίομξσμε:  
 

1 1 x 1 1

x 22 1 x

 
  


 

 

x x
1 x 1

22 1 x
    


 

 

x x
1 1 x 1

22 1 x
    


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Άσκηση 16.  
 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη 
3 2f (x) x x x , 0        . Να απξδείνεςε όςι για δσξ 

ξπξιξσρδήπξςε ποαγμαςικξύπ αοιθμξύπ 1 2x , x  με 1 2x x  ιρυύει 

2

1 2

1 2

f (x ) f (x ) 3

x x 3

  


 
. 

 
 
Λύρη 
 

Έρςχ δσξ ποαγμαςικξί αοιθμξί 1 2x , x  με 1 2x x . Η ρσμάοςηρη 

3 2f (x) x x x , 0         είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  χπ πξλσχμσμική. Δπξμέμχπ ρςξ 

διάρςημα  1 2x , x ιρυύει ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. Ασςό ρημαίμει 

όςι σπάουει  1 2x , x , ςέςξιξ ώρςε 2 1

2 1

f (x ) f (x )
f ( )

x x


 


. 

 

Δπειδή 
2f (x) 3 x 2 x       , έυξσμε 

22 1

2 1

f (x ) f (x )
3 2

x x


    


,  1 2x , x . 

Η παοάρςαρη 
2g( ) 3 2       είμαι ςοιώμσμξ με ρσμςελερςή ςξσ δεσςεοξβάθμιξσ όοξσ 

ςξ 3 0  . Δπξμέμχπ έυει ελάυιρςξ ίρξ με  
 

2 2 2

2

2 2
g g 3 2

6 3 9 3 3 3

         
             

        
 

 
2 23

3 3

  
   

 
. 

 

Άοα 

2
22 1 1 2

2 1 1 2

f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) 3
3 2

x x x x 3

   
      

  
. 
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Άσκηση 17. 
  

Να απξδείνεςε όςι 

x

x 1x 1 e   , για x 0 . 

 
 
Λύρη 
 

Δπειδή και ςα δσξ μέλη ςηπ αμιρόςηςαπ για x 0  είμαι θεςικά και η ρσμάοςηρη ln είμαι 

γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ διάρςημα  0,  , έυξσμε: 

   
x x

x 1 x 1
x

x 1 e ln x 1 ln e ln x 1
x 1

 
 

        
 

 

 

Η ρσμάοςηρη f (t) ln(t 1)   είμαι ρσμευήπ ρε κάθε διάρςημα  0, x  και παοαγχγίριμη ρε κάθε 

διάρςημα ςηπ μξοτήπ  0, x . Δπξμέμχπ σπάουει  0, x , ςέςξιξ ώρςε 

ln(x 1) ln1 ln(x 1)
f ( )

x x

  
    .   

 

 Όμχπ 
1

f (t)
t 1

 


, ξπόςε 
1

f ( )
1

  


, και επξμέμχπ 
 ln x 1 1

x 1





  (1). 

 

 Δνάλλξσ 
1 1

0 x 1 1 x 1 1
x 1 1

          
 

, ξπόςε 

 

 
   

x
ln x 1x 1

ln x 11 x
ln x 1 e e

x 1 x x 1




     
 

 

 
x x

x 1 x 1e x 1 x 1 e        
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ΘΔΜΑ Δ 
 

Άσκηση 1.  
 

Α. Αμ η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  0,  απξδείνςε όςι για κάθε β 0  σπάουει ξ 0        

ςέςξιξ ώρςε 
f ( ) f ( )

f ( )
  

  


. 

 

Β. Απξδείνςε όςι σπάουει 0,
2

 
 

 
 ςέςξιξ ώρςε 

1
 


. 

 
 

Λύρη 
 

Α. Μεςαρυημαςίζξσμε ςη ζηςξύμεμη: 
f ( ) f ( )

f ( ) f ( ) f ( ) f ( )
  

         


  (1) 

Αμ g(x) xf (x)  με x [0, ] 
 
έυξσμε: 

 

 g  ρσμευήπ ρςξ  0,β  χπ γιμόμεμξ ρσμευώμ 

  

 g παοαγχγίριμη ρςξ  0,β  με g (́x) xf (x) f (x)   για κάθε x (0, )   

 
 

Σύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  0,β  ςέςξιξ ώρςε  

 

g( ) g (0) f ( )
g ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )

0

   
                

 
    

 
 

Β. Η ζηςξύμεμη ρυέρη γίμεςαι: 
1

1 1


       


. 

Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη f  με  f (x) x  , με x [0, )   η ξπξία είμαι παοαγχγίριμη  

ρςξ [0, )  με f (x) x    και εταομόζξμςαπ ςξ εοώςημα (Α) για 
2


   σπάουει έμα 

ςξσλάυιρςξμ 0,
2

 
 

 
 ςέςξιξ ώρςε 

12


 


    

 
. 
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Άσκηση 2.  
 
Α. Θεχοξύμε ρσμαοςήρειπ f, g με ςημ f μα είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  και ποαγμαςικξύπ 

αοιθμξύπ α, β  ςέςξιξσπ ώρςε f (g( )) f (g( ))   , g( ) g( )   . Αμ ςξ g( )  είμαι ερχςεοικό ςξσ 

διαρςήμαςξπ με άκοα g( ) , g( )  και για κάπξιξ γ  και ιρυύει g( ) – g( ) g( ) – g( )      μα 

απξδείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί 1 2ξ , ξ   ςέςξιξι ώρςε 1 2f ( ) f ( ) 0     . 

 

Β. Θεχοξύμε ςημ παοαγχγίριμη ρςξ  ρσμάοςηρη f για ςημ ξπξία ιρυύει    f ln f lnα β

όπξσ 1   . Να δείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί 1 2ξ , ξ   ςέςξιξι ώρςε 1 2f ( ) f ( ) 0     . 

(Υπόδεινη: Θεχοώ 
2γ αβ ) 

 

Γ. Θεχοξύμε ςημ παοαγχγίριμη ρςξ  ρσμάοςηρη f για ςημ ξπξία ιρυύει 
1 1

f f
  

   
    

όπξσ 

1   . Να δείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί 1 2ξ , ξ   ςέςξιξι ώρςε 1 2f ( ) f ( ) 0     . 

(Υπόδεινη: Θεχοώ 
2

 
 

) 

 
 
Λύρη 
 

A. Απ σπξθέρξσμε όςι g( ) g( )    (η άρκηρη αμςιμεςχπίζεςαι όμξια και αμ g( ) g( )   ). 

Τόςε g( ) g( ) g( )      και εταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςα διαρςήμαςα  g( ),g( )  , 

 g( ),g( )   ατξύ είμαι ρσμευήπ (χπ παοαγχγίριμη) ρ’ ασςά και παοαγχγίριμη ρςα  

 g( ),g( )   ,  g( ),g( )   . 

 

Δπξμέμχπ θα σπάουξσμ  1 g( ),g( )     και  2 g( ),g( )     ςέςξια ώρςε: 

  Υπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  1 g( ),g( )     ςέςξιξ ώρςε 1

f (g( )) f (g( ))
f ( )

g( ) g( )

  
  

  
 (1)    

  Υπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  2 g( ),g( )     ςέςξιξ ώρςε 2

f (g( )) f (g( ))
f ( )

g( ) g( )

  
  

  
  (2)   

Με ποόρθερη ςχμ (1), (2) και επειδή g( ) – g( ) g( ) – g( )      και    f g( ) f g( )    θα είμαι 

1 2f ( ) f ( ) 0     .   

 

Β. Δίμαι εταομξγή ςξσ (Α) για g(x) lnx  με x 0 . Αοκεί μα ποξρδιξοίρξσμε έμα γ ςέςξιξ 

ώρςε g( ) g( ) g( ) g( ) ln ln ln ln 2ln ln ln                  

2 2ln ln( )          . 
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Ποάγμαςι για ςξ     (γεχμεςοικόπ μέρξπ ςχμ α, β )  είμαι 

1 0 ln ln ln          . Δταομόζξμςαπ ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςα [lnα,lnγ] , 

[lnγ, lnβ]  και εογαζόμεμξι όπχπ ρςξ (Α), θα έυξσμε όςι:  

 σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  1 ln , ln     ςέςξιξ ώρςε 
1

f (ln ) f (ln )
f ( )

ln ln

  
  

 
   (3)    

 σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  2 ln , ln     ςέςξιξ ώρςε 
2

f (ln ) f (ln )
f ( )

ln ln

  
  

 
   (4)   

Με ποόρθερη ςχμ (3), (4) και επειδή lnγ – lnα lnβ – lnγ  , f (ln ) f (ln )α β  θα είμαι  

1 2f ( ) f ( ) 0     . 

 

Γ. Δταομξγή ςξσ (Α) για 
1

g(x)
x

 . Αοκεί μα ποξρδιξοίρξσμε έμα γ  ςέςξιξ ώρςε  

1 1 1 1
g( ) g( ) g( ) g( )

   
                 

     
 

2
2 ( )


      


. 

 

Ποάγμαςι για ςξ 
2

 
 

 (αομξμικόπ μέρξπ ςχμ α, β ) είμαι 
1 1 1

1 0        
  

. 

Δταομόζξμςαπ ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςα 
1 1

,
 
 
  

, 
1 1

,
 
 
  

 και εογαζόμεμξι όπχπ ρςξ (Α), θα 

έυξσμε όςι:  

 σπάουει 1

1 1
,

 
  

  
 ςέςξιξ ώρςε 

1

1 1
f f

f ( )
1 1

   
   

      


 

   (5)    

 

 σπάουει 2

1 1
,

 
  

  
 ςέςξιξ ώρςε 2

1 1
f f

f ( )
1 1

  
   

      


 

   (6)   

 

Με ποόρθερη ςχμ (5), (6) και επειδή  
1




1




1




1


, 

1
f
 

 
 

1
f
 
 
 

 θα είμαι 

1 2f ( ) f ( ) 0     . 
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Άσκηση 3.  
 

Δίμεςαι ρσμάοςηρη f παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  και ρσμευήπ ρςξ  α,β . Να απξδείνεςε όςι 

σπάουξσμ  1 2 3ξ , ξ , ξ α,β  με 1 2ξ ξ ώρςε 1 2 3f ( ) f ( ) 2f ( ) 0        . 

 
 
Λύρη 
 

Δταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα ,
2

 
 
 

 και ,
2

 
 

 
 

ατξύ η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  α,β , ρσμευήπ ρςξ  α,β . 

 
Δπξμέμχπ θα σπάουξσμ:  

1 ,
2

 
   

 
ςέςξιξ ώρςε μα ιρυύει 

 

1

f f
2

f ( )

2

 
  

    




 

 

1

f f
2

f ( )

2

 
  

   


  (1)  και 

2 ,
2

 
   

 
 ςέςξιξ ώρςε μα ιρυύει 2

f ( ) f
2

f ( )

2

 
   

    




 

 

2

f f
2

f ( )

2

 
   

   


  (2)  

 

Δπίρηπ εταομόζξμςαπ ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ  α,β  απξδεικμύξσμε όςι σπάουει ςξσλάυιρςξμ 

έμα  3ξ α,β  ςέςξιξ ώρςε  3

f ( ) f ( )
f ( )

  
   


3

f ( ) f ( )
2f ( )

2

  
   


 (3). 

  
Με ποόρθερη καςά μέλη ςχμ (1), (2) και (3) ποξκύπςει η ζηςξύμεμη  

1 2 3f ( ) f ( ) 2f ( ) 0        . 
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Άσκηση 4.  
 

Να απξδείνεςε όςι 
2 2

 
  

   
,  0

2


     . 

 
 
Λύρη 
 

Η ζηςξύμεμη ιρυύει χπ ιρόςηςα αμ α β .  

 

Αμ α β η ζηςξύμεμη ιρξδύμαμα γίμεςαι: 

 

2 2

 
  

   
 

0


2 2

1 1
  

    
 

 

2 2

1 1
 

    
 

 

Θα απξδείνξσμε γμήρια αμιρόςηςα αμα β  δηλαδή θα απξδείνξσμε όςι 

2 2

1 1
 

    
. 

 

Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη f (t) t   με t [ , ]    η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρςξ  α,β  και 

παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  με 
2

1
f (t) ( t)

t
   


 (1). Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα 

σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,β  ςέςξιξ ώρςε 
f ( ) f ( )

f ( )
  

   


 

2

1 


  
   (2). 

   

Όμχπ 0
2


             (ατξύ η ζυνx είμαι γμηρίχπ τθίμξσρα ρςξ

0,
2

 
 
 

) 

2 2 2         (διόςι ζυνx 0 για κάθε x 0,
2

 
 
 

) 

 

2 2 2

1 1 1
  

     
  ( διόςι 

2ζυν x 0  για κάθε x 0,
2

 
 
 

) 

 
 

(2)


2 2

1 1
 

    
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Άσκηση 5.  
 

Α. Για κάθε x 0  μα απξδείνεςε όςι 
x 1

ln x x 1
x


    (1). 

 

Β. Να σπξλξγίρεςε ςξ όοιξ 
x 1

ln x
li m

x 1 
. 

 
 
Λύρη 
 

Α. Για x 1  η (1) ιρυύει χπ ιρόςηςα. Θα απξδείνξσμε ςημ (1) με γμήρια αμιρόςηςα για  

x 1 . 
 
 

 Αμ 0 x 1  : Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη f (t) lnt  με  t x,1  η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρ’ ασςό 

και παοαγχγίριμη ρςξ  x,1  με 
1

f (t)
t

  . Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα σπάουει έμα  

ςξσλάυιρςξμ  x,1  ςέςξιξ ώρςε 
f (1) f (x)

f ( )
1 x


   



1 ln1 ln x

1 x


 

 
 

1



 

ln x

x 1
  (2). 

   

Όμχπ 0 x 1    
1

x


1
1


 

(2)


1

x


ln x
1

x 1




x 1 0 

   
x 1

ln x x 1
x


     

 

 Αμ x 1 : Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη f (t) lnt  με  t 1, x  η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρ’ ασςό και 

παοαγχγίριμη ρςξ  1, x  με 
1

f (t)
t

  . Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα σπάουει έμα  

ςξσλάυιρςξμ  1, x  ςέςξιξ ώρςε 
f (x) f (1)

f ( )
x 1


   



1




ln x

x 1
  (3). 

   

Όμχπ 1 x   
1

1 


1

x

(3)


ln x

1
x 1

 


1

x
 

x 1 0 

   
x 1

ln x x 1
x


      

 

Σε κάθε πεοίπςχρη έυξσμε 
x 1

ln x x 1
x


   . 

 
 
Β. Από ςξ εοώςημα (Α) έυξσμε: 
 

 Αμ 0 x 1   είμαι 
1

x


ln x
1

x 1



 και 

x 1

l i m


1
1

x

 
 

 
,  

x 1

l i m 1 1


  
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ξπόςε από κοιςήοιξ παοεμβξλήπ θα είμαι 
x 1

l i m


ln x
1

x 1



. 

 

 Αμ x 1  είμαι 
ln x

1
x 1

 


1

x
 και 

x 1

l i m


1
1

x

 
 

 
,  

x 1

l i m 1 1


  

 

ξπόςε από κοιςήοιξ παοεμβξλήπ θα είμαι 
x 1

l i m


ln x
1

x 1



. 

 

Άοα 
x 1

l i m


ln x
1

x 1



. 
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Άσκηση 6.  
 

Α. Για κάθε x ,0
2

 
  
 

 μα απξδείνεςε όςι x x x x    εμώ για κάθε 0,
2

 
 
 

x  μα 

απξδείνεςε όςι xζυνx ημx x  . 

 

Β. Χοηριμξπξιώμςαπ ςξ (Α) εοώςημα επιβεβαιώρςε όςι 
x 0

x
lim 1

x


 . 

 
 
Λύρη 
 

Α. Αμ x ,0
2

 
  
 

: Θεχοξύμε ςημ ρσμάοςηρη f (t) t   με  t x,0  η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρ’ 

ασςό και παοαγχγίριμη ρςξ  x,0  με f (t) t   . Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα 

σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  x,0  ςέςξιξ ώρςε 
f (0) f (x)

f ( )
0 x


   



0 x

0 x

 
  


 

x

x


    (1). 

   

Όμχπ  x 0
2


    

,0)
2

x . . (


    

  
(1)

x 0     
x 0x

x 1
x


      

 

x x x x   . 

 

Αμ x 0,
2

 
 
 

: Θεχοξύμε ςημ ρσμάοςηρη f (t) t   με  t 0, x  η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρ’ 

ασςό και παοαγχγίριμη ρςξ  0, x  με f (t) t   . Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα 

σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  0, x  ςέςξιξ ώρςε 
f (x) f (0)

f ( )
x 0


   



x 0

x 0

 
  



x

x


   (2). 

   

Όμχπ  0 x
2


     

)
2

x . . (0,


   

  
(2)

0 x     
x 0x

x 1
x


     

 

x x x x   . 

 

Β. Από ςξ εοώςημα (Α) έυξσμε 
x

x 1
x


    για κάθε x ,

2 2

  
  
 

 με  x 0 .  

 

Δπιπλέξμ είμαι 
x 0

l i m( x) 0 1


     και 
x 0

l i m(1) 1


  ξπόςε από κοιςήοιξ παοεμβξλήπ θα είμαι 

x 0

l i m


x
1

x


 . 
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Άσκηση 7.  
 

Α. Για κάθε ,
2 2

  
  
 

x  μα απξδείνεςε όςι 1 x x x 1     . 

 

Β. Χοηριμξπξιώμςαπ ςξ (Α) εοώςημα επιβεβαιώρςε όςι 
x 0

x 1
lim 0

x

 
 . 

 
 
Λύρη 
 

Α. Αμ x ,0
2

 
  
 

: Θεχοξύμε ςημ ρσμάοςηρη f (t) t   με  t x,0  η ξπξία είμαι ρσμευήπ 

ρ’ ασςό και παοαγχγίριμη ρςξ  x,0  με f (t) t   . Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα 

σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  x,0  ςέςξιξ ώρςε 
f (0) f (x)

f ( )
0 x


   


 

 

0 x

0 x

 
  



x 1

x

 
     (1). 

   

Όμχπ  x 0
2


    

,0)
2

x . . (


    


(1)

x 0 x 0             

 

x 1
x 0

x

 
    

x 0

 x x x 1 0 1 x x x 1           

 

 Αμ x 0,
2

 
 
 

: Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη f (t) t   με  t 0, x  η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρ’ 

ασςό και παοαγχγίριμη ρςξ  0, x  με f (t) t   . Δπξμέμχπ ρύμτχμα με ςξ Θ.Μ.Τ. θα 

σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ   0, x  ςέςξιξ ώρςε 
f (x) f (0)

f ( )
x 0


   


  

 

x 0

x 0

 
  


 

x 1

x

 
      (2). 

   

Όμχπ 0 x
2


   

)
2

x . . (0,


   

  
(2)

0 x 0 x            

 

x 1
0 x

x

 
  

x 0

  0 x 1 x x 1 x x x 1           . 

 
 

Αμ x 0  η ζηςξύμεμη ιρυύει χπ ιρόςηςα. Σε κάθε πεοίπςχρη έυξσμε 1 x x x 1     . 
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Β. Υπξλξγίζξσμε ςξ όοιξ με ςη υοήρη ςξσ κοιςηοίξσ ςηπ παοεμβξλήπ. Από ςξ εοώςημα (Α)   
έυξσμε:   
 

 
x 1

0 x
x

 
    για x ,0

2

 
  
 

 και επειδή 
x 0 x 0

l i m(0) li m( x) 0
  

    θα είμαι  

 

x 0

l i m


x 1
0

x

 
 . 

 

  
x 1

x 0
x

 
    για x 0,

2

 
 
 

 και επειδή 
x 0 x 0

l i m(0) li m( x) 0
  

    θα είμαι  

 

x 0

l i m


x 1
0

x

 
 . 

 

Δπξμέμχπ 
x 0

l i m


x 1
0

x

 
 . 
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Άσκηση 8.  
 

Μια ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρςξ διάρςημα  ,  , παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  ,   και 

με f ( ) f ( ) 2( )     . Να απξδείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί 1 2x , x και 3x  ρςξ διάρςημα 

 ,  , ςέςξιξι ώρςε: 

 

     1 2 3

5 6 9
10

f x f x f x
  

  
 

 
 
Λύρη 
 

Με ςα ρημεία 1 2y , y  υχοίζξσμε ςξ διάρςημα  f ( ), f ( )   ρε ςοία σπξδιαρςήμαςα με μήκη 

   1

5
y f ( ) f ( ) f ( )

20
       ,    2 1

6
y y f ( ) f ( )

20
       και    2

9
f ( ) y f ( ) f ( )

20
        

 

Έρςχ 1  ξ μεγαλύςεοξπ από ςξσπ αοιθμξύπ ςξσ διαρςήμαςξπ  ,   για ςξμ ξπξίξ ιρυύει 

 1 1f y   και 2 αοιθμόπ ςξσ διαρςήμαςξπ  1,   για ςξμ ξπξίξ ιρυύει  2 2f y  . Τημ 

ύπαονη ςχμ αοιθμώμ ασςώμ ςημ εναρταλίζει  ςξ θεώοημα ςχμ εμδιαμέρχμ ςιμώμ ςχμ ρσμευώμ 

ρσμαοςήρεχμ ρε κλειρςό διάρςημα και ταμεοά: 1 2      . 

 

Για ςη ρσμάοςηρη f  ιρυύει ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα  1,  ,  1 2,  και  2 , 
 
ςξ 

θεώοημα μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. 

Δπξμέμχπ σπάουει  1 1x ,   , ςέςξιξ ώρςε  

  1 1
1

1 1

f ( ) f ( ) y f ( )
f x

    
  

   

   

 1 1

5
f ( ) f ( ) 5 f ( ) f ( )20

20

     
 

   
       

   
ξπόςε    
 

 

 1

1

205

f x f ( ) f ( )

 


   
     (1) 

 

Ομξίχπ σπάουξσμ  2 1 2x ,    και  3 2x ,   , ςέςξια ώρςε 

 

 

 2 1

2

206

f x f ( ) f ( )

  


   
    (2) 

                               

και 
 

 2

3

209

f x f ( ) f ( )

 


   
   (3) 

 

Άοα 
     

     

 
1 2 1 2

1 2 3

20 20 205 6 9
10

f x f x f x f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) 2

        
     

         
. 
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Άσκηση 9. 
 

Η ρσμάοςηρη f ξοίζεςαι ρςξ διάρςημα (0, ) , είμαι παοαγχγίριμη και η γοατική ςηπ 

παοάρςαρη fC  ςέμμει ςη διυξςόμξ ( )  ςξσ ποώςξσ ςεςαοςημξοίξσ ρε ςοία διατξοεςικά 

ρημεία. Να δείνεςε όςι: 
 

i. Υπάουξσμ δσξ εταπςόμεμεπ ςηπ fC παοάλληλεπ ρςημ ( ) . 

 

ii. Υπάουξσμ δσξ εταπςόμεμεπ ςηπ fC  πξσ διέουξμςαι από ςημ αουή O(0,0)  ςξσ ρσρςήμαςξπ 

ρσμςεςαγμέμχμ. 

 
 
Λύρη 
 

i. Υπξθέςξσμε όςι η fC ςέμμει ςη ( )  ρςα ρημεία  1 1A x , f (x ) ,  2 2B x , f (x )  και

 3 3x , f (x ) , με 1 2 30 x x x   . Δπειδή η εσθεία ( )  έυει ενίρχρη y x , έυξσμε  

1 1x f (x ) , 2 2x f (x )  και 3 3x f (x ) . Η ρσμάοςηρη f  χπ παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα 

(0, ) , είμαι ρσμευήπ και παοαγχγίριμη ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα  1 2x , x και 

 2 3x , x . Δπξμέμχπ ρςα διαρςήμαςα ασςά ιρυύει ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ 

λξγιρμξύ. Άοα σπάουξσμ  1 1 2x , x   και  2 2 3x , x   ςέςξια ώρςε: 

 

 
   2 1 2 1

1

2 1 2 1

f x f x x x
f 1

x x x x

 
    

 
  

 

και  
   3 2 3 2

2

3 2 3 2

f x f x x x
f 1

x x x x

 
    

 
 

 

Ασςό όμχπ δηλώμει όςι ξι εταπςόμεμεπ ςηπ fC ρςα ρημεία ςηπ  1 1, f ( )    και  2 2, f ( )    

είμαι παοάλληλεπ ποξπ ςη διυξςόμξ ( )  ςηπ ξπξίαπ ξ ρσμςελερςήπ διεύθσμρηπ είμαι 1, ατξύ η 

ενίρχρη ςηπ είμαι y x .  

 

ii. H εταπςξμέμη   ςηπ fC  ρςξ ςσυαίξ ρημείξ ςηπ  0 0x , f (x )  έυει ενίρχρη  

    0 0 0: y f x f x x x    . 

 

Για μα διέουεςαι η   από ςημ αουή ςχμ ανόμχμ ποέπει:  

    0 0 00 f x f x 0 x  

    0 0 0f x x f x    

 

Δπξμέμχπ σπάουξσμ δσξ εταπςόμεμεπ ςηπ fC πξσ διέουξμςαι από ςημ αουή O(0,0)  ςξσ 

ρσρςήμαςξπ ρσμςεςαγμέμχμ, όςαμ η ενίρχρη    f x x f x   έυει δσξ λύρειπ ρςξ (0, ) . 

              
Η ςελεσςαία ενίρχρη  γοάτεςαι ιρξδύμαμα: 
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    f x x f x x 0     

 

    
2

f x x f x x
0

x

 
   

 

f (x)
0

x

 
 

 
 

Αοκεί λξιπόμ μα δείνξσμε όςι η ενίρχρη 
f (x)

0
x

 
 

 
 έυει δσξ λύρειπ ρςξ (0, ) . 

 

Ποάγμαςι oοίζξσμε ςη ρσμάοςηρη 
f (x)

g(x)
x

 , x (0, )  . Η ρσμάοςηρη ασςή είμαι ρσμευήπ 

και παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα  1 2x , x και με 1
1

1

f (x )
g(x ) 1

x
   και 2

2

2

f (x )
g(x ) 1

x
  , 

δηλαδή 1 2g(x ) g(x ) . Δπξμέμχπ ιρυύει για ςημ g ρςξ διάρςημα  1 2x , x  ςξ θεώοημα ςξσ 

Rolle. Άοα σπάουει 1 2(x , x ) , ςέςξιξ ώρςε g ( ) 0   . 

 

Με αμάλξγξσπ ρσλλξγιρμξύπ ρσμπεοαίμξσμε όςι σπάουει και ρημείξ  , f ( )    ςηπ fC , με 

 2 3x , x  ρςξ ξπξίξ η εταπςξμέμη ςηπ fC
 
διέουεςαι από ςημ αουή ςχμ ανόμχμ. 

Δπξμέμχπ σπάουξσμ δσξ εταπςόμεμεπ ςηπ fC
 
πξσ διέουξμςαι από ςημ αουή O(0,0) ςξσ 

ρσρςήμαςξπ ρσμςεςαγμέμχμ.  
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Άσκηση 10.  
 

i. Δσξ ρσμαοςήρειπ f  και g πξσ έυξσμ πεδίξ ξοιρμξύ ςξ διάρςημα  ,   είμαι: 

 Σσμευείπ ρςξ  ,  . 

 Παοαγχγίριμεπ ρςξ  ,  . 

 g (x) 0  , για κάθε  x ,   . 

Να απξδείνεςε όςι σπάουει  ,   , ςέςξιξ ώρςε:  

f ( ) f ( ) f ( )

g( ) g( ) g ( )

   


   
 

 

ii. Αμ 0
2


     , μα απξδείνεςε όςι σπάουει  ,   , ςέςξιξ ώρςε:       


 


. 

 
 
Λύρη 
 

i. Ποξταμώπ είμαι g( ) g( )   , διόςι, αμ ήςαμ g( ) g( )   , ςόςε η g θα ικαμξπξιξύρε όλεπ ςιπ 

ποξϋπξθέρειπ ςξσ θεχοήμαςξπ Rolle και επξμέμχπ θα σπήουε  ,    με g ( ) 0   , πξσ 

είμαι άςξπξ λόγχ ςηπ σπόθερηπ g (x) 0  , για κάθε  x ,   . 

 
Απ θεχοήρξσμε λξιπόμ ςη ρσμάοςηρη: 

   h(x) g( ) g( ) f (x) f ( ) f ( ) g(x) f ( )g( ) f ( )g( )               πξσ είμαι ρσμευήπ ρςξ 

 ,  , παοαγχγίριμη ρςξ  ,   και επιπλέξμ ιρυύει h( ) h( )   . Δπξμέμχπ, από ςξ 

θεώοημα ςξσ Rolle, σπάουει  ,   , ςέςξιξ ώρςε h ( ) 0   .  

 

Όμχπ    h (x) g( ) g( ) f (x) f ( ) f ( ) g (x)          , ξπόςε 

   g( ) g( ) f ( ) f ( ) f ( ) g ( ) 0           . 

 

Άοα 
f ( ) f ( ) f ( )

g( ) g( ) g ( )

   


   
. 

 

ii.  Έρςχ ξι ρσμαοςήρειπ f (x) x  και g(x) x  . Οι ρσμαοςήρειπ ασςέπ είμαι ρσμευείπ 

ρςξ ,   και παοαγχγίριμεπ ρςξ  ,  , όπξσ 0
2


     . Δπιπλέξμ g (x) x 0     για 

κάθε  x ,    και επξμέμχπ, ρύμτχμα με ςξ ποξηγξύμεμξ ρσμπέοαρμα, σπάουει  

 ,   , ςέςξιξ ώρςε 
 


 

.        

 

 Άοα 


 


. 
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Άσκηση 11.  
 

Να λύρεςε ςημ ενίρχρη      
x x x x1 3 4      , 0  , x . 

 
 
Λύρη 
 

Παοαςηοξύμε όςι ξι όοξι ςηπ ενίρχρηπ είμαι ξι ςιμέπ ςηπ ρσμάοςηρηπ 
xf (t) t , t 0  με x , 

για t 1, t 3, t 4    και t    αμςιρςξίυχπ. 

Η ενίρχρη γοάτεςαι ιρξδύμαμα      
x x xx1 4 3      .   

Για ςη ρσμάοςηρη 
xf (t) t  ιρυύει ςξ θεώοημα ςηπ μέρηπ ςιμήπ ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα 

 , 1   και  3, 4  .  

Δπξμέμχπ σπάουξσμ  1 , 1     και  2 3, 4    , ςέςξια ώρςε: 

   
x x

1

f ( 1) f ( )
f f ( 1) f ( ) 1

( 1)

  
         

 
   (1) 

 

  x x

2

f ( 4) f ( 3)
f f ( 4) f ( 3) ( 4) ( 3)

( 4) ( 3)

  
          

  
   (2) 

Όμχπ  x x 1f (t) t x t     . Δπξμέμχπ   x 1

1 1f x      και   x 1

2 2f x     . 

 

Έςρι η ενίρχρη γοάτεςαι ιρξδύμαμα: 

 x 1 x 1 x 1 x 1

1 2 1 2x x x 0 x 0              ή   
x 1 x 1

1 2 0    . 

Έυξσμε: 

x 1 x 1 x 1 x 1

1 2 1 20          

x 1

1

x 1

2

1





 


 

x 1

1

2

1



 
  

 
 

x 1 0 x 1      

 

Άοα ξι λύρειπ ςηπ ενίρχρηπ είμαι x 0  και x 1 . 
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Άσκηση 12.  
 

Αμ 
x

f (x)
x


 , μα απξδείνεςε όςι f (x) 0  , για x 0,

2

 
 
 

. 

 
 
Λύρη 
 

Για x 0  έυξσμε:  

2

x x x x 1 x
f (x) x

x x x x

      
        

   
   (1) 

 

Όμχπ για ςη ρσμάοςηρη g(t) t  , ιρυύει ρςξ διάρςημα  0, x , με x 0,
2

 
 
 

, ςξ θεώοημα 

ςηπ μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. Δπξμέμχπ σπάουει   με 0 x
2


    , ςέςξιξ 

ώρςε: 
  

g(x) g(0)
g ( )

x 0


 


 

 

x 0

x 0

 
 


 

 

x

x


   

Οπόςε η (1) γίμεςαι  
1

f (x) x
x

    . 

Δπειδή 0 x
2


    , είμαι x   , και επξμέμχπ  

1
f (x) x 0

x
     . 
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Άσκηση 13.  
 

Μια ρσμάοςηρη f είμαι ρσμευήπ ρςξ διάρςημα  1, 2 , δσξ τξοέπ παοαγχγίριμη ρςξ διάρςημα 

 1, 2  και ςέςξια ώρςε    f 1 f 2 0  . Αμ σπάουει  1, 2 , ςέςξιξ ώρςε  f 0  , μα 

απξδείνεςε όςι: 
 

i. Υπάουξσμ  1 2x , x 1, 2  ςέςξια ώρςε    1 2f x f x 0   . 

 

ii. Υπάουει  0x 1, 2  ςέςξιξ ώρςε  0f x 0  . 

 
 
Λύρη 
 

i. Για ςη ρσμάοςηρη f ιρυύει ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα  1,  και  , 2  ςξ θεώοημα ςηπ 

μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. Δπξμέμχπ σπάουξσμ  1x 1,   και  2x , 2   ςέςξια 

ώρςε  
     

1

f f 1 f
f x 0

1 1

  
   

 
    (1)  και  

 

 
     

2

f 2 f f
f x 0

2 2

   
   

 
      (2) 

 

Άοα    1 2f x f x 0   . 

 
 

ii. Λόγχ ςχμ σπξθέρεχμ, ιρυύει για ςη ρσμάοςηρη f ρςξ διάρςημα  1 2x , x ςξ θεώοημα ςηπ 

μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. 

Δπξμέμχπ σπάουει  0 1 2x x , x , πξσ ρημαίμει  0x 1, 2 , ςέςξιξ ώρςε 

 

 
   

   2 1

0 2 1

2 1 2 1

f x f x 1
f x f x f x

x x x x

 
        

. 

 
Λαμβάμξμςαπ σπόφη ςιπ (1) και (2) έυξσμε  
 

 
     

0

2 1 2 1

f f f1 1 1
f x

x x 2 1 x x 2 1

       
         

       
 

 

 
 
 

Όμχπ, 1 21 x x 2      και  f 0  . Δπξμέμχπ  0f x 0  . 
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Άσκηση 14.  
 

Μια ρσμάοςηρη f  είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  και η παοάγχγξπ ςηπ είμαι γμηρίχπ αύνξσρα 
ρσμάοςηρη. 
 

i. Να απξδείνεςε όςι για ξπξιξσρδήπξςε ποαγμαςικξύπ αοιθμξύπ   και   με    , ιρυύει 

f ( ) f ( )
f

2 2

    
 

 
. 

 

ii. Να απξδείνεςε όςι για ξπξιξσρδήπξςε ποαγμαςικξύπ αοιθμξύπ και   με    , ιρυύει   

2
e e

e
2

 
 . 

 
 
Λύρη 
 

i. Έρςχ   . Τόςε 
2


   και η ζηςξύμεμη αμιρόςηςα γοάτεςαι ιρξδύμαμα: 

f ( ) f ( )
f f f ( ) f ( ) f

2 2 2 2

          
           

     
 

f f ( ) f ( ) f
2 2

2 2

    
      

    
 

 

     (1) 

Όμχπ, επειδή η ρσμάοςηρη f  είμαι παοαγχγίριμη ρςξ , ιρυύει για ςημ f  ςξ θεώοημα ςηπ 

μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα ,
2

 
 
 

 και 

,
2

 
 

 
. Δπξμέμχπ σπάουξσμ 

1 ,
2

 
   

 
 και 

2 ,
2

 
   

 
 ςέςξια ώρςε  

 1

f f ( )
2

f

2

 
  

   
 



  και  2

f ( ) f
2

f

2

 
   

   
 



. 

Έςρι η αμιρόςηςα (1) είμαι ιρξδύμαμη με ςημ    1 2f f     πξσ ιρυύει, ατξύ 1 2    και η f   

είμαι γμηρίχπ αύνξσρα. 
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ii. Για ςη ρσμάοςηρη 
xf (x) e , είμαι 

xf (x) e   η ξπξία είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . Άοα 

ρύμτχμα με ςημ ποξηγξύμεμη αμιρόςηςα ιρυύει 

f ( ) f ( )
f

2 2

    
  

 
, ξπόςε 2

e e
e

2

 
 .  
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Άσκηση 15.  
 

Μια ρσμάοςηρη  f : ,    είμαι ρσμευήπ ρςξ  ,  , παοαγχγίριμη ρςξ  ,   και 

ςέςξια ώρςε f ( ) 3    και f ( ) 3   . 

 

i. Να απξδείνεςε όςι η ενίρχρη f (x) 3x έυει μια ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ διάρςημα  ,  . 

 

ii. Να απξδείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί 1  και 2 ςξσ διαρςήμαςξπ  ,  , ςέςξιξι ώρςε 

   1 2f f 9     . 

 
 
Λύρη 
 

i. Αοκεί ιρξδύμαμα μα δείνξσμε όςι η ενίρχρη f (x) 3x 0  , έυει οίζα ρςξ διάρςημα  ,  . 

Οοίζξσμε ςη ρσμάοςηρη  g(x) f (x) 3x, x ,     .  

Η ρσμάοςηρη ασςή είμαι ρσμευήπ ρςξ κλειρςό διάρςημα  ,  , χπ άθοξιρμα ρσμευώμ 

ρσμαοςήρεχμ και επιπλέξμ ιρυύει  

          g g f ( ) 3 f ( ) 3 3 3 3 3                 

     
2

9 9 0         

 

Άοα, ρύμτχμα με ςξ θεώοημα ςξσ Bolzano, σπάουει  0x ,   , ςέςξιξ ώρςε 

0 0 0 0 0g(x ) 0 f (x ) 3x 0 f (x ) 3x      .  

 

ii. Δπειδή η ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ ρςξ  ,   και παοαγχγίριμη ρςξ  ,  , θα είμαι 

ρσμευήπ ρςα διαρςήμαςα  0, x ,  0x ,  και παοαγχγίριμη ρςα διαρςήμαςα  0, x , 

 0x ,  . Δπξμέμχπ ιρυύει ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα  0, x και  0x ,   ςξ θεώοημα ςηπ 

μέρηπ ςιμήπ ςξσ διατξοικξύ λξγιρμξύ. Ασςό ρημαίμει όςι σπάουξσμ  1 0, x     και   

 2 0x ,   ςέςξια ώρςε: 

 

  0 0 0
1

0 0 0

f (x ) f ( ) 3x 3 x
f 3

x x x

    
    

  
     (1) 

 

και    0 0 0
2

0 0 0

f ( ) f (x ) 3 3x x
f 3

x x x

   
    

  
    (2) 

 
Πξλλαπλαριάζξσμε ςιπ (1) και (2) καςά μέλη και έυξσμε: 
 

    0 0
1 2

0 0

x x
f f 3 3 9

x x

 
      

 
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Άσκηση 16.  
 

Η ρσμάοςηρη f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  και ρσμευήπ ρςξ  α,β  με f (x) 0  για κάθε 

 x α,β . Να απξδείνεςε όςι σπάουει  ξ α,β  ςέςξιξ ώρςε:  

f΄́ (ξ)
(α β)

f (ξ)f (α) f (β)e
 

 . 

 
 
Λύρη 
 

Δίμαι  f α 0  και 
 

f (ξ)
α - β

f (ξ)f (β) e 0

΄
  

  , ξπόςε η ζηςξύμεμη ιρξδύμαμα γίμεςαι: 

 

 

 
f (ξ)

α - β
f (ξ) f (ξ)

ln(f (α)) ln f (β) e ln(f (α)) ln(f (β)) α -β
f (ξ)

΄
    

      
 
 

 

 

ln(f (β)) - ln(f (α)) f (ξ)

β - α f (ξ)

  

  


 (1) 

 

Η ςελεσςαία ιρόςηςα σπξδεικμύει Θ.Μ.Τ. για ςη ρσμάοςηρη g(x) ln(f (x))  ρςξ διάρςημα  

 α,β . 

Ποάγμαςι η ρσμάοςηρη g(x) ln(f (x))  ικαμξπξιεί ςιπ ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. ρςξ  α,β  

ατξύ είμαι ρσμευήπ ρ’ ασςό χπ ρύμθερη ςχμ ρσμευώμ f (x)  και ln x  και παοαγχγίριμη ρςξ 

 α,β  για ςξμ ίδιξ λόγξ με 
f (x)

g (x)
f (x)


  . 

 

Δπξμέμχπ θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,β  ςέςξιξ ώρςε  

 

g(β) - g(α) ln(f (β)) - ln(f (α)) f (ξ)
g (ξ)

β - α β - α f (ξ)

    

    


     
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Άσκηση 17.  
 

Α. Αμ η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  0,2α α 0   και  f 0 0  μα απξδείνεςε όςι σπάουει 

ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,α   ςέςξιξ ώρςε      α[f α ξ f α ξ ] f 2α      

 

Β. Δταομόρςε ςημ ποξηγξύμεμη ποόςαρη ρςη ρσμάοςηρη 
xg(x) xe  και απξδείνςε όςι σπάουει 

ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ 1,1   ςέςξιξ ώρςε    1 ξ 1 ξ 22 ξ e 2 ξ e 2e     .  

 
 
Λύρη 
 

Α. Η ζηςξύμεμη ρυέρη, ατξύ είμαι α 0 , ιρξδύμαμα γίμεςαι:  

         
f (2α)

α[f α ξ f α ξ ] f 2α f α ξ f α ξ
α

                 

   
f (2α) - f (0)

f α ξ f α ξ
α -0

      (1)  

 
Έςρι αοκεί μα απξδείνξσμε ςημ (1) 

Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη g(x) f (α x) – f (α – x)   με  x α, α    

Δίμαι – α x α 0 x α 2α         και επειδή η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  0,2α  η ρσμάοςηρη 

f (x α)  θα είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  α,α . 

Ομξίχπ – α x α 0 α – x 2α         και επειδή η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  0,2α  η 

ρσμάοςηρη f (α – x)  θα είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  α,α . 

Από ςα παοαπάμχ ποξκύπςει όςι η ρσμάοςηρη g(x) f (α x) – f (α – x)    είμαι ρσμευήπ ρςξ 

 α,α  χπ διατξοά παοαγχγιρίμχμ (άοα και ρσμευώμ) ρσμαοςήρεχμ ρ’ ασςό και 

παοαγχγίριμη ρςξ  α,α  για ςξμ ίδιξ λόγξ με 

g (x) f (α x) (α x) – f (α – x) (α – x) f (α x) f (α – x)                  . 

Δπξμέμχπ ικαμξπξιξύμςαι ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ g ρςξ διάρςημα  α,α .  

Θα σπάουει λξιπόμ ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,α   ςέςξιξ ώρςε  

     
g(α) -g(0) f (2α) - f (0)

g ξ f α ξ f α – ξ
α -0 α

        ςξ ξπξίξ απξδεικμύει ςξ ζηςξύμεμξ. 

 
 

Β. Η ρσμάοςηρη 
xg(x) xe  είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  χπ γιμόμεμξ παοαγχγιρίμχμ 

ρσμαοςήρεχμ, επξμέμχπ και ρςξ διάρςημα  0,2 , με 
xg (́x) (1 x)e   και g(0) 0= . Σσμεπώπ 

ικαμξπξιεί ςιπ σπξθέρειπ ςηπ ποόςαρηπ ςξσ εοχςήμαςξπ Α για α 1  ξπόςε θα ικαμξπξιεί και ςξ 
ρσμπέοαρμα ςηπ ποόςαρηπ. 
 

Άοα θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ 1,1   ςέςξιξ ώρςε: 

         1 ξ 1 ξ 2g 1 ξ g 1 ξ g 2 2 ξ e 2 ξ e 2e 
            
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Άσκηση 18.  
 

Έρςχ  f : α,β    με α β ρσμευήπ ρσμάοςηρη ρςξ  α,β , παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  με 

   f α f β  και δεδξμέμξπ θεςικόπ αοιθμόπ λ. Να δείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί  ξ , ξ α,β1 2   

ώρςε    1 2λf ξ f ξ 0    . 

 
 
Λύρη 
 

Έρςχ
α λβ

ρ
1 λ





. Τόςε α ρ β  , γιαςί:  

α λα α λβ λα λβ
α λβ

α ρ β α   β α λα α λβ β λβ και και
1 λ

α λβ β λβ α β

          
  

            

            

    
  

             
      

  

ςξ ξπξίξ ποξταμώπ ιρυύει ατξύ λ 0  και α β . 

 

H f είμαι ρσμευήπ ρςξ    α,ρ α,β  και ρςξ    ρ,β α,β  ατξύ είμαι ρσμευήπ ρςξ  α,β . 

H f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ    α,ρ α,β  και ρςξ    ρ,β α,β  ατξύ είμαι παοαγχγίριμη 

ρςξ  α,β . 

Δταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα  α,ρ  και  ρ,β  ξπόςε:  

Θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,ρ1   ςέςξιξ ώρςε:  

       1 1 1 1

f (ρ) - f (α) f (ρ) - f (α) f (ρ) - f (α) 1 λ f (ρ) - f (α)
f΄ ξ f΄ ξ f΄ ξ f΄ ξ

α λβ α λβ - λα -αρ -α λ β -α
- α

1 λ 1 λ

 
   

 


      

 

 
 

και θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ ρ, β2    ςέςξιξ ώρςε:  

 

     2 2 2

f (β) - f (ρ) f (β) - f (ρ) f (β) - f (ρ)
 f΄ ξ  f΄ ξ  f΄ ξ

α λβ β λβ - α - λββ - ρ
β -

1 λ 1 λ

      

            
  

     
 

 

 

 2

f (β) - f (ρ)
f΄ ξ (1 λ)

β - α

  
  

   
   

 

Οπόςε:    1 2

1 λ f (ρ) - f (α) f (β) - f (ρ)
λf ξ f ξ λ (1 λ)

λ β - α β - α

    

      


       

 

         1 λ [f ρ – f α f β – f ρ ]    

 

     1 λ [f β – f α ] 0    ατξύ    f α f β .  
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Άσκηση 19.  
 

Θεχοξύμε ςημ παοαγχγίριμη ρςξ  ρσμάοςηρη f και ςξσπ θεςικξύπ ακεοαίξσπ κ, λ, μ.  

Αμ    f 0 f β  με β 0 , μα απξδείνεςε όςι σπάουξσμ αοιθμξί  ξ ,ξ ,ξ 0,β1 2 3   διατξοεςικξί 

μεςανύ ςξσπ ςέςξιξι ώρςε      κf ξ λf ξ μf ξ 01 2 3      . 

 
 
Λύρη 
 

Τξ μήκξπ ςξσ διαρςήμαςξπ  0,β  είμαι β . Χχοίζξσμε ςξ διάρςημα  0,β  με ςξσπ αοιθμξύπ  

κβ

κ λ μ
δ

 
  και 

(κ λ)β

κ λ μ
ε



 
  ρε ςοία σπξδιαρςήμαςα ςχμ ξπξίχμ ςα μήκη μα είμαι αμάλξγα  

 
ςχμ ρσμςελερςώμ κ, λ, μ ςηπ ζηςξύμεμηπ (μεοιρμόπ ρε μέοη αμάλξγα, Α΄ Γσμμαρίξσ).  
 
 
 
 
 
 
 
 

Έςρι θεχοξύμε ςα διαρςήμαςα  Δ 0, δ1   ,  Δ δ, ε2   ,  Δ ε,β3   για ςα ξπξία ιρυύει 

δ ε - δ β - ε β

κ λ μ κ λ μ

    

 
   . Δταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρε καθέμα από ςα διαρςήμαςα 

Δ , Δ , Δ1 2 3   ατξύ η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  0,β , ρσμευήπ ρςξ  0,β . 

 
Δπξμέμχπ θα σπάουξσμ:  

  ξ 0,δ1   ςέςξιξ ώρςε μα ιρυύει  
   

 
   

1 1

f δ - f 0 f δ - f 0

δ - 0
f ξ κf ξ

δ

κ

    

  
       (1)  

 

 ξ δ, ε2    ςέςξιξ ώρςε μα ιρυύει   
   

 
   

2 2

f ε - f δ f ε - f δ

ε - δ
f ξ λf ξ

ε - δ

λ

    

  
 

  
      (2)  

 

 ξ ε, β3    ςέςξιξ ώρςε μα ιρυύει  
   

 
   

3 3

f β - f ε f β - f ε

β - ε

μ

f ξ μf ξ
β - ε

    

  
 

  
      (3) 

 

Με ποόρθερη καςά μέλη ςχμ (1), (2) και (3) και ατξύ    f 0 f β  ποξκύπςει η ζηςξύμεμη  

     1 2 3κf ξ λf ξ μf ξ 0      

  

κ 

δ β ε 0 

λ μ 
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Άσκηση 20.  
 

Έρςχ κ 0  και μία παοαγχγίριμη ρσμάοςηρη f :   ςέςξια ώρςε | f (x) | κ  , για κάθε 

x . 

Α) Να απξδείνεςε όςι για κάθε 1 2x , x   ιρυύει 1 2 1 2| f (x ) – f (x ) κ x – x | . 

Β) Να απξδείνεςε όςι | ημx ημψ x – ψ |   για κάθε x,ψ . 

 
 
Λύρη 
 

A)  Αμ είμαι 1 2x x  ςόςε η 1 2 1 2| f (x ) – f (x ) κ x – x | .  

Θα απξδείνξσμε ςη ζηςξύμεμη χπ γμήρια αμιρόςηςα για 1 2x x  

Απ σπξθέρξσμε όςι 1 2x x  ( η απόδεινη είμαι αμάλξγη και ρςημ πεοίπςχρη πξσ 1 2x x ) 

H f είμαι ρσμευήπ ρςξ 1 2[x , x ]  χπ παοαγχγίριμη ρ’ ασςό ατξύ είμαι παοαγχγίριμη ρςξ . 

Η f είμαι παοαγχγίριμη ρςξ 1 2(x , x )  ατξύ είμαι παοαγχγίριμη ρςξ .  

 

Δπξμέμχπ εταομόζεςαι ςξ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ διάρςημα 1 2[x , x ]  και επξμέμχπ θα σπάουει 

ςξσλάυιρςξμ έμα 1 2ξ (x ,x )  ςέςξιξ ώρςε   2 1

2 1

f(x ) - f(x )
f ξ

x  - x
  .  

 

Όμχπ για ςημ f ιρυύει | f (x) |  κ   για κάθε x  δηλαδή ιρυύει 

  2 1

2 1

f(x ) - f(x )
| f ξ |    κ  κ

x  - x
      

 

2 1 2 1 1 2 1 2| f (x ) – f (x ) | κ | x – x | | f (x )  – f (x ) |   κ | x – x |    

 
 

B) Θα εταομόρξσμε ςημ ποόςαρη πξσ απξδείναμε ρςξ Α) για ςη ρσμάοςηρη g(x) ημx , x   

Ποάγμαςι η ρσμάοςηρη g(x) ημx  είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  με g (́x) ζυνx   και |ζυνx | 1  

για κάθε x . Δπξμέμχπ για κ 1  εταομόζεςαι η ποόςαρη πξσ απξδείναμε ρςξ A) εοώςημα 

ρύμτχμα με ςημ ξπξία για κάθε x,ψ  ιρυύει 

 | g(x)  – g ψ     x –  ψ | | ημx  ημψ x –  ψ |    .  
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Άσκηση 21.  
 
Να απξδείνεςε όςι  

i)   
1 1 1

 < ln(1 + ) <  ,  α>0
α + 1 α α

  

 

ii)  
ν ν

ν 1 ν 1α  - β

α - β
να νβ    για 0 α β  και 

*ν Ν  

 
 
Λύρη 
 

i) Για κάθε α 0  είμαι: 
1 1 1

 < ln 1 +  < 
α + 1 α α

 
 

 
 

1 α + 1 1
 < ln  < 

α + 1 α α

 
 

 
  

 

1 1
 < ln(α+1) - lnα < 

α + 1 α
  

1 ln(α+1) - lnα 1
 <  < 

α + 1 α+ 1 - α α
  (1) 

 

Η ποξπ απόδεινη ρυέρη (1) σπξδεικμύει Θ.Μ.Τ. για ςη ρσμάοςηρη f (x) ln x  με  x α,α 1   

Η f είμαι ρσμευήπ ρςξ (0, )  άοα και ρςξ  α,α 1 (0, )    και παοαγχγίριμη ρςξ  α,  α 1  

με 
1

f (x)
x

  .  

Ιρυύξσμ ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ f ρςξ  α,  α 1 , επξμέμχπ θα σπάουει 

ςξσλάυιρςξμ έμα  ξ α,  α 1   ςέςξιξ ώρςε 

 
f(α+1) - f(α) 1 1 α+1 1 1

f (ξ) ln α 1   lnα ln ln 1
(α+1) - α ξ ξ α ξ α

 
           

 
 (2) 

 

Όμχπ 0 α ξ α 1     ξπόςε 
(2)1 1 1 1 1 1

ln 1 + 
α+1 ξ α α+1 α α

 
     

 
  

 
 

ii) Η ποξπ απόδεινη ρυέρη σπξδεικμύει Θ.Μ.Τ. για ςη ρσμάοςηρη 
νg(x) x  με  x α,  β .  

H g είμαι πξλσχμσμική και ρσμεπώπ είμαι ρσμευήπ και παοαγχγίριμη ρςξ , ξπόςε είμαι 

ρσμευήπ ρςξ διάρςημα  α,β  και παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  με 
ν 1g (x) νx   . 

 

Ιρυύξσμ ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. για ςημ g ρςξ  α,β , επξμέμχπ θα σπάουει ςξσλάυιρςξμ 

έμα  ρ α,  β  ςέςξιξ ώρςε  
ν ν

ν 1f(β) - f(α) β  - α
f ρ νρ

β - α β - α

       (3) 

 

Όμχπ 0 α ρ β    ξπόςε 
ν ν(3)

ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 α  - β
α  ρ  β να  νρ  νβ   να  νβ

α - β

                
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Άσκηση 22.  
 

Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη f η ξπξία είμαι ξοιρμέμη και παοαγχγίριμη ρςξ , με ςημ f   

γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . Να απξδείνεςε όςι αμ 
x

l i m f (x)


    ςόςε και 
x

l i m f (x)


  . 

 
 
Λύρη 
 

Δίμαι 
x

l i m f (x)


   . Δπξμέμχπ η f   είμαι θεςική «κξμςά» ρςξ  , και ρσμεπώπ σπάουει 

αοιθμόπ β  «κξμςά»  ρςξ   ςέςξιξπ ώρςε  f β M 0     (1) 

 

H f ικαμξπξιεί ςιπ ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Τ. ρςξ διάρςημα [β,x]  για κάθε x β  ατξύ είμαι 

παοαγχγίριμη (άοα και ρσμευήπ) ρςξ  δηλαδή ρσμευήπ ρςξ [β,x]  και παοαγχγίριμη ρςξ 

(β,x) . Δπξμέμχπ:  

Υπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα ξ (β,x)  ςέςξιξ ώρςε 
f(x) - f(β)

f (ξ)
x - β

     (2)   

 

Όμχπ η f   είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ  και ξ β . Δπξμέμχπ:  

 

   
(1),(2) x βf(x) - f(β) 1 1

f ξ f β Μ 0 0
x - β f(x) - f(β) M(x - β)



         (3) 

 

Δπειδή 
x

l i m[Μ(x –  β)] 


  , θα είμαι και 
x

1
li m  0

M(x - β)

 , ξπόςε λόγχ ςηπ (3) και με ςη 

υοήρη ςξσ κοιςηοίξσ ςηπ παοεμβξλήπ θα είμαι 
x

1
li m 0

f(x) - f(β)

 .  

 

Θέςξσμε 
1

g(x) 0
f(x) - f(β)

  . Δίμαι 
x

l i m g(x) 0


  και για x   «κξμςά»  ρςξ   θα είμαι 

1
f (x) f (β)

g(x)
   

Οπόςε 
x x

1
li m f (x) li m f (β)

g(x) 

 
    

 
. 
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