
ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ ΣΟΤ ΔΙΑΓΩΝΙ΢ΜΑΣΟ΢ ΜΑΘ/ΚΩΝ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ 

΢ΣΟ 2ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ  (ΓΟΠ 1) 

 Θέμα 1ο : α) Σχολικό βιβλίο , ςελ.128 – 129 .                         β)   Σ   Λ   Λ   . 

 Θέμα 2ο α) Καταρχάσ , 𝐴𝑓 = 𝑅 . Επίςθσ , θ 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςτο 𝑅 , ωσ γινόμενο 

                           των παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων  𝑥 , 𝑒𝑥  , άρα και ςυνεχισ ςε αυτό . 

                           Ζτςι , 𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥 ∙ 𝑒𝑥 ′ = 𝑒𝑥 + 𝑥 ∙ 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 ∙  𝑥 + 1  . 

                           𝑓 ′ 𝑥 = 0
.
 . . .

.
 𝑥 + 1 = 0

.
 𝑥 = −1  . 

                           𝑓 ′ 𝑥 > 0
.
 . . .

.
 𝑥 + 1 > 0

.
 𝑥 > −1   . 

                     

                           Η  𝑓  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (−∞, 0]  και γν. αφξουςα ςτο [0, +∞)  

                           Παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο 𝑥0 = 1 , το 𝑓 1 = 𝑒 . 

                   β) Η 𝑓 ′  είναι παραγωγίςιμθ ςτο R , ωσ πράξεισ παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων 

                        Άρα 𝑓 ′′  𝑥 = ⋯ = 𝑒𝑥 ∙  𝑥 + 2   . 

                       𝑓 ′′  𝑥 = 0
.
 …

.
 𝑥 = −2  

                       𝑓 ′′  𝑥 > 0
.
 …

.
 𝑥 > −2  

                       

                      Η 𝑓 είναι κοίλθ ςτο (−∞, 2]  και κυρτι ςτο [2, +∞)  . 

                      Παρουςιάηει ςθμείο καμπισ (ς.κ.) ςτο  2  το 𝑓 2 = 2𝑒2  . 



             γ) Προφανϊσ θ 𝑓 δεν ζχει κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ , αφοφ δεν υπάρχουν  

                 ακραίεσ τιμζσ διαςτθμάτων του π.ο. , οφτε και ςθμεία αςυνζχειασ  . 

                𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

 𝒙 ∙ 𝒆𝒙 = −∞ ∙ 𝟎  (απροςδιοριςτία) 

                𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

 𝒙 ∙ 𝒆𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

 
𝑥
𝑒−𝑥

  = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

 
 𝑥 ′

 𝑒−𝑥 ′
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→−∞
 
𝟏

−𝒆−𝒙
  = 

𝟏

−∞
  = 0 

                 Άρα , θ ευκεία  𝑦 = 0  είναι  οριηόντια αςφμπτωτθ τθσ 𝑓  ςτο  −∞  . 

                 Επομζνωσ , δεν υπάρχει πλάγια αςφμπτωτθ τθσ 𝑓 , ςτο −∞  . 

                𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒙 ∙ 𝒆𝒙 = = +∞ ∙  +∞ = +∞ . Επομζνωσ , δεν υπάρχει οριηόντια 

                 αςφμπτωτθ ςτο  +∞ . 

                𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 
𝒇 𝒙 

𝒙
  = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
  
𝒙∙𝒆𝒙

𝒙
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
𝒆𝒙 = +∞  . Δεν υπάρχει , ςυνεπϊσ , πλάγια 

                 αςφμπτωτθ τθσ  𝑓 , ςτο  +∞  . 

          δ) Η γραφικι παράςταςθ τθσ  𝑓 : Παρατθροφμε , επίςθσ , ότι θ 𝑓 διζρχεται από 

             το ςθμείο  0, 𝑓 0  =  0,0  . Λαμβάνοντασ υπόψιν τα προθγοφμενα , ζχουμε: 

               

 

Θέμα 3ο : α) Παρατθροφμε ότι  𝑓 1 = ln 1 − 𝑎 ∙ 1 + 𝑎 = 0    

                     Άρα  𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 1  , ∀𝑥 ∈  0, +∞   . Επομζνωσ ,  θ 𝑓 παρουςιάηει  μζγιςτο 

                     ςτο  ςθμείο 𝑥0 = 1  , που είναι εςωτερικό του διαςτιματοσ  0, +∞   και  



                     ςτο οποίο θ  𝑓 είναι παραγωγίςιμθ . Από  Θ. Fermat  είναι 𝑓 ′ 1 = 0  . 

                     Όμωσ , 𝑓 ′ 𝑥 =  ln 𝑥 − 𝑎𝑥 + 𝑎 ′ =  
1

𝑥
 − 𝑎

.
   1 − 𝑎 = 0

.
 𝑎 = 1 

                β)  i)  Άρα  𝑓 ′ 𝑥   =
1−𝑥

𝑥
 , 𝑥 > 0 .   

                      

                β)  ii) Η ανίςωςθ παίρνει τθ μορφι : ln 𝜆2 + 2 − ln 2𝜆2 + 1 < 1 − 𝜆2 , 

                      θ οποία ζχει νόθμα , αφοφ 𝜆2 + 2 > 0   και   2𝜆2 + 1 > 0   . 

                      Παρατθροφμε ότι 𝑓 𝜆2 + 2 = ln 𝜆2 + 2 −  𝜆2 + 2 + 1 

                      𝑓 2𝜆2 + 1 = ln 2𝜆2 + 1 −  2𝜆2 + 1 + 1    .   Οπότε , 

                      𝑓 𝜆2 + 2 − 𝑓 2𝜆2 + 1 = ⋯ = ln 𝜆2 + 2 − ln 2𝜆2 + 1 − 1 + 𝜆2 

                      Η αρχικι ανίςωςθ παίρνει λοιπόν , ιςοδφναμα, τθ μορφι : 

                      𝑓 𝜆2 + 2 − 𝑓 2𝜆2 + 1 < 0
.
 𝑓 𝜆2 + 2 < 𝑓 2𝜆2 + 1     (1) . 

                      Επειδι  𝜆2 + 2 ≥ 2 > 1    και  2𝜆2 + 1 ≥ 1  , θ 𝑓 είναι  γν. φκίνουςα , 

                      άρα  θ (1) γράφεται , ιςοδφναμα ,  𝜆2 + 2 > 2𝜆2 + 1
…
 0 > 𝜆2 − 1    .  

                      Τελικά , θ ανίςωςθ ιςχφει για −1 < 𝜆 < 1  . 

Θέμα 4ο:  α) Καταρχάσ , θ 𝑓  ωσ παραγωγίςιμθ ςτο [0, +∞) , είναι και ςυνεχισ ςε 

                     αυτό . Άρα , είναι ςυνεχισ και ςε κάκε υποςφνολό του , τθσ μορφισ 

                      0, 𝑥  , 𝑥 ∈  0, +∞  . Προφανϊσ , θ 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, 𝑥) . 



                      Ιςχφουν  , λοιπόν , οι προχποκζςεισ του Θ.Μ.Τ. , δθλ. υπάρχει 𝜉 ∈  0, 𝑥  

                     τζτοιο ϊςτε  
𝑓 𝑥 −𝑓 0 

𝑥−0
 = 𝑓 ′ 𝜉 

.
   

𝑓 𝑥 

𝑥
  = 𝑓′ 𝜉  

.
 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑓 ′ 𝜉   

                      𝑓 0 = 0   .  

                    β) Καταρχάσ , θ 𝑔 είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, +∞) , ωσ λόγοσ των  

                    παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων 𝑓 𝑥   και  𝑥 . 

                    Άρα  𝑔′ 𝑥 = 
𝑥∙𝑓 ′  𝑥 −𝑓 𝑥 

𝑥2  = 
𝑥∙𝑓 ′  𝑥 −𝑥∙𝑓 ′  𝜉 

𝑥2   , αφοφ  ∀𝒙 ∈  0, +∞  ,  

                   υπάρχει 𝜉 ∈  0, 𝑥  τζτοιο ϊςτε να ιςχφει το ςυμπζραςμα του α) ηθτοφμενου. 

                   Οπότε ,  𝑔′ 𝑥 = 
𝑥∙ 𝑓 ′  𝑥 −𝑓 ′  𝜉  

𝑥2    . 

               Από τα δεδομζνα ζχουμε ότι θ 𝑓 είναι κυρτι , δθλ. θ 𝑓 ′  είναι γν.αφξουςα 

                   ςτο  [0, +∞). Ζτςι ,   0 < 𝜉 < 𝑥
.
 𝑓 ′ 𝜉 < 𝑓 ′ 𝑥 

.
 0 < 𝑓 ′ 𝑥 − 𝑓 ′ 𝜉  και 

                   𝑥 > 0 
.
  𝑥2 > 0 . Άρα , 𝑔′ 𝑥 > 0

.
  θ 𝑔 είναι γν.αφξουςα ςτο (0, +∞). 

                   γ) Αφοφ θ 𝑔 είναι γν.αφξουςα και ςυνεχισ ςτο (0, +∞) , κα ιςχφει ότι : 

                   𝒈  𝟎, +∞  =  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈 𝒙 , 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈 𝒙    . 

                      Ζχουμε λοιπόν : 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 
𝒇 𝒙 

𝒙
 = 

0

0
  (απροςδιοριςτία) 

                   (Εξιγθςθ : Ο παρονομαςτισ τείνει προφανϊσ ςτο 0 . Ο αρικμθτισ τείνει 

                   ςτο  𝒇 𝟎 = 𝟎 ,   επειδι θ 𝑓 είναι ςυνεχισ και ςτο 0 (ωσ παραγωγίςιμθ ςτο 

                    0, +∞  ) . Από D.L.H.   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 
𝒇 𝒙 

𝒙
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+
 
𝒇′  𝒙 

 𝒙 ′
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+
 𝒇′ 𝒙 = 𝒇′ 𝟎 = 𝟎 , 

                   λόγω τθσ ςυνζχειασ τθσ  𝒇′  ςτο  0, +∞  . 

                  Επίςθσ ,  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 
𝒇 𝒙 

𝒙
  = 

+∞

+∞
  (απροςδιοριςτία) . 

                  Εξιγθςθ : Από τα δεδομζνα του γ) ηθτοφμενου , ζχουμε 𝒇 𝑫𝒇 = [𝟎, +∞) . 

                  Όμωσ θ 𝒇′  είναι γν.αφξουςα ςτο  0, +∞  και 𝒇′ 𝟎 = 𝟎
.
 𝒇′ 𝒙 > 𝒇′ 𝟎 = 𝟎. 

                  Άρα θ 𝒇 είναι γν.αφξουςα ςτο  0, +∞  και ςυνεχισ ςτο 0, άρα ςυνεχισ ςτο 



                  0, +∞   και γν.αφξουςα ς’αυτό. Ζτςι, 𝒇 𝑫𝒇 =  𝟎, +∞ = [𝒇 𝟎 , 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒇 𝒙 ) 

                 Δθλαδι , 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒇 𝒙 = +∞  . Επίςθσ  , το x του παρονομαςτι τείνει ςτο +∞ . 

                Ζχουμε λοιπόν ,    𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝑔 𝑥 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 
𝒇 𝒙 

𝒙
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
 
𝒇′  𝒙 

 𝒙 ′
  = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
𝒇′ 𝒙 = 𝟐 , 

                από τα δεδομζνα του γ) ηθτοφμενου , άρα  𝒈  𝟎, +∞  =  𝟎, 𝟐   . 


