
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

1) Να υπολογίςετε τα ολοκλθρώματα : 

       𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 +  𝒙 𝒅𝒙
𝟐

𝟎
     ,       

𝟏

𝒙𝟑
+

𝟐

 𝒙
 

𝟒

𝟏
𝒅𝒙     ,      

𝒅𝒙

 𝒙
𝟑

𝟑

𝟏
    ,     𝜺𝝋𝒙 𝒅𝒙

𝝅

𝟒
𝝅

𝟑

 

      𝒙𝟑𝒆𝒙
𝟐
 𝒅𝒙

𝟏

𝟎
     ,      𝜼𝝁𝟑𝒙 𝒅𝒙

𝝅

𝟎
    ,     𝜺𝝋𝟐𝒙 𝒅𝒙

𝝅

𝟒
𝟎

    ,     
𝒆𝒙

𝒆𝟐𝒙−𝒆𝒙−𝟐
 𝒅𝒙

𝟏

𝟎
    , 

      
𝜼𝝁𝒙

𝜼𝝁𝟐𝒙+𝝈𝝊𝝂𝒙+𝟏

𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙  ,   
𝟐𝒙𝟑−𝟑𝒙𝟐−𝟒𝒙+𝟐

𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟐

𝟒

𝟑
 𝒅𝒙  ,  𝒙𝝂𝒆

𝟏
𝒍𝒏𝒙 𝒅𝒙  ,  𝒙𝟐𝜼𝝁𝒙 𝒅𝒙

𝝅

𝟎
 

      𝒍𝒏 𝒙 +  𝒙𝟐 + 𝟏  𝒅𝒙
𝟏

𝟎
     ,      

𝟐𝒆𝟑𝒙−𝟓𝒆𝟐𝒙

𝒆𝟐𝒙−𝟓𝒆𝒙+𝟔
 𝒅𝒙

𝟏

𝟎
    ,     𝒆 𝒙 𝒅𝒙

𝟒

𝟏
    ,    

𝒙 𝒅𝒙

𝜼𝝁𝟐𝒙

𝝅

𝟐
𝝅

𝟒

   

      𝒙 𝟏 − 𝒙 𝟖 𝒅𝒙
𝟏

𝟎
     ,      𝒆𝒙 𝝈𝝊𝝂𝒙 − 𝜼𝝁𝒙  𝒅𝒙

𝝅

𝟎
    ,     

𝜼𝝁 
𝟏

𝒙
 

𝒙𝟐
 𝒅𝒙

𝟔

𝝅
𝟑

𝝅

 

2) Δίνεται ςυνάρτθςθ 𝒇 , παραγωγίςιμθ ςτο R , για τθν οποία ιςχφει  

     𝒇′ 𝒙 = 𝟐𝒙𝒆−𝒇(𝒙)  ,∀𝒙 ∈ 𝑹 . Να βρεκεί θ 𝒇 , αν δοκεί ότι 𝒇 𝟎 = 𝟏  . 

3) Για τθ ςυνάρτθςθ 𝒈 ιςχφουν 𝒈 𝟐 = 𝟏𝟎  και  𝒈′ 𝒙 + 𝒙𝟑 = 𝟖𝒙 ,∀𝒙 ∈ 𝑹 

     Να υπολογίςετε τον αρικμό 𝒈 𝟎  . 

4) Για μία ςυνάρτθςθ 𝒇:𝑹 → 𝑹 ,  ιςχφει 𝒇′ 𝒙 𝒇 𝒙 = 𝒆𝒙 + 𝟐𝒙   , ∀𝒙 ∈ 𝑹  

     και 𝒇 𝟎 = 𝟐 . Να βρεκεί θ ςυνάρτθςθ 𝒇 . 

5) Να βρεκεί θ ςυνάρτθςθ 𝒇:  𝟎, +∞ → 𝑹 , αν  ∀𝒙 ∈ 𝑹  ιςχφει ότι 

     𝒇′ 𝒆𝒙 = 𝒙 + 𝟏  και  θ 𝑪𝒇 διζρχεται από το ςθμείο 𝜜(𝒆,−𝒆) .   Ζπειτα ,     

     να δειχκεί πωσ θ 𝒇  δεν ζχει ς.κ.  .                                                          

6) Να βρεκεί θ ςυνάρτθςθ 𝒇:  𝟎, +∞  , όταν για κάκε x > 0  ιςχφει 𝒇′′  𝒙 = 
𝟏

𝒙𝟐
   , 

     𝒇 𝟏 = 𝟐  και     𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 
𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝟏 . 

7) Μία ςυνάρτθςθ 𝒇  παραγωγίςιμθ ςτο R , για τθν οποία ιςχφει ότι 

     𝒇′ 𝒙 = 𝒙 ∙  𝒙𝟐 + 𝟏 𝒆𝒙
𝟐−𝒇(𝒙)  ,∀𝒙 ∈ 𝑹 . Αν 𝒇 𝟎 = 𝟎 . 

     Να βρεκεί ο τφποσ τθσ . 



8) Αν  𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝟓  ,
𝟑

−𝟐
    𝒇(𝒙)

𝟑

𝟐
𝒅𝒙 = 𝟒  και  𝒇(𝒙)

𝟏𝟎

𝟐
𝒅𝒙 = 𝟖 , να βρείτε 

     τα ολοκλθρώματα :   𝒇 𝒙 
𝟐

−𝟐
𝒅𝒙   ,    𝒇(𝒙)

𝟏𝟎

𝟑
𝒅𝒙   ,    𝒇(𝒙)

𝟏𝟎

−𝟐
𝒅𝒙  . 

9) Να υπολογίςετε το ολοκλιρωμα    𝒙 − 𝟏 +  𝟐𝒙 − 𝟏 + 𝒙 
𝟐

−𝟐
𝒅𝒙  

10)Ομοίωσ το  𝒇 ∘ 𝒈 (𝒙)
𝟐𝒆

𝟏
𝒅𝒙  , με 𝒇 𝒙 =  𝒙 , 𝒈 𝒙 = 𝒍𝒏𝟐𝒙 − 𝟐𝒍𝒏𝒙 + 𝟏  

11) Να υπολογιςτεί το ολοκλιρωμα  𝒇(𝒙)
𝝅

−𝟐
𝒅𝒙  ,  όταν 

                              𝒆𝒙  , 𝜶𝝂  𝒙 < 𝟎   

           𝒇 𝒙 =  

                              𝒙𝝈𝝊𝝂𝒙 + 𝟏   , 𝜶𝝂  𝒙 ≥ 𝟎    . 

12)i) Ζςτω θ 𝒇 είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο *-α , α+  , α > 0 . Να δείξετε ότι: 

        α) Αν θ 𝒇 είναι άρτια , τότε  𝒇(𝒙)
𝜶

−𝜶
𝒅𝒙 = 𝟐 𝒇(𝒙)

𝒂

𝟎
𝒅𝒙 . 

        β) Αν θ 𝒇 είναι περιττι , τότε  𝒇(𝒙)
𝜶

−𝜶
𝒅𝒙 = 𝟎 . 

     ii) Αν θ 𝒇:𝑹 → 𝑹 είναι περιοδικι , τότε  𝒇(𝒙)
𝜶+𝜯

𝜶
𝒅𝒙 =  𝒇(𝒙)

𝜯

𝟎
𝒅𝒙 , όπου Τ  

          είναι θ περίοδοσ τθσ ςυνάρτθςθσ . 

13) Δίνονται τα ολοκλθρώματα 𝜤 =  
𝜼𝝁𝒙

𝜼𝝁𝒙+𝝈𝝊𝝂𝒙
𝒅𝒙

𝝅

𝟐
𝟎

  και 𝑱 =  
𝝈𝝊𝝂𝒙

𝜼𝝁𝒙+𝝈𝝊𝝂𝒙

𝝅

𝟐
𝟎

𝒅𝒙 

    α) Να αποδείξετε ότι I = J . 

    β) Να βρεκοφν τα I  και J  .  

14) Αφοφ αποδειχκεί ότι θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟓 + 𝒙𝟑 + 𝒙 ζχει 

       αντίςτροφθ , να υπολογιςτεί το ολοκλιρωμα  𝒇−𝟏 𝒙 
𝟑

𝟎
𝒅𝒙  . 

15) Ζςτω ςυνάρτθςθ 𝒇:𝑹 → 𝑹 με ςφνολο τιμών το R , θ οποία είναι 

       παραγωγίςιμθ ςτο R και ιςχφει 𝒇𝟑 𝒙 + 𝒇 𝒙 = 𝒙  , ∀𝒙 ∈ 𝑹 . 

       Να υπολογίςετε το ολοκλιρωμα  𝒇 𝒙 
𝟐

𝟎
𝒅𝒙  . 

16) Ζςτω 𝒇: [𝟎, +∞) → 𝑹 μία ςυνάρτθςθ , με 𝒇 𝟎 = 𝟏 , παραγωγίςιμθ 

       ςτο  *0 , + ∞ ) και ιςχφει 𝒙𝒇′ 𝒙 =  𝒇(𝒕)
𝟏

𝟎
𝒅𝒕 + 𝒇 𝒙   , ∀𝒙 ∈ [𝟎, +∞)  . 

       Να βρείτε τον τφπο τθσ 𝒇  . 

 

 



17) Δίνεται ότι 𝒇′ 𝒙 + 𝒇𝟑 𝒙 = 𝒇𝟐(𝒙)  ,  με 𝒇 𝒙 ≠ 𝟎  , ∀𝒙 ∈ 𝑹  και 

       𝒇 𝟎 = 𝒇 𝟏  .  Να βρείτε το  𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎
𝒅𝒙  . 

18)Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ 𝒇:𝑹 → 𝑹 για τθν οποία ιςχφει 𝒇 𝟏 = 𝟐.  

      Να αποδείξετε ότι   𝒇𝟐(𝒙)
𝟐

𝟎
𝒅𝒙 > 6 𝒇(𝒙)

𝟐

𝟎
𝒅𝒙 − 𝟏𝟖  . 

                                                             𝒙𝒙  , 𝒙 > 0 

19) Για τθ ςυνάρτθςθ  𝒇 𝒙 =                                να δειχκεί ότι      

                                                              𝟏  ,   𝒙 = 𝟎    

        𝒆−
𝟏

𝒆 ≤  𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎
𝒅𝒙 ≤ 𝟏   . 

20) Δίνεται θ 𝒇:𝑹 → 𝑹  , μία ςυνάρτθςθ με 𝒇′   ςυνεχι ςτο R με 𝒇 𝟎 = 𝟏 , 

       θ οποία είναι κυρτι . Να δείξετε ότι : 

     α) 𝒇 𝒙 ≤ 𝒙𝒇′ 𝒙 + 𝟏   , ∀𝒙 ≥ 𝟎   . 

     β)  𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎
𝒅𝒙 <  

𝟏+𝒇(𝟏)

𝟐
    . 

21) Αν θ ςυνάρτθςθ g ζχει τθ δεφτερθ παράγωγο ςυνεχι ςτο R , παρου- 

      ςιάηει ακρότατο ςτο Α(0 , 2) και θ 𝑪𝒈 εφάπτεται ςτον χ΄χ , ςτο x0 = 2 , 

      να δείξετε ότι  
𝟏

𝒆𝒙
[𝒈 𝒙 − 𝒈′′  𝒙 ]

𝟐

𝟎
𝒅𝒙 = 𝟐  . 

22) Αν θ F(x) είναι αρχικι τθσ 𝒇 𝒙 =
𝟏

𝟏+𝒙𝟐
  με  F(1) = 0 , να υπολογιςτεί το 

       ολοκλιρωμα  𝜤 =  𝑭(𝒙)
𝟏

𝟎
𝒅𝒙  . 

23) Να αποδειχκεί θ ανίςωςθ  𝒙𝒙𝟏
𝟏

𝟐𝒆

𝒅𝒙 ≥ 𝒆−
𝟏

𝒆  𝟏 −
𝟏

𝟐𝒆
   . 

24) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 𝒆𝒙 − 𝒙 − 𝟏  

     i . Να μελετιςετε τθν 𝒇 ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα . 

     ii . Να αποδείξετε ότι   𝒆𝒙
𝟐𝟐

−𝟏
𝒅𝒙 ≥ 𝟔  . 

25) Να αποδείξετε ότι  𝟐 ≤ 𝒆𝟐𝝂𝟐  𝒙 ∙ 𝒆−𝝂𝒙
𝟐

𝝂
𝟏

𝝂

𝒅𝒙 ≤ 𝒆  ,   𝝂 ∈ 𝜨∗  . 

26) Να υπολογίςετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τθ γρα- 

      φικι παράςταςθ τθσ 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑 − 𝒙  , τον άξονα χ΄χ και τισ ευκείεσ 

       x = -2  ,  x = 2  . 

27) Να υπολογιςτεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τθ 𝑪𝒇  

                                                          𝒆𝒙   ,   𝒙 ≤ 𝟎 

       τθσ ςυνάρτθςθσ  𝒇 𝒙 =                                    , τισ ευκείεσ  x = -1  ,  x = 2 

                                                          𝟏 − 𝒙   , 𝒙 > 𝟎   

        και τον άξονα χ΄χ . 



28) Να υπολογιςτεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τισ γρα- 

      φικζσ παραςτάςεισ τθσ  𝒇 𝒙 =  
𝟐

𝒙𝟐
   𝜿𝜶𝜾 𝝉𝜼𝝇  𝒈 𝒙 = 𝟑 − 𝒙𝟐  , ςτο 

       ίδιο ςφςτθμα αξόνων . 

29) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 
𝟏

𝒙
 – 𝟑  ,𝝁𝜺 𝒙 > 𝟎  . 

     i. Να βρεκεί το εμβαδό που περικλείεται από τθν 𝑪𝒇 , τθν εφαπτόμενι 

         τθσ ςτο ςθμείο Α(1 , -2) και τον άξονα χ΄χ . 

     ii. Να βρεκεί θ ευκεία x = α , που χωρίηει το παραπάνω εμβαδό ςε δφο 

         ιςοδφναμα χωρία . 

30) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 𝒍𝒏(𝒙 +  𝒙𝟐 + 𝟏)  . 

     i. Να μελετθκεί ωσ προσ τθ μονοτονία και τθν κυρτότθτα . 

    ii. Να αποδείξετε ότι θ 𝒇  αντιςτρζφεται και ςτθ ςυνζχεια να κάνετε τισ 

        γραφικζσ παραςτάςεισ των  𝒇  , 𝒇−𝟏  ςτο ίδιο ςφςτθμα αξόνων . 

   iii. Να βρεκεί το εμβαδό που περικλείεται από τθν 𝑪𝒇 , τθ 𝑪𝒇−𝟏, τθν y = 1   

         και τθν x = 1 . 
 
31) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 𝒆−𝒙  . 

     i. Να βρείτε τθν εφαπτόμενθ (ε) τθσ 𝒇 , που διζρχεται από το (0 , 0) . 

    ii. Να βρεκεί το εμβαδό Ε(α) , χωρίου Ω , που περικλείεται από τθ 𝑪𝒇 , 

        τθν (ε) , τον άξονα χ΄χ και τθν ευκεία  x = α  , α > 0 . 

    iii. Να βρείτε το όριο     𝐥𝐢𝐦
𝜶→+∞

 𝜠(𝜶) . 

     iv. Αν το α ελαττώνεται με ρυκμό 3μον/sec  , να βρείτε το ρυκμό  

          μεταβολισ του Ε(α) , τθ ςτιγμι που είναι α = 1 . 
 

32) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  𝒇 𝒙 = 
𝟐𝒙𝟑−𝒙𝟐+𝒙−𝟏

𝒙𝟐
   με  x > 0  . 

     i. Να βρεκεί θ αςφμπτωτθ (ε) τθσ 𝑪𝒇  ςτο +∞ . 

    ii. Να βρεκεί το εμβαδό Ε του χωρίου που περικλείεται από τθν 𝑪𝒇 ,  

         τθν ευκεία (ε) και τισ ευκείεσ  x = 1 και x = α , με α > 1 . 

    iii. Αν το α αυξάνεται με ρυκμό 4 μον/sec , να βρείτε το ρυκμό  

         μεταβολισ του εμβαδοφ Ε , ωσ προσ το χρόνο , τθ χρονικι ςτιγμι 

         που είναι α = 2 . 

33) Ζςτω 𝒇 ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο *1 , 4+ , τζτοια ώςτε  𝒇(𝒙)
𝟒

𝟏
𝒅𝒙 = 𝟏𝟐 . 

       Δείξτε ότι υπάρχει 𝝃 ∈  𝟏,𝟒  τζτοιο ώςτε 𝒇 𝝃 = 𝟐𝝃 − 𝟏 . 

 



34) Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ 𝒇:𝑹 → 𝑹 και ζςτω 𝑭μία παράγουςα 

       τθσ 𝒇 ςτο R , με  F(1) = 0 και ιςχφει  𝒙 − 𝟐 𝑭 𝒙 ≤ 𝒆𝒙−𝟐 − 𝒙 + 𝟏  , 

       για κάκε 𝒙 ∈ 𝑹 . 

    α) Να βρείτε το  𝒇(𝒕)
𝟐

𝟏
𝒅𝒕  . 

    β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ζνα τουλάχιςτον 𝝃 ∈ (𝟏,𝟐) ώςτε 

         𝒇 𝝃 + 𝑭 𝝃 = 𝟎   . 

35) Δίνεται ςυνεχισ και γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ 𝒇:𝑹 → 𝑹 . Ζςτω F 

       μία αρχικι ςυνάρτθςθ τθσ 𝒇  ςτο R , ώςτε θ εφαπτόμενθ τθσ 𝑪𝑭 ςτο 

       Μ(0 , F(0)) , να ζχει εξίςωςθ 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟒 = 𝟎 . 

    i. Να βρείτε τισ τιμζσ F(0) και 𝒇(𝟎) . 

    ii. Να βρείτε τθν κυρτότθτα τθσ F . 

   iii. Να αποδείξετε ότι F(3) + F(-7) > 0 . 

   iv. Να αποδείξετε ότι F(x + 2) – F(x) > 4  , για κάκε x > 0 . 

 

36)  Ζςτω 𝒇 ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο *0 , +∞) και F μία παράγουςα τθσ 𝒇  

       ςτο *0 , +∞)  , 𝑭 𝟎 = 𝒇 𝟎 = 𝟏  και F(x) > 0  ∀𝒙 ∈ [𝟎, +∞) . 

        Αν ιςχφει  𝒇′ 𝒙 𝑭 𝒙 <  𝑭 𝒙  𝟐  , ∀𝒙 > 0  , τότε να αποδείξετε ότι 

        𝑭 𝒙 ≤ 𝒆𝒙 , ∀𝒙 ≥ 𝟎  . 

 

37) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 𝒆𝒙
𝟐
  και F μία παράγουςα τθσ 𝒇 ςτο R , 

       με F(1) = 0 . 

     i. Να λφςετε τθν εξίςωςθ 𝟐𝑭 𝒙 = 𝒇 𝒙 − 𝒆  

     ii. Αν  Ε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τθ γραφικι  

         παράςταςθ τθσ 𝒇 , τουσ άξονεσ χ΄χ , y΄y και τθν ευκεία x = 1 , να  

         δείξετε ότι  𝜠 > 
𝒆−𝟏

𝟐
  . 


