
ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ – ΢ΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗ΢ – DE LϋHOSPITAL 

               +  ΜΕΛΕΣΗ ΚΑΙ ΧΑΡΑΞΗ ΓΡΑΦΙΚΗ΢ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Η΢ 

1) Να βρεκοφν τα ακρότατα και τα ςθμεία καμπισ των ςυναρτιςεων : 

                                                                                                   𝒙𝟐 + 𝒙  ,   𝒙 ≥ 𝟎                                                                                                                          

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟔 − 𝟏𝟎𝒙𝟒 + 𝟑   ,  𝒈 𝒙 = 
𝒙𝟑

𝒙𝟐−𝟏
  ,  𝒉 𝒙 = 

                                                                                                 −𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝒙  , 𝒙 < 𝟎     

 

2) Να βρεκεί ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων καμπισ τθσ οικογζνειασ 

     ςυναρτιςεων  𝒇 𝒙 = 𝟐𝝀𝒆𝒙 − 𝒙𝟐   ,   𝝀 > 0   . 

3) Να βρεκοφν οι τιμζσ του 𝜷 ∈ 𝑹  ϊςτε θ  𝒇 𝒙 = 𝒙𝟒 + 𝜷𝒙𝟑 +
𝟑

𝟐
𝒙𝟐 + 𝟏  να 

     είναι κυρτι ςτο 𝑹 . Παρουςιάηει τότε θ 𝒇 ςθμείο καμπισ ; 

4) Να βρεκεί το 𝜶 ∈ 𝑹  ϊςτε θ   𝒇 𝒙 = 
𝒙𝟒

𝟏𝟐
−

𝜶𝟐𝒙𝟑

𝟑
−

𝜶𝒙𝟐

𝟐
− 𝟑𝒙 + 𝟏  να        

     ζχει ςθμείο καμπισ ςτο  𝒙𝟎 = 𝟏  . 

5) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 𝒙 ∙ 𝜼𝝁𝒙  , 𝒙 ∈ 𝑹 . Να δειχκεί ότι θ 𝑪𝒇 ζχει 

     μοναδικό ςθμείο καμπισ ςτο  𝟎,
𝝅

𝟐
   . 

6) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇 𝒙 = 𝐥𝐧 𝐥𝐧𝒙   . 

    i)  Να δείξετε ότι θ 𝒇  είναι κοίλθ  . 

    ii) Να βρείτε τθν εφαπτόμενθ τθσ 𝑪𝒇   ςτο  𝒙𝟎 = 𝒆  . 

    iii) Να δείξετε ότι  𝐥𝐧 𝐥𝐧𝒙 ≤ 
𝒙

𝒆
 – 𝟏     ,    ∀ 𝒙 > 1  . 

7)  Ζςτω μία ςυνάρτθςθ 𝒇  ςυνεχισ ςτο [𝟎, 𝟑] και δφο φορζσ παραγωγίςιμθ 

      ςτο  𝟎, 𝟑   και ιςχφει  𝒇𝟐 𝒙 + 𝟐𝒇 𝒙 + 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟏 = 𝟎  ,   ∀𝒙 ∈  𝟎, 𝟑   . 

    i) Να δείξετε ότι θ 𝒇 δεν παρουςιάηει ςθμεία καμπισ . 

    ii) Να βρείτε τον τφπο τθσ 𝒇 και τα ακρότατά τθσ . 

 

 



8) Ζςτω 𝒇: [𝟎, +∞) → 𝑹  ςυνάρτθςθ , δφο φορζσ παραγωγίςιμθ , για τθν 

     οποία ιςχφουν : 𝒇 𝟎 = −𝟏  , 𝒇′ 𝟎 = 𝟏  και  𝒇′′ (𝒙) > 0  ςτο  [𝟎, +∞)  . 

   i) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτόμενθσ τθσ 𝑪𝒇 ςτο  𝟎, 𝒇(𝟎)  . 

   ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβϊσ ζνα ακριβϊσ 𝒙𝟎 > 0  , τζτοιο ϊςτε 

        𝒇 𝒙𝟎 = 𝟎  . 

9) Ζςτω 𝒇 μία ςυνάρτθςθ παραγωγίςιμθ ςτο 𝑹 , με πεδίο τιμϊν το 𝑹 , για 

     τθν οποία υποκζτουμε ότι 𝒇 𝒙 + 𝒆𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟏   , ∀𝒙 ∈ 𝑹  . 

  α) Να αποδείξετε ότι : 

     i) θ  𝒇  είναι γνθςίωσ αφξουςα  

     ii) θ εξίςωςθ 𝒙 + 𝒆𝒙 = 𝟏  ζχει μοναδικι ρίηα το 0 . 

     iii) θ 𝒇 ζχει μοναδικι ρίηα το 0 

      iv) θ 𝒇 ςτρζφει τα κοίλα κάτω ςτο 𝑹 . 

   β) Bρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτόμενθσ τθσ 𝑪𝒇 ςτο ςθμείο τθσ  𝟎, 𝒇(𝟎)  

        και ζπειτα να αποδείξετε ότι 𝒇 𝒙 ≤ 𝒙   , ∀𝒙 ∈ 𝑹 . 

    γ) Να αποδείξετε ότι θ 𝒇 είναι αντιςτρζψιμθ και να βρείτε τθν  

         αντίςτροφι τθσ . 

10) Αν για τθ ςυνάρτθςθ 𝒇  υπάρχει θ 𝒇′′   ∀𝒙 ∈  −𝟐, 𝟐   και ιςχφει θ ςχζςθ 

       𝒇𝟐 𝒙 − 𝟐𝒇 𝒙 + 𝒙𝟐 − 𝟑 = 𝟎   , ∀𝒙 ∈  −𝟐, 𝟐   , τότε δεν υπάρχει 

       ςθμείο καμπισ για τθν 𝒇  . 

11) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇  , με τφπο 𝒇 𝒙 = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝜶𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 − 𝟐 . 

       Για ποιεσ τιμζσ του α ςτρζφει θ 𝒇 τα κοίλα πάνω ; 

12) Να βρεκεί το 𝝀 ∈ 𝑹 , ϊςτε θ 𝒇 𝒙 = 
𝒙𝟒

𝟏𝟐
−

𝝀𝟐𝒙𝟑

𝟑
−

𝝀𝒙𝟐

𝟐
 – 𝟑𝒙 + 𝟏   να 

       ζχει ςθμείο καμπισ ςτο 𝒙𝟎 = 𝟏 .  

13) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇  , με τφπο 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝜼𝝁𝒙   𝝁𝜺 𝑨𝒇 = 𝑹 .  

       Να δείξετε ότι θ εφαπτόμενθ ςε οποιοδιποτε ςθμείο  𝒙𝟎, 𝒇(𝒙𝟎)   τθσ 

        𝑪𝒇  , δεν ζχει άλλα κοινά ςθμεία με τθν 𝑪𝒇  . 



14) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇  , με τφπο 𝒇 𝒙 = (𝒙 + 𝟏) 𝐥𝐧𝒙  .  

       α) Να μελετθκεί ωσ προσ κυρτότθτα και ς.κ. . 

       β) Να βρεκεί θ εφαπτόμενθ τθσ 𝒇  ςτο ςθμείο με τετμθμζνθ 𝒙𝟎 = 𝟏 . 

       γ) Να δείξετε ότι 
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 𝒙 <

𝒙−𝟏
𝒙+𝟏 

  ∀𝒙 ∈  𝟎, 𝟏   . 

15) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝒇  , με τφπο 𝒇 𝒙 = 𝒆𝒙 +
𝒙𝟐

𝟐
− 𝟏 . 

   α) Να δείξετε ότι θ 𝒇  είναι κυρτι ςτο R . 

   β) Να βρεκεί θ εφαπτόμενθ τθσ 𝑪𝒇 ςτο  0 . 

    γ) Να δείξετε ότι 𝒆𝒙 ≥ −
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒙 + 𝟏    ∀𝒙 ∈ 𝑹 . 

 

16) Να αποδείξετε τισ επόμενεσ προτάςεισ : 

   α) Αν μία ςυνάρτθςθ  𝒇: 𝑹 → 𝑹 είναι κυρτι ςτο R και παρουςιάηει τοπικό 

       ακρότατο ςε ζνα ςθμείο 𝒙𝟎 , τότε παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο 𝒙𝟎  . 

   β) Αν μία ςυνάρτθςθ 𝒇  είναι παραγωγίςιμθ ςτο R και το 𝒇(𝒙𝟎) είναι τ.α. , 

        τότε το 𝒙𝟎 δεν είναι ς.κ. . 

    γ) Αν θ ςυνάρτθςθ 𝒇: 𝑹 → 𝑹 είναι κυρτι και ζχει δφο ρίηεσ  𝒙𝟏, 𝒙𝟐 , να 

         δείξετε ότι θ 𝒇 𝒙 < 0  ∀𝑥 ∈   𝒙𝟏, 𝒙𝟐  . 

         Επίςθσ , να δείξετε ότι θ  𝒇 δεν μπορεί να ζχει τρείσ ρίηεσ . 

 

17) Η ςυνάρτθςθ 𝒇: 𝑹 → 𝑹 με 𝟐𝒙𝟐 ≤ 𝒇 𝒙 ≤ 𝒙𝟒 + 𝟏   ∀𝒙 ∈ 𝑹 , είναι 

       παραγωγίςιμθ ςτο R  . 

    α) Να βρείτε τθν εφαπτόμενθ τθσ 𝑪𝒇 ςτο 𝒙𝟎 = 𝟏  . 

    β) Να δείξετε ότι θ 𝒇  δεν είναι κοίλθ . 

 

 

 

 



18) (Θζμα Πανελλθνίων Εξετάςεων 1997) : 

       Ζςτω ςυνάρτθςθ 𝒇  δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο R , με 𝒇(𝒙) > 0  και 

       𝒇′′  𝒙 ∙ 𝒇 𝒙 >  𝒇′ 𝒙  𝟐  , ∀𝒙 ∈ 𝑹 . Να αποδείξετε ότι: 

     α) Η ςυνάρτθςθ 𝝋 𝒙 = 
𝒇′ (𝒙)

𝒇(𝒙)
  είναι γνθςίωσ μονότονθ  . 

     β) ∀ 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑹  ιςχφει ότι :   𝒇  
𝒙𝟏
𝟐

+
𝒙𝟐
𝟐
    ≤  𝒇(𝒙𝟏) ∙ 𝒇(𝒙𝟐)    . 

19) Η ςυνάρτθςθ 𝒇: 𝑹 → 𝑹 είναι παραγωγίςιμθ , με  𝒇 𝟎 = 𝒇′ 𝟎 = 𝟎  και 

        𝒇′′  𝟎 = 𝟑 , με 𝒇′′ ςυνεχι ςτο 0 . Να υπολογίςετε τα όρια : 

        𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙)+𝒙𝟐

𝒙𝜼𝝁𝒙+ 𝝈𝝊𝝂𝒙−𝟏
        ,        𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎

𝒙 𝒇(𝒙)+𝒙𝟐 

𝒙−𝜼𝝁𝒙
 

 

20) Να βρείτε τα όρια :         𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟑𝒙+𝟐 𝐥𝐧𝒙

𝒙+ 𝐥𝐧𝒙
         ,       𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝒆𝒙+𝒙𝟐

𝒙𝟐−𝒙+𝟏
     , 

         𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒍𝒏𝒙 − 𝒙      ,     𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝒙𝟐 𝐥𝐧 𝒙         ,       𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

 𝟏 + 𝒙 𝝈𝝋𝒙      , 

            𝐥𝐢𝐦
𝒙→

𝝅−

𝟐

 𝜼𝝁𝒙 𝜺𝝋𝒙     ,        𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 
𝐥𝐧𝒙

𝒙𝟐
 

𝟏

 𝒙     ,        𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝟏 +
𝟏

𝒙
 
𝒙

 

 

21) Να μελετιςετε και να χαράξετε τισ γραφικζσ παραςτάςεισ των 

       ςυναρτιςεων :   

       𝒇 𝒙 = 
𝒙𝟐+𝒙+𝟐

𝒙−𝟏
    ,   𝒇 𝒙 = 

𝒙𝟑

𝒙−𝟐
    ,   𝒇 𝒙 = 

𝟏+𝝈𝝊𝝂𝒙

𝜼𝝁𝒙
   με 𝒙 ∈  𝟎, 𝝅   , 

      𝒇 𝒙 = 𝒙 ∙ 𝒆
𝟏

𝒙         ,        𝒇 𝒙 = 
𝟏

𝟐
∙ 𝒍𝒏  

𝟏+𝒙

𝟏−𝒙
     ,     𝒇 𝒙 = 

𝒙

𝟏+ 𝒙 
     , 

                        
𝟏

𝟐
∙  𝒙𝟐 − 𝟏     ,   𝒙 ∈  −∞,−𝟏 ∪  𝟏, +∞  

       𝒇 𝒙 = 

                               𝒍𝒏𝒙𝟐     ,   𝒙 ∈  −𝟏, 𝟎 ∪ (𝟎, 𝟏]   

 

 


