              		ΤΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΤΩΝ	

Κεφάλαιο 1ο 
Α.  Πράξεις διανυσμάτων – Συντεταγμένες στο επίπεδο

1. ΘΕΜΑ 2   ( 15010 )




Δίνονται τα μη συνευθειακά σημεία του επιπέδου Α, Β , Γ   και τα διανύσματα   και   τέτοια ώστε       και  .


α)   Να δείξετε ότι   και  .


β)  Να δείξετε ότι τα διανύσματα   και   είναι αντίθετα.
γ)  Να δικαιολογήσετε γιατί τα σημεία Α, Δ   και  Ε  είναι συνευθειακά.

2. ΘΕΜΑ 2   ( 22055 )
Δίνονται δύο τρίγωνα  και  για τα οποία ισχύει  και  .
[image: ]
α) Να εξηγήσετε γιατί:
(i)  το μήκος της πλευράς  είναι ίσο με το μήκος της πλευράς  και
(ii)  το μήκος της πλευράς  είναι ίσο με το μήκος της πλευράς .
β)	 i.	Να αποδείξετε ότι:   .
ii. 	Να εξηγήσετε γιατί το μήκος της πλευράς  είναι ίσο με το μήκος της    
                          πλευράς .

3. [image: ]ΘΕΜΑ 2   ( 22042 )
Στο σχήμα φαίνεται ορθογώνιο  παραλ/μο ΑΒΓΔ με κέντρο Ο. 
Τα σημεία Κ, Λ,  Μ χωρίζουν την πλευρά ΔΓ σε τέσσερα ίσα τμήματα. Αν   και   να εκφράσετε καθένα από τα ακόλουθα διανύσματα ως γραμμικούς συνδυασμούς των  και . 
α)      	β) 		γ) 

4. [bookmark: _Hlk209986338]ΘΕΜΑ 2   (21165 )
Θεωρούμε το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω     και   Τα σημεία Ε και Ζ είναι τέτοια ώστε    και   .
α) Να αποδείξετε ότι:   και  = .                          
β) Να αποδείξετε ότι: =2 .                                                                                     
γ) Να δείξετε ότι τα σημεία Ζ, Ε και Γ είναι συνευθειακά.   
5. ΘΕΜΑ 4   (22068 )
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ,Ε σημεία εσωτερικά των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα τέτοια ώστε  =κ  και  =λ , όπου κ και λ θετικοί πραγματικοί αριθμοί. 
Αν =  και  =  ,τότε:
α)  Να εκφράσετε τα διανύσματα  και  ως γραμμικό συνδυασμό των  .
β)   Αν κ=λ , να αποδείξετε ότι  //  και | = κ|.	 
γ) Aν κ=λ=2, να γράψετε τη σχέση που συνδέει τα διανύσματα και  και να διατυπώσετε    
    λεκτικά ποιο γνωστό θεώρημα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας έχει αποδειχθεί.
      
6. ΘΕΜΑ 4   (21885 )
[image: ]Σε ένα υλικό σημείο  εφαρμόζονται τρεις δυνάμεις  οι οποίες σχηματίζουν ανά δύο γωνία , έτσι ώστε το υλικό σημείο  να ισορροπεί.
α)   Ποια σχέση ανάμεσα στα διανύσματα
         εκφράζει την συνθήκη ισορροπίας;
β)   Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα
         και    είναι αντίθετα.
γ) Αν  είναι τα πέρατα των   
       διανυσμάτων  και ,         
       αντίστοιχα , τότε να αποδείξετε ότι:
i. .
ii. .
δ)   Να αποδείξετε ότι:  .


7. ΘΕΜΑ 2 (16580)
Σε καρτεσιανό επίπεδο  δίνονται τα σημεία , ,  και ένα σημείο Δ ώστε το  να είναι ίσο με το άθροισμα των  και .
[image: ]Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες:
α) των διανυσμάτων  και .
β) του διανύσματος .		                   
      γ) του σημείου .	

8. ΘΕΜΑ 2(16147)
Δίνονται τα διανύσματα :   = 3  + 3   ,  =   ,   = - 3   και  = (-1 , 1).
α) Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης καθενός από τα διανύσματα ,  και .
β) Να γράψετε τη γωνία που σχηματίζει καθένα από τα διανύσματα ,  και  με το    
    θετικό ημιάξονα Οx.				                       
γ) Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων .

9. [bookmark: _Hlk209989189]ΘΕΜΑ 2 (16151)
Δίνονται τα διανύσματα  και .
 α) Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσής των διανυσμάτων  και   καθώς και τη    
     γωνία που σχηματίζει καθένα από αυτά με τον άξονα x΄x.	
β) Να βρείτε τη γωνία .

10. ΘΕΜΑ 2 (22052)
Δίνονται τα διανύσματα  και  .
α) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα  δεν είναι παράλληλα.
β) Να εκφράσετε το διάνυσμα  ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων  και .
 
11. ΘΕΜΑ 2 (22044)
Δίνονται τα σημεία  και .
α) Να σχεδιάσετε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων και να τοποθετήσετε σε αυτό τα σημεία .
β) Να βρείτε τις συντεταγμένες ενός τέταρτου σημείου  έτσι ώστε το τετράπλευρο  να είναι παραλληλόγραμμο. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

12. ΘΕΜΑ 2 (22557)
Το ισοσκελές τρίγωνο  έχει βάση  και ύψος . Η κορυφή  είναι σημείο του θετικού ημιάξονα  και οι κορυφές  και  είναι σημεία του άξονα  . 
Έστω  ,  και  το μέσο της πλευράς .
α) Να αποδείξετε ότι:
1. , και .                                                 	             
1. 	             
β) Να βρείτε το μήκος της διαμέσου .                                                                   

13. ΘΕΜΑ 4 (20938)
Θεωρούμε τρίγωνο ,  με  ,  .  Για το διάνυσμα  γνωρίζουμε 
       ότι  
           α) Να δείξετε ότι .         	
           β) Να βρείτε σημείο   έτσι, ώστε το τετράπλευρο  να αποτελεί      παραλ/μο.                                                                                                
           γ) Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει η πλευρά   με τη διαγώνιο   του    
         παραλληλογράμμου .

14. [bookmark: _Hlk209991255]ΘΕΜΑ 4 ( 17076 )
Δίνονται τα σημεία  ,  και  του καρτεσιανού επιπέδου .
   α) Να βρείτε τις συντεταγμένες των  διανυσμάτων  ,  και  .                   
   β) Να βρείτε τα μέτρα των  διανυσμάτων  ,  και  .                                    
   γ) Να αποδείξετε ότι .                                                                      
   δ) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει ζεύγος πραγματικών αριθμών  τέτοιο    
        ώστε να ισχύει   .»
        Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός;	

Β.  Εσωτερικό γινόμενο  διανυσμάτων

15. ΘΕΜΑ 2 (20773)


Δίνονται τα διανύσματα  και 

α) Να βρείτε το διάνυσμα  .  




β) Αν  να βρείτε την τιμή του  ώστε το διάνυσμα  να είναι κάθετο    
          στο διάνυσμα . 

γ) Για κ=4 να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος   του προηγούμενου 
          ερωτήματος.

16. ΘΕΜΑ 2 (21682)



[bookmark: MTBlankEqn]Έστω  δυο διανύσματα για τα οποία ισχύει  και .


α) Να αποδείξετε ότι  και να βρείτε το διάνυσμα .


β) Να αποδείξετε ότι  και .

17. [bookmark: _Hlk210069623]ΘΕΜΑ 2 (20733)
Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα  , , με  και  και .
α) Να εκφράσετε το διάνυσμα  συναρτήσει του διανύσματος  .
β) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο . 
γ) Να αιτιολογήσετε γιατί τα διανύσματα   και  είναι κάθετα.

18. [bookmark: _Hlk210070062]ΘΕΜΑ 2 (20732)
Δίνονται τα διανύσματα  και  
α)  Να δείξετε ότι τα διάνυσμα   είναι αντίρροπα και ότι . 
β) Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα  και να δικαιολογήσετε 
           την απάντησή σας.
 γ) Να δείξετε ότι .

19. [bookmark: _Hlk210070775]ΘΕΜΑ 2 (22554)
Στο καρτεσιανό επίπεδο , με μοναδιαία διανύσματα των αξόνων ,  τα , αντίστοιχα, τα σημεία  και  έχουν διανύσματα θέσεως   και .   Έστω  ένα σημείο τέτοιο ώστε   .        
α) Να αποδείξετε ότι:       και   .	              
β) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο   .     
                     

20.  ΘΕΜΑ 2 (15825)





Θεωρούμε τα διανύσματα  με  , , και το .

α) Να αποδείξετε ότι .

β) Να αποδείξετε ότι .

γ) Να βρείτε τη . 
                  
21. ΘΕΜΑ 3 (18243)




Θεωρούμε τα διανύσματα   με ,  , και τα διανύσματα


   και .  Να βρείτε:




   α) το .              β) το .           	γ) τα μέτρα     		δ) τη γωνία .
	
22. ΘΕΜΑ 4 (18547)
Δίνονται τα σημεία Α(0 -1), Β(λ, 1) και Γ(λ-2, λ-3), όπου λ R .
α) Να βρείτε τις τιμές του λ  R ώστε :
i. Tα σημεία Α, Β και Γ να είναι κορυφές τριγώνου.	
ii. Το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο με  = 90ο.
β) Για λ = - 2 ,να βρείτε:
i. Το εσωτερικό γινόμενο  ∙ .
ii. Το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ.

23. ΘΕΜΑ 4 (15320)




Δίνεται παραλληλόγραμμο ΟΑΓΒ  με  και , όπου  και  είναι μη μηδενικά διανύσματα.
α) Να δείξετε ότι:

i. .

ii. .

β) Αν , να δείξετε ότι το ΟΑΓΒ είναι ορθογώνιο. 

24. [bookmark: _Hlk210066410]ΘΕΜΑ 4 (22063)
α) Έστω  δύο μη μηδενικά διανύσματα. Να αποδείξετε ότι:
i) .
ii) .
β) Θεωρούμε τρία διανύσματα   για τα οποία ισχύουν ότι:
,      ,     ,      .
Να αποδείξετε ότι:
i) .			ii) .		iii)   και  .
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