
1.1 Η Έννοια του Διανύσματος 

• ∆ιανυσµατικά και µονόµετρα ή βαθµωτά µεγέθη
 

Μεγέθη τα ο�οία �ροσδιορίζονται α�ό το µέτρο τους και α�ό την αντίστοιχη 
µονάδα µέτρησης, λέγονται µονόµετρα ή βαθµωτά. Τέτοια µεγέθη είναι η 
µάζα, ο όγκος, η �υκνότητα, η θερµοκρασία κτλ.,  
Μεγέθη �ου για να τα �ροσδιορίσουµε, εκτός α�ό το µέτρο τους και τη 
µονάδα µέτρησης, χρειαζόµαστε ακόµα τη διεύθυνση και τη φορά τους, 
λέγονται διανυσµατικά µεγέθη ή α�λώς διανύσµατα. Τέτοια µεγέθη είναι η 
δύναµη, η ταχύτητα, η ε�ιτάχυνση, η µετατό�ιση, η µαγνητική ε�αγωγή κτλ. 

• Το διάνυσµα στη Γεωµετρία

 

Γεωµετρικά ορίζουµε σαν διάνυσµα κάθε 
�ροσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα, δηλαδή 
διάνυσµα είναι το κάθε ευθύγραµµο τµήµα του 
ο�οίου τα άκρα θεωρούνται διατεταγµένα. Το �ρώτο 
άκρο λέγεται αρχή ή σηµείο εφαρµογής του 
διανύσµατος, ενώ το δεύτερο λέγεται �έρας του 
διανύσµατος.  

Το διάνυσµα µε αρχή το Α και �έρας το Β συµβολίζεται µε AB
→

 και 
�αριστάνεται µε ένα βέλος �ου ξεκινάει α�ό το Α και καταλήγει στο Β.  

Το διάνυσµα µε αρχή το Β και �έρας το Α συµβολίζεται µε BA
→

 και 
�αριστάνεται µε ένα βέλος �ου ξεκινάει α�ό το Β και καταλήγει στο Α.  

���� Πρόσεξε ότι αν A B≠  τότε AB BA≠
���� ����

. 
 

Αν η αρχή και το �έρας ενός διανύσµατος συµ�ί�τουν, τότε το διάνυσµα 

λέγεται µηδενικό διάνυσµα. Έτσι, για �αράδειγµα, το διάνυσµα AA
→

 είναι 

µηδενικό διάνυσµα, το ο�οίο µ�ορούµε να το συµβολίσουµε και µε 0
�

. 
 

 AB
→

 B (πέρας) 

 A  (αρχή) 

����
���� �

Πρόσεξε ότι αν AB = 0  τότε τα άκρα ταυτίζονται ο�ότε A ≡ B  και 
αντιστρόφως. 
 

Για το συµβολισµό των διανυσµάτων χρησιµο�οιούµε �ολλές φορές τα µικρά 
γράµµατα του ελληνικού ή του λατινικού αλφάβητου ε�ιγραµµισµένα µε 

�

 
�

βέλος για �αράδειγµα, 
�

α, β,..., u,
�

v,...
 

• Μέτρο διανύσµατος
→

Η α�όσταση των άκρων ενός διανύσµατος AB , δηλαδή το µήκος του 

ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, λέγεται µέτρο ή µήκος του διανύσµατος AB
→

 και 

συµβολίζεται µε |AB|
→

.  
�

Αν AB ≠ 0
→

 τότε |AB|> 0
→

, ενώ 0 = 0
�

, ο�ότε είναι �άντα |AB|
→

≥ 0 .  



 

���� Πρόσεξε ότι το µέτρο ενός διανύσµατος είναι ένας µη αρνητικός 
�ραγµατικός αριθµός!  

 
���� Πρόσεξε Μην ταυτίζεις �οτέ το διάνυσµα µε το µέτρο του! 
 

���� Πρόσεξε ότι AB BA=
���� ����

. 

• Το µοναδιαίο διάνυσµα

Αν το διάνυσµα AB
→

 έχει µέτρο 1, δηλαδή αν ισχύει ότι AB 1=
����

, τότε λέγεται 

µοναδιαίο διάνυσµα. 
 

• ∆ιεύθυνση και φορέας διανύσµατος
Ως διεύθυνση ενός διανύσµατος ορίζουµε τη 
διεύθυνση της ευθείας στην ο�οία βρίσκεται το 
διάνυσµα. 

 ε

B

A

Η ευθεία �άνω στην ο�οία βρίσκεται ένα µη µηδενικό 
→ →

διάνυσµα AB  λέγεται φορέας του AB .  

Ως φορέα ενός µηδενικού διανύσµατος AA 0
→

=
�

 
µ�ορούµε να θεωρούµε ο�οιαδή�οτε α�ό τις ευθείες 
�ου διέρχονται α�ό το Α. 
 
 • ∆ιάνυσµα �αράλληλο �ρος ευθεία

Αν ο φορέας ενός διανύσµατος AB
→

 είναι �αράλληλος ή συµ�ί�τει µε µια 

ευθεία ε, τότε λέµε ότι το AB
→

 είναι �αράλληλο �ρος τη ε και γράφουµε 
→

AB//ε . 

• Παράλληλα ή συγγραµµικά διανύσµατα
→

∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα AB  και 
→

Γ∆ , �ου 

έχουν τον ίδιο φορέα ή �αράλληλους φορείς, 

λέγονται �αράλληλα ή συγγραµµικά 

διανύσµατα. Στην �ερί�τωση αυτή λέµε ότι τα 
→

AB  και 
→

Γ∆  έχουν ίδια διεύθυνση και γράφουµε 
→

AB//
→

Γ∆ . 

→
AA

 Α

 Γ

 Δ

 Β
 Α

 Δ
 Γ

 Α

 Β



• ∆ιανύσµατα οµόρρο�α και αντίρρο�α
 

Τα συγγραµµικά διανύσµατα διακρίνονται σε οµόρρο�α και αντίρρο�α. 

Συγκεκριµένα: 

 ∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  

λέγονται οµόρρο�α: 

 

α) όταν έχουν �αράλληλους φορείς και 

βρίσκονται στο ίδιο ηµιε�ί�εδο ως �ρος την 

ευθεία ΑΓ �ου ενώνει τις αρχές τους  ή 

β) όταν έχουν τον ίδιο φορέα και µία α�ό τις ηµιευθείες ΑΒ και Γ∆ �εριέχει 

την άλλη.  

Στην �ερί�τωση αυτή λέµε ότι τα AB
→

 και 
→

Γ∆  έχουν την ίδια κατεύθυνση 

(ίδια διεύθυνση και ίδια φορά) και γράφουµε AB Γ∆
→ →

↑↑ . 

 Δ

 Δ
 Γ

 Γ

 Α

 Α

 Β

 Β

 ∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  λέγονται αντίρρο�α, όταν είναι 

συγγραµµικά και δεν είναι οµόρρο�α.  

 Στην �ερί�τωση αυτή λέµε ότι τα
→ →

διανύσµατα AB  και Γ∆  έχουν αντίθετη 

κατεύθυνση (ίδια διεύθυνση και αντίθετη 

Γ∆
→ →

↑↓ . φορά) και γράφουµε AB

 

 Δ

 Δ

 Γ

 Γ

 Α

 Α

 Β

 Β

 









����
→

Πρόσεξε ότι αναγκαία συνθήκη για να είναι δυο διανύσµατα AB  και 
→

Γ∆  είτε οµόρρο�α είτε αντίρρο�α είναι να είναι συγγραµµικά! Αν δεν 

είναι συγγραµµικά τότε δεν έχει νόηµα να µιλάµε για οµόρρο�α ή 

αντίρρο�α διανύσµατα! 

• Ίσα διανύσµατα
 

∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα λέγονται ίσα όταν 
έχουν την ίδια κατεύθυνση και ίσα µέτρα. Για να 

→

δηλώσουµε ότι δύο διανύσµατα AB  και 
→

Γ∆  είναι 

ίσα, γράφουµε AB
→ →

= Γ∆ . 

Ε�οµένως ισχύει:  

AB

AB

AB

→ →

→ →

→ →


= Γ∆

= Γ∆ ⇔ και

↑↑ Γ∆

 

A
 Γ

 Δ
 B

 Α

 Β
 Γ

 Δ

 



���� Πρόσεξε ότι τα µηδενικά διανύσµατα θεωρούνται ίσα µεταξύ τους. 

���� Πρόσεξε ότι α�ό τον ορισµό της ισότητας διανυσµάτων γίνεται 
φανερό ότι ένα διάνυσµα µ�ορεί να �αρασταθεί µε ένα ευθύγραµµο 
τµήµα το ο�οίο έχει ορισµένο µήκος, διεύθυνση και φορά αλλά όχι 
συγκεκριµένη θέση στο χώρο. 

 Ιδιότητες διανυσμάτων
 
Για την ισότητα στο σύνολο των διανυσµάτων ισχύουν οι σχέσεις: 

α. AB
→ →

= ΑΒ  (ανακλαστική) 

β. Αν AB
→ →

= Γ∆  τότε και 
→ →

Γ∆ = ΑΒ  (συµµετρική) 

γ. Αν AB
→ →

= Γ∆  και 
→ → →

Γ∆ = ΕΖ  τότε και AB
→

= ΕΖ  (µεταβατική) 

• Προτάσεις
 
 
Εύκολα α�οδεικνύεται ότι: 

• Αν AB
→ →

= Γ∆ , τότε A
→ →

Γ = Β∆ , B
→ →

∆ = ΓΑ  και 

B
→ →

Α = ∆Γ . 

• Αν Μ είναι το µέσον του ΑΒ, τότε AM =MB
→ →

 και αντιστρόφως. 

Α
Μ

Β
 

 Α  Β

 Γ  Δ

• Αντίθετα διανύσµατα

 

∆ύο διανύσµατα λέγονται αντίθετα, όταν έχουν 
αντίθετη κατεύθυνση και ίσα µέτρα.  

→

Για να δηλώσουµε ότι δύο διανύσµατα AB  και 

Γ∆
→→ →

Γ∆  είναι αντίθετα, γράφουµε AB = −  ή 

ΑΒ
→ →

Γ∆ = − . 

→

Είναι φανερό ότι AB AB
→ → →

= − Γ∆ ⇔ = ∆Γ . 

Ειδικότερα, έχουµε 
→ →

ΒΑ = −ΑΒ . 

���� Πρόσεξε ότι τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα, δηλαδή 

AB
����

−AB BA= =
���� ����

 και ίδια διεύθυνση, δηλαδή είναι συγγραµµικά, 

→

ο�ότε AB// //
→

− ΑΒ ΒΑ
����

 αλλά είναι αντίρρο�α. 

A
 Δ

 Γ
 B

 Α

 Β
 Δ

 Γ

 



 

�

Έστω δύο µη µηδενικά διανύσµατα α  
�

και β . Με αρχή ένα σηµείο Ο 

→

�αίρνουµε τα διανύσµατα OA
�

= α  και OB
→ �

= β . 

a

→

 Α Ο

 Β

→

 θ

  

a

→

 Α Ο

 Β

→

  

a

→

 Α Ο Β

→

 
∧

Την κυρτή γωνία AOB , �ου ορίζουν οι ηµιευθείες ΟΑ και ΟΒ, την 

ονοµάζουµε γωνία των διανυσµάτων α
�

 και β  και τη συµβολίζουµε µε (α
�

,β)
∧

� �

 

ή (β,α
�

)
∧
�

 ή ακόµα, αν δεν �ροκαλείται σύγχυση, µε ένα µικρό γράµµα, για 
∧

�αράδειγµα θ .  
�

Α�οδεικνύεται ότι η γωνία των α  
�

και β  είναι ανεξάρτητη α�ό την ε�ιλογή 

 
∧

00 ≤ θ ≤ 1800  ή σε ακτίνια 0
∧

≤ θ ≤ π  του σηµείου Ο. Είναι φανερό ε�ίσης ότι

και ειδικότερα: 

 •
�

= 0 , αν 
�

α ↑↑ β . 

•

∧

θ
∧

θ . 

Αν 
2

�

= π , αν 
�

α ↑↓ β
∧ π �

θ = , τότε λέµε ότι τα διανύσµατα α  
�

και β είναι 

ορθογώνια ή κάθετα και γράφουµε α
�

⊥ β

 Ο 

 Β 

 

 • Γωνία δύο διανυσµάτων – διανύσµατα ορθογώνια ή κάθετα

���� Πρόσεξε ότι αν ένα α�ό τα διανύσµατα 
�

α, β
�

είναι  το  µηδενικό 
�

διάνυσµα, τότε ως γωνία των α  και β
�

 µ�ορούµε να θεωρήσουµε ο�οιαδή�οτε 

γωνία 
∧

θ  
∧

 µε 0 ≤ θ ≤ π . Έτσι, µ�ορούµε να θεωρήσουµε ότι το µηδενικό
�

, είναι οµόρρο�ο ή αντίρρο�ο ή ακόµη και κάθετο σε κάθε άλλο διάνυσµα, 0

διάνυσµα. 



1. Το διάνυσµα AA

Ερωτή εις κρί εως 
�����

 είναι:  
α) µηδενικό; β) µοναδιαίο; γ) έχει µέτρο 1; δ) έχει µέτρο 0. 

2. Το  µηδενικό διάνυσµα: 
 α) δεν έχει φορέα,  β) έχει φορέα την ο�οιαδή�οτε ευθεία,  γ) έχει φορέα   
την ο�οιαδή�οτε ευθεία �ου διέρχεται α�ό το σηµείο �ου καθορίζουν τα 
ταυτιζόµενα άκρα του.  

3. Το µέτρο ενός διανύσµατος είναι: 
α)  αρνητικός αριθµός,  β)  θετικός αριθµός, γ) αριθµός µη αρνητικός, δ) 
ο�οιοσδή�οτε αριθµός. 

4. Αν AB 1=
����

και 1Γ∆ =
����

, τότε: 

α) ΑΒ = Γ∆
���� ����

,  β) ΑΒ↑↓ Γ∆
���� ����

, γ) ΑΒ↑↑ Γ∆
���� ����

, δ) ,ΑΒ Γ∆
���� ����

, µοναδιαία 

διανύσµατα. 

5. Αν AB ↑↓ Γ∆
���� ����

τότε: 

α) ΑΒ = Γ∆
���� ����

, β) ΑΒ = −Γ∆
���� ����

, γ) έχουν ίδια διεύθυνση, δ) έχουν ίδια 
διεύθυνση και αντίθετη φορά. 

6. Αν AB = Γ∆
���� ����

, τότε: 

α) ΑΒ = Γ∆
���� ����

, β) ΑΒ↑↑ Γ∆
���� ����

και ΑΒ = Γ∆
���� ����

, γ) AΓ = Β∆
���� ����

, δ) AB = −∆Γ
���� ����

. 

7. Αν
^

,
 
α β 
 

�� �

=θ, τότε: 

α) o0 180ο≤ θ ≤ , β) o0 360ο≤ θ ≤ , γ) o180 180ο− ≤ θ ≤ , δ) o0 90ο≤ θ ≤ . 

8. Αν ΑΒ↑↑ Γ∆
���� ����

τότε: 

α) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o360 , β) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o90 , γ) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o180 , δ) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o0 . 

9. Αν ΑΒ↑↓ Γ∆
���� ����

 τότε: 

α) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o360 , β) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o90 , γ) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o180 , δ) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= o0 . 

10. Αν
^

,
 
α β 
 

�� �

=θ, τότε:  α) 
^

,
 
α β 
 

�� �

= - 
^

,
 
β α 
 

� ��

,  β) 
^

,
 
α β 
 

�� �

=
^

,
 
β α 
 

� ��

. 

Μέθοδοι και τεχνικές για την ε�ίλυση των ασκήσεων 

1.

2.

���� ����

Αν µας ζητούν να α�οδείξουµε ότι τα διανύσµατα AB  και Γ∆
είναι ίσα θα εργαζόµαστε ως εξής: Θα δείχνουµε ότι τα διανύσµατα 
αυτά είναι οµόρρο�α και έχουν ίσα µέτρα ή θα δείχνουµε ότι τα 
ευθύγραµµα τµήµατα Α∆ και ΒΓ έχουν το ίδιο µέσο, δηλαδή τα Α∆ και 
ΒΓ διχοτοµούνται. 

Πρόσεξε ότι τα µοναδιαία διανύσµατα δεν είναι ίσα, αλλά έχουν όλα µέτρο ίσο µε 1. 

Πρόσεξε ότι αν AB =AΓ  τότε Β ≡ Γ  και αν AB = ΓΒ
���� ���� ���� ����

 τότε Α ≡ Γ . 
3. ����

4. Αν  AΜ = ΜΒ
����� �����

���ότε  το  Μ  είναι  το  µέσο  του 

ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ, εφόσον  Α ≠ Β .
 

5.
����� �����

���� Πρόσεξε ότι αν AΜ = ΜΒ  και τα σηµεία Α, Β, Μ δεν είναι 

συνευθειακά, τότε το Μ βρίσκεται �άνω στη µεσοκάθετη του 
ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ. 

6.
�����

���� Πρόσεξε ότι αν ΟΜ = ρ,   ρ>0 , ό�ου Ο ένα σταθερό σηµείο και 

Μ ένα τυχαίο (µεταβλητό) σηµείο, τότε το σηµείο Μ βρίσκεται �άνω σε 
έναν κύκλο �ου έχει κέντρο το σηµείο Ο και ακτίνα ίση µε ρ. 

 

τότε το Μ είναι το μέσο  του



Α Β

ΓΔ

Θέµατα �ρος εµ�έδωση 

1. ∆ίνεται ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆. Κυκλώσετε το Σ 
(σωστό) ή το Λ (λάθος) στις �αρακάτω ισότητες. 

 i. AB = Γ∆
���� ����

   Σ Λ 

 ii. A∆ = ΒΓ
���� ����

   Σ Λ 

 iii. AΓ = Β∆
���� ����

   Σ Λ 

2. ∆ίνεται ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆. Να κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το Λ 
(λάθος) στις �αρακάτω ισότητες. 

 i. AB = Γ∆
���� ����

       Σ Λ 

 ii. AΓ = Β∆
���� ����

       Σ Λ 

 iii. ( ),
4

∧ π
ΒΑ Β∆ =
���� ����

       Σ Λ 

 iv. ( ),
4

∧ π
∆Α Β∆ =
���� ����

       Σ Λ 

α
��

β
�

(1) 

α
��

β
�

(2) 

α
��

β
�

(3) 

α
��

β
�

(4) 

α
��

β
�

(5)

( )
∧

3. Να σηµειώσετε τη γωνία α,β
�� �

 στις ακόλουθες �ερι�τώσεις. 



Δ ΓΖ

Α Β Ε

4. Θεωρούµε το �αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. 
Στις �ροεκτάσεις των �λευρών του ΑΒ και 
Γ∆ �αίρνουµε αντίστοιχα τα τµήµατα 
ΒΕ = ΓΖ . Ποιοι α�ό τους �αρακάτω 
ισχυρισµούς είναι σωστοί και �οιοι 
λανθασµένοι. Κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το 
Λ (λάθος). 

 i. ΒΕ = ∆Ζ
���� ����

       Σ Λ 

 ii. ∆Ζ ↑↓ ΑΕ
���� ����

       Σ Λ 

 iii. ΒΕ = ∆Ζ
���� ����

       Σ Λ 

 iv. Α∆ ↑↑ ΒΓ
���� ����

       Σ Λ 

 v. ∆Γ = ΒΑ
���� ����

       Σ Λ 

 vi. ΑΒ = −Γ∆
���� ����

       Σ Λ 

 vii. ΖΑ = ΕΓ
���� ����

       Σ Λ 

 viii. ΕΑ = ΓΖ
���� ����

       Σ Λ 

 ix. 
^ ^

, ,
   
∆Ζ ΓΒ = ΒΕ Α∆   
   

���� ���� ���� ����

     Σ Λ 

 x. 
^ ^   

∆Ζ,Α∆ = π− Γ∆,ΓΒ
   

���� ���� ���� ����

     Σ Λ 

 
5. Ποιοι α�ό τους �αρακάτω ισχυρισµούς είναι σωστοί και �οιοι 

λανθασµένοι. Κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το Λ (λάθος). 

 i. 
��

Για κάθε διάνυσµα α  ισχύει 
��

α =
��

−α    Σ Λ 

 ii. 
�� �

Αν α ↑↑ β  
�

και β ↑↑
�

γ  τότε α ↑↑ γ
�� �

    Σ Λ 

 iii. 
�� �

Αν α ↑↑ −β   
�� �

τότε −α ↑↑ β      Σ Λ 

 iv. 
�� ��

Ισχύει ότι α ↑↓ −(−α)        Σ Λ 

 v. 
�� �

Αν α ↑↑ β  
�

και β ↑↑ −
�

γ
�� �

 τότε α ↑↓ γ    Σ Λ 

6. Ποιοι α�ό τους �αρακάτω ισχυρισµούς είναι σωστοί και �οιοι 
λανθασµένοι. Κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το Λ (λάθος). 

 i. Αν AB =AΓ
���� ����

, τότε Β ≡ Γ      Σ Λ 

 ii. 
�� �

Αν α ↑↓ β  
�

και β ↑↓
�

γ  
�� �

τότε α ↑↑ γ     Σ Λ 

 iii. 
��

Για τα µη µηδενικά διανύσµατα α  
�

και β  ισχύει ότι   

  , ,
∧ ∧   

α β = −α −β
   

�� � �� �

      Σ Λ 

 iv. 
��

Για τα µη µηδενικά διανύσµατα α  
�

και β  ισχύει ότι   

  , ,
 ∧   ∧ 
−α β = π −α β
   

�� � �� �

      Σ Λ 



Ασκήσεις 

1. Έστω Μ το µέσο της �λευράς ΑΓ ενός 
τριγώνου ΑΒΓ. Με αρχή το Μ γράφουµε τα 

διανύσµατα M∆ ΓΒ
→ →

=  και ME BA
→ →

= . Να α�οδειχτεί 
ότι το Α  είναι το µέσο του ∆Ε. 
Λύση 

Ε�ειδή 
→ →

Μ∆ = ΓΒ , είναι 
→ →

ΜΓ = ∆Β   (1). Όµως Μ µέσο 

του ΑΓ. Άρα, 
→ →

ΜΓ = ΑΜ  (2). Λόγω των (1) και (2), 

έχουµε 
→ →

∆Β = ΑΜ , ο�ότε: 
→ →

∆Α = ΒΜ  (3). Ε�ειδή ε�ι�λέον 
→ →

ΜΕ = ΒΑ , έχουµε 
→ →

ΑΕ = ΒΜ  (4). Έτσι, α�ό τις σχέσεις (3) και (4) έχουµε 
→ →

∆Α = ΑΕ , ο�ότε Α  είναι 
το µέσο του ∆Ε.      
2. Έστω ισό�λευρο τρίγωνο ΑΒΓ και ονοµάζουµε Κ,Λ,Μ τα µέσα των ΑΒ, 

ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα.  

 Α

 Μ

 Β

 Γ

 Ε

 Δ

 

α) Να εξετάσετε αν τα διανύσµατα ΑΚ,ΜΛ
���� �����

  είναι ίσα ή αντίθετα

οµοίως και για τα ΓΜ,ΚΛ
���� ����

 . 

β) Να υ�ολογιστούν οι 







ΚΛ ,ΚΜ

^

, 







ΛΜ ,ΛΒ

^

, 







ΚΓ ,ΚΒ

^

.  

3. . 
���� ���� ���� ����

Σε τρίγωνο ΑΒΓ γράφουµε τα διανύσµατα Γ∆ = ΒΑ  και ΒΕ = ΑΓ
∆είξετε ότι το σηµείο Γ είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ∆Ε. 

4. Πάνω στις �λευρές ΑΒ και ΒΓ ενός �αραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ 
�αίρνουµε τα σηµεία Μ και Ν αντίστοιχα και γράφουµε τα 

���� ����� ���� ����

διανύσµατα ΓΕ =AΜ  και ΑΖ = ΓΝ . Να α�οδείξετε ότι το τετρά�λευρο 
ΖΜΕΝ είναι �αραλληλόγραµµο.   

5. Εξωτερικά του �αραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ κατασκευάζουµε τα 
τετράγωνα ΑΒΕΖ και ∆ΓΘΗ. Να α�οδείξετε ότι: 

 i. 
���� ����

ΖΗ = ΕΘ , 
���� ����

ΑΗ = ΒΘ , 
���� ����

Ζ∆ = ΑΗ .    
 ii. Τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΓ και ΗΕ έχουν κοινό µέσο. 
 iii. Το κέντρο Ο του ΑΒΓ∆ είναι κοινό µέσο των ΕΗ και ΖΘ. 

 

 

6. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Μ µέσο της �λευράς του ΑΓ. Γράφουµε
����� ���� ����� ����

τα διανύσµατα Μ∆ = ΓΒ  και ΜΕ = ΑΒ . Να α�οδείξετε ότι τα σηµεία
∆,Β,Ε είναι συνευθειακά και ότι το Β είναι το µέσο του ∆Ε. 

7. Έστω Μ και Ν τα µέσα των �λευρών ΑΒ και ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ 
����� ���� ���� ����

καθώς και τα διανύσµατα Μ∆ = ΒΓ  και ΝΕ = ΒΑ . Να α�οδείξετε ότι τα 
ευθύγραµµα τµήµατα Μ∆, ΝΕ, ΑΓ έχουν κοινό µέσο.  

8.  ∆ίνεται ένα τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθούν τα σηµεία Χ του ε�ι�έδου έτσι
���� ����

ώστε τα διανύσµατα AB  και AΧ  να έχουν: 
    α) την ίδια κατεύθυνση,

γ) την ίδια διεύθυνση, 
β) την ίδια διεύθυνση και το ίδιο µέτρο.
δ) το ίδιο µήκος.  




