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ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

12. Τι ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση;

Έστω Α ένα υποσύνολο του . Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α 

μια διαδικασία (κανόνα) f , με την οποία κάθε στοιχείο x A  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο 

πραγματικό αριθμό y. Το y ονομάζεται τιμή της  f  στο x και συμβολίζεται με  f x .Για να

εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε:  

f : A 

 x f x

 Το γράμμα x παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α και λέγεται ανεξάρτητη 

μεταβλητή, ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της f στο x, λέγεται εξαρτημένη 

μεταβλητή. 

 Το πεδίο ορισμού Α της f συμβολίζεται με fD . 

 Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα x A , λέγεται σύνολο 

τιμών της f και συμβολίζεται με  f A . Είναι δηλαδή:

    f A y / y f x ,x A  

13. Τι ονομάζουμε γραφική παράσταση συνάρτησης;

Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και Οxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο. 

Το σύνολο των σημείων  M x, y  για τα οποία ισχύει  y f x , δηλαδή το σύνολο των

σημείων   M x,f x , x A , λέγεται γραφική παράσταση της f και συμβολίζεται με fC . 

14. Πότε δύο συναρτήσεις f και g είναι ίσες;

Δύο συναρτήσεις  f και g λέγονται ίσες όταν: 

• έχουν  το  ίδιο  πεδίο ορισμού  Α και

• για κάθε x A  ισχύει f (x) g(x) .

Για να δηλώσουμε ότι δύο συναρτήσεις  f και g είναι ίσες γράφουμε f g . 

15. Πως ορίζονται οι πράξεις των συναρτήσεων;

Ορίζουμε ως άθροισμα f g , διαφορά f g , γινόμενο fg  και πηλίκο 
f

g
 δύο συναρτήσεων f, g τις 

συναρτήσεις με τύπους  (f g)(x) f (x) g(x)        ,   (f g)(x) f (x) g(x)   , 

 (fg)(x) f (x)g(x)  ,    
f f (x)

(x)
g g(x)

 
 

 
. 

Το πεδίο ορισμού των f g , f g  και fg  είναι η τομή A B  των πεδίων ορισμού Α και Β των 

συναρτήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ το πεδίο ορισμού της 
f

g
 είναι το A B , εξαιρουμένων των 

τιμών του x που μηδενίζουν τον παρονομαστή  g x , δηλαδή το σύνολο 

  x | x A και x B με g x 0  
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16.Τι ονομάζουμε σύνθεση της f με την g; 

Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού 

 Α, Β αντιστοίχως, τότε ονομάζουμε 

 σύνθεση της f με την g, και τη συμβολίζουμε 

 με gof , τη συνάρτηση με τύπο 

 (gof)(x) g(f(x)) . 

Το πεδίο ορισμού της gof  αποτελείται από όλα τα  

στοιχεία x του πεδίου ορισμού της  f  για τα οποία το 

f (x)  ανήκει στο πεδίο ορισμού της g. Δηλαδή είναι 

το σύνολο 

 1
A {x A| f(x) B}   . 

Είναι φανερό ότι η gof  ορίζεται αν 1A  ,  

δηλαδή αν f (A) B  . 

ΣΧΟΛΙΑ 

• Γενικά, αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι gof  και fog , τότε αυτές

δ ε ν  ε ί ν α ι  υ π ο χ ρ ε ω τ ι κ ά  ίσες.

• Αν f , g, h  είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η ho(gof ) , τότε ορίζεται και η (hog)of  και

ισχύει   ho(gof ) (hog)of .

Τη συνάρτηση αυτή τη λέμε σύνθεση των f, g και h και τη συμβολίζουμε με hogof . Η σύνθεση

συναρτήσεων γενικεύεται και για περισσότερες από τρεις συναρτήσεις.

17. Πότε μία συνάρτηση λέγεται γνησίως αύξουσα και πότε γνησίως φθίνουσα και πότε γνησίως

μονότονη σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της;

Μια συνάρτηση  f  λέγεται: 

• γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε

1 2x , x Δ  με 1 2x x  ισχύει: 1 2f (x ) f (x )       (Σχ. α)

• γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε 1 2x , x Δ

με 1 2x x ισχύει: 1 2f (x ) f (x )        (Σχ. β) 

Για να δηλώσουμε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) σε ένα διάστημα Δ, 

γράφουμε  f Δ (αντιστοίχως f Δ). 

Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού 

της, τότε λέμε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο Δ. 

  
  Δ 

  Ο 

  (a) 

  x2   x1  x  

 y  

 f (x2) 

 f (x1) 

  
 

  Δ 

  Ο   x2   x1 

 f (x1) 

 f (x2) 

 x  

 y  

  (β) 
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18. Πότε λέμε ότι μια συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστο και πότε ελάχιστο;

Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι: 

• Παρουσιάζει στο 0x A  (ολικό) μέγιστο, το 0f (x ) , όταν 

0f (x) f (x )   για κάθε  x A   (Σχ. α)

• Παρουσιάζει στο 0x A (ολικό) ελάχιστο, το 0f (x ) , όταν

 0f (x) f (x )     για κάθε  x A      (Σχ. β). 

19. Πότε μια συνάρτηση λέγεται 1-1;

Μια συνάρτηση f :A   λέγεται συνάρτηση 1 1 , όταν για οποιαδήποτε 1 2x , x A ισχύει η 

συνεπαγωγή:      αν  1 2x x ,    τότε  1 2f (x ) f (x ) . 

Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι: 

Μια συνάρτηση f :A   είναι συνάρτηση 1 1 , αν και μόνο αν για οποιαδήποτε 

1 2x , x A ισχύει η συνεπαγωγή:  αν  1 2f (x ) f (x ) ,    τότε  1 2x x . 

ΣΧΟΛΙΑ 

• Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι μια συνάρτηση  f  είναι 1 1 , αν και μόνο αν:

— Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιμών της η εξίσωση f (x) y  έχει ακριβώς μια

 λύση ως προς x. 

— Δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής της παράστασης με την ίδια τεταγμένη. Αυτό 

 σημαίνει ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση της  f  το πολύ σε 

 ένα σημείο. 

• Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, τότε προφανώς, είναι συνάρτηση "11"  .

 x 

 y 

 συνάρτηση 1-1 

 O 

 O  x2  x1 

 B  A 

 x 

y 

 συνάρτηση όχι 1-1 

 (a) 
 C f  

 f (x0) 

 f (x) 

 O 

 x 

 y 

 x0  x 

 (β) 

 C f  

 f (x0) 

 f (x) 

 O 

 x 

 y 

 x0  x 
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20. Πως ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση
1f  μιας συνάρτησης f και τι γνωρίζετε για τις

γραφικές τους παραστάσεις;

Έστω μια συνάρτηση f : A . Αν υποθέσουμε ότι αυτή είναι 11 , τότε για κάθε στοιχείο y 

του συνόλου τιμών, )(Af , της  f  υπάρχει μοναδικό στοιχείο x του πεδίου ορισμού της Α για το 

οποίο ισχύει yxf )( . Επομένως ορίζεται μια συνάρτηση    g: f(A)  με την οποία κάθε 

)(Afy αντιστοιχίζεται στο μοναδικό Ax για το οποίο ισχύει yxf )( . 

Από τον τρόπο που ορίστηκε η g προκύπτει ότι: 

— έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών )(Af της f, 

— έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού Α της  f  και  

— ισχύει η ισοδυναμία: 

xygyxf  )()( . 

Αυτό σημαίνει ότι, αν η  f  αντιστοιχίζει το x στο y, τότε η g 

αντιστοιχίζει το y στο x και αντιστρόφως. Δηλαδή η g είναι η 

αντίστροφη διαδικασία της  f. Για το λόγο αυτό η g λέγεται 

αντίστροφη συνάρτηση της  f  και συμβολίζεται με 1
f . Επομένως έχουμε 

xyfyxf   )()( 1

οπότε Axxxff 
,))((

1  και )(,))((
1

Afyyyff  . 

Οι γραφικές παραστάσεις C  και C   των συναρτήσεων  f  και 1f  είναι συμμετρικές ως προς 

την ευθεία xy   που διχοτομεί τις γωνίες xOy  και yOx  . 

ΟΡΙΟ –ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

 Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής    0 0, x x ,   , τότε:

 
0x x

lim f x


 αν και μόνο αν    
0 0x x x x

lim f x lim f x
  

 

     
0 0x x x x

lim f x lim f x 0
 

   

    
0

0
x x h 0
lim f x limf x h
 

   

 
0

0
x x
lim x x


   και 
0x x

lim c c




21. Ποια θεωρήματα ισχύουν για το όριο και τη διάταξη;

Για το όριο και τη διάταξη  ισχύουν τα παρακάτω θεωρήματα.  

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 

• Αν
0x x

lim f (x) 0


 ,  τότε  f (x) 0   κοντά στο 0x

• Αν
0x x

lim f (x) 0


 ,  τότε f (x) 0    κοντά στο 0x

 g 

f 

f(A) A 

 y=f(x)  g(y)=x 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν οι συναρτήσεις f ,g  έχουν όριο στο 0x και ισχύει 

f (x) g(x) κοντά στο 0x , τότε 
0 0x x x x

lim f (x) lim g(x)
 

 . 

22. Ποιες είναι οι ιδιότητες των ορίων;

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g  στο 0x , τότε: 

1.   
0 0 0x x x x x x

lim f (x) g x lim f (x) lim g(x)
  

  

2.  
0 0x x x x

lim kf (x) k lim f (x)
 

  για κάθε σταθερά k . 

3.   
0 0 0x x x x x x

lim f (x)g x lim f (x) lim g(x)
  

 

4. 
   

0

0

0

x x

x x

x x

lim f (x)
f (x)

lim
g x lim g x







 , εφόσον  
0x x

lim g x 0


 . 

5. 
0 0x x x x

lim f (x) lim f (x)
 



6. 
0 0

k
k

x x x x
lim f (x) lim f (x)
 

  εφόσον f (x) 0  κοντά στο 0x . 

7.  
0 0x x x x

lim f (x) lim f (x)




 

 
  

, 


23. Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε πολυώνυμο  P x , ισχύει    
0

0
x x
lim P x P x


 ,    

0x  .

Έστω   1

1 1 0P x x x ... x 

       . Σύμφωνα με τις ιδιότητες ορίων, ισχύει: 

         
0 0 0 0 0 0

1 1

1 1 0 1 1 0
x x x x x x x x x x x x
lim P x lim x x ... x lim x lim x lim x lim   

   
     

              

 
0 0 0

1 1

1 1 0 0 1 0 1 0 0
x x x x x x
lim x lim x ... lim x x x ... x P x   

   
  

             . 

24. Να αποδείξετε ότι για τα πολυώνυμα    P x ,Q x ,με  0Q x 0 , 0x   ισχύει 

 
 

 
 0

0

x x
0

P x P x
lim

Q x Q x
 ,    

Είναι 
 

 

 

 

 

 
0

0

0

x x 0

x x
0

x x

lim P xP x P x
lim

Q x lim Q x Q x







  . 
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25. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής.

Έστω οι συναρτήσεις f ,g,h . Αν 

• h(x) f (x) g(x)  κοντά στο 0x και 

 •
0 0x x x x

lim h(x) lim g(x)
 

  ,τότε και
0x x

lim f (x)


 . 

26. Ποια είναι τα βασικά τριγωνομετρικά όρια στο 0x  ; 

1. x x   για κάθε x  (η ισότητα ισχύει μόνο για x 0 ) 

2. 
0

0
x x
lim x x


  

3. 
0

0
x x
lim x x


  

4. 
x 0

x
lim 1

x




5. 
x 0

x 1
lim 0

x

 


27. Ποιες είναι οι ιδιότητες του μη πεπερασμένου ορίου 0x  ; 

1. 
0 0 0

x x x x x x
lim f (x) lim f (x) lim f (x)

   
    

2. 
0 0 0

x x x x x x
lim f (x) lim f (x) lim f (x)

   
     . 

3. Αν
0x x

lim f (x)


  , τότε f (x) 0  κοντά στο 0x , ενώ 

αν 
0x x

lim f (x)


  τότε f (x) 0  κοντά στο 0x . 

4. Αν
0x x

lim f (x)


  τότε  
0x x

lim f (x)


   , ενώ 

 αν 
0x x

lim f (x)


  τότε  
0x x

lim f (x)


   . 

5. Αν
0x x

lim f (x)


  ή  , τότε 
0x x

1
lim 0

f (x)


6. Αν
0x x

lim f (x) 0


 και f (x) 0  κοντά στο 0x , τότε 
0x x

1
lim

f (x)
  , ενώ 

αν 
0x x

lim f (x) 0


 και f (x) 0  κοντά στο 0x , τότε 
0x x

1
lim

f (x)
  . 

7. Αν
0x x

lim f (x)


  ή  , τότε 
0x x

lim f (x)


  . 

8. Αν
0x x

lim f (x)


  , τότε 
0x x

lim f (x)
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Συνέπειες 

1. 
2x 0

1
lim

x
  και γενικά 

2x 0

1
lim

x 
  ,



2. 
x 0

1
lim

x
  και γενικά 

2 1
x 0

1
lim

x 


  ,
 , ενώ 

x 0

1
lim

x
  και γενικά 

2 1
x 0

1
lim

x 


  ,
 , 

Δηλαδή δεν υπάρχει στο μηδέν το όριο της   2 1

1
f x

x 
 ,

 , 

28. Ποια είναι τα όρια πολυωνυμικής και ρητής συνάρτησης στο  ;

 Για την πολυωνυμική συνάρτηση   1

1 1 0P x x x ... x 

       με 0  , ισχύει 

   
x x
lim P x lim x


 

   και    
x x
lim P x lim x


 

 

 Για τη ρητή συνάρτηση  
1

1 1 0

1

1 1 0

x x ... x
f x

x x ... x

 

 

 

 

    

    

, 0  , 0  , ισχύει: 

 
x x

x
lim f x lim

x





 


 
    

       και  
x x

x
lim f x lim

x





 


 
    

 

29. Ποια είναι τα όρια της εκθετικής και της λογαριθμικής συνάρτησης στα άκρα

του πεδίου ορισμού τους;

1. Αν 1  , τότε:
x

x
lim 0


  ,  
x

x
lim


   , 
x 0
lim log x


  και 
x
lim log x


 

2. Αν 0 1   , τότε:
x

x
lim


   , 
x

x
lim 0


  , 
x 0
lim log x


  και 
x
lim log x


 

30. Πότε λέμε ότι μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 του πεδίου ορισμού της;

Έστω μια συνάρτηση  f  και ένα σημείο 0x του πεδίου ορισμού της. Θα λέμε ότι η f  είναι 

συνεχής στο 0x , όταν
0

0
x x
lim f (x) f (x )


 . 

31. Πότε μια συνάρτηση θα λέμε ότι είναι συνεχής  ;

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα λέμε ότι 

είναι συνεχής συνάρτηση.  

32. Πότε μια συνάρτηση είναι συνεχής στο (α, β);

Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα   ,  , όταν είναι

συνεχής σε κάθε σημείο του  ,  .
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33. Πότε μια συνάρτηση είναι συνεχής στο  ,  ;

Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα  ,  , όταν είναι

συνεχής σε κάθε σημείο του ( , )   και επιπλέον 
x

lim f (x) f ( )


   και 
x

lim f(x) f ( )


 

34. Αν δύο συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο 0
χ , τότε ποιες άλλες συναρτήσεις που 

ορίζονται μέσω των f,g είναι συνεχείς στο 0
χ ; 

 Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο 0x , τότε είναι συνεχείς στο 0x και οι 

συναρτήσεις:     gf  ,    fc  ,   όπου    c , gf  , 
g

f
,  || f    και  ν f

 Επιπλέον αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 
0x και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο )( 0xf , 

τότε η σύνθεσή τους gof  είναι συνεχής στο 0x . 

35. Να διατυπώσετε το θεώρημα Bolzano και να «δώσετε» την γεωμετρική του

ερμηνεία.

[ , ]  . Αν: Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 

• η f είναι συνεχής στο [ , ]   και, επιπλέον, ισχύει

• f ( ) f ( ) 0    , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 0x ( , )   τέτοιο, ώστε 

0f (x ) 0 .Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα της 

εξίσωσης f (x) 0  στο ανοικτό διάστημα. ( , )  . 

Γεωμετρική  ερμηνεία 

Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική παράσταση μιας 

συνεχούς συνάρτησης  f  στο [ , ]  . Επειδή τα σημεία A( ,f ( ))   και 

B( ,f ( ))  βρίσκονται εκατέρωθεν του άξονα x x , η γραφική παράσταση της f τέμνει τον 

άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

ΣΧΟΛΙΟ 
Από το θεώρημα του Bolzano προκύπτει ότι:  

—  Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δε μηδενίζεται σ’ αυτό, τότε 

αυτή ή είναι θετική για κάθε x  ή είναι αρνητική για κάθε x , δηλαδή διατηρεί 

πρόσημο στο διάστημα Δ. (Σχ. 1) 

 

— 

x0x0

 x0

 y 

 B(β, f (β)) 

 Α(α, f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 a 
 x 

y 

 f (x)>0 

 O  β  a  x 

 (α) 

y 

 f (x)<0 

 O 

 β  a 
 x 

1 

 (β) 
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 Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσημο σε καθένα από το διαστήματα στα οποία οι 

διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισμού της. 

 x 

 y 

 ρ5 

 ρ4  ρ3

 ρ2 

 ρ1 

 + 

    

 + 

  
 + 

Αυτό μας διευκολύνει στον προσδιορισμό του προσήμου της  f  για τις διάφορες τιμές του x. 

Συγκεκριμένα, ο προσδιορισμός αυτός γίνεται ως εξής:  

 α)Βρίσκουμε τις ρίζες της  f. 

 β) Σε καθένα από τα υποδιαστήματα  που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες, επιλέγουμε έναν αριθμό 

και βρίσκουμε το πρόσημο της  f  στον αριθμό αυτό. Το πρόσημο αυτό είναι και το πρόσημο 

της  f  στο αντίστοιχο διάστημα. 

36. Να διατυπώσετε το θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών και να το αποδείξετε.

Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [ , ]  . Αν: 

• η f είναι συνεχής στο [ , ]   και

• f ( ) f ( )  

τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των f ( )  και f ( )  υπάρχει ένας, τουλάχιστον 0x ( , )  

τέτοιος, ώστε 0f (x )   . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουμε ότι f ( ) f ( )   . Τότε θα ισχύει f ( ) f ( )    .Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση

g(x) f (x)  , x [ , ]   , παρατηρούμε ότι: 

• η g είναι συνεχής στο [ , ]   και

• g( )g( ) 0   , 

αφού 

g( ) f ( ) 0    και 

g( ) f ( ) 0    . 

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, 

υπάρχει 0x ( , )    τέτοιο, ώστε

0 0g(x ) f (x ) 0   , οπότε 0f (x )   . 

37. Τι γνωρίζετε για την εικόνα ενός διαστήματος Δ μιας συνεχούς και μη σταθερής

συνάρτησης;

Η εικόνα  f Δ ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης  f είναι

διάστημα. 

x0x0 x0

 y 

 B(β, f (β)) 

 f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 y=η 

 η 

 a  x 

 Α(α , f (α)) 



38. Να διατυπώσετε για μια συνεχή συνάρτηση το θεώρημα μέγιστης και

ελάχιστης τιμής.

Αν  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο [ , ]  , τότε η  f  παίρνει στο [ , ]   μια μέγιστη τιμή Μ 

και μια ελάχιστη τιμή m.  

Δηλαδή, υπάρχουν 1 2x , x [ , ]   τέτοια, ώστε, αν 1m f (x ) και 2M f (x ) , να ισχύει 

 ( )m f x M , για κάθε  x ,   .  

ΣΧΟΛΙΟ 

Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών προκύπτει ότι το σύνολο τιμών 

μιας συνεχούς συνάρτησης  f  με πεδίο ορισμού το [ , ]   είναι το κλειστό διάστημα  m,M ,

όπου m η ελάχιστη τιμή και Μ η μέγιστη τιμή της. 

Τέλος, αποδεικνύεται ότι: 

Aν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα  ,  ,

τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα ( , )    όπου 

x
lim f (x)


   και 

x
B lim f (x)


 . 

Αν, όμως, η  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ( , )  , τότε το σύνολο τιμών της στο 

διάστημα αυτό είναι το διάστημα (B,A) . 




