
΄Ασκηση 105

΄Εστω συνάρτηση f ∶ [0,+∞) → R παραγωγίσιμη και κυρτή για την οποία ισχύει

x2 + 2x + 1 ≤ f(x) ≤ e2x για κάθε x ≥ 0.

Επίσης, δίνεται η συνάρτηση g(x) = F (x) − x2 , x ≥ 0, όπου F αρχική της f με F (0) = 1.

i ) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο σημείο M (0, f(0)).

ii ) αʹ) Να αποδείξετε ότι g(x) ≥ x + 1 για κάθε x ≥ 0.

βʹ) Να δείξετε ότι ∫
1

0
F (x)dx > 11

6 .

γʹ) Να αποδείξετε ότι g(x2 + 1) + x+ f(0) ≥ (x− 1)g(x) + g(x+ 1) + 2F (0) για κάθε
x ≥ 1.

Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση Φ(x) = x3 + x2 − (F (2) − 7)x + 1 , x ∈ R

iii ) Να αποδείξετε ότι η Φ έχει δύο τοπικά ακρότατα σε θέσεις x1, x2 με x1x2 < 0.

iv ) Να δείξετε ότι η CΦ έχει μοναδικό σημείο καμπής, έστω N , με τεταγμένη yN >
29
27 .



Λύση

i ) Είναι x2 + 2x + 1 ≤ f(x) ≤ e2x για κάθε x ≥ 0, οπότε για x = 0 προκύπτει

1 ≤ f(0) ≤ 1⇒ f(0) = 1

Για x > 0 έχουμε

x2 + 2x + 1 ≤ f(x) ≤ e2x⇒ x2 + 2x ≤ f(x) − f(0) ≤ e2x − 1⇒

x + 2 ≤ f(x) − f(0)
x − 0 ≤ e

2x − 1
x

• lim
x→0+
(x + 2) = 2

• lim
x→0+

e2x − 1
x

DLH= lim
x→0+

2e2x = 2

οπότε από Κριτήριο Παρεμβολής προκύπτει f ′(0) = lim
x→0+

f(x) − f(0)
x − 0 = 2

Η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο M(0, f(0)) είναι

(ε) ∶ y − f(0) = f ′(0)(x − 0) ⇒ y − 1 = 2x⇒ y = 2x + 1

ii ) αʹ) Η f είναι κυρτή στο [0,+∞) άρα η Cf βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη (ε)
σε κάθε σημείο με εξαίρεση το σημείο επαφής, δηλαδή f(x) ≥ 2x + 1 για κάθε
x ≥ 0 και το = μόνο για x = 0

Η g είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞) με g′(x) = F ′(x) − 2x = f(x) − 2x

και g′(x) = f(x) − 2x ≥ 1 για κάθε x ≥ 0 και το = για x = 0

Θέλουμε να δείξουμε ότι g(x) ≥ x + 1 για κάθε x ≥ 0

Θέτω h(x) = g(x) − x − 1, x ≥ 0. Η h είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞) με
h′(x) = g′(x) − 1 > 0 για κάθε x > 0 και η h είναι συνεχής, άρα είναι γνησίως
αύξουσα στο [0,+∞)

Για κάθε x ≥ 0⇒ h(x) ≥ h(0) ⇒ g(x) − x − 1 ≥ 0⇒ g(x) ≥ x + 1

βʹ) Είναι

g(x) ≥ x + 1⇒ F (x) − x2 ≥ x + 1⇒ F (x) ≥ x2 + x + 1 για κάθε x ≥ 0

και το = μόνο για x = 0. Επομένως

∫
1

0
F (x)dx > ∫

1

0
(x2 + x + 1)dx

∫
1

0
F (x)dx > [x

3

3 +
x2

2 + x]
1

0
= 1

3 +
1
2 + 1 = 11

6



γʹ) Θέλουμε να δείξουμε για κάθε x ≥ 1

g(x2 + 1) + x + f(0) ≥ (x − 1)g(x) + g(x + 1) + 2F (0)

g(x2 + 1) + x + 1 ≥ (x − 1)g(x) + g(x + 1) + 2

g(x2 + 1) − g(x + 1) ≥ (x − 1)g(x) − x + 1

g(x2 + 1) − g(x + 1) ≥ (x − 1)(g(x) − 1)

Για x = 1 η ζητούμενη σχέση ισχύει ως ισότητα αφού g(2) − g(2) ≥ 0⇒ 0 ≥ 0

Για x > 1 έχουμε 0 < x < x + 1 < x2 + 1

• Από ΘΜΤ για την g στο [x + 1, x2 + 1] υπάρχει ξ1 ∈ (x + 1, x2 + 1) τέτοιο
ώστε

g′(ξ1) =
g(x2 + 1) − g(x + 1)
(x2 + 1) − (x + 1) =

g(x2 + 1) − g(x + 1)
x(x − 1)

• Από ΘΜΤ για την g στο [0, x] υπάρχει ξ2 ∈ (0, x) τέτοιο ώστε

g′(ξ2) =
g(x) − g(0)

x − 0 = g(x) − 1
x

Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με g′′(x) = f ′(x)−2. Επειδή η f είναι κυρτή η
f ′ είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για κάθε x > 0⇒ f ′(x) > f ′(0) = 2⇒ g′′(x) > 0
και g′ συνεχής, άρα g′ γνησίως αύξουσα στο [0,+∞)

Είναι

ξ2 < ξ1⇒ g′(ξ2) < g′(ξ1)
g(x) − 1

x
< g(x

2 + 1) − g(x + 1)
x(x − 1)

x > 1⇒

(x − 1)(g(x) − 1) < g(x2 + 1) − g(x + 1)

iii ) ΄Εχουμε Φ(x) = x3 + x2 − (F (2) − 7)x + 1 , x ∈ R. Η Φ είναι παραγωγίσιμη στο R με

Φ′(x) = 3x2 + 2x − (F (2) − 7)

Είναι

∆ = 4 + 12(F (2) − 7) > 0

αφού για κάθε x > 0 ισχύει

g(x) > x + 1⇒ F (x) − x2 > x + 1⇒ F (x) > x2 + x + 1

άρα για x = 2 προκύπτει F (2) > 7



ή

f(x) ≥ 2x + 1 για κάθε x > 0 και το = μόνο για x = 0

∫
2

0
f(x)dx > ∫

2

0
(2x + 1)dx⇒ F (2) − F (0) > [x2 + x]

2

0
⇒ F (2) − 1 > 6⇒ F (2) > 7

άρα η Φ′(x) = 0 έχει δύο ρίζες άνισες x1 < x2 με

x1x2 =
γ

α
= −(F (2) − 7)

3 < 0

x

Φ′

Φ

−∞ x1 x2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

ΤΜΤΜ

ΤΕΤΕ

+∞+∞

iv ) Η Φ είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με Φ′′(x) = 6x + 2

x

Φ′′

Φ

−∞ −1
3 +∞

− 0 +

ΣΚ

το N (−1
3 ,Φ(−

1
3)) είναι το σημείο καμπής της CΦ με

yN = Φ(−1
3) = (−

1
3)

3
+ (−1

3)
2
− (F (2) − 7) (−1

3) + 1

yN = −
1
27 +

1
9 +

F (2) − 7
3 + 1 = 29

27 +
F (2) − 7

3 > 29
27


