
΄Ασκηση 112

Δίνεται συνάρτηση g ∶ [0,+∞) → R η οποία είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) για την οποία
ισχύουν:

• (x + 1) (xg′(x) + g(x)) = 1 για κάθε x > 0

• g(1) = ln 2

• g(0) = lim
x→1

x −
√

2x − 1 + ηµ(x − 1)
x − 1

• g κυρτή στο (0,+∞)

i ) Να αποδείξετε ότι g(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ln(x + 1)
x

, x > 0

1 , x = 0
.

ii ) αʹ) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cg στο σημείο M(0,1).

βʹ) Να δείξετε ότι g′(x) ≥ −1
2 για κάθε x ≥ 0.

γʹ) Να βρείτε την ασύμπτωτη της Cg′ στο +∞.

Επιπλέον, δίνεται η συνάρτηση

Φ(x) =
ln 2

∫
0

(G(ex) − 1
ln 2)dx ⋅ x

3 + 1
2x

2 −
2

∫
1

G′′(x)dx ⋅ x + 2026 , x ∈ R

όπου G αρχική της g με G(0) = 0.

iii ) αʹ) Να δείξετε ότι G(x) ≤ x για κάθε x ∈ [0,+∞).

βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση Φ έχει στις θέσεις x1, x2 τοπικά ακρότατα με

x1 < 0 < x2 και x2 > −x1.



Λύση

i ) Για κάθε x > 0 έχουμε

(x + 1) (xg′(x) + g(x)) = 1⇔ xg′(x) + g(x) = 1
x + 1 ⇔ (xg(x))

′ = (ln(x + 1))′

άρα από συνέπειες ΘΜΤ

xg(x) = ln(x + 1) + c

Για x = 1 έχουμε 1 ⋅ g(1) = ln 2 + c⇒ ln 2 = ln 2 + c⇒ c = 0

΄Αρα, για κάθε x > 0 είναι xg(x) = ln(x + 1) ⇒ g(x) = ln(x + 1)
x

και

g(0) = lim
x→1

x −
√

2x − 1 + ημ(x − 1)
x − 1 = lim

x→1

x −
√

2x − 1
x − 1 + lim

x→1

ημ(x − 1)
x − 1

• είναι

lim
x→1

x −
√

2x − 1
x − 1 = lim

x→1

x2 − (
√

2x − 1)2
(x − 1)(x +

√
2x − 1)

= lim
x→1

x2 − 2x + 1
(x − 1)(x +

√
2x − 1)

=

= lim
x→1

(x − 1)2
(x − 1)(x +

√
2x − 1)

= lim
x→1

x − 1
x +
√

2x − 1
= 0

• και
lim
x→1

ημ(x − 1)
x − 1

u = x − 1= lim
u→0

ημu

u
= 1

άρα g(0) = 0 + 1 = 1 οπότε g(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ln(x + 1)
x

, x > 0

1 , x = 0

ii ) αʹ) Είναι

lim
x→0

g(x) − g(0)
x

= lim
x→0

ln(x + 1)
x

− 1

x
= lim

x→0

ln(x + 1) − x
x2

DLH= lim
x→0

1
x + 1 − 1

2x =

lim
x→0

−x
x + 1
2x = lim

x→0

−1
2(x + 1) = −

1
2

άρα g′(0) = −1
2 οπότε η εφαπτομένη της Cg στο M(0,1) έχει εξίσωση

(ε) ∶ y − g(0) = g′(0)(x − 0) ⇒ y − 1 = −1
2x⇒ y = −1

2x + 1

βʹ) Είναι g′(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x

x + 1 − ln(x + 1)
x2 , x > 0

−1
2 , x = 0



Για x > 0 η g′ είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και

lim
x→0+

g′(x) = lim
x→0+

x

x + 1 − ln(x + 1)
x2

DLH= lim
x→0+

1
(x + 1)2 −

1
x + 1

2x =

lim
x→0+

−x
(x + 1)2

2x = lim
x→0+

−1
2(x + 1)2 = −

1
2 = g

′(0)

άρα η g′ είναι συνεχής στο 0, οπότε είναι συνεχής στο [0,+∞)

Εφόσον η g είναι κυρτή στο (0,+∞), η g′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞)
και επειδή είναι συνεχής στο 0 η g′ είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞)

΄Αρα, για κάθε x ≥ 0 ισχύει

x ≥ 0⇔ g′(x) ≥ g′(0) ⇔ g′(x) ≥ −1
2

γʹ) ΄Εχουμε

lim
x→+∞ g

′(x) = lim
x→+∞

x

x + 1 − ln(x + 1)
x2

• lim
x→+∞

x

x + 1 = 1

• lim
x→+∞ ln(x + 1) = +∞

lim
x→+∞

x

x + 1 − ln(x + 1)
x2

DLH= lim
x→+∞

1
(x + 1)2 −

1
x + 1

2x = lim
x→+∞

−1
2(x + 1)2 = 0

άρα η y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cg′ στο −∞

iii ) αʹ) Η συνάρτηση G είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0,+∞) με G′(x) = g(x) και
G′′(x) = g′(x)

Είναι G′′(x) = g′(x) < 0 για κάθε x ∈ [0,+∞) άρα G είναι κοίλη στο [0,+∞),
οπότε η γραφική της παράσταση βρίσκεται πάντοτε κάτω από την εφαπτομένη της

σε οποιοδήποτε σημείο, με εξαίρεση το σημείο επαφής

Η εφαπτομένης της γραφικής παράστασης CG στο σημείο με τετμημένη x0 = 0
είναι

y −G(0) = G′(0)(x − 0) ⇒ y = g(0)x⇒ y = x

άρα G(x) ≤ x για κάθε x ∈ [0,+∞) και το = μόνο για x = 0

βʹ) Είναι

Φ(x) =
ln 2

∫
0

(G(ex) − 1
ln 2)dx ⋅ x

3 + 1
2x

2 −
2

∫
1

G′′(x)dx ⋅ x + 2026 , x ∈ R



Η Φ είναι παραγωγίσιμη στο R ως πολυωνυμική με

Φ′(x) = 3 [∫
ln 2

0
(G(ex) − 1

ln 2)dx] ⋅ x
2 + x − ∫

2

1
G′′(x)dx

• Είναι G′′(x) < 0 για κάθε x ≥ 0 άρα και ∫
2

1 G
′′(x)dx < 0

• Είναι G(x) ≤ x για κάθε x > 0 και το = για x = 0 ex>0⇒ G(ex) < ex άρα

∫
ln 2

0
G(ex)dx < ∫

ln 2

0
exdx = [ex]

ln 2

0
= eln 2 − 1 = 1

οπότε

∫
ln 2

0
(G(ex) − 1

ln 2)dx = ∫
ln 2

0
G(ex)dx − ∫

ln 2

0

1
ln 2dx < 1 − 1

ln 2 ⋅ ln 2 = 0

άρα

Φ′(x) = 3 [∫
ln 2

0
(G(ex) − 1

ln 2)dx]
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κ<0

⋅x2 + x − ∫
2

1
G′′(x)dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
λ<0

Είναι ∆ = 1 + 12κλ > 0 άρα η Φ′ έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες x1 < x2

x

Φ′

Φ

−∞ x1 x2 +∞

− 0 + 0 −
+∞+∞

−∞−∞
TE TM

με

x1 ⋅ x2 = −
λ

3κ < 0⇒ x1 < 0 < x2

και

x1 + x2 = −
1

3κ > 0⇒ x2 > −x1


