
΄Ασκηση 118

Δίνονται οι συναρτήσεις f, g με τύπο f(x) = x2+2−2 lnx , x > 0 και g(x) = x2 +
lnx
x

, x > 0.

i ) Να δείξετε ότι f(x) > 0 για κάθε x ∈ (0,+∞).

ii ) Να μελετήσετε την g ως προς τη μονοτονία, την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iii ) αʹ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της Cg.

βʹ) Να δείξετε ότι g(x) < x για κάθε x ∈ (0,+∞).

iv ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x = e−
x2

2 έχει ακριβώς μία ρίζα, έστω x0, με x0 ∈ (
1
2 ,1).

Δίνεται ln 2 > 0,6.

v ) αʹ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό θ ∈ (π6 ,
π

2) τέτοιο, ώστε ημθ = x0.

βʹ) Να αποδείξετε ότι

π
6

∫
θ

g(ημx)dx +

π
2

∫
θ

g(ημx)dx > 0



Λύση

i ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) με f ′(x) = 2x − 2
x
= 2(x2 − 1)
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f(1) = 3

Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για x = 1 το f(1) = 12 + 2 − 2 ln 1 = 3. Επομένως, για
κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει

f(x) ≥ f(1) = 3 > 0

ii ) Η g είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) με

g′(x) = 1
2 +

1
x
⋅ x − lnx ⋅ 1

x2 = 1
2 +

1 − lnx
x2 = x

2 + 2 − 2 lnx
2x2 = f(x)2x2

Επειδή f(x) > 0 και 2x2 > 0 για κάθε x > 0 είναι g′(x) > 0. Συνεπώς, η g είναι γνησίως
αύξουσα στο (0,+∞).

Η g′ είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) με

g′′(x) = (1
2 +

1
x2 −

lnx
x2 )

′
= − 2

x3 +
2 lnx
x3 −

1
x3 =

2 lnx − 3
x3

g′′(x) = 0⇔ 2 lnx = 3⇔ lnx = 3
2 ⇔ x = e
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iii ) αʹ) Είναι
lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+
(x2 +

1
x
⋅ lnx) = 0 + (+∞)(−∞) = −∞



άρα η x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cg

Είναι

lim
x→+∞

g(x)
x
= lim

x→+∞(
1
2 +

lnx
x2 ) =

1
2 = λ

διότι lim
x→+∞

lnx
x2

DLH= lim
x→+∞

1
x
2x = lim

x→+∞
1

2x2 0 και

lim
x→+∞(g(x) −

1
2x) = lim

x→+∞
lnx
x

DLH= lim
x→+∞

1
x
= 0 = β

΄Αρα η y = 1
2x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cg στο +∞

βʹ) Για κάθε x ∈ (0,+∞) έχουμε διαδοχικά

g(x) < x⇔ x

2 +
lnx
x
< x⇔ lnx

x
< x2

x>0⇒

2 lnx < x2⇔ x2 − 2 lnx > 0⇔ f(x) > 2

που ισχύει αφού για κάθε x > 0 έχουμε f(x) ≥ 3 > 2

Συνεπώς, ισχύει g(x) < x για κάθε x ∈ (0,+∞)

iv ) Για x > 0 έχουμε

x = e−
x2

2 ⇔ lnx = −x
2

2 ⇔
x2

2 + lnx = 0⇔ x

2 +
lnx
x
= 0⇔ g(x) = 0

• Η g είναι συνεχής στο [12 ,1] ως πράξεις συνεχών.

• g(1) = 1
2 +

ln 1
1 =

1
2 > 0.

• g (1
2) =

1
4 − 2 ln 2 < 0 αφού ln 2 > 0,6

άρα g (1
2) ⋅ g(1) < 0 οπότε από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (

1
2 ,1)

τέτοιο ώστε g(x0) = 0 και g γνησίως αύξουσα στο (0,+∞) άρα το x0 είναι μοναδικό

v ) αʹ) Θέτω ϕ(x) = ημx − x0, x ∈ [
π

6 ,
π

2 ].

• Η ϕ είναι συνεχής στο [π6 ,
π

2 ] ως διαφορά συνεχών

• ϕ(π6) = ημ(
π

6) − x0 =
1
2 − x0 < 0 αφού x0 ∈ (

1
2 ,1) ⇒ x0 >

1
2

• ϕ(π2) = ημ(
π

2) − x0 = 1 − x0 > 0



άρα ϕ(π6) ⋅ ϕ(
π

2) < 0 οπότε από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον

θ ∈ (π6 ,
π

2) ώστε ϕ(θ) = 0⇔ ημθ = x0

Επιπλέον, η ϕ είναι παραγωγίσιμη με ϕ′(x) = συνx > 0 για κάθε x ∈ (π6 ,
π

2),
οπότε η ϕ είναι γνησίως αύξουσα άρα η ρίζα θ είναι μοναδική.

βʹ) Θέλουμε να αποδείξουμε ότι

π
6

∫
θ

g(ημx)dx +

π
2

∫
θ

g(ημx)dx > 0

Είναι
π
6

∫
θ

g(ημx)dx +

π
2

∫
θ

g(ημx)dx = −
θ

∫
π
6

g(ημx)dx +

π
2

∫
θ

g(ημx)dx

Για x ∈ [π6 , θ] έχουμε

x ≤ θ⇒ ημx ≤ ημθ⇒ ημx ≤ x0
g γν. αυξ.⇒ g(ημx) ≤ g(x0) = 0

και το = για x = θ, άρα

θ

∫
π
6

g(ημx)dx < 0⇒ −
θ

∫
π
6

g(ημx)dx > 0

Για x ∈ [θ, π2 ] έχουμε

x ≥ θ⇒ ημx ≥ ημθ⇒ ημx ≥ x0
g γν. αυξ⇒ g(ημx) ≥ g(x0) = 0

και το = για x = θ, άρα
π
2

∫
θ0

g(ημx)dx > 0 (2)

οπότε προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει

−
θ

∫
π
6

g(ημx)dx +

π
2

∫
θ

g(ημx)dx > 0⇔

π
6

∫
θ

g(ημx)dx +

π
2

∫
θ

g(ημx)dx > 0


