
΄Ασκηση 121

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x2 ln ∣x∣ , x ≠ 0

I + κ , x = 0
, όπου I =

e

∫
1

2x ln ∣x∣dx , κ ∈ R.

i ) Να δείξετε ότι κ = −e
2 + 1
2 .

ii ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, τα κοίλα και τα σημεία
καμπής.

iii ) Να αποδείξετε ότι η f ′ είναι γνησίως φθίνουσα στο [−e−
3
2 , e−

3
2 ].

iv ) αʹ) Να βρείτε το πλήθος των ρίζων της εξίσωσης f(x) = eλ , λ ∈ R.

βʹ) Να αποδείξετε ότι ρ1 + ρ2 = 0, όπου ρ1, ρ2 οι ρίζες της εξίσωσης.



Λύση

i ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, επομένως είναι συνεχής και στο x0 = 0, δηλαδή
ισχύει

lim
x→0

f(x) = f(0) ⇒ lim
x→0
(x2 ln ∣x∣) = I + κ

Είναι

lim
x→0
(x2 ln ∣x∣) = lim

x→0

ln ∣x∣
1
x2

DLH= lim
x→0

1
x

− 2
x3

= lim
x→0
(−x

2

2 ) = 0

Συνεπώς, έχουμε I + κ = 0⇒ κ = −I

και

I =
e

∫
1

2x ln ∣x∣dx =
e

∫
1

(x2)′ lnxdx = [x2 lnx]e1 −
e

∫
1

x2 ⋅ 1
x
dx =

e2 −
e

∫
1

xdx = e2 − (e
2

2 −
1
2) =

e2 + 1
2

΄Αρα

κ = −I = −e
2 + 1
2

ii ) Για x ≠ 0, η f είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με

f ′(x) = (x2 ln ∣x∣)′ = 2x ln ∣x∣ + x2 ⋅ 1
x
= x(2 ln ∣x∣ + 1)

και

lim
x→0

f(x) − f(0)
x − 0 = lim

x→0

x2 ln ∣x∣ − (I + κ)
x

I+κ=0= lim
x→0
(x ln ∣x∣) =

lim
x→0

ln ∣x∣
1
x

DLH= lim
x→0

1
x

− 1
x2

= lim
x→0
(−x) = 0

άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με f ′(0) = 0, οπότε είναι

f ′(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x(2 ln ∣x∣ + 1) , x ≠ 0

0 , x = 0

Για x ≠ 0

f ′(x) = 0⇒ x(2 ln ∣x∣ + 1) = 0 x≠0⇒ 2 ln ∣x∣ + 1 = 0⇒ ln ∣x∣ = −1
2 ⇒ ∣x∣ = e

−1
2 ⇒ x = ± 1√

e

• Για x > 0 είναι

f ′(x) > 0⇒ 2 lnx + 1 > 0⇔ lnx > −1
2 ⇔ x > e−

1
2 = 1√

e



• Για x < 0 είναι

f ′(x) > 0⇒ 2 ln(−x) + 1 < 0⇔ ln(−x) < −1
2 ⇔−x < e

−1
2 ⇔ x > −e−

1
2 = − 1√

e

x

f ′

f

−∞ −e−
1
2 0 e−

1
2 +∞

− 0 + 0 − 0 +
+∞ +∞

Τ.Ε.

f (−e−
1
2 ) = − 1

2e

Τ.Μ.

f(0) = 0
Τ.Ε.

f (e−
1
2 ) = − 1

2e

Για x ≠ 0 η f ′ είναι παραγωγίσιμη με

f ′′(x) = (2 ln ∣x∣ + 1) + x ⋅ 2
x
= 2 ln ∣x∣ + 3

f ′′(x) = 0⇒ 2 ln ∣x∣ + 3 = 0⇔ ln ∣x∣ = −3
2 ⇔ x = e−

3
2 ή x = −e−

3
2

x

f ′′

f

−∞ −e−
3
2 0 e−

3
2 +∞

+ 0 − − 0 +

Σ.Κ.

(−e−
3
2 ,− 3

2e3 )
Σ.Κ.

(e−
3
2 ,− 3

2e3 )

iii ) • Για κάθε x ≠ 0 η f ′(x) = x(2 ln ∣x∣ + 1) είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών

• Για x = 0 έχουμε

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0
[x(2 ln ∣x∣ + 1)] = lim

x→0
(2x ln ∣x∣ + x) = 2 ⋅ 0 + 0 = 0 = f ′(0)

Επομένως, η f ′ είναι συνεχής στο 0, άρα και σε όλο [−e−
3
2 , e−

3
2 ]. Είναι f ′′(x) < 0

για κάθε x ∈ (−e−
3
2 ,0) ∪ (0, e−

3
2) και f ′ είναι συνεχής στο [−e−

3
2 , e−

3
2 ] άρα η f ′ είναι

γνησίως φθίνουσα στο [−e−
3
2 , e−

3
2 ]

iv ) αʹ) Στο ∆1 = (−∞,−e−
1
2 ] η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής, άρα

f(∆1) = [f (−e−
1
2) , lim

x→−∞ f(x)) = [−
1
2e,+∞)



Το eλ ∈ f(∆1) και f γνησίως αύξουσα, άρα η εξίσωση f(x) = eλ έχει ακριβώς

μία ρίζα ρ1 ∈ (−∞,−e−
1
2)

Στο ∆2 = [−e−
1
2 ,0] η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής, άρα

f(∆2) = [f (−e−
1
2) , f(0)] = [− 1

2e,0]

Το eλ ∉ f(∆2) οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη στο ∆2

Στο ∆3 = [0, e−
1
2 ] η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής, άρα

f(∆3) = [f (e−
1
2) , f(0)] = [− 1

2e,0]

Το eλ ∉ f(∆3) οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη στο ∆3

Στο ∆4 = [e−
1
2 ,+∞) η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής, άρα

f(∆4) = [f (e−
1
2) , lim

x→+∞ f(x)) = [−
1
2e,+∞)

Το eλ ∈ f(∆4) και f γνησίως αύξουσα, η εξίσωση f(x) = eλ έχει ακριβώς μία

ρίζα ρ2 ∈ (e−
1
2 ,+∞)

Συνεπώς, η εξίσωση f(x) = eλ έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες στο R

βʹ) Είναι για κάθε x ∈ R και −x ∈ R και για x ≠ 0 ισχύει

f(−x) = (−x)2 ln ∣ − x∣ = x2 ln ∣x∣ = f(x) και f(−0) = f(0) = 0 άρα η f είναι άρτια
στο R

Αν ρ2 είναι η θετική ρίζα της εξίσωσης f(x) = eλ, τότε

f(ρ2) = eλ⇒ f(−ρ2) = eλ

δηλαδή το −ρ2 είναι επίσης ρίζα της εξίσωσης. Επειδή όμως δείξαμε στο ότι η

εξίσωση έχει μοναδική αρνητική ρίζα τη ρ1, αναγκαστικά ισχύει

ρ1 = −ρ2⇒ ρ1 + ρ2 = 0


