
΄Ασκηση 14

Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ln(ημx) και g(x) = ln(συνx) ορισμένες στο (0,
π

2 ).

i ) Να μελετήσετε τις συναρτήσεις f και g ως προς τη μονοτονία, τα κοίλα και να βρείτε

το σύνολο τιμών τους.

ii ) Να δείξετε ότι f(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ (0,
π

4 ] και f(x) ≥ g(x) για κάθε x ∈ [π4 ,
π

2 ).

iii ) Να αποδείξετε ότι:

αʹ)

1

∫
1
2

[(ef(x)f ′(x))2 + (eg(x)g′(x))2]dx = 1
2 .

βʹ)

1

∫
1
2

x(ef(x))2dx −

1
2

∫
1

x(eg(x))2dx = 3
8 .

γʹ) Να αποδείξετε ότι

α

∫
π
4

ef(x)dx ≥
α

∫
π
4

eg(x)dx , όπου α ∈ [π4 ,
π

2 ).

δʹ) Να αποδείξετε ότι

α

∫
π
4

(ef(x) − eg(x))dx ≥

π
4

∫
α

1dx για κάθε α ∈ [π4 ,
π

2 ).

iv ) Να δείξετε ότι ∣ef(x) − ef(y)∣ + ∣eg(x) − eg(y)∣ ≤ 2∣x − y∣ για κάθε x, y ∈ (0,
π

2).



Λύση

i ) f(x) = ln(ημx) ⇒ f ′(x) = (ημx)
′

ημx
= συνx
ημx

> 0, άρα f γνησίως αύξουσα στο (0,
π

2)

f ′′(x) = − 1
ημ2x

< 0, άρα f κοίλη στο (0,
π

2)

f(A) =
⎛
⎝

lim
x→0+

f(x), lim
x→π

2
−

f(x)
⎞
⎠
= (−∞, ln 1) = (−∞, 0).

g(x) = ln(συνx) ⇒ g′(x) = (συνx)
′

συνx
= − ημx
συνx

< 0, άρα g γνησίως φθίνουσα στο (0,
π

2)

g′′(x) = − 1
συν2x

< 0, άρα g κοίλη στο (0,
π

2)

g(A) =
⎛
⎝

lim
x→π

2
−

g(x), lim
x→0+

g(x)
⎞
⎠
= (−∞, ln 1) = (−∞, 0).

ii ) ΄Εστω h(x) = f(x) − g(x) = ln(ημx) − ln(συνx) = ln(ϵϕx).
Για x ∈ (0,

π

4 ] ⇒ ϵϕx ≤ 1⇒ ln(ϵϕx) ≤ 0⇒ f(x) ≤ g(x).

Για x ∈ [π4 ,
π

2) ⇒ ϵϕx ≥ 1⇒ ln(ϵϕx) ≥ 0⇒ f(x) ≥ g(x).

iii ) αʹ) Είναι ef(x)f ′(x) = ημx ⋅ συνx
ημx

= συνx και eg(x)g′(x) = συνx ⋅ (− ημx
συνx

) = −ημx

∫
1

1
2
[συν2x + (−ημx)2]dx = ∫

1

1
2
(συν2x + ημ2x)dx = ∫

1

1
2

1dx = [x]
1

1
2
= 1

2

βʹ) ∫
1

1
2

xe2f(x)dx − ∫
1
2

1
xe2g(x)dx = ∫

1

1
2

xημ2xdx + ∫
1

1
2

xσυν2xdx =

∫
1

1
2

x(ημ2x + συν2x)dx = ∫
1

1
2

xdx = [x
2

2 ]
1

1
2

= 1
2 −

1
8 =

3
8 .

γʹ) ∫
α

π/4
ef(x)dx ≥ ∫

α

π/4
eg(x)dx⇔∫

α

π/4
(ef(x) − eg(x))dx ≥ 0.

Για x ∈ [π4 , α] είναι x ≥ π

4
(ii)
Ô⇒ f(x) ≥ g(x) ⇒ ef(x) ≥ eg(x) ⇒ ef(x) − eg(x) ≥ 0

άρα για κάθε α ≥ π/4 είναι ∫
α

π/4
(ef(x) − eg(x))dx ≥ 0.

δʹ) ∫
α

π
4

(ef(x) − eg(x))dx ≥ ∫
π
4

α
1dx⇔∫

α

π
4

(ef(x) − eg(x) + 1)dx ≥ 0

΄Εστω ϕ(x) = ημx − συνx + 1

Για x ∈ [π4 ,
π

2) είναι ημx ≥ συνx⇒ ημx − συνx ≥ 0⇒ ϕ(x) ≥ 1 > 0.

Αφού α ≥ π

4 και ϕ(x) > 0 τότε ∫
α

π
4

(ef(x) − eg(x) + 1)dx ≥ 0



iv ) ΄Εστω K(x) = ef(x) = ημx και M(x) = eg(x) = συνx

Αν x = y: 0 + 0 ≤ 0 ισχύει ως ισότητα

Αν x ≠ y χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω x < y

Η K είναι συνεχής στο [x, y] και παραγωγίσιμη στο (x, y). Από Θ.Μ.Τ. υπάρχει
ξ1 ∈ (x, y) ώστε

K ′(ξ1) =
K(y) −K(x)

y − x
= συνξ1⇒ ∣ef(y) − ef(x)∣ = ∣συνξ1∣ ⋅ ∣y − x∣ ≤ ∣y − x∣

Η M είναι συνεχής στο [x, y] και παραγωγίσιμη στο (x, y). Από Θ.Μ.Τ. υπάρχει
ξ2 ∈ (x, y) ώστε

M ′(ξ2) =
M(y) −M(x)

y − x
= −ημξ2⇒ ∣eg(y) − eg(x)∣ = ∣ − ημξ2∣ ⋅ ∣y − x∣ ≤ ∣y − x∣

Προσθέτοντας κατά μέλη: ∣ef(x) − ef(y)∣ + ∣eg(x) − eg(y)∣ ≤ 2∣x − y∣.


