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Δίνεται η συνάρτηση f(x) = xe
1
x , x ≠ 0.

i ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της Cf .

ii ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, τα κοίλα και να βρεθεί το

σύνολο τιμών της.

iii ) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 2
√

e έχει ακριβώς δύο ρίζες.

iv ) ΄Εστω E το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την Cf , τον άξονα x′x και τις

ευθείες x = 1 και x = 5. Να δείξετε ότι 2E > e2 − 4e + 36.

v ) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(ex−1 +x− 2)+ f(ln(3−x)−x+ 2) = 2e έχει μοναδική λύση

στο (1, 2).



Λύση

i ) lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

xe
1
x

u = 1
x= lim

u→+∞
eu

u
DHL= lim

u→+∞ eu = +∞

΄Αρα η x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf

lim
x→±∞

f(x)
x
= lim

x→±∞ e1/x u = 1
x= lim

u→0
eu = 1 = λ

lim
x→±∞(f(x) − λx) = lim

x→±∞x(e1/x − 1) u = 1
x= lim

u→0

eu − 1
u
= 1 = β

΄Αρα η y = x + 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο +∞ και στο −∞

ii ) f ′(x) = e
1
x + xe
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iii ) 2
√

e ∉ f((−∞, 0)) άρα η f(x) = 2
√

e δεν έχει λύση στο (−∞, 0)

2
√

e ∈ f((0, 1)) άρα η f(x) = 2
√

e έχει λύση στο (0, 1) και επειδή είναι γνησίως
φθίνουσα στο (0,1) είναι μοναδική

2
√

e ∈ f((1,+∞)) άρα η f(x) = 2
√

e έχει λύση στο (1,+∞) (f(1) = e ≠ 2
√

e) και
επειδή είναι γνησίως αύξουσα στο (1,+∞) είναι μοναδική

Παρατηρούμε ότι f(2) = 2e
1
2 = 2

√
e, άρα x = 2 η μία ρίζα.

iv ) Eορθ = (5 − 1) ⋅ e = 4e



Eτριγ =
1
2(6 − e)2 = 36 − 12e + e2

2
άρα E(Ω) > Eορθ +Eτριγ⇔ 2E(Ω) > e2 − 4e + 36.
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v ) ΄Εστω οι συναρτήσεις u(x) = ex−1 + x − 2 και v(x) = ln(3 − x) − x + 2.

Για x > 0 η f έχει ολικό ελάχιστο στο x = 1 το f(1) = e άρα f(x) ≥ e και το = μόνο

για x = 1

Για x ∈ (1, 2) ισχύει u(x), v(x) > 0

Η εξίσωση f(u(x))+f(v(x)) = 2e ισχύει μόνο αν f(u(x)) = e και f(v(x)) = e, δηλαδή

u(x) = 1 και v(x) = 1

u(x) = 1⇔ ex−1 + x − 3 = 0. Θέτω g(x) = ex−1 + x − 3

Είναι g συνεχής στο [1,2]

g(1) = −1 < 0
g(2) = e − 1 > 0 άρα από Θ. Bolzano η g(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα x0 ∈ (1, 2)
και g′(x) > 0 άρα μοναδική

ex0−1 = 3 − x0⇒ x0 − 1 = ln(3 − x0) ⇔ v(x0) = 1.

Συνεπώς, η x0 είναι η μοναδική λύση στο (1, 2).


