
΄Ασκηση 3

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x3+αx2+4 , x ∈ R , α ∈ R, για την οποία ισχύει ότι f(x) ≥ α+6
για κάθε x ∈ (0,+∞).

i ) Να βρείτε το α.

΄Εστω α = −3

ii ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

iii ) αʹ) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) ∶ y = −3
2x + 17

4 είναι η εφαπτομένη της Cf με την

μικρότερη κλίση, που διαπερνά τη γραφική παράσταση της f .

βʹ) Να βρείτε το όριο lim
x→ 1

2

x − ηµx

(ex−1
2 − 1) (4f(x) + 6x − 17)

.

iv ) Να δείξετε ότι ef(x)−4 ≤ f(x) − 3 + 1
2(f(x) − 4)2 για κάθε x ∈ (−∞, 1).

v ) Να αποδείξετε ότι
0

∫
−π

2

f(ηµx)dx < 17π + 12
8 .



Λύση

i ) Είναι f(x) = 2x3 + αx2 + 4 και f ′(x) = 6x2 + 2αx. Ισχύει f(x) ≥ α + 6 για κάθε x > 0
δηλαδή

f(x) ≥ f(1)για κάθεx > 0.

Η f είναι παραγωγίσιμη στο 1 και το 1 είναι εσωτερικό σημείο, άρα από Θ. Fermat

f ′(1) = 0⇒ 6 + 2α = 0⇒ α = −3.

ii ) Για α = −3 έχουμε

f(x) = 2x3 − 3x2 + 4 και f ′(x) = 6x2 − 6x = 6x(x − 1)

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 1 +∞

+ 0 − 0 +

44
33

Τ.Μ.

f(0) = 4
Τ.Ε.

f(1) = 3

iii ) αʹ) f ′(x) = 6x(x − 1) και f ′′(x) = 12x − 6⇒ f ′′(x) = 0⇒ x = 1
2

x

f ′′(x)

f ′(x)

−∞ 1
2 +∞

− 0 +

−3
2−3
2

Ο.Ε.

f ′( 1
2) = −

3
2

Η εφαπτομένη στο x = 1
2 είναι

y − f(1
2) = f ′(1

2)(x −
1
2)

y − 7
2 = −

3
2(x −

1
2) ⇒ y = −3

2x + 17
4 .

Η f είναι κοίλη στο (−∞,
1
2] και κυρτή στο [

1
2 ,+∞), άρα το σημείο

(1
2 , f(1

2)) = (
1
2 ,

7
2)

είναι σημείο καμπής, οπότε η εφαπτομένη στο σημείο αυτό διαπερνά τη Cf .



βʹ)

lim
x→1

2

x − ηµx

(ex−1
2 − 1)(4f(x) + 6x − 17)

= lim
x→1

2

(x − ηµx) 1

(ex−1
2 − 1)(4f(x) + 6x − 17)

=

(1
2 − ηµ

1
2) ⋅ (+∞) = +∞

αφού ∣ηµx∣ ≤ ∣x∣ για κάθε x ∈ R και το = μόνο για x = 0

άρα για x > 0 ισχύει ηµx < x, οπότε
1
2 − ηµ

1
2 > 0 και

για x < 1
2 :

ex−1
2 − 1 < 0

και επειδή η f είναι κοίλη,

f(x) < −3
2x + 17

4 ⇒ 4f(x) + 6x − 17 < 0

΄Αρα

(ex− 1
2 − 1)(4f(x) + 6x − 17) > 0

Για x > 1
2 :

ex−1
2 − 1 > 0

και επειδή η f είναι κυρτή,

f(x) > −3
2x + 17

4 ⇒ 4f(x) + 6x − 17 > 0

΄Αρα

(ex−1
2 − 1)(4f(x) + 6x − 17) > 0 για κάθε x ≠ 1

2

iv ) Στο (−∞, 1) η f παρουσιάζει Ο.Ε. στο x = 1 με f(1) = 4, άρα f(x) ≤ 4 για κάθε x < 1.

Θέτουμε u = f(x) − 4 οπότε u ≤ 0. Θέλουμε να δείξουμε

eu ≤ 1 + u + u2

2 .

Θέτουμε w(u) = eu − u − 1 − u2

2 ⇒ w′(u) = eu − 1 − u ≥ 0 και το = μόνο για u = 0

u

w′(u)

w(u)

−∞ 0 +∞

+ 0 +



΄Αρα για u ≤ 0 ⇔ w(u) ≤ w(0) = 0

v ) Η f είναι κοίλη στο (−∞,
1
2), άρα f(x) ≤ −3

2x + 17
4 για κάθε x < 1

2

Για x ∈ [−π

2 , 0] ισχύει

ηµx ≤ 0 < 1
2

άρα

f(ηµx) ≤ −3
2 ηµx + 17

4 .

∫
0

−π
2

f(ηµx)dx < ∫
0

−π
2
(−3

2 ηµx + 17
4 )dx = [32συνx + 17

4 ]
0

−π
2
= 3

2 +
17π

8 = 17π + 12
8 .

΄Αρα

∫
0

−π
2

f(ηµx)dx < 17π + 12
8 .


