
΄Ασκηση 30

Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) =
√

x − 1 , x ≥ 1 και g(x) = ln x , x > 0.

i ) Να βρείτε τη συνάρτηση K(x) = g ○ f .

΄Εστω K(x) = ln
√

x − 1 , x > 1.

ii ) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις K και h είναι ίσες, όπου h(x) = 1
2 ln ∣x−1∣. Αν K ≠ h,

να βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο ώστε K = h.

iii ) Να αποδείξετε ότι η K είναι αντιστρέψιμη και να βρεθεί η K−1.

iv ) Να αποδείξετε ότι
e+1

∫
2

K(x)dx = 1
2 .



Λύση

i ) DK = {x ∈Df ∣ f(x) ∈Dg} = {x ≥ 1 ∣
√

x − 1 > 0} = {x ≥ 1 ∣ x ≠ 1} = (1,+∞)

K(x) = g(f(x)) = ln
√

x − 1

ii ) Dh = (−∞, 1) ∪ (1,+∞) ≠DK , άρα K ≠ h

για x > 1 έχουμε h(x) = 1
2 ln(x − 1) = ln(x − 1)1/2 = ln

√
x − 1 =K(x)

άρα K = h στο (1,+∞)

iii ) K ′(x) = (1
2 ln(x − 1))

′
= 1

2(x − 1) > 0 στο (1,+∞)

άρα η K είναι γνησίως αύξουσα στο (1,+∞) άρα 1-1 και αντιστρέφεται

Θέτω y = ln
√

x − 1⇔ ey =
√

x − 1⇔ e2y = x − 1⇔ x = e2y + 1

άρα K−1(x) = e2x + 1, x ∈ R.

iv )

∫
e+1

2
K(x)dx = ∫

e+1

2

1
2 ln(x − 1)dx = 1

2 ∫
e+1

2
(x − 1)′ ln(x − 1)dx =

1
2 [(x − 1) ln(x − 1)]e+1

2 − 1
2 ∫

e+1

2
(x − 1) 1

x − 1dx =

1
2e − 1

2 ∫
e+1

2
1dx = e

2 −
1
2[x]

e+1

2
= e

2 −
e − 1

2 = 1
2


