
΄Ασκηση 32

Δίνονται οι συναρτήσεις f ∶ R→ R με f(x) = g(α)
x2 + g2(α) , x ∈ R , α ∈ R και g ∶ (0,+∞) → R

παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει
g′(x)
g(x) =

2
x
για κάθε x > 0 με g(1) = 1. Η f παρουσιάζει

στο x0 = 0 τοπικό ακρότατο το 1.

i ) Να δείξετε ότι g(x) = x2 , x > 0.

ii ) Να βρείτε τις τιμές του α.

΄Εστω α = 1

iii ) Να αποδείξετε ότι η g είναι 1-1 και στη συνέχεια να βρείτε τη συνάρτηση h = f ○ g−1.

Δίνεται h(x) = 1
x + 1 , x > 0

iv ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την Ch, την εφαπτομένη στο

σημείο M (1, h(1)), τον άξονα x′x και την ευθεία x = 4.

v ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα

π
2

∫
0

συνx ⋅ h ((συνx)2 + 2)dx.



Λύση

i )
g′(x)
g(x) =

2
x
⇒ (ln ∣g(x)∣)′ = (2 ln x)′⇒ ln ∣g(x)∣ = 2 ln x + c

για x = 1 έχουμε
ln ∣g(1)∣ = 2 ln 1 + c⇒ c = 0

άρα ln ∣g(x)∣ = ln x2⇒ ∣g(x)∣ = x2 > 0 για κάθε x > 0

άρα g(x) ≠ 0 για κάθε x > 0 και συνεχής στο (0,+∞)

άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο και g(1) = 1 > 0 άρα g(x) > 0 για κάθε x > 0

οπότε g(x) = x2 , x > 0

ii ) Για x ∈ R
f(x) = g(α)

x2 + g2(α) ⇒ f ′(x) = −2x ⋅ g(α)
(x2 + g2(α))2

f(0) = 1⇒ 1
g(α) = 1⇒ α2 = 1⇔ α = ±1

iii ) g′(x) = 2x > 0 για x > 0 άρα g γνησίως αύξουσα στο (0,+∞) άρα 1-1 και αντιστρέφεται

Θέτω y = x2 x > 0⇒ x2 > 0⇐⇒
y > 0

x = √y οπότε g−1(x) = √x , x > 0

Dh = {x ∈Dg−1 ∣ g−1(x) ∈Df} = {x > 0 ∣
√

x ∈ R} = (0,+∞)

h(x) = f(g−1(x)) = g(1)
(√x)2 + g2(1) =

1
x + 1 , x > 0

iv ) Η εφαπτομένη στο M(1, h(1)) είναι (ε) ∶ y − h(1) = h′(1)(x − 1) ⇒ y = −1
4x + 3

4

x

y

O

Ch

(ε)
x = 4

M(1, 1
2)

3 41

1
2

E(Ω) = ∫
4

1
h(x)dx −Eτριγ = ln 5

2 −
1
2



αφού

Eτριγ =
1
2 ⋅ (3 − 1) ⋅ 12 =

1
2

∫
4

1

1
x + 1 dx = [ln(x + 1)]

4

1
= ln 5 − ln 2 = ln 5

2

v )

I = ∫
π
2

0
συνx ⋅ h(συν2x + 2)dx = ∫

π
2

0
συνx ⋅ 1

(συν2x + 2) + 1 dx =

∫
π
2

0

συνx

3 + (1 − ημ2x) dx = ∫
π
2

0

συνx

4 − ημ2x
dx

Θέτω u = ημx οπότε du = συνx dx

για x = 0⇒ u = 0 και για x = π

2 ⇒ u = 1

I = ∫
1

0

1
4 − u2 du = ∫

1

0

1
(2 − u)(2 + u) du =

1
4 ∫

1

0
( 1

2 − u
+ 1

2 + u
)du = 1

4[− ln ∣2 − u∣ + ln ∣2 + u∣]
1

0
=

1
4 [ln ∣

2 + u

2 − u
∣]

1

0
= 1

4(ln 3 − ln 1) = ln 3
4


